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1. Sean (X, || - |) un espacio de Banach, y {T)}xca una familia de operadores Ty €
B(X,Y)), donde cada Yy es un espacio normado, y tales que supycy ||Ta(2)|| < oo,
Vo € X. Se define || - |o : X — R tal que ||z||a = ||z|| + supyea |Tx(z)||. Probar que
| - ||a es una norma sobre X, y que es equivalente a || - ||.

2. Sean X e Y espacios de Banach sobre F, donde F=R o F = C.

a) Para ¢ € X*, y € Y* sea Tyy : X — Y™ tal que Ty y(x) = ¢(x)1. Probar que
Ty € B(X,Y™), y calcular || T} |-

b) Paraxz € X,y €Y, sean,, : B(X,Y*) — F tal que 1,,(T) = Tz(y). Probar que
Ty ©s continua y que [|ng,y[| = ||l |yl

c) Sea Z =span{n,,: v € X,y €Y} C B(X,Y*)*. Probar que p: B(X,Y*) — Z*
tal que ,u(T)‘?7 =n(T') es un isomorfismo isométrico.

d) Consideremos B(X,Y™) con la topologia w* dada por (c), y sean (T;);c; una red
acotada en B(X,Y™*), T € B(X,Y*). Probar que T; — T <= Tj(z) — T(z),
Ve e X.

3. Sean {ep, }nen una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, {a,}nen una sucesién
acotada de nimeros complejos y 0 : N — N una funcién inyectiva.

a) Probar que existe T € B(H) tal que T'(ex) = apeq(xy para todo k € N. Calcular,
en funcién de {a,}, |T"|| para todo k € N. (Sugerencia: observar que T* es de la
misma forma que 7', para otros valores de a, y o).

b) Probar que T es compacto si {ay} tiende a 0.
¢) Probar que si o es biyectiva T"(ex) = @y—1(x)€o—1(k)-

d) Suponiendo que N\ ¢(N) es finito y que a,, = 1 para todo n, probar que T" es un
operador de Fredholm, y hallar su indice.

e) Sea T € B(H) tal que T'(e,) = nil én. Probar que T es compacto, autoadjunto,
de rango infinito y que es nilpotente en sentido generalizado, es decir T" tiende a

0, en la norma de B(H).

f) Sea T € B(H) un operador compacto y normal tal que 7™ = 0 para algin n € N.
Probar que T' = 0.



SOLUCIONES

1. Puede suponerse que Y), es un espacio de Banach, VA. Sean Y = [[,c, Y2, ¥ T\: X =Y

2.

tal que Ty (z) N

VYA € A. Entonces |Th] = ||Thll, YA € A.

N TA(:E) siA=N
"o siA£ N

Por la hipétesis y el teorema de acotacién uniforme existe M tal que supyey [|Th]| =
suprea T2l < M. Luego:

a)
b)

el < flzlla < (L+ M)l[zf], Ve e X.

1Tl = supja=1 [|To.p ()| = supyzj=1 |¢(@)P] = sup =1 [o(@) |1 = llo] 1]]-
M0y (V)| = [T(y)| < [IT]| [|=]] lyll, de modo que ||nzy[| < [|z[| [[y[|- Por otro lado,
por el teorema de Hahn—Banach existen ¢ € X* y ¢ € Y* tales que ||¢|| =1 = [|¢|],

y o(x) = llzll, ¥(y) = llyll- Luego [Ty pll = 1y 12,y (Tsp) = llz] lyll, de donde
concluimos que |7z, || = [|z[| |[y]]-

Es claro que ||u(T)|| < ||T||, de manera que u(T) € Z*. Que u es lineal es obvio.
Veamos que p es una isometria:

1T = (D = sup |ney(T)| = sup |Tz(y)| = sup [[|Tz] = |T].
leli=1=ly leli=1=y leli=1

Para ver que p es sobreyectiva, observamos que f € Z* queda determinada por
sus valores en el conjunto Z' :={n,, : z € X, y € Y}. Siexiste T € B(X,Y™) tal
que p(T') = f, debe ser Tx(y) = f(N2y), Vo € X,y € Y. Sea entonces T': X — Y*
tal que T:I;}y = f(M2y), Vo € X,y € Y. Entonces Tz es lineal y ||tz| < || f]] |z,
Vz € X, de donde vemos al mismo tiempo que efectivamente se tiene que Tz € Y*,
y que T' € B(X,Y™), puesto que [|T[| < | f|. Como u(T)|, = f
que pu(T) = f.

Supongamos primero que T; v, T, es decir, u(T;)| — pu(T)| ,
H n M n

concluimos

Zl7

Vn € Z. En particu-
lar que M(Ti)‘nw — u(T)‘nw, Vz € X,y €Y. Esto implica que Tjz(y) — Tz(y),

Vere X, yeY, es decir, Tz w3 Tx, Vx € X. Inversamente, si T;x v Tz, Vx € X,
entonces u(71;) oy ,u(T)‘ . ,Vx € X,y €Y,y por lo tanto M(T)‘ — M(T)}
Vn € span Z' donde 7" esel ConJunto de la parte anterior. Como por h1p0t681s exis-
te M >0 tal que |||, ||T|| < M, Vi € I, se deduce que M(TZ)‘W — u(T )|77’ Ve Z.
En efecto, dados € > 0y n € Z, existe ' € span Z’ tal que ||[n — /|| < ¢/3M. Sea
ip tal que Vi > ig se tiene que ||u(T;) o w(T) 77’” < €/3. Entonces, si i > ig:

+ p(T3)

(T, — (D), | = (T, + (T,



