Universidad de la Republica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Anaélisis Funcional-Curso 2003

EXAMEN
24 de mayo de 2004

1. Sean X un espacio de Banach y T' € B(X).

a) Probar que las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1) T es invertible.
2) ImT = X y H(z,) C X tal que ||z,|| =1VYny Tx, — 0.
3) ImT = X y Je > 0 tal que ||Tz| > €||z||, Vo € X.
b) Supongamos que X = (* (= (*(N)) y que T' € B(£?) es tal que Te,, = aney(n)
Vn € N, donde a,, € CVn y 0 : N — N es una biyeccion.
1) Probar que (a,) estd acotada, y calcular ||T||.
2) Probar que ImT = ¢?> <= a, #0, ¥n € N.
3) Dar una condicién necesaria y suficiente acerca de la sucesién (a,) para que
T sea un operador invertible.

2. Supoéngase que p es una medida o—finita sobre un conjunto S, y considérese los espacios
L'(u), su dual L*>(p), y su bidual L>®(u). Sea J : L'(u) — L*(n)' la inclusién
natural, es decir: J(a) = @&, definida como &(f) = [ya(s)f(s)du(s), Vf € L>®(u).
Por tltimo, considérese los conjuntos P := {a € L'(p) : o > 0y [qady = 1} y
M:={peL>W) (1) =1y (f) = 0Vf e L®(u)*}

a) Probar que J(P) C M.
b) Sea f € L>(u) a valores reales, y sean a y b el infimo esencial de f y el supremo
esencial de f respectivamente. Mostrar que
1) a<o(f) <b Ve e M.

2) Para cada § > 0 existe a5 € P tal que &s(f) > b — § (Sugerencia: existe
E5 C S de medida positiva y finita tal que f(s) > b — 4, Vs € Es; considerar

_ 1
O = B XEs):
¢) Probar que M es convexo y w*-compacto.
d) Demostrar que J(P)*" = M.
e) Deducir que si ¢ € M, entonces ||| = 1.
3. Supongase que T': H — X es un operador acotado y sobreyectivo del espacio de Hilbert

H sobre el espacio de Banach X. Probar que existe un producto interno sobre X cuya
norma inducida es equivalente a la que ya tiene X.



