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1. Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si para todo par de su-
cesiones (z,) e (yn) tales que [|z,| = |lynll = 1, ¥, ¥ |5(zn + yn)|| — 1, se tiene que
|2n = ynll — 0.

a) Averiguar si ¢! y ¢? son uniformemente convexos.

En adelante supondremos que X es uniformemente convexo.
b) Demostrar que si 2, — x y ||| — ||z||, entonces ||z, — x| — 0.

¢) Supédngase que N es un subespacio de X™* tal que {¢ € N : [|¢]| < 1} es w*-denso en
la bola unitaria de X*.

1) Probar que N separa puntos de X.
2) Sea 7 la topologfa inducida por N en X. Demostrar que si z,, —  y ||z, — ||z,
entonces ||z, — x| — 0.

2. Sean X un espacio de Banach, y T' € B(X) un operador de rango denso.

a) Sean z € X y € > 0, y sea By = B(x,¢€). Supéngase que (Uy,),>1 €s una sucesién de
abiertos densos en X.

1) Probar que Vn > 1 existen y, € Up, y 7 € (0,¢/(2[|T[))") tales que, si By, :=
B(yn,rn) ¥Yn > 1, entonces B,, C U,, y T(By) C By_1.
2) Fijado k > 0, considérese la sucesion (77 (yg+;))j>0. Mostrar que (77 (y+));>0

es una sucesiéon de Cauchy contenida en By.

3) Sea zy, el limite de la sucesién (77 (yk+;))j>0, Vk > 1. Probar que T(zg41) = xx,
Vk > 1, y deducir que Np>1T™(Uy,) es denso en X.

b) Supéngase que T : £7> — £5 estd dado por (T'z)(n) := x(n) cosn, Yz € £2. Probar que

T es acotado de rango denso, y deducir que el conjunto D := {x € 5 : (T")"!(z) #
(0,Vn > 0} es denso en £°.

3. Sean H un espacio de Hilbert sobre C y T': H — H un operador acotado. Decimos que T’
es hiperciclico si existe x € H tal que {T"(x) | n =1,2,...} = H; en ese caso decimos que
x es un vector hiperciclico para T'. Supongamos que T es hiperciclico y que = es un vector
hiperciclico para T

a) Probar que para todo z € H \ {0} el conjunto {(z,7"(x)) | n = 1,2,...} es denso
en C.

b) Probar que el espectro puntual de T* es vacio.

¢) Sea P un polinomio cualquiera no nulo. Probar que P(T') tiene rango denso.

d) Sea M = {P(T)(x) | Ppolinomio}. Probar que M es un subespacio denso de H,
invariante por T tal que todo y € M \ {0} es un vector hiperciclico para 7.



