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1. Sea X un espacio normado. Se dice que una sucesión (xn)∞n=1 ⊂ X es débilmente de Cauchy
si para todo f ∈ X∗ la sucesión compleja (f(xn))∞n=1 es de Cauchy.

a) Probar que si (xn)∞n=1 ⊂ X es débilmente de Cauchy, entonces el conjunto {xn}∞n=1

es un subconjunto acotado de X.

b) Mostrar que si X es reflexivo y (xn)∞n=1 ⊂ X es débilmente de Cauchy, entonces (xn)
converge débilmente a cierto x ∈ X.

c) Dar un ejemplo de una sucesión débilmente de Cauchy que no sea débilmente con-
vergente.

2. Sea H := `2(Z). Para cada m,n ∈ Z y para cada a ∈ c0(Z) se consideran los operadores
Ma, Un y em,n : H → H, dados por: Max(k) = a(k)x(k), Unx(k) = x(k − n), y em,nx =
〈x, en〉em, ∀x ∈ H, k ∈ Z.

a) Probar que Ma y Un son operadores acotados. Calcular M∗
a , U∗n, ‖Ma‖, ‖em,n‖, y

mostrar que em,n = MamUm−n, donde am(k) = δm,k.

b) Probar que cada Ma es compacto, y que cada Un es unitario.

c) Dados y, z ∈ H, se considera la sucesión de operadores (Tk)k≥1 ⊆ B(H), donde
Tk =

∑
|m|,|n|≤k〈en, y〉〈z, em〉em,n. Probar que (Tk) converge en B(H) a un operador

de rango uno, y hallar este operador.

d) Sea A := span{MaUn : a ∈ c0(Z), n ∈ Z}. Demostrar que A coincide con el ideal de
los operadores compactos en H.

3. Sea X = (C(D), ‖ ‖∞), donde D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}. En lo que sigue Y será un subespacio
de Banach de X que contiene a la función 1. Se definen los siguientes tres conjuntos:

Y + := {ϕ ∈ Y ∗ : ϕ(1) = ‖ϕ‖} Q(Y ) := Y +
⋂
B̄(0, 1).

PS(Y ) := {ϕ ∈ Y + : ϕ(1) = 1 y si 0 ≤ ψ ≤ ϕ, existe λ ∈ [0, 1] tal que ψ = λϕ}

a) Probar que Y + define un orden parcial en Y ∗, dado por ϕ ≥ ψ ⇐⇒ ϕ− ψ ∈ Y +.

b) Probar que Q(Y ) es convexo y w∗-compacto.

c) Demostrar que Q(Y ) es la envolvente convexa cerrada de PS(Y )
⋃
{0}.

d) Sea R : X∗ → Y ∗ tal que R(ϕ) = ϕ|Y . Probar que R(Q(X)) = Q(Y ).

e) Probar que si ϕ ∈ ext(Q(Y )), entonces existe z ∈ D tal que ϕ(f) = f(z), ∀f ∈ Y
(Sugerencia: probar que R−1(ϕ)

⋂
Q(X) es un subconjunto extremal de Q(X)).


