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Salvo indicacién contraria, sélo se pueden usar sin demostracién los resultados vistos en el
curso tedrico. Si se usa un resultado de un ejercicio del practico debe incluirse la resolucion del
ejercicio.

1. Sean H un espacio de Hilbert y B la bola unitaria cerrada en B(H).

a) Sean T'€ By h € H. Probar que Th = h si y sélo si T*h = h.

b) Sean C' C B un conjunto no vacio tal que ST € Csi S,T € Cy Hoc ={heH:Th=
h ¥T € C}. Probar que H¢ es un subespacio vectorial cerrado de H, que ’Hé es la
clausura del subespacio generado por {h —Th:heH, T € C} y que Hc y Hé: son
invariantes bajo T para todo T € C.

¢) Dado T € B, sea C = {T* : k = 1,2,...}. Probar que H5 = Im(I — T). Sea W,, =
%ET; T*, para todo n € N. Probar que W,h — Ph para todo h € H, donde P es la
proyeccién ortogonal sobre Hc.

2. Sean X un espacio de Banachy S = {z € X : ||z]| = 1}.

a) Sean D un subconjunto denso de S e y € X.
1) Probar que dado € > 0 existe d € D tal que |y — |ly||d]| < e.
2) Probar que existen a € I y una sucesién {d,, },>1 en D talesquey = > oo a(n)d,,.
b) Demostrar que X es separable si y sélo si existe un subespacio cerrado Y de ! tal
que X 2 1'/Y (como espacios de Banach).
3. Sea H un espacio de Hilbert complejo.
a) Sean T1,T» € B(H) operadores autoadjuntos tales que 7175 = 0. Probar que para
todo A # 0 se tiene que ker(T; — AI) C ker Tj, si i # j.
b) Sean Ty y T, operadores compactos y positivos tales que 17775 = 0, y sea T = T1 — Tb.
1) Probar que ||T;|| < ||T|| para i = 1, 2.

2) Probar que ||T'|| = Max {||T1]], || T2||}. (Sugerencia: si z € H es un vector propio
de T, ||z|| =1y ||Tz| = ||T||, probar que = es vector propio de T o de T5.)

¢) Sea T € B(H) un operador compacto y autoadjunto. Probar que existen operadores
compactos y positivos 11 y Tb tales que T'=Ty —To y T1T5 = 0.



