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Practico 6

1. Sea V un espacio vectorial orientado y B = {vy,...,v,} una base positiva de V. Probar
que:

a) Reemplazar un vector v; por un multiplo cv; da lugar a una base positiva sic >0y
a una negativa si ¢ < 0.
b) Intercambiar dos elementos de B da lugar a una base negativa.

¢) Restarle a un v; una combinacion lineal de los restantes da lugar a una base positiva.

2. Sea T : V — W un isomorfismo lineal entre dos espacios vectoriales orientados. Probar
que si existe B base positiva de V tal que T'(B) es una base positiva de W, entonces T'(C')
es una base positiva de W para toda base positiva C' de V.

3. Escribir explicitamente la orientacién de S? como borde de B? escribiendo una base positiva
del plano tangente para cada punto de S2.

4. Probar que el toro es una superficie orientable.

5. Sea f: M — N un difeomorfismo entre variedades orientadas. Decimos que f preserva o
invierte la orientacion si dp f : TpM — TY,) N preserva o invierte la orientacion para todo
p en M, respectivamente.

i) Probar que el mapa antipoda a : S? — S? definido por a(z) = —x, Vo € S? invierte
la orientacién. Ahora considere a : S™ — S™ definido de la misma forma: a(z) = —=x.
Probar que a preserva la orientacion si n es impar y que la invierte si n es par.

ii) Encontrar un difeomorfismo del toro que invierta orientacion.

6. a) Sea f: M — N un mapa diferenciable entre variedades tal que f un difeomorfismo
local en todo punto p € M. Probar que si NV es orientable también lo es M.

b) Aplicar la parte anterior para probar que si N variedad orientable y M es un subcon-
junto abierto de N entonces M es orientable. Concluir que si NV tiene un subconjunto
abierto difeomorfo a la banda de Md&bius entonces N no es orientable.

7. Sean M y N variedades orientadas. Sea f un difeomorfismo de M en N. Probar que f
induce una orientacién en N a partir de la orientacién de M. Dar ejemplos en los que f
preserva la orientacién y que f invierte la orientacion.

8. Sea f: M — N un difeomorfismo entre variedades con borde. Probar que f(OM) = 0N y
floar : OM — ON es un difeomorfismo.

9. Sea T : R*"*! — R™*! una isometria lineal, esto es, T es lineal y (z,y) = (T(z),T(y)) donde
{,) es el producto interno usual de R"*!. Probar que T|S™ : S™ — S™ es un difeomorfismo.

a) Probar que detT =16 —1.
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b) Probar que T'|S™ preserva orientacion sii det 7' = 1 y que la invierte sii det 7' = —1.

c¢) Probar que si n es par y T preserva orientacién entonces T'|S™ tiene un punto fijo y
que lo mismo puede decirse si n es impar y T|S™ invierte orientacion.

a) Sea F : U — V un difeomorfismo entre abiertos conexos de R™. Probar que el mapa
p +— det(JF(p)) es continuo, y en consecuencia, es siempre positivo o siempre negativo.

b) Sea f : M — N un difeomorfismo entre variedades orientadas. Consideramos la
funcién g : M — {—1, 1} definida por g(p) = 1 si d,f preserva orientacién y g(p) = —1
si dpf invierte orientacion.

1) Sean X una parametrizacin de un entorno de p compatible con la orientacin de
M e Y una parametrizacin de un entorno de f(p) compatible con la orientacin de
N, de forma tal que la composicién F =Y 1o fo X : U — V esté bien definida.
Probar que Va € U vale que g(x) =1 si y solo si det(JF'(z)) > 0.

2) Probar que g verifica que Vp € M existe W entorno abierto de p en M tal que
glw es constante.

3) Concluir que si M es conexa y existe p € M tal que d, f : T,M — T'y(p) N preserva
orientacién entonces f preserva orientacion.

a) Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita tal que admite la existencia de
una forma bilineal alternada no degenerada o : V x V. — R. Probar que V tiene
dimensién par.

b) Probar que si M es una variedad que admite la existencia de una 2-forma no de-
generada w (i.e. la forma bilineal w, es no degenerada Vp € M), entonces M tiene
dimensién par.

Sea V un espacio vectorial real orientado con producto interno de dimensién finita n.
Probar que existe una tinica forma multilineal alternada v en V' tal que v (v1,...,v,) =1
para toda base ortonormal positiva {vy,...,v,}. Observar que si V' =R" con el producto
interno usual y la orientacion estandar, entonces v = det.

Si M es una variedad orientada de dimension n, se define una n-forma dV en M llamada
el elemento de volumen mediante lo siguiente: si p € M, entonces dV), es la tnica n-forma
multilineal alternada en T,M que verifica dV), (v1,...,v,) = 1 para toda base ordenada
ortonormal positiva {vy,...,v,} de T,M. Probar que dV coincide con dA si M C R3 es
una superficie regular y con ds si M C R? es una curva regular.

Sean U y V abiertos de R" y sea f : U — V una funcin diferenciable. Sea w una k-forma
diferenciable en V.

a) Probar que f*w es una k-forma diferenciable en U.
b) Probar que f*(dw) = d(f*w).

Sea f:U C R®™ — R™, un mapa diferenciable. Probar que

fr(dey Ndxo A -+~ Ndxy) = det(Jf) dey Adag A -+ Adxy,.

Sea U = {(r,0,0) ER3:r >0, 0< ¢ <2m, 0<6<7}.Se define f: U — R?® mediante

f(r,0,¢) = (rsenfcosp,rsenfsenp,rcosb).
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Observar que f es un difeomorfismo sobre f(U). Sea w la 2-forma en f(U) dada por

1
- (22 + y2 + 22)3/2 (

zdr Ndy —ydx Ndz+xdy Ndz).

a) Probar que f*w = sendf A do.
b) Demostrar que dw = 0 usando (a) y las propiedades del pull-back.

Probar los teoremas clsicos de Green, Stokes y Gauss a partir del teorema general de Stokes
y las identificaciones vistas en el prctico 2.

Sea C' una curva regular orientada y ds el elemento de arco en C'. Probar quesia: I — C
es una parametrizacin compatible con la orientacin de C, entonces o*(ds) = ||&/|| dt.

Sea S C R? superficie regular orientada y dA el elemento de rea en S. Probar que si
X : U Cc R? — S es una parametrizacin compatible con la orientacin de S, entonces

X*(dA) = || Xy x Xy du A do.

a) Se considera la esfera S? y w = {wp},es2, siendo wy, : T,5% x T,5% — R definida por
wp(u,v) = {p,u x v), donde x denota el producto vectorial de R3. Probar que w es
una 2-forma cerrada no degenerada en S2.

b) Se define X : (—1,1) x (0,27) — S? mediante

X(h,0) = (\/1—h2cosf,\/1—h2senf, h).

1) Probar que X es una parametrizacin de un abierto de S2.
2) Probar que X*(w) = df A dh.

a) Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades. Probar que el pull-back
f*QF(N) — QF(M) lleva formas exactas en exactas y formas cerradas en cerradas,
para todo k > 0.

b) Sea f: M — N un difeomorfsmo entre variedades. Probar que si w € QF(N) (k > 0),
entonces w es exacta si y solo si f*w es exacta.

¢) Deducir que R? y R?\ {(0,0)} no son difeomorfos.

Si M es una variedad, sean
ZE(M) = {w e Q¥(M) : dw = 0},
B¥(M) = {we QM) : IneQ*YM), w=dny},
H*(M) = Z*(M)/B*(M).

Para cada w € Z¥(M), escribimos [w] = w + B¥(M) € H*(M).

a) Sea f : M — N un mapa diferenciable entre variedades. Probar que tiene sentido
definir f# : H*(N) — H*(M) mediante

AW =1 W), YweZMN).

Sugerencia: recordar el ejercicio anterior.



b) Sean f : M — N y g : N — P mapas diferenciables entre variedades. Probar que
(go f)# = f#og*.

c) Probar que si f : M — N es un difeomorfismo de variedades, entonces el mapa lineal
f#: H*(N) — H¥(M) es un isomorfismo, para todo k > 0.

23. Anidlogamente al prctico 3, si h: R? — R es un mapa diferenciable, definimos

_oh oh o

Ah
0x2 + Oy? + 022

y decimos que h es armdnica si Ah = 0. Sea M C R? una variedad de dimensién 3
compacta con borde S = OM y sean f,g: M — R funciones diferenciables.

a) Probar la identidad de Green:
| ragav = [(rvgnyaa- [ (vivgav
M s M

b) Probar que si f es arménica y f|s = 0 entonces f = 0.

24. a) Sean M y N variedades, M sin borde y N con borde. Probar que M x N es una
variedad con borde cuyo borde es M x ON.

b) Supongamos que N = [0, 1]. Consideramos en M x {0} y en M x {1} las orientaciones

inducidas como borde de M x N, probar que el difeomorfismo (z,0) — (x, 1) invierte
la orientacion.

25. Decimos que dos curvas cerradas o,y : S' — M son homotdpicas si existe un mapa
F: S'x[0,1] — M diferenciable tal que F(x,0) = a(x) Vo € S'y F(x,1) = v(z) Vz € S*.
F representa una deformacion diferenciable entre las curvas a y v dentro de M.

a) Sea w una 1-forma cerrada en M. Probar que si o,y : S' — M son homotdpicas

/ B /
« Yy

Sugerencia: Usar el ejercicio anterior y el teorema general de Stokes.

b) Decimos que una variedad es simplemente conezxa si es conexa y toda curva cerrada
es homotépica a la curva constante ¢, : St — M ¢,(z) = p € M Vx. Probar que si M
es simplemente conexa entonces la integral de una 1-forma cerrada sobre cualquier
curva cerrada es 0.

¢) Sea U un abierto de R™ simplemente conexo, probar que una 1-forma es exacta si y
solo si es cerrada (consecuentemente H'(U) = {0}).

d) Sea V un abierto con forma de estrella respecto a py. Verificar que dada una curva
cerrada v : S' — V la funcién F : S x [0,1] — V dada por F(z,t) = tpg+ (1 —t)y(z)
es una homotopia entre la curva v y la curva constante pg. Dar ejemplos de conjuntos
simplemente conexos que no tengan forma de estrella.



