Ecuaciones Diferenciales curso 2006

Lista de ejercicios n.3

(a) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que si || [|; ¥
|| |, son dos normas en V, entonces existe una constante C' € R tal
que para todo v € V' se cumple [jv||; < C'||v|l,.

(b) Si V.= M,(R) es el espacio vectorial (de dimensién n?) de las ma-
trices n X n a coeficientes reales, probar que

I+ My — [0, +00)

A || A] = sup {[|Av]| | v € R" [vf| = 1}
es una norma tal que para todo vector v € R™ vale || Av|| < || 4] ||v]|.

(¢) Probar que
[Allg = sup {lai;| |1 <5 <n}

es otra norma en M,,.

(d) Una funcién A : R — M,, es continua si para todo ¢t € R se cumple
que limp, o ||A(t + k) — A(t)|| = 0. Probar que A(t) es continua si y
solo si cada coeficiente a;;(t) es una funcién continua de R en R.

(e) Sea A: R — M, derivable, es decir, tal que cada coeficiente a;;(t)
es una funcién derivable. Probar que la funcién h(t) = det(A(t)) es
derivable y que su derivada vale

h(t) =" det(c};(t))
k=1

donde ¢f;(t) = ai;(t) sii # ky cf;(t) = ai;(t) si i = k. En otras
palabras, la matriz (c¥.) es la que se obtiene derivando la fila k de la

ij
matriz A.

(f) (Férmula de Liouville). Probar que si ¢ : R — M,, es la matriz
fundamental de la ecuacién lineal & = A(t)z (i.e. ¢(t) = A(t)o(t)
para todo t € Ry ¢(0) = I) entonces para todo ty € R vale que

% det ¢(t) = det @(to)elwo AE) &

donde trA denota la traza (suma de los elementos de la diagonal) de
la matriz A.



