Ecuaciones Diferenciales curso 2006

Lista de ejercicios n.1

1. Determinar cuales de las siguientes ecuaciones funcionales son ecuaciones
diferenciales.

(a) @(t) = a(t) + b(O)a(t) + c(t) [x(1)]2
) @) = 2 (1)
)
) @(t) = 2(t+1)

(&) &(t) = Jy {1+ [e()]?} ds

() (t) = [y {la(s)]2 + [2()]2} /2 ds

Observar que toda solucién de la ecuacién (e) verifica la ecuacién dife-
rencial () = 1 + [#(t)]? pero no reciprocamente.

2. Sea & = f(x)g(t) una ecuacién de variables separables; demostrar que, si
la ecuacién no es & = 0 (en cuyo caso todos los puntos son de equilibrio)
entonces los puntos de equilibrio son exactamente los ceros de f. Hallar
los puntos de equilibrio y resolver, las siguientes ecuaciones diferenciales
de variables separables:

1 2

=221 Cb:t?—l & = x"cost t=a(t)x
3. Hallar todas las soluciones de la ecuacién diferencial & = z'/2.
4. Ecuacién de Bernoulli. Probar que el cambio de variable y = 2'~" reduce

la. ecuacion de Bernoulli
T =a(t)z" +b(t)x, n>1

a una ecuacién diferencial lineal, y por lo tanto es soluble por cuadraturas.
Supongamos que la solucién z(t) que buscamos verifica x(ty) = 0 para
algin instante ¢y € R; resulta entonces que el cambio de variable anterior



no puede efectuarse. Remediar este inconveniente utilizando el teorema
que asegura la unicidad de las soluciones. Resolver la ecuacion diferencial

2k =t 4+ x.

. Llamamos ecuacion de Riccati a toda ecuacién de la forma :
i = a(t)z? + b(t)x + ¢(t)

Observar que si a = 0 la ecuacién es lineal y que si ¢ = 0 la ecuacién es
de Bernoulli.

(a) Supongamos que 21 = x1(t) es una solucién particular de la ecuacién
de Riccati. Probar que entonces toda solucién x = xz(t) definida
sobre el mismo dominio que z; difiere de £y en una solucién de una
ecuacién de Bernoulli cuyos coeficientes dependen de las funciones a,
b y xy.

(b) Resolver la ecuacién diferencial i = 22 — 2z — t* + 2t + 1 sabiendo
que admite una solucién polinomial.

(c) Sea & = a(t)x + b(t) una ecuacién diferencial lineal cuyos coeficientes
(las funciones a y b) son continuos y estdn definidos en R. Supon-
gamos que 1 y @2 son dos soluciones. Demostrar que toda otra
solucién se escribe ¢ = 1 + C(p2 — p1).

(d) Supongamos que x1, z2 y x3 son tres soluciones de la ecuacién de
Riccati. Utilizando las partes anteriores hallar una expresién para
una solucién arbitraria en términos de las tres soluciones conocidas.

. Para las ecuaciones del ejercicio (2) hallar, en funcién de la condicién
inicial (g, x0), el intervalo maximal de definicién de la solucién correspon-
diente. Representar graficamente dichas soluciones.

. Sean fi v fo dos funciones de clase C* en R? y a valores en R. Supon-
gamos que para todo (t,z) € R? se cumple que f;(¢,7) < fa(t, z). Demostrar
que, si 1 : I1 — R es solucién de la ecuacion @ = fi(t, ), g2 : Is — R es
solucién de la ecuacion & = fo(t, z), y ademds existe tg € Iy N I tal que
v1(to) = w2 (o) entonces se cumple que 1 (t) < p2(t) paratodot € I;1 NI,
mayor que tg. ;Qué ocurre si t < tg?

. Utilizando el ejercicio anterior, demostrar que toda solucién maximal de
la ecuacién & = t2 + x2 estd definida en un intervalo acotado.

. Se considera la ecuacién diferencial & = cos(t + z). Probar que todas las
soluciones maximales estdn definidas en R. Hallar los méximos, minimos
y puntos de inflexién de las mismas.

. Estudiaremos ahora cualitativamente la ecuacién diferencial & = ¢t — x2.

(a) Hallar los maximos, minimos y puntos de inflexién de las soluciones.



(b) Demostrar que para toda solucién ¢ = ¢(t) existe un instante 7' > 0
(que depende de ¢) tal que o(t) < v/t para todo t > T.

(¢) Llamamos ahora ¢., para cada ¢ € R, la solucién maximal que verifica
©c(0) = c. Probar las siguientes afirmaciones: Si ¢ > 0 entonces ¢,
estd definida para todo t > 0; existe k < 0 tal que para todo ¢ < k
la solucién ¢, tiende a —oo en tiempo finito; por dltimo, probar que
existe un tnico valor ¢y tal que ¢, estd definida para todot > 0y
1y 4 o0 (e (1) + V1) = 0.



