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PrAcTICO 4

1. Hallar todas las funciones enteras que sobre el eje real coincidan con p(x) = 2z + 1.

2. Sean f,g € Hol(D), funciones sin ceros en D. Si fT/(%) = %(%), n =1,2,...; mostrar
que f = kg para algin k € C.

3. Mostrar que si 2 es una regién y f, g € Hol(2) son tales que fg = 0, entonces f =0 o
g = 0. En otras palabras, Hol(£2) es un dominio de integridad.

4. Hallar las multiplicidades de los ceros de las funciones siguientes: tan z, exp 2z + exp z,

(23 4+ 1)(expz — 1), ﬁw, cos 23, exp(tan z), cos z.

5. Si a es cero de orden k para f y cero de orden n para g, ;Qué es a para las siguientes
funciones? i) f(z)g(2); ii) f(2) + g(2); iil) f(z)/g(2).

6. SifygeH(D(n)y f(a) =gla) = 0. Probar que lim. , &5 =lim. ., L.

—

7. De acuerdo al teorema de Liouville, una funcién entera y acotada f es constante.
Demostrar este teorema calculando la integral f 2|=R % donde |al, |b| < R,y
estimandola para R — 0.

8. Supdngase que f y g son funciones enteras, y |f(z)| < |g(2)|, para todo z. Probar que
f = kg para un k € C.

9. Definimos una Superficie de Riemann como un conjunto M y un atlas A := {(¢q, Uy ) :
a € C}, donde los conjuntos U, son abiertos del plano complejo C , las funciones
a : Ua — S son holomorfas y cumplen: Si ¢, (Us) Ns(Upg) # 0, entonces la composi-
ci6én correspondiente es un mapa biholomorfo (i.e. una biyeccién holomorfa con inversa
holomorfa).
Decimos que una funcién holomorfa p : S — S entre superficies de Riemman es un cu-
brimiento si V x € S 3 U entorno de x tal que p~(U) es una unién disjunta de abiertos
cada uno de los cuales se proyecta a U en forma biholomorfa. El cubrimiento universal
de una superficie de Riemann S es un espacio topolégico S simplemente conexo junto
con un mapa holomorfo p : S — S que es un cubrimiento. El cubrimiento universal de
una superficie S es tinico a menos de isomorfismos conformes ( es decir, si 51 y Sg son
cubrimientos universales de S, entonces existe una funcién biholomorfa entre S; y So.

Propiedad universal del cubrimiento universal
Si S1 y S son superficies de Riemann f : ST — Y9 es una funcién holomorfa tal
que f(xo) = Yo, o € S1, Yo € S2, y p1 : Sy — S, pa: S1 — S son los respectivos

cubrimientos universales, entonces dados z, € 51 tal que p1(Z,) = 2o , Yo € Sg tal que
p2(to) = yo 3! : S1 — S tal que f(&) = 4o y p2(f(2)) = f(p1(2)) ¥V z € Sy.

a) Probar que el mapa exponencial es un cubrimiento de C en C\ {0}

b) Admitiendo que el cubrimiento universal de cualquier subconjunto de S? cuyo
complemento posee al menos tres puntos es el disco unitario, probar que no hay
funciones biholomorfas S? \ {z1,...,z,} (n > 3) en S?\ {x1,22} ~ C\ {0}.



