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1. Formas multilineales alternadas

En esta seccion repasaremos sin demostraciones los resultados de formas multilineales alternadas que nece-
sitamos para el estudio de las formas diferenciables.

Sea V un R-espacio vectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal alternada en V' es una funcién
a:V x.--xV — R que verifica las siguientes condiciones:
—_———

n

L. a(vy,...,av; +wiy...,vn) =aa(vi,...,0,...,0n)Fa(v,...,w;,...,v,) paratodoa € K vy, ..., vy,
w; €V ytodoi=1,...,n.

2. w(vi,...,0,...,0),...,0,) = 0 cada vez que existan i # j tales que v; = v;.
Observar que la segunda condicién se puede reemplazar por:
WUL, ey Vis ey Uy ey Un) = =W (UL, ooy Vs e Vg ey Ug) Vi, V1,00, 0 € VL
Escribiremos

Altp(V) ={w:V x--- xV — R: w es una k-forma multilineal alternada}, k=1,2,...
—_———_—
k

El conjunto Alt, (V') tiene estructura de espacio vectorial definiendo:
(W+n)(v1,...,0n) =w(v1,...,0) +9(v1,...,0n), (aw)(vi,...,v) =aw(vi,...,vp).
Observar que Alt; (V) = V*. Definimos Alto(V) := R.
Ejemplo 1.1. Si V = R3, definimos w € Alto(V) mediante w ((z,y, 2), (2,9, 2")) = 2y —ya'+2y 2" -2y 2.
Observar que podemos reescribir w mediante:

w((x,y,z), (:L",y',z')) ::Ey'—yx'—{—Qyz’—2y'z::cy'+y(—x'+2,z') -2y 2

Y 0 1 0 x’
= (v,y,2) [ —2'+22 | =(x,y,2) | -1 0 2 v |- (1)
—2y/ 0 -2 0 p

De esta forma es facil probar que w es una 2-forma alternada en R3. Observar que la matriz en la igualdad
(1) es antisimétrica, es decir verifica A = —A.



Ejemplo 1.2. Si V = R", entonces det € Alt,(V), siendo det la funcién determinante:

T o Tin
det (1153 @n1) e oy (T1ny ooy Tnp)) =

Ipnl *° Tnn

De ahora en adelante supondremos que V' es un espacio vectorial de dimension finita .

Definicion 1.3. Si ag,...,a; € V*, definimos a3 A+ Aag : V x -+ x V — R mediante
N———
k
ar(vr) - o)
(a1 Ao Aag) (vr, ..o o) = : o, Ve wm eV
ak(vl) Oék(’l)k)

Claramente a3 A --- A ag € Altg(V), aq,..., a5 € V*.

Ejemplo 1.4. Sia,f €V esaAnf e Alta(V) y

(N B) (u,v) =

a(u) av) ' = a(u) B(v) — av) B(u), Yu,v € V.

Consideremos V = R3, {e1, e2, e3} la base canénica y {e}, e}, €5} la base dual en V*, es decir

el(z,y,2z) =z, e5(x,y,2)=y, e3z,y,z2) =z

Entonces
A (o @) =] T \:xy'—y:c',
(e ney) ((x,y,2), (¢,y,2)) = i’ j }:lezx/,
@A) (s (o) =| 1 Y| = =2

Observar que si w es la 2-forma del ejemplo 1.1, entonces w = e] A e + 2e3 A es.

Ejemplo 1.5. Sia, B,y V*esa A Ay Alts(V) y

(@NBAY) (wv,w) = | Bu) Bv) Blw)



Observar que A tiene las siguientes propiedades:
l.aha=0yaANB=—-0ANa.
2. Si existen ¢ # j tales que a; = ayj, entonces g A--- Ay A+~ ANy A Aoy, = 0.
3. ar A Ao N Naj N AN = —ag N Nagg A Ao N+ N\ .
Teorema 1.6. Si dimV = n, entonces
1. dim Alt (V) = (}) = (n—nik')'k:' para todo k <n y
2. Altg (V) = {0} para todo k > n.
Ademds si {e1,...,en} es una base de V y {ef,... e’} es la base dual en V*, entonces
B:{efl/\---/\e;‘k: 1§i1<---<ik§n}
es una base de Altg(V'), para todok=1,....ny
w= Z W (€iyy---seiy) €5 Ao Aep YV w € Altg(V).

1<i1 <<, <n

Observar que en particular si w € Alt,(V'), entonces

w=w(er,...,en) A Ney,. (2)

Ejemplo 1.7. Supongamos que dim V' = 3 y sea {ej, e2, e3} una base de V', entonces Alty (V) = {0}, Vk > 4
y

{1} es una base de Altyg(V) =R, dim Alty(V) = <g> =1,

{e], €5, e3} es una base de Alt1(V) =V"*, dim Alty (V) = (?) =3,

{el Ne5, e] Nes, e5 Aes} es una base de Alta(V), dim Alte(V) = <;)> =3,
{1 A el Ael} es una base de Alts(V), dim Altg(V) = <3) 1

3

En el caso de V = R? estas bases fueron halladas explicitamente en los ejemplos 1.4 y 1.5.

Ejemplo 1.8. Si V = R" y {ey,...,e,} es la base canénica de R", entonces dimAlt,(V) = () =1y
{ef A--- Ael} es una base de Alt, (V).
e (@11, @) - € (Tiny -y Tn)
(eT AN Ney) (z11s -y Tn1) ooy (Tny ooy Tin)) =
et (11, yxn1) oo € (Tiny .- Tnn)
T o T
Tnl - Ton

Luego ej A --- A e = det (el determinante) y {det} es una base de Alt, (V).



Definicién 1.9. Si w € Altg(V) y n € Alt;(V), definimos su producto w A n € Altg;(V), mediante lo
siguiente: si B = {ei,...,e,} es una base de V' y

w= g Qiy,...ig, €1y N Nep, n= E bj....j, e N Aeg,
1<ii << <n 1<ii<<si<n
entonces
. —_— . . . . * o o 0 * * ... *
wAn = § iy, g b]17~~~7jz iy N A Ci N €4 A A €,

1<y << <n
I<n<---<pusn

Se prueba que esta definiciéon no depende de la eleccién de la base B.

Proposicion 1.10. El producto de formas tiene las siguientes propiedades:
I.wAm+v)=wAn+wAvym+v) ANw=nAw+rvAw, VweAlty(V) yn,v e Alt(V).
2. wANMAVY)=(wAn) Av, YV we Altp(V), n € Alty (V) y v € Alty (V).
3. wA(an)=(aw)An=a(wAn),VweAlty(V),neAlty(V) ya € R.
4. wAn=(—DFnAw, ¥V we Aty (V) yn € Al (V).

Definiciéon 1.11. Si T : V — W es una transformacién lineal, definimos 7™ : Alt, W — Alt; V mediante
T (w)(viy .. o) == w(T(v1),...,T(vg)), Y wée€AltxyW, vi,...,v, € V.
Proposicion 1.12. 1. SiT :V — W es una transformacion lineal, entonces T* : Alty W — Alt, V
también es lineal.
2. id* =id : Alt, W — Alt, V.
3. 818:U—VyT:V — W son transformaciones lineales, entonces (T o S)* = S* o T*.
4. 8T :V — W es un isomorfismo, entonces T* : Alty W — Altx V' es un isomorfismo y verifica

(T=1)" = (T*)7" : Alty, V — Alty, W.

Proposicion 1.13. Si T :V — W es una transformacion lineal y oy, ..., o € W*, entonces
T*(Oél VANCERIAN ak) = T*(Oél) VANREIWAN T*(Oék) € Al V.
Dem.

T*(Ckl A ANag) (v, ... ,Uk) =(ag A+ A Ozk)(T(Ul), e ,T(Uk))

ar(T(v1)) -+ a1(T(v))
ak(T(w) - ox(T(wx))
T*(@)(or) - T(on)(p)
T*(o) (o) -+ T*(ox)(vx)

= (T*(Oél) FANRIRIRIVAN T*(Oék)) (Ul, ey ’Uk).



Corolario 1.14. SiT : V — W es una transformacion lineal y w € Alty(V), n € Al (W), entonces
T*(w An) =T*(w) AT (n).
O

Proposicién 1.15. SidimV =n, T:V — V es una transformacion lineal y B = {ey,...,e,} es una base
de V', entonces
T (e]AN---Ney)=det(T)e] A---Aep.
Dem. Si g[T)p = (asj), es e; (T'(e;)) = e} (Z?zl aji ej) = ap;, V i,k = 1,...,n. Luego aplicando (2) a
T* (ef A--- Nej), obtenemos
T*(e]AN---Nep) =T (el A---Ney)(er,...,en)el A= Ney = (e A ANer) (T(er),...,T(en)) el A+ Ney,
ei(T(er)) -+ ei(T(en)) ai; e G
= : : efN-Nep =1 ¢ DolefAAe
(T(e) - en(Tlen)
=det(T)el] A---Aep.

2. Formas diferenciales en variedades

Definicién 2.1. Sea M una variedad de dimensién n. Una k-forma en M (k = 1,2,...) es una familia
w = {wp}penm tal que wy, € Alty (T, M), para todo p € M. Una 0-forma es una funcién f : M — R.

Sea w = {wp }pem una k-formaen M. Sipe M y X : U — V es una parametrizaciéon con p = X(q), ¢ € U.

Sabemos que {X1(q),...,Xn(q)} es una base de T,M, luego existen escalares a;, _; (p) tnicos tales que
wp = > i ®) X (@) A A X (0) (3)
1<ip <-<ip<n
Haciendo variar p en V, la férmula anterior nos define funciones a;, . ;, : V — R, para todo i1,...,i; en
{1,...,n} con 1 <iy < -+ < i < n. Decimos que w es diferenciable en p si todas las i, ,...i, Son de clase

C en p. Se prueba que esta definicién no depende de la elecciéon de la parametrizaciéon X (la prueba se
basa en que el cambio de coordenadas es un difeomorfismo). Una forma diferencial es una forma que es
diferenciable en p, para todo p € M. De ahora en adelante solo trabajaremos con formas diferenciales, por
lo cual la palabra “forma’” sera sinénimo de“forma diferencial”.

Sean

(M) = {w = {wplpen : w k-formaen M}, k=1,2,...,

Q°(M) = C°°(M) el conjunto de las funciones diferenciables de M en R.
Observar que si k > n = dim M, entonces Q¥(M) = {0}.

Observacion 2.2. Sea C C R3 una curva regular y o : I — C una parametrizacién de C. Para cada
t € I el conjunto unitario {a/(t)} es base de T, ;)C. Sea {a/(t)*} la base dual en (Ta(t)C)*. Es decir que
/()" : To)C — R es la tinica funcional lineal que verifica o/(t)*(a/(t)) = 1. Si w = {wp}pec es una 1-forma
en C, entonces existe una funcién a : I — R tal que

way = a(t) ' (t)*, Vtel.

La condiciéon de que w sea una forma diferenciable equivale a que a : I — R sea una funcién C'*°.



Observacion 2.3. Si U C R™ es un conjunto abierto, entonces T,,U = R", para todo p € U. Luego si w es
una k-forma en U, es w, € Alty, (R™), para todop € U y

(Up - a’llrnﬂk (p) eil A A elk‘
1<t << <n

con a;, i : U — R de clase C*, siendo {ey,..., ey} la base canénica de R™.

Definicién 2.4. Si w,n € Q¥(M), v € QY(M), f € C®°(M) y a € R definimos w + 7, fw, aw € QF(M) y
w A v € QM) mediante

(WHn)p=wptmp, (WAV)pi=wp Ay, (fw)p = f(P)wp, (aw)p:=aw,, VpeM.
La definicién anterior de A presupone k,1 > 1. Si f € QO(M) = C®°(M) yw € Q¥(M), k= 0,1,.. ., definimos
fho=whf=fuw.
La prueba de la siguiente proposicion es un ejercicio.
Proposicién 2.5. Con estas definiciones QF(M) es un R-espacio vectorial y verifica:
s wAMFV)=wAnFwAY, Y weQF(M), nveQ(M).
s N+ Aw=nAwt+rvAw, ¥Ywe QM) nveQ(M).
s wAMAY)=(WAN) Av, Y weQ¥M), neQ (M), veQ(M).
s wAn=(—DFpAw, ¥V we Q¥ (M), neQ(M).
wA(fn)=(fw)An=f(wAn),VweQ¥ M), neQ (M), feC>M). 0

Observacion 2.6. Sea M una variedad de dimensién ny X : U C R" — V C M una parametrizaciéon de M.
Observar que X7, ..., X} son 1-formas en V, definiendo X; = {X; (q)*}pev, siendo ¢ = X~ 1(p). Luego de
(3) se deduce que si w € QF(M), entonces existen funciones a;, __;, € C*(V) tales que

w= > an.a XL A AX] en QFV).

1<iy <-<ip<n

Como un caso particular, si S C R? es una superficie regular y X : U C R? — V C S es una parametrizacién
de S, entonces toda 1-forma en V es del tipo

aX,+bX;, abeC>®(V),

y toda 2-forma en V es del tipo
aX,; N X;, aeC™®V).

2.1. El pull-back

Definicion 2.7. Sea f: M — N un mapa diferenciable entre variedades. Para cada k = 0,1, ... definimos
f*: QF(N) — QF(M) mediante:

Sik=0,es f*: QON)=C®(N) — QM) = C>®(M) definido por f*(g) :=go f.



Sea k > 1y w € QF(N). Observar que si p € M, entonces dfy + TyM — Ty, N es lineal, por lo tanto
podemos considerar (df,)" : Alty (Ty,)N) — Alty, (T,M), k = 0,1,.... Definimos f*(w) = {f*(w)p}
siendo f*(w), := (dfy)” (wf(p)), para todo p € M, es decir

f*(w)p(vl, - ,’Uk) = Wr(p) (dfp(’ul), ey dfp(vk)) , Youi,...,u € TpM.

La forma f*(w) se llama el pull-back de w por f.

peEM>

Las siguientes propiedades se deducen de las correspondientes en formas multilineales.

Proposicién 2.8. Si f: M — N y g: N — P son mapas diferenciables y w,n € Q¥(N), v € QY(N), a € R,
g € C°(N), entonces

= fflaw+n)=af (w)+ f(n).

= ffwAY) = W) A ).

= [Hgw) = (g0 f) [*(w).

= (go f) = [f"oyg"

. id* = id. O

Corolario 2.9. Si f : M — N es un difeomorfismo, entonces f* : QF(N) — QF(M) es un isomorfismo
lineal y (f*)~1 = (ffl)* : QF(M) — QF(N), para todo k =0,1,.. .. O

2.2. La derivada exterior en R"
Sea U un subconjunto abierto de R™.
Si f € C®(U), definimos df = {df,}pens € Q*(U), siendo df, € Alty(R") = (R™)" el diferencial de f en p,

of
81‘@

dfp : R" = R, dfp(v) = (Vf(p),v) = Z (p)vi, Yov=(vi,...,v,) € R™
i=1

Variando f en C°°(U) tenemos definido el operador d : C*°(U) — QL(U).

Observar que si {eq,...,e,} es la base candnica de R", entonces cada ef € (R")" es la proyeccién sobre la
i-ésima coordenada, luego
n af
dfp =) =—(p)ej, Vpel. (4)
i=1 Oz;

Esto prueba que df es una forma diferencial.
Es un ejercicio el verificar que d : C*°(U) — Q' (U) es un mapa lineal y verifica

d(fg) =gdf + fdg, V¥ f,geC>({).

Para i = 1,...,n, sea m; = €|y : U C R" — R. Observar que m; € C®(U) y es dm; € QY(U), siendo
(Clﬂ'z‘)p = e, para todo p € U. Es decir (dm)p (v1,...,v,) = v;, para todo (vy,...,v,) € R™ Lo habitual es
llamar x; a m;, luego tenemos dx1, ..., dz, € Q' (U), con

(dzi),=e€; :R*" >R, VpeU ,(dzi),(vi,...,vn) =vi, V (vi,...,05) ER™

7



Con estas definiciones la férmula (4) se puede escribir df, = Y ", 81 L(p) (dw;),, V p € M, es decir

n
of
df = —— dx;.
f=2 B, i
=1
Anidlogamente deducimos que si w es una k-forma en U, es

w= E iy, i, dﬂ:‘il VANEEIVAN dﬂ:‘ik.
1< << <n

con a;, .. 4. : U — R de clase C*°.

Ejemplo 2.10. En el caso particular de U subconjunto abierto de R3, se suele escribir dz, dy, dz en lugar
de dx1,dxs, dxs, luego

() = (),

QY U) = {adz +bdy +cdz: a,b,c € C°(U)},

Q*(U) = {adz Ady +bdy Adz+cdz Adz : a,b,c € C®(U)},
U) =

2

3(U) = {adz Ndy Ndz : a € C®°(U)}.

En particular, si f € C°(U) es df = 835 L dx + d?/ + 8f dz.

Ejemplo 2.11. La forma dzi A--- Adx, € Q*(U) se llama el elemento de volumen en U C R". Recordando
el ejemplo 1.8, observar que

(dxy A+ Ndxy)p(vr, ... v,) =det(vr,...,0,), Vour,...,u, € R", peU.

Definicién 2.12. Definimos la derivada exterior d : QF(U) — QFY(U), k = 0,1,... mediante:
» Sik=0,d:Q0U) =C>U) — Q(U) es el operador definido anteriormente.

= Sik>1yw=D3 14 ccip<nQir,iy ATiy Ao Adxiy € QF(U), definimos dw € QFF1(U) mediante

dw = Z dag,....ip Ndxg A Ndx,

1<i1 << <n

= ¥ Zaa“’ Sk s Adwiy Ao A dag,

1< <-<1p<n j=1

Observar que d (dzj, A--- Adx;,) = 0. La derivada exterior tiene las propiedades que vimos al principio del
curso y que resumimos en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.13. » El mapa d : QF(U) — QFHU) es R-lineal.
= Siw es una k-forma y n es una l-forma, entonces
d(wAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn. (5)
En particular si f € C°(U) y w es una k-forma, entonces d(fw) = df ANw + f dw.

» Para toda k-forma w es d(dw) = 0. O



Sean x1,...,x, las coordendas en R"™ e yy, ...,y las coordendas en R™.

Proposicién 2.14. Si f = (f',...,f™) : U C R® — V C R™ es un mapa diferenciable entre conjuntos
abiertos, entonces
fdy;) =d(f*) = ——dx;, Vi=1,...,n
- 8xj
7j=1
Dem. SipeUyv=(v,...,0,) € R", es
oft oft ofm ofm
d = (2 e = e ey n | s
j0) = (St 5@ S G
luego
x x af’ af’
J (dyi)p(v) = (dyi) () (dfp(v)) = €5 (dfp(v)) = 3=(P)v1+ -+ 5—(P) vn
or1 Oy,
aft aft
= L) o)y )+ -+ 5 0) (o) lo)
O
Observacion 2.15. Observar que de las proposiciones 2.8 y 2.14 se deduce
fr Z Qig,ig AYiy N - Ndyiy, | = Z (i, © F) df™t Ao A df™

1<t << <m 1< << <m

Ejemplo 2.16. Sean U = {(r,0): 7 >0, 0< 0 <27}, V=R2\{(2,0): 2 >0}y f:U — V definida por

f(r,0) = (rcos,rsend). Luego f = (f, f?), siendo f1(r,0) =rcos®y f(r,0) = rsend.
f*(dz) = df* = cos@dr — rsen db,
f*(dy) = df? = sen @ dr + r cos 0 db.

Luego si w = a(z,y) dz + b(x,y) dy, entonces

f(w) = (ao f)df' + (bo f)df?
= a(rcosf,rsenf)(cosddr — rsendf) + b(rcosf,rsenb)(sen b dr + rcosf df).
Observar que f*(w) se obtiene realizando en w la sustitucién

r=rcosf = dr=cosfdr—rsenfdf,

y=rsenf = dy=senfdr+rcosfdo.
Veamos algunos ejemplos concretos. Si w = x dx + y dy, entonces

f*(w) =rcosf(cosdr — rsend df) + rsenf(sen @ dr + r cos 0 db)

=rdr.
Si = dzx A dy el elemento de volumen en V', entonces

f (1) = (cos@dr — rsenfdf) A (sendr + rcos 6 df)
=rdr Adf.

Si v = (22 4+ y?) dx A dy, entonces
f*(v) = ((rcos0)* + (rsen0)?) (rdr A df) = r>dr A db.



Proposicién 2.17. Si f = (f',...,f™) : U C R* — V C R™ es un mapa diferenciable entre conjuntos
abiertos, entonces do f* = f*od, es decir

d(f*(w) = f*dw)), YweQ¥V), k=0,1,....

Dem.

1. Caso k = 0. Sea a € Q°(V) = C>=(V).

R B B o 7 S WD N ;
fr(da) = f 2.5y, dy; ;(ayj >f (dyy);<ayj )d(f’)
B m n % af] B n @O afj a(aof)

j
=d(ao f) =d(f"(a)).
2. Caso w =dy;; N+ Ndy;,, con 1 <k <m, {iy,...,i} C{L,...,m}.
A(F (@) = d(df* A+ A dfF) =0,

Observar que la tltima igualdad se deduce de aplicar iteradamente (5) y la relacién d? = 0. Por otro lado
es dw = 0, luego f*(dw) = 0.

3. Caso general. Observar que f* y d son transformaciones lineales, luego basta con probarlo para el caso
en que w =an=aAn,siendoa € C®°V)=Q°V)yn=dy, A Ady;,.

frldw) = f*(d(a An)) = f*(da A+ andn) = f*(da) N f5(n) + f*(a) A f*(dn),
d(f*(w)) = d(f*(a Am)) = d(f*(a) A f*(n)) = d(f(a)) A f7(n) + [ (a) Ad(f(n))-

Por lo probado anteriormente es f*(da) = d(f*(a)) y f*(dn) = d(f*(n)) =0, luego f*(dw) = d(f*(w)). O

Proposicion 2.18. Si M es una variedad, X : U C R™ — V' es una parametrizacion de M, uy,...,u, son
las coordenadas en R™ y consideramos X* : QF(V) — QF(U), entonces

X* Y nea Xp A AXE = Y (i 0 X) dug, A Adu,
1<ig < <ip<n 1<i1<-<ig<n
Dem. Observar que por las propiedades del pull-back, alcanza con probar:
X (X])=du;,, Yi=1,...,n.
Si {e1,...,en} es la base candnica de R", entonces X;(q) = dX,(e;), para todo i =1, ..., n, luego
X (X)), (e) = Xi(q)" (dXq (¢5)) = Xiq)" (X;(q)) = 6i; = ei(ej) = (dua), (€5), Vi, j=1,...,n, q€U.

O
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2.3. Derivada exterior en variedades

La derivada exterior en una variedad M se define de forma tal que coincida con la anterior, en el caso en
que M sea un abierto de R™ y que si X : U — V es una parametrizacién de M y w € Q¥(V), entonces
X*(dw) = d(X*(w)).

Definicién 2.19. Si M es una variedad, definimos la derivada exterior d : Q¥ (M) — Q¥ (M), k=0,1,...
mediante:

» Sik=0d: QM) =C®M)— QM) se define por df = {df,}pen, siendo df, € (T,M)* el
diferencial de f en p, para todo f € C*°(M).

= Si k> 1, we QFM), definimos dw = {(dw)pltpers € QEFL(M) por lo siguiente. Sea p € M y
X : U — V es una parametrizacién con p = X (q) € V, definimos

(dw)p = ((X*)fl odo X*) (wp) = <(X_1)* odo X*) (wp) - (6)
En términos de coordenadas, si

wp = Z @iy iy () Xiy (O A A X, (g)F

1<y << <n
entonces

@him 33 MOt ) X, (0) A X (0) A Xi (o)

1<iy<--<ip<n j=1

Hay que probar que en (6) la definicién de (dw), no depende de la eleccién de la parametrizacién X. Sea
X : U — V otra parametrizaciéon y h = X ! o X. Luego,

X=Xoh = X'=hoX* = XH)'=X""'or)! =
(X*)—l OdOX* _ (X*)—l o (h*)—l OdOh* OX* _ (X*)—l o (h*>—1 Oh* OdOX* _ (X*)—l OdOX*.
Observar que en la segunda linea aplicamos la Proposicién 2.17.

En la siguiente proposicion resumimos las principales propiedades de la derivada exterior en variedades, las
cuales se deducen de las correspondientes en R™.

Proposicion 2.20. Sean M y N wvariedades, f: M — N un mapa diferenciable y k =0,1,..., entonces
» El mapa d : QF(M) — QM) es R-lineal.
» Siwe QF(M) yne Q(M), entonces d(w An) = dw An+ (—1)Fw A dn.
» Para toda w € QF(M) es d(dw) = 0.

» La derivada exterior y el pull-back conmutan, es decir d(f*(u)) = f*(d(n)), para todo p € QF(N). O

Observacion 2.21. En todo lo anterior las variedades eran sin borde, pero lo visto vale también para varie-
dades con borde.
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Definicién 2.22. Si M C R/ es una variedad, i : M — R’ es el mapa inclusién y w € QF(R?!), llamamos la
restriccion de w a M a la forma i*(w) € QF(M). Observar que

%
iF(w)p(vi, .. k) =wp(vr, .., v8), VYpeM, v,...,v € TyM.
Por esta razén, cuando no haya lugar a confusidn, a la restriccién de w a M la escribiremos w en vez i*(w).

Anélogamente si M es una variedad con borde, entonces la inclusién i : 9M <— M es un mapa diferenciable
y para cada w € QF(M) tenemos que i*(w) € Q¥(OM). También escribiremos w en vez de i*(w).

2.4. Formas en curvas y superficies

Definicién 2.23. Sea C' C R? una curva regular orientada y 7 : C — R? el campo que define la orientacién
de C. Escribimos T = (Tl,TZ,TB), siendo T, 7%, T3 : C — R. Definimos una 1-forma ds en C llamada el
elemento de arco mediante

ds = {ds,} dsp(w) == (w,T(p)), Vpe C, weT,C.

peC
Observar que se escribe ds aunque en general no es la derivada exterior de una O-forma en C'.

Observacion 2.24. Fn la definicién anterior hay que probar que la 1-forma ds es diferenciable. Sea o : [ — C
o'(t)

una parametrizacion compatible con la orientacién de C, es decir T'(a(t)) = T V€T, luego
o/(t)
dsap (0 (1)) = <O/(t)7 > = /@), Vtel (7)
" ler @

Por lo tanto
dsa(r) = dsa() (@' (1) (/(8))" = [/ (1)|| (a/(1))", Vel

Al ser t — ||&/(t)]| un mapa C™ en I, deducimos que ds es una forma diferenciable.

Proposicién 2.25. Sea C C R3 una curva regular orientada y T = (Tl,TQ,T3) : C — R3 el campo que
define la orientacién de C. Se consideran dz, dy y dz en QY (C) por restriccion a C de las mismas formas
en R3 (es decir escribimos dx cuando tendriamos que escribir i*(dx), siendo i : C — R3 la inclusion, etc).
Entonces en Q(C) se verifican las siguientes relaciones:

ds = T'dx + T?dy + T3dz, dx=T'ds, dy=T>%ds, dz=T3ds.
Dem. Sean p € C'y v = (0, Yo, 20) € TpC.
dsp(v) = (v, T(p)) = 20 T"(p) +yo T(p) + 20 T°(p) = (T"dx + T?dy + Tdz) , (v)
Observar que (7) implica ds,(T(p)) = 1, luego {ds,} es la base dual de {T'(p)} en (T,,C)",V p € C.
dx, = dzy(T(p)) dsp = €;(T(p)) ds, = T*(p)ds, = dr =T ds.

Anélogamente se prueba dy = T%ds y dz = T>ds. O
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Definicién 2.26. Sea S C R3 una superficie regular orientada y N : S — R3 el campo de versores normales
obtenido a partir de la orientacién de S. Definimos la 2-forma dA llamada el elemento de drea en S mediante

dA ={dAp}pes, dAp(v,w):= (v xw,N(p)) = (v,w,N(p)), Vpe S, v,weT,S.

siendo x el producto vectorial y (', , ) el producto mixto en R3. Observar que se escribe dA aunque en
general no es la derivada exterior de una 1-forma en S.

Observacion 2.27. En la definicién anterior hay que probar que dA es una 2-forma diferenciable en S.
La anticonmutatividad de x implica que dA es una 2-forma alternada en S. Para probar que dA es una
forma diferenciable, sea p € Sy X : U — V una parametrizacién compatible con la orientacién de S con
p = X(q) € V. Observar que {X,(q), X,(q)} es una base de T),S y que N(p) = %, luego

Xu(g) X Xu(q)
[ Xu(g) x Xo(9)|

dA, = dAy(Xu(q), Xo(q) Xul(@)" A Xu(g)" = <Xu(Q) x Xy(q)

= HXu(Q) X Xv(Q)H XU(Q)* A XU(Q)*'

> Xo(@)* A Xo(g)"

Al ser g — || Xu(q) X Xy(q)|| un mapa C* en U, se deduce que dA es una forma diferenciable.

Proposicién 2.28. Sea S C R? una superficie reqular orientada, N : S — R3 el campo de versores normales
obtenido a partir de la orientacion de S y dA el elemento de drea de S. Escribimos N = (Nl, N2, N3), con
N, N2 N3:S — R. Se consideran dx, dy y dz en Q(S) por restriccion a S de las mismas formas en R3.
Entonces en Q%(S) se verifican las siguientes relaciones:

dA = N'dy Adz+ N?dz Adx + N3 dz A dy,
dy Ndz = NYdA, dzANdx=N?*dA, dzAdy= N3dA.

Dem. Seanp € Sy v = (zo,y0,20), w = (1,91, 21) € T,S.

dAp(v, w) = (v,w, N(p))

Zo Yo 20 vz PR To v
| = " 2 —Nl(p)' 0 20 N2(p)| 0 T0 | | N3y | *O Yo
N1 (p) Ng(p) N3(p) y1 21 AR 1 Y1
= (N'dy Adz+ N?*dz Adz + N*dz A dy) (v, w).
Afirmacion: Si p € S, entonces
(u,v x wy = (u, N(p)) dA,(v,w) Y uecR? v,weT,S. (8)

Prueba: sean v, w € T},S. Observar que v x w es paralelo a N(p) y al ser [|[N(p)|| =1 resulta
vxw=(vxw N(p)N(p) =dApy(v,w) N(p) = (u,vxw) = (u,dAp(v,w) N(p)) = dAp(v,w) (u, N(p)).

Si sustituimos u por e; en (8), obtenemos

= (dy Ndz)p(v,w), Y ov,weT,S.

N 5) iy o0) = (o1, N ) dAy o) = s ) = | 02

Luego N!'dA = dy A dz; andlogamente sustituyendo u por ey y e3 se obtienen las otras relaciones. O
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