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II. Integrales de linea

1. Integracion de 1-formas sobre caminos

Decimos que una funcién f : [a,b] C R — R" es de clase C', 1 =0,1,...,00 si existe una funcién
g:(c,d) CR —R" de clase C!, con [a,b] C (c,d), tal que Illap = f-

Definicién 1.1. Un camino en un subconjunto abierto U de R™ es una funcién v : [a,b] C R — U que
verifica que 3 to,t1,...,tm € [a,b], a =tg <t < - <ty = b, tales que Y|, , 4 ¢ [ti-1,t:] CR — U es de
clase C! (3 4/(t) y es continua). Si y(a) =py y(b) = ¢, diremos que v un camino de p a q, que p es el punto
inicial de v y que q es el punto final de . Decimos que vy es un camino cerrado si ademés ~y(a) = v(b). Un
camino se dice simple si no tiene autointersecciones salvo eventualmente en los extremos.

Sea U C R™ abierto y v : [a,b] — U C R™ un camino como en la definicién anterior.
Escribimos v(t) = (z1(t), ..., x,(t)), t € [a,b].

SiweQU),w=aidry+ -+ a,dz,, siendo a1, ,a, : U C R® — R, se define
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Si v es un camino cerrado se suele escribir fw w en lugar de f7 w.

Ejemplo 1.2. Si v es un camino constante, entonces fww =0, Vw.

En el caso U C R?, es w = pdz + qdy, siendo p,q : U C R? — R funciones de clase C*® y « : [a,b] — R?,
con y(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b]. Luego la férmula anterior queda:

/ P, y) o+ q(oy)dy =3 / " (), y(®) () + (), y(t) o (1) dt.
gl i=1 7 ti-1

Para poder recordar la férmula anterior, observar que formalmente es como si en la integral f7 pdr + qdy
se realiza la sustitucién
{ x=2x(t) = dr=2'(t)dt
y=y(t)=dy=y'(t)dt

Ejemplo 1.3. Sean U = R?\ {(0,0)}, w = xzjryyz dr+ zizdy y v+ [0,27] — U, y(t) = (cost, sent), luego

a::cost:d:c:—sentdt} j{w—/% sent—sent)dt+ cost(cost) dt:/%dt:Qw.
0

y =sent = dy = costdt sen?t + cos? t sen?t + cos? t



De ahora en adelante es U C R™ abierto.

Operaciones con caminos.

1. Si~y:[a,b] — U es un camino, definimos —v : [-b, —a] — U mediante (—v)(t) := v(—t), Vt € [-b, —al].

2. Siv:la,b] = Uy y2:[b,d — U caminos en U tales que 71 (b) = v2(b), definimos 1 + 2 : [a,d] — U
mediante

(71 +12)(t) = { %8: z i g %Z:g

3. Sivy:la,b] = U es un camino y ¢ € R, definimos 7, : [a — ¢,b — ¢] — U mediante .(t) := v(t + ¢),
Vtela—cb—cl.

4. Si vy :la,b] = Uy 7 : [c,d — U son caminos en U tales que 71(b) = 72(c), entonces el camino
(V2)e—b : [b,d — ¢+ b] — U verifica v1(b) = (72)c—p(b) y tiene sentido definir v; + v2 : = v1 + (72)c—b-

5. Siy :[a,b] = Uy 7y :[c,d] — U son caminos en U tales que v1(b) = 2(d), entonces tiene sentido
definir v1 — v2 := 71 + (—72).

Observacion 1.4. 1. Los mapas —v, ve, 71 + Y2 ¥ 71 — 72 definidos arriba son caminos en U.
2. No confundir en las definiciones anteriores (—v)(¢) con —v(t) ni (y1 + v2) (t) con v1(t) + v2(t).

3. Si«y es un camino cerrado en U y n = 1,2, ..., tiene sentido definir
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Extendemos esta definicién a n € Z mediante (—n)y := n(—7), n > 0 y 07 es el camino constante por
el punto inicial de ~.

Ejercicio 1.5. Sean w,w,ws € QY(U), ¢ € R. Probar
1. fi,yw = —fvw, Y 7.
2. f%w = fww, V7.
3. fm LW = f% w+ fw w, V 71,72 tales que el punto final de 7, coincida con el punto inicial de vs.

4. fw—w w= [, w-= fw w, YV 71,79 tales que el punto final de vy coincida con el punto final de ~s.

o

oy W = nf,y w, V v cerrado, n € Z.
6. f’le +cwy = f’le —i—cfvwg, v .

Proposicién 1.6. Sea U C R" abierto y w € QY (U). Son equivalentes:
1. fvw es independiente del camino y

2. f,yw = 0 para todo camino cerrado v en U

3. w es exacta



Dem. (1 < 2): Sean p,q € R? y 41,2 dos caminos de p a ¢ en U. El camino y; — 72 es cerrado, luego

O:jq{ w:/w—/w: w:/w
Y1—72 71 Y2 71 2

(1 = 2): Siy es un camino cerrado, entonces vy y —y son dos caminos que tienen el mismo punto inicial

y final, luego
fw:f w,pero% w:—j{w = jgw— % = jgw:().
gl - - gl

(1 < 3): Siw e QYU) es exacta entonces existe f € QO(U) = COO(U) tal que w =df =>7" ax L ;.
Sea v : [a,b] — U camino, y(t) = (z1(t),...,2n(t)), t € [a,b] y a =ty < -+ < tm, = b como en la Definicién
1.1.

m. n t; o , n ti " 0 /
Lw - ZZ/ am{(:cl(t), (b)) 2(t) dt = Z/ti_l Z aj(asl(t), oz (b)) @ (t) di
SN A CCONES SYCTON Zf ((t:-))

= f(v(tm)) = fF(7(t0)) = f(7(b)) — f(7(a)) = f(Q) — f(p).

)
entonces fﬁ/w solo depende de los valores f(q) y f(p) y no del camino +.
(1=3):
Supondremos que U es conexo, si no descomponemos U en sus componentes conexas y aplicamos el
razonamiento siguiente a cada componente.

Para simplificar la notacién haremos la prueba para el caso U C R2, pero el razonamiento es completa-
mente general.

Sea U C R? abierto y conexo y w = adx +bdy € QY (U) que tal que f7 w es independiente del camino 7.
Sea pg € U fijo. Observar que la hipétesis de conexion implica que para todo p en U existe un camino vy en
U que une pg con p. Definimos una funcién f : U — R mediante f(p) = f7 w, siendo « un camino cualquiera
en U de pg a p.

Sea p = (z1,y1) € U arbitrario. Probaremos que existe %(p) = limy_o w y que %(p) = a(p).

Sea v un camino de py a p. Dado h € R tal que el segmento de p a p + hej esta contenido en U, sea G
el camino horizontal que une p con p + hey: By(t) = p + they = (z1 +th,y1), By : [0,1] — R2,
Observar que ap, = v + B es un camino en U de pg a p + he;.

f(p+hey)— / /w—/ /w—/ w—/ (z1 +th,y1) hdt = h/ a(z1 +th,yr) dt.
ap, “H-ﬂh Bh

Luego,

_ 1 1 1
lim fpther) = f(p) = lim a(q:1+th,y1) dt:/ lim a (x1 + th,y1) dt:/ a(xi,y1) dt = a(x1,y1).
h—0 h h—0 o h—=0 0

Andlogamente se prueba que g—y( ) = b(p), luego df = w. O

Ejemplo 1.7. En el Ejemplo 1.3 vimos que si U = R?\{(0,0)}, w = 2+y

v(t) = (cost,sent), entonces ﬁ/w = 0277 dt = 2w # 0. Luego w no es exacta (pero w es cerrada).

>dx + 2+y sdy y v :[0,2n] — R2



