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I. Formas en R"

1. Formas en R?

Empezaremos dando un enfoque intuitivo del tema de formas diferenciales y mas adelante daremos
definiciones precisas. El objetivo de esta parte es aprender a operar con formas.

Definicién 1.1. Sea U un subconjunto abierto de R3.

1. Una 0-forma en U es una funcién f : U C R? — R de clase C°.

2. Una 1-forma en U es una expresién del tipo adx + bdy + cdz en la cual a,b,c : U C R? — R son
funciones de clase C'*°.

3. Una 2-forma en U es una expresién del tipo a dxAdy+bdzAdx+cdyndz enlacual a,b,c: U C R? = R
son funciones de clase C*°.

4. Una 3-forma en U es una expresién del tipo adz A dy Adz en la cual a : U C R? — R es una funcién
de clase C*°.

Las expresiones dx, dy, dz, dx A dy, dz A dx, dy N dz, dx A dy N dz son sélo simbolos que por ahora no
definiremos.

Llamaremos C*(U) al conjunto de las funciones de U en R de clase C*® y Q¥(U) al conjunto de las
k-formas en U, k = 0, 1,2, 3. Definimos Q*(U) := {0}.

Ejemplo 1.2. Ejemplos de formas definidas en todo R?:

» O-formas: zyz; log (22 + y? + 22 + 1).

» 1-formas: zdx —ydy + zdz; yzdx + 2z + y) dz.

» 2-formas: xdx A dy + 3dz Adx + dy A dz; dx N dy.

» 3-formas: zy’zdx A dy A dz; dx A dy A dz.
Definicion 1.3. Dos formas son iguales si son la misma. Por ejemplo

adr ANdy +bdz Nde + cdyNdz =d' de ANdy +b dzNde +cdyndz < a=d, b=b,c=".
Se define la suma y de dos 1-formas operando término a término:

(adz +bdy+cdz+ad dz) + (d' de + b dy+ ' dz) = (a+ad')de + (b+V)dy + (c+ ) dz.
Se define el producto de una funcién por una 1-forma de manera distributiva:
fladx +bdy + cdz) = (fa)dx + (fb)dy + (fc) dz.

Anidlogamente se define la suma de k-formas y el producto por una funcién por una k-forma para los otros
valores de k. Definimos w — 1 := w + (—1)n.

Ejemplo 1.4. Ejemplos de operaciones con formas:



Siwy = 2?yde ANdy + xdz Ndx, wy = —x*ydr ANdy +xdz Adx +3dy Adz, f = xyz. Entonces
wi+wy =2xdzAde+3dyndz, wi—wy=2z*ydrANdy—3dyndz, fw =z3y?zdxAdy+aziyzdzAde.

Observar que con estas operaciones Q¥(U) es un R-espacio vectorial (identificando los niimeros reales
con las funciones constantes). De hecho verifica las mismas propiedades que un R-espacio vectorial si en vez
de escalares consideramos las funciones f de C*°(U).

Definicion 1.5. Para todo k,I1 = 0,1, 2,3 se define el producto

QHU) x QUU) L QFY(D)
(w,m) = WA

por lo siguiente. Si k+1 > 3 entonces wAn =0.Si f € QOU) = C®(U) yw € Q¥(U) es fAw=wA f = fw.
En los otros casos este producto es distributivo respecto a la suma y C'°°(U)-lineal en cada factor (es decir,
es un mapa C'*°(U)-bilineal), es asociativo y verifica

deNdr =dyNdy=dzNdz=0, dyANder=—dxAdy, dv Ndz=—dzNdx, dz Ndy = —dy N dz.
Observar que este producto no es conmutativo.
Ejemplo 1.6.

(zyzdz) A (xdz +ydy + zdz) = 22yzde A de + zy?zde A dy + zy2? de A dz
= zy’zde A dy — zyz? dz A de.
(zyzdx) A (ydz Adz + zdy A dz) = zy’zdx A dz A de + zyz® de A dy A dz
= zyz?de A dy A dz.

Ejercicio 1.7. Verificar que si w es una k-forma y 7 es una [-forma, entonces
wAn=(—1)*pAw.

Definicién 1.8. La derivada exterior que es un mapa QF(U) 4, QL U), k = 0,1,2,3, que se define
mediante:

« k=0: df =% do+ % dy+ 5 de.
» k=1: d(adxr+bdy+cdz)=daANdx+dbAdy+dchdz.
» k=2: d(adzNdy+bdzANdx+cdyANdz)=daNdx Ndy+dbAdzAdx+deNdyAdz.
» k=3: d(adrNdyNndz)=0.
Ejercicio 1.9. Verificar la siguientes férmulas:
dladx +bdy+ cdz) = %—g—?‘j)dx/\dy—i-(%—%)dz/\d:c—i-<g—;—%>dy/\dz
d(adz Ndy +bdz Adz + cdy Adz) = %+g—z+%)dx/\dy/\dz.

Observacion 1.10. Si bien las formulas obtenidas en el ejercicio anterior permiten calcular la derivada exterior
reemplazando a, b y ¢ por los valores correspondientes, a nivel prictico es mucho mas til recordar que la
derivada exterior se obtiene sustituyendo una expresion del tipo adz --- por da A dx--- y luego operando.



Ejercicio 1.11. Verificar lo siguiente:

1. El mapa d : QF(U) — QFF1(U) es R-lineal, es decir si w,n € Q¥(U) y c1,c2 € R, entonces
d(crw+can) =cpdw + codn.

2. Si w es una k-forma y n es una [-forma, entonces
d(wAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn.
En particular esta férmula implica que si f € C*°(U) y w es una k-forma, es

d(fw) =df Nw+ fdw.

Teorema 1.12. Para toda k-forma w (k=0,1,2,3) es d(dw) = 0.

Dem. Es solo relizar el cdlculo para cada valor de k, usar las formulas del Ejercicio 1.9 y la igualdad de
las derivadas parciales cruzadas. O

Observacion 1.13. El resultado del teorema anterior se suele citar como d? = 0 entendiendo d? = d o d.

Definicién 1.14. Una k-forma w (k = 0,1,2,3) se dice cerrada si dw = 0 y se dice exacta si existe una
(k — 1)-forma n tal que w = dn. El teorema anterior implica que toda forma exacta es cerrada.

Observacion 1.15. 1. La definicién anterior tiene problemas para k = 0. En este caso asumimos que la
tnica O-forma exacta es la nula 0.

2. Observar que toda 3-forma es cerrada.

2. Campos en R?

Un campo (diferenciable) en un abierto U de R? es una funcién F = (Fy, Fy, F3) : U € R® — R3, con
Fi,Fy, F3: U C R3 — R, de clase C*°. Llamaremos X(U) al conjunto de los campos en U.

Si F,GeX(U)y feC®U), definimos F + G, fG € X(U) mediante
(F+G)(x) = F(x) + G(x), (fG)(z) = f(z)G(z), Vzel.

Estas operaciones en X(U) verifican las mismas propiedades de los espacios vectoriales y X(U) es un R-espacio
vectorial de la misma forma que lo es QF(U).

» Si feC®{U), se define su gradiente Vf := (g—i, g—’yc, %) e X(U).

» Si F' € X(U), se define su rotacional rot F' := (88—123 - %F;, aanl - 63—15)7 83—112 - 68—121) e X(U).

» Si F' € X(U), se define su divergencia div F := 88—1;1 + BB—IZQ + 88123 e C>*().

Observar que si introducimos el simbolo V = (%, 8%’ %), entonces podemos escribir simbdlicamente

rot F =V x F ydivF = (V, F), siendo x y (, ) el producto vectorial y escalar respectivamente de R3.



Luego tenemos definidos los siguientes operadores:

cew) Y% xU)  XU) 2 xU) X(U)

ro
f — Vf ' F +— VXF’ F

=

S Co(U)
(V.F)

I

A cada campo F = (F',F? F?) € X(U) le asociamos las formas w}, € Q'(U) y w% € Q*(U) y cada
funcién f € C*°(U) le asociamos la forma w}g’c € Q3(U), definidas mediante:

wp = Fldz + F*dy + F°dz, wp = FPde Ady+ F?dz Nde + Frdy Adz,  w} = fdz Ndy Adz

La prueba de lo siguiente consiste simplemente en realizar el calculo y es un ejercicio del practico.

Proposicion 2.1. El siguiente diagrama conmuta:

C®(U) L X(U) 2> X(U) — 2> x(U)
( ¢ (

:lid zlw

OU) ——= QL U) —= 2(U) —= Q3(U)
Es decir, para todo F € X(U) y f € C®(U) se verifica

df = W1va d (w}?) = w?otF’ d (W%) = ngvF'

O
Combinando la Proposicién anterior y el Teorema 1.12 se obtiene el siguiente:
Corolario 2.2. Para todo F € X(U) y f € C>®(U) se verifica
rot(Vf) =0, div(rotF)=0.
O

3. El complejo de De Rham

Dado U abierto en R3, el complejo de De Rham de U es la sucesién de espacios vectoriales y transfor-
maciones lineales:

{0y 22w L olw) L ) L o*w) £ o).

Llamamos Z*(U) al conjunto de las k-formas cerradas en U y B*(U) al conjunto de las k-formas exactas en
U. Observar que al ser el mapa d : QF(U) — Q¥1(U) un mapa R-lineal obtenemos

728U = {w e QFU) : dw = 0} — Ker (Qk(U) 4, Qk“(U))
B*(U) = {w e QMUY : Ine YU, w= dn} — Im (Q’H(U) < Qk(U)) ,

luego Z¥(U) y B¥(U) son subespacios de QF(U) y tenemos B*(U) Cc Z¥(U) c Q¥(U).



El k-ésimo grupo de cohomologia de U es el espacio cociente H*(U) := Z*¥(U)/B*(U), k = 0,1,2,3.
Observar que H*(U) es un R-espacio vectorial. Cada H*(U) mide “cuan lejos” estén las k-formas cerradas
de las exactas en U. En los extremos tenemos

H(U) = 2°(U)/B°(U) = 2°(U) {0} ~ 2°(U), H’(U)=Z*(U)/B*(U) = &*(U)/B*(U).
Recordamos el siguiente resultado.

Teorema 3.1. 5i U C R" es abierto y conexo y f : U — R es una funcion diferenciable que verifica ng =0
en U para todoi=1,...,n, entonces f es constante en U. ]

De ese resultado se deducen inmediatamente los siguientes:

Corolario 3.2. Si U C R" es abierto y conexo y f,g : U — R son funciones diferenciables que verifican

g—aé = 88—51_ en U para todo i = 1,...,n, entonces existe una constante ¢ € R tal que f(x) = g(z)+c, Vax € U.

O
Corolario 3.3. Sea U C R"™ abierto y f,g : U — R funciones diferenciables que verifican g—i = g—i en
U para todo i = 1,...,n. Sean Uy, a € I las componentes conexas de U (U es union disjunta de las U, ).
Entonces para cada o € I existe una constante co € R tal que f(x) = g(x) + co, ¥V @ € U,. O

Sea U abierto y escribimos U = |J,¢; Ua, siendo {U, : a € I} el conjunto de las componentes conexas
de U. Si para cada « € I definimos X, : U — R por

1 sizelU,
Xa(x)_{() siz g U, ’

entonces el Corolario 3.3 implica que {X,, : a € I'} es una base de Z°(U), por lo cual obtenemos el siguiente:

Proposicién 3.4. Si U C R3 es abierto, entonces la dimension de H°(U) coincide con el cardinal del
conjunto de componentes coneras de U. ]

Ejemplo 3.5. 1. Si U =R3, es dim H°(U) = 1, luego H(U) ~ R.
2. SiU=R3\{(0,0,2): z€ R}, es dim H(U) = 1, luego H*(U) ~ R.
3. SiU ={(z,y,2) € R*: 2 #0}, es dim H(U) = 2, luego H*(U) ~ R%

4. Formas en R"
Todo lo anterior (menos los campos) se generaliza a R™ para todo valor de n.

Por ejemplo, si x1,...,xz, son las coordenadas en R™, entonces las k-formas en R™ tienen el siguiente
aspecto:

s 1-formas: a; dxy + as dxo + - - - + ap, dx,.

» 2-formas: ajgp dzy Adxe + arz3dey ANdrs + -+ a1 dxp_1 A dzy = ZKj a;j dx; A dz;.

s (n—1)-formas: a; dzg Adrs A--- Ndxy, + agdry ANdxs A+ Ndxy + -+ ap dey Adxg A -+ A dzp—q.
s n-formas: adxy Adxo A -+ ANdxp_1 A dxy,.

Veremos rapidamente el aspecto de las formas y de la derivada exterior en los casos n =2y n = 1.



Formas en R2.
Sea U C R? abierto.

QU) =Cc™(U), QYU)={adr+bdy: a,bec C®U)}, QU)={adeAdy: acC®U)},
O*(U) = {0}

Derivada exterior: of of PV
a

Formas en R.
Sea U C R abierto.
QUU) =C>®(U), QY U)={adt: acC®U)}, Q*U)=/{0}.

Derivada exterior: df = %—{ dt = f'dt.

5. Formas cerradas versus exactas

Vimos anteriormente que toda forma exacta es cerrada, ahora estudiaremos bajo qué condiciones se
cumple el reciproco también, es decir bajo qué condiciones las formas exactas coinciden con las formas
cerradas. Este problema es importante porque es mucho mas facil verificar que una forma es cerrada a que
es exacta.

El ejemplo que veremos a continuacién es particularmente importante.

Sea U = R2?\ {(0,0)} y wog = x;ny dx + xgiyg dy € QY(U). Es un ejercicio el verificar que wq es cerrada.

Sea V = {(z,y) € R*: z # 0}. Observar que V C U.

Afirmacién 1: wg es exacta en V.
Sea g : V. — R definida por g(x,y) = Arctg(y/z). Es un ejercicio el verificar que % = ﬁ y

9g
dy

= luego wg = dg en V.

X
$2 +y2 9
Afirmacién: wg no es exacta en U.

Supongamos que existe f : U — R tal que wg = df. Como V C U es wyg = df en V, luego df = dg
enV i.e. % = % y g—i = g—g en V. Sean V' = {(z,y) e R*: >0} y V™ = {(z,y) e R?: 2 <0} las
componentes conexas de V. El Corolario 3.3 implica que existen constantes c1,cs € R tales que f =g+ 1
enVtyf=g+caen V.

Sea p = (0,b), b > 0.

lim, o+ f(x,b) = lim,_,o+ Arctg (b/x) + ca = 7/2 + ¢
lim, ,o- f(x,b) = lim,_,o- Arctg (b/z) +c1 = —7/2+ 1

ron ={

= 7/24co = —7/24+c1 = cg = c1—T.

(1)



Sea p = (0,¢), ¢ < 0.

lim, o+ f(x,c) = lim, o+ Arctg (¢/x) + c2a = —7/2 + 2 B B
lim,_,o- f(z,c) = lim,_,o- Arctg (¢/z) +c1 =7/2+ 1 = /2o = w/2a = ¢ = atm
(2)

Claramente de (1) y (2) llegamos a una contradiccién, luego no existe ninguna funcién f en U tal que
wo = df

r0.0={

De lo anterior se deduce que para estudiar el problema de cuiando un forma cerrada es exacta importa
el dominio de la forma.

Definicion 5.1. Un subconjunto U de R” tiene forma de estrella si existe un punto pg € U tal que para
todo p € U se cumple {tp+ (1 —t)po: t €[0,1]} C U.

En los casos en que necesitemos enfatizar el punto pg, diremos que U tiene forma de estrella respecto a
Po. bservar que un conjunto con forma de estrella necesariamente es conexo.

Ejemplo 5.2. 1. Todo subconjunto convexo de R" tiene forma de estrella. En particular el propio R™
tiene forma de estrella.

2. R2\ {(x,0): = >0} tiene forma de estrella (y no es convexo).

Teorema 5.3 (Lema de Poincaré). Si U C R"™ es abierto con forma de estrella, entonces para todo k =
0,1,...,n se cumple que toda k-forma cerrada en U es exacta.

Para simplificar la notacién haremos la prueba para 1-formas en U C R3 con forma de estrella respecto
al origen (0,0, 0).

Dem. Sea w = adr +bdy + cdz € QY(U) tal que dw = 0. Luego
ob  Oa Oa Oc  Oc  Ob

dr By’ 9z dx dy 0z

Como U tiene forma de estrella respecto al origen, tiene sentido definir f : U — R mediante

f(X)= /lea(tX) +yb(tX)+zc(tX)dt, VX =(v,y,2)€U.



Calculando obtenemos:

1
_ / a(tX) + o @% (a(tX)) + a% (b(tX)) + 2 aﬁ (c(tX)) dt

0 X
! da 0b dc
= /0 a(tX) @ oo (EX) by o (EX) t+ 2 o (4X) tdt
1
(3) da da da
3 /0 atX) 2 GHEX) 4y () 4 2 LX)
1
_ / a(tX) + L (a(tX)) t dt
0
La
= /0 E(a(tX)t) dt
= a(tX)t)=g
= a(X).
Luego % = a y analogamente se prueba que % =by % = ¢, es decir df = w. O

Ejemplo 5.4. Sea V = R?\ {(z,0) : = > 0} y consideremos wy = ﬁ dr+ s dy € QY(V). El conjunto

V tiene forma de estrella, luego el Lema de Poincaré nos asegura que wg es exacta en V.

Sean W = {(r,0) e R?: r >0, 0< 0 <2r}y f: W — V definida por f(r,0) = (rcos,rsenf) (f es
el cambio a coordenadas polares). Es un ejercicio del practico el probar que el sistema de ecuaciones

xr =rcost
y =rsenf

definen 7,60 : V.C R? — R como funciones C* de z e y y se cumple que w = df en V.

Observacion 5.5. 1. El Lema de Poincaré implica que toda forma cerrada en R™ es exacta, luego H" (R") ~
Ry H*(R") = {0},V k > 1.

2. SiU=R?\{(z,0): >0},es HO(U)~Ry H' (U) = H*(U) = {0}.
3. SiU =R2\ {(0,0)}, es HY(U) ~R y H*(U) # {0}.



