Facultad de Ciencias Centro de Matemaética Calculo Diferencial e Integral II (2006)

Préactico 1: Nociones topolégicas elementales de R" (primera parte)

1. Sean = = (z1,...,%n), Yy = (Y1,...,Yn). Demostrar que (z,y) = z1y1 + -+ + TpYn €s
un producto interno.

2. (a) Investigar si las siguientes funciones de R? en R son normas
(z,y) = || + lyl,

(z,9) = V]2 —¢?,
(z,y) = max {|z|, [y[},
(z,y) = [z +yl.

(b) Para aquellas que sean normas dibujar la bola de centro en el origen y radio 1, e
indicar cuéles de los siguientes puntos pertenecen a la bola de centro (3,4) y radio 2:

(3,4),(4,5),(0,1).

3. Probar que toda bola en R” es convexa.

(Sugerencia: Mostrarlo primero para bolas centradas en el origen).

4. (a) Demostrar que ||z]|c = méx{|z1|,...,|zn|} v ||z]1 = |z1]| + - - - + |2n| sSon normas
en R™.

(b) Demostrar que

lZlloo < [lz]l2 < ||2|l1 < nllz]|o, para todo vector x en R".

5. (a) Probar que si N7 y N2 son normas en R” entonces N = Nj + Na también lo es.
(b) Deducir que N(z,y) = v/x2 + y2 + max(|z|, |y|) es una norma en R? y verificar que
N(V2-1,v2-1)=1.

(c) Dibujar el conjunto {(z,y) € R?: N(x,y) = 1}.

6.(a) Demostrar que la equivalencia entre normas verifica la propiedad transitiva: si Ny

y No son normas equivalentes, y lo mismo ocurre con Ny y N3, entonces Ny y N3 son
normas equivalentes.

(b) Probar que si dos normas N; y Na son equivalentes entonces, dada una bola By,
(definida con la primer norma) existen dos bolas By, y Bl, (definidas con la segunda
norma) tal que By, C By, C By,

(c) Probar que x,, — = en Nj siy solo si x, — x en Nj.

7. Probar que si N es una norma en R" (es decir, una funcién de R™ en R que verifica
los tres axiomas de norma) se cumple:

(a) |[N(x) — N(y)| < N(z —y). Interpretar geometricaménte, si N es la norma euclid-
eanda.

(b) Silimg_co x = « entonces limyg_.o N(zr) = N(z). ;Es cierto el reciproco?



8. Demostrar que el limite de una sucesion en R”, cuando existe, es tnico.
9. (a) Demostrar que una sucesién en R™ es convergente si y sélo si son convergentes
sus sucesiones coordenadas.

(b) Demostrar que una sucesién en R™ estd acotada si y sélo si estdn acotadas sus
sucesiones coordenadas.

(c) Una sucesién (zx) en R™ no tiene subsucesiones convergentes si y sélo si ||zg| —
oo (k — 0).

(d) Probar que si una sucesién tiene limite, todas sus subsucesiones tienen el mismo
limite.

(e) Probar que si una sucesion es tal que toda subsucesién tiene una subsucesiéon con-

vergente a un mismo limite, la sucesién original tiene ese limite.

10. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones definidas en R?:

an = (e_”, %) b= (e +2,[14 (=1)"In) , cn = ((—1)”, (—1)" + ﬁ).

11. Se definen los siguientes conjuntos:

A ={(z,y) eR?: 1 <2 <2, 1<y <3}

Ay ={(z,y) eR%: 1 <2 <2,y >0}

Az ={(z,y) e R*: y =27}

Ay ={(z,y) e R*: 2 +y* < 1,(z,y) # (0,0)}

As ={(z,y) e R?: 222 + 2 < 1} U {(z,y) e R*: x =y}
Asg={(z,y) Rz =(-1)"+Ly=1n>1}

A7 ={(z,0)eR?: z = (=1)" +e ™ n>1 U{(-1,0)} U{4; nQ?}
Ag={(z,y,2) eER*: 2 +y+2z<1l,2>0,y>0,2>0}

Ag = {(z,y,2) ER3: 22 +y2 +1 < 2}

a) Representarlos graficamente e investigar si estan acotados.
b) Hallar el interior, la frontera y la clausura de cada uno de ellos.

(
(
(c) Hallar el conjunto de sus puntos de acumulacién.
(d) Indicar si son abiertos

(

e) Indicar si son cerrados.

12. Probar los siguientes resultados.

(a) Si A es un conjunto abierto y x € A entonces A\ {z} es abierto.
(b) A es abierto sii ANOJA = ¢.

o —_
(¢) A= A—0A es un conjunto abierto, mas atn, es la unién de los subconjuntos abiertos
contenidos en A (es el “mayor” conjunto abierto incluido en A).

(d) A es cerrado sii 0A C A sii A’ C A.

(e) A = AUOA es un conjunto cerrado, mas atn, es la interseccién de todos los conjuntos
cerrados que contienen a A (es el “menor” cerrado que contiene a A).



(f) A’ es un conjunto cerrado.

13. Hallar todos los puntos de acumulacién del conjunto

m p
S = { (,> : n,m,pYy q naturales tales que m <nyp< q}-
n q

14. Demostrar que un punto a es de acumulacion de un conjunto X sii existe una
sucesién (zx) C X \ {a} que converge a a.

15. La idea de este ejercicio es mostrar que todas las normas en R™ son equivalentes.

(a) Observar, mediante el ejercicio 6.(a), que basta demostrar que una norma cualquiera
(I - |I) es equivalente a la norma de la suma (|| - ||1).

(b) Sea o = max{|le1]],...,]|len|}, entonces
Ve e R" lzf] < aflzfl
siendo {ey,...,e,} la base canénica de R™.
(c) Resta probar que existe § € R tal que
Ve e R" lzfly < Bz

Suponer que Vm € N existe x,, € R” tal que ||zp]l1 > m |z v legar a un
absurdo.
(Sugerencia: Normalizar segun || - ||; y utilizar Bolzano-Weierstrass).

16. Veamos que lo demostrado en el ejercicio anterior no es cierto en general. Sea C([a, b])
el espacio vectorial de las funciones continuas en [a, b] a valores reales con las operaciones
habituales de suma de funciones y producto de una funcién por un escalar. En C([a, b])
consideremos las siguientes normas:

b 1/2
IS Nloo=max{[ f(t) |: ¢ € [a,b]} 1S ll2= (/ | f(t) 7 dt)

(a) Probar que || f [l2< (b—a)'? || f |loo, Y/ € C([a, D).

(b) Probar que si fr — f con la norma || || entonces fy — f con la norma || ||2.
(
(d

)
)
c) Probar que no es cierto el reciproco de la parte (b) (dar un contraejemplo).
) ¢Estas dos normas consideradas son equivalentes?

)

(e) (Es C([a,b]) un espacio vectorial de dimensién finita?



