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10.

Practico 5

DERIVABILIDAD

Probar que si f es derivable en a, entonces es continua en a.

Bosquejar f : R — R continua que no sea derivable en un conjunto infinito de puntos.

Estudiar derivabilidad en 0 de:

F@) = { g‘Qsen(l/x) ii:xosé 0

o(z) = { gsen(l/x) ii::vo# 0

Sea f(z) = z™, con n € N. Calcular f'(z). (Sugerencia: utilizar binomio de Newton).

a)

b)
)
a)

Sea f tal que |f(x)| < 2% Va € R. Probar que f es derivable en 0.

Supongamos que |f(z)| < |g(x)| Y2 € R. Dar condiciones a g para que f sea derivable en 0.
Sea f tal que |f(z)] <z Vz € R. Determinar qué a € R hacen que f sea derivable en 0.
Sea 0 < 8 < 1. Demostrar que si |f(z)| > z”, f(0) =0 = f no es derivable en 0.

Sea f(z) = xzg(zx), g continua en 0. Probar que f es derivable en 0.

Se dice que f es Lipschitz de orden a en x si existe una constante K tal que |f(zo) — f(y)] <

Dado s > 0, probar que entre todos los reales positivos x e y tales que x +y = s, el valor de
22 + y? es minimo cuando z = y.

Probar que entre todos los rectangulos de perimetro dado el de mayor area es el cuadrado.
En la elipse 2—; + z—; = 1 hay que inscribir un rectangulo con los lados paralelos a los ejes
de la elipse, de modo que su area sea maxima. Resolver el problema y dar el valor de dicha
4drea maxima.

Una caja abierta estd construida con un rectangulo de cartén quitando cuadrados iguales
en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la caja de
mayor volumen que puede construirse de tal modo si los lados del rectangulo miden 12 y 18
centimetros.

K |z — y|® para todo y en el dominio de f.

a)
b)

Probar que si f es derivable en x, entonces f es Lipschitz de orden 1 en x. Se cumple el
reciproco?
Si f es Lipschitz de orden o > 1 en [a, b], entonces es constante.

Usando la regla de la cadena es posible derivar algunas funciones. Calcular la derivada de:

a)
b)
)

x® para todo o € R, (Sugerencia: Considerar e*!°87),
a”,

[f(2)]9) donde f(x) = 0 no tiene soluciones reales.

Supongamos que f™(a) y g™ (a) existen (donde f(™(a) es la derivada n-ésima de f en a).
Probar la formula de Leibnitz:

(f-9)"(a) =Y CrfP (k) - g M (a),
k=0

donde C} =nl/(n — k) k.
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INTEGRALES

a) Sean f:R — Ry F:R — R tales que:
e siz <0
fley=q¢ 1 sizel0,1] y F(z fo t) dt. Bosquejar los gréficos de fy F.
20 —1 six>1
b) Sea f:[-1,4] — R integrable tal que f(z) > 2, para todo z € [-1,0] U [2,4] vy f(z) > 4,
para todo x € [0, 2].
1) Probar que fi f(x)dx > 14.
2) Si ademds se sabe que f(x) > 3 para todo x € [1, 3], hallar m € R tal que 14 < m <

21 f (@) da
¢) Sea f una funcién continua en [2, 8] tal que f; flx)dze =20y f84 f(x)de =12.
1) Calcular f2 r) d.
2) Probar que ex1ste ¢ € [2,4] tal que f(c) = 16. jExiste d € [2, 8] tal que f(d) = —17?

a) Calcular las primitivas de las siguientes funciones:

f1=3x2—a:—x%+% f_6125f+1 f?):%ﬂ

fo=1+4tg*(x) —2cos(z) f5= (z+1) fo = 3%
fr= 152 fs =
b) Calcular las siguientes integrales

f12 fila dx fl falx) do fo f3(z) dx fo fa(x)

K @)y de [ 1s(@)de [§ frla)de [ fs(a)
a) Caélcular la derivada de las siguientes funciones:

F(z) = [* m dt f‘”2 1;{ dt

H(z) = f23x+5 tsen(t) dt I(:,C) = f;; 1+t4 dt

b) Se consideran las siguientes funciones definidas en todo R:
2

J(z) = arctg(z) — 4y L(z) = f%””z“ \/ 75 dt.
Calcular J'(z), L' (x), J(1) y L(1). Deducir la relacién entre J y L en [0, +00) y en (—00,0).

Calcular integrando por partes: a) [2?senzdr b) [ xsenzcoszdx

c) [arctgzdx e) [Inzdx f) [28e " da
g) [e®cosbrdr h) [esenbrdr i) [2®Inzdx.

Calcular por el método de sustitucion:
w/4 n 8 senvz+1
) cos2zy/4 —sen2zdx  b) [ Gromrdr o) [y S da

fa:" Lsen"xdx, n # 0 e) fal/a 11@,@;&0 f) [2*Vz+1dx

a) Probar que fo (1—2)"do = fo (1 — z)™dz, Vm,n € N, y calcular fol 2%(1 — 2)3%x.
b) Sea f continua. Demostrar que [ zf( senx) dv =% [ f(senz) dz, y calcular [ {2528 dx.
)
)

C

d

1+4cos? ¢
Demostrar que fol — 2?2y = fﬂ/2 s*" zdx, n € N.
Sea F(z,a) fo (t2+a2)th a >0, p,q € N. Demostrar que F(z,a) = a?T'729F (£ 1).

Encontrar una funcién continua y no constantemente nula f tal que
/ f )sent dt
2 +cost

Recordando que sen2x = 2senx cos, cos2x = cos2x — sen’z, expresar sent, cosx y tgx en

funcién de tg 3.
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a) Probar que integrales de la forma [ R(senz,cosz)dz, donde R es una funcién racional,
pueden ser reducidas mediante la sustitucién u = tg £ a integrales de la forma [ r(u)du,

.y .2 . /2
donde r es también una funcién racional. Calcular f mﬁ% fo / %.

b) Idem con [ R(z,va? — 2?)dx y la sustitucién x = asent. Calcular [ e do

4—z24+/A4—22"
¢) Idem con [ R(z,va?+ 22)dx y la sustitucién z = a.sht. Calcular [ x\/tﬁT'

d) Idem con [ R(z,Va? —a?)dz y la sustitucién x = a.cht. Calcular [ —“lwigld“”.

Si se aplica la sustitucion z = sent a la integral definida foﬂ t3 cost dt resulta fo7r t3costdt =

0 . . .
Jy (arcsenz)3dx = 0. jPor qué es equivocado este razonamiento?

a) Integrando por partes deducir la férmula

n—1

sen" " ‘xcosr n-—1
/sen"z dr = — + /sen””m dx,¥n > 2.
n n

b) Hallar una férmula de recurrencia para [ cos™ z dz.

¢) Calcular: fOW/Q sen? z dx, foﬂ/Q sen z dx, foﬂ/Q cos® z dx.

d) Seaa, := foﬂ/2 sen™z dx, ¥n > 0. Probar que ag,, = %%, Vn > 1,y que agn 1 = %,

Vn > 0.

2
e) Mostrar que 1< a‘;jﬁ <1+ % Deducir que § = hann(gZ_?g::) , y concluir que /7 =

/ (n1)2227
lim,, @y

Para cada una de las f siguientes, si F(z) = [, f. En qué puntos x es F'(z) = f(2)? (Precaucién:
puede ocurrir F'(z) = f(x) aunque f no sea continua)

a) f(x)=0,six <1, f(z)=1,siz> 1,

b) f(z)=0,siz<1, f(z)=1,six>1,

flz)=0siz#1, f(x)=1siz=1,

f es la funcién definida en el ejercicio 6b del practico 3,

flx)=zsiz <0, f(x)=0siz >0,

fx)=1siz=1/n (n €N), f(z) =0 en otro caso.

0 &0
S S N N N

Demostrar que los valores de las siguientes expresiones no dependen de x:
T 1 1
a) [ T dt + s e 4t

sen(x) 1
b) f_cosm =z dt.




