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PrAcTICO 11
Polinomio de Taylor: el poder de las derivadas.

§1. Sea p: R — R un polinomio de grado n. Prueba que para a,z € R cualesquiera se tiene
(n)
p(x) = pla) +p'(a)(x —a) + -+ P (@ — )"
§2. Hacer las graficas de los primeros 3 polinomios de Taylor en 0 de la funcién seno.

§3. Hallar /7 con error menor a 0.01 mediante el desarrollo de la funcién /= + 8.

§4. Hallar la serie de Taylor en 0 de una primitiva de la funcién e’

§5. Use laigualdad {1~ =142+ - + 2" + Z— " y la férmula de Taylor para calcular las
derivadas sucesivas en el punto z = 0 de la fun(non f:(=1,1) — R dada por f(z) = 1.
§6. Calcular la derivada de orden 2001 y 2003 en z = 0 de f : R — R definida por f(z) = %

§7. (a) Sea f : I — R de clase C™ en el intervalo I. Suponga que existe K > 0 tal que
|f)(z)] < K para todo z en I y todo n natural. Pruebe que, para zo,z € I vale

00 (n) n
f(m) = Zn 0 : n(‘x[))( l‘o) °

(b) Aplicar el punto anterior para las funciones sen(x) y cos(x) con xg = 0.

Qo

. Sea f(z) = ¢ Iy e~ dt. Probar que f(0) =0, f'(z) = 2zf(x) + 1, y encontrar la serie
de Taylor de f en 0.

§

Integrales Impropias

§1. Clasificar las siguientes integrales impropias:

+ +
f—oo:c2+1dx OOO r‘j‘ dx f e 1 dx (o € R)
+11 —— dx ft}fe*“’ dx fl L dac (a €R)
+00 cosx +1 ew- =1
f NZ3 dx f 1 (z— 1)22 fO 1:0‘(111'11’ 1‘(Oé ﬂER)
Iy ln(s;nx) dx O+°O e T2 dx fo %a dz (o € R)

dz (o, B € R)

+oo 2
ser; [de

IS = e

§2. (a) Sean [y g funciones derivables en [a, +00) tales que [/, ¢’ € RZ,Vx > a. Supongamos
ademaés lﬂwf(x)g(x) = L € R. Probar que f:oo 1 (x)g(z) dx converge si y solo si

[.7%° f(2)g'(x) dz converge.

(b) Clasificar la integral f1+°° 2%t dx, a > 0, y las integrales de Fresnel: fooo cos(t?)dt,
J5~ sen(t?)dt.

(c) Clasificar la integral [ 2tcost*dt. (Observar que el integrando no esta acotado.)

fO sen® x cosB T

83. Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de las siguientes integrales:

X senzx S sen x 0 sen x +00 xcosx
fO x fO tg( T ) fO (z+cos z)™ 0 z+100 °

1
n(lnn)*(In(Inn))?"

§4. Usando el criterio integral clasificar la serie Z
n>2



85. Criterio de Cauchy. Sea f : [a,00) — R tal que f € R*, Vo > a. Probar que faoo ft)dt
converge si y s6lo si dado € > 0 existe z. > a tal que si z, 2’ > z., entonces | f; f)dt] < e.

§6. Se considera la funcion f(z) = % en el intervalo [1,+00). Mostrar que la integral

1+°° f(z)dz es divergente, pero sin embargo se puede calcular el volumen del sélido

engendrado al girar la funcién con respecto al eje 0z. Dar un ejemplo de una funcién cuya
integral impropia converja pero sin embargo no se pueda calcular el volumen del sélido
engendrado al girarla con respecto al eje Oy.

§7. (a) Si f es continua en [0, 1], calcular lim,_q+ atfl HOpT

(b) Si f es integrable en [0,1] y lim,_,o f(x) existe, calcular lim,_,q+ xfl 0 gy,

§8. Considérese la funcion Gamma: T'(z) = f0+°° e~tt*=1 dt, para todo = > 0.

(a) Probar que I'(n) es una integral impropia convergente para todo n € N*. (En realidad
se puede probar que es convergente y derivable para todo x > 0.)

(b) Encontrar una relacion entre I'(n) y I'(n — 1).

(c¢) Probar que I'(n) = (n — 1)! para todo n € N*. Esto muestra que la funciéon I' es una
extension del factorial a todos los reales positivos.

Ejercicios de Discusién

§1. (a) Si a es un namero positivo fijo, probar que

. “h
| ede=r

(b) Si f(x) es continua en el intervalo —1 < x < 1, probar que

1
. h
i [ /@) de =m0

§2. Formula de Stirling. En este ejercicio se demostrara que n! = v/2mnn"e " (1 + a,),
donde a,, — 0 cuando n — oo.

(a) Probar que f:ﬁl log(z)dr < logk < fkk+1 log(z)dx Yk =1,2,3...,n y sumando desde
1 an, deducir que nlogn —n <log(n!) < (n+ 1)log(n+ 1) — n.

(b) Sea d,, =log(n!) — (n+ 1)log(n) + n. Probar que d, —dp+1 = (n+ 4)log (=) —1
y usando el desarrollo de Taylor en 0 de 1 log (Ht) deducir que d,, es decrec1ente

= e°. Solo

y que dn — dpt1 < 35 — 12(i+1)'
resta probar que ¢ = log(v/27).

(¢c) Seal, = fO% sen™zdz. Probar que I,, = 2=t == I,,—2 y deducir que Iy, = %%

I _ 2k(2k—2)...4.2
¥y qQue f2k+1 = Grr1)(2k-1)...5.3°

I2k+1

12’““ = 1 y observando que I,, es decreciente, deducir que lim =

(d) Probar que lim
1.

(e) Deducir que ¢ = log(v/2m).



