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Formas multilineales

1. Formas multilineales

Sea| un cuerpo arbitrario, V un | -espaciovectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal en
V esuna funci¶on ® : V £ ¢¢¢£ V| {z }

n

! | que veri¯ca:

®(v1; : : : ; a vi + wi ; : : : ; vn ) = a®(v1; : : : ; vi ; : : : ; vn ) + ®(v1; : : : ; wi ; : : : ; vn )

para todo a 2 | , v1; : : : ; vn ; wi 2 V y todo i = 1; : : : ; n.

Observar que una forma multilineal es una funci¶on que es lineal en cada variable, en particular una
1-forma multilineal essimplemente un elemento del espaciodual V ¤.

Es un ejercicio el veri¯car que el conjunto de las n-formas multilineales es un subespaciodel espacio
vectorial de las funcionescon dominio V £ ¢¢¢£ V y codominio | , en el cual las operacionessede¯nen punto
a punto:

(f + g)(v1; : : : ; vn ) = f (v1; : : : ; vn ) + g(v1; : : : ; vn ); (a f )(v1; : : : ; vn ) = a f (v1; : : : ; vn ): (1)

En particular esto implica queel conjunto de las n-formas multilineales tiene estructura de espaciovectorial.

2. Formas bilineales

Una forma bilineal esuna 2-forma multilineal, esdecir una funci¶on ' : V £ V ! | que veri¯ca

' (au + v; w) = a ' (u; w) + ' (v; w);

' (w; au + v) = a ' (w; u) + ' (w; v):

SeaBil (V ) el conjunto de las formas bilinealesen V . Por lo que vimos anteriormente Bil (V ) tiene estructura
de espaciovectorial de¯niendo las operacionescomo en (1).

Ejemplos de formas bilineales son los siguientes:

Ejemplo 2.1. Un producto interno real h ; i : V £ V ! R.

Ejemplo 2.2. La funci¶on ' : | 2 £ | 2 ! | de¯nida por

'
¡
(x; y) ;

¡
x0; y0¢¢

= 2x x0+ 3x y0+ 4y x0¡ y y0:

Observar que podemosescribir:

'
¡
(x; y) ;

¡
x0; y0¢¢

= (x; y)
µ

2 3
4 ¡ 1

¶ µ
x0

y0

¶
:
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Ejemplo 2.3. Este ejemplogeneralizael anterior. Si A 2 M n (| ), de¯nimos ' A : | n £ | n ! | por ' A (u; v) =
ut A v, siendo

u =

0

B
@

u1
...

un

1

C
A ; v =

0

B
@

v1
...

vn

1

C
A ; A =

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
an1 ¢¢¢ ann

1

C
A :

Expl¶³citamente es ' A (u; v) =
P n

i;j =1 aij ui vj .

Prop osici¶on 2.1. Sean ' : V £ V ! | una forma bilineal, W un espacio vectorial y T; S : W ! V dos
transformacioneslineales. Si de¯nimos ' 0 : W £ W ! | mediante

' 0(w1; w2) = ' (T(w1); S(w2)) ; 8w1; w2 2 W;

Entonces ' 0 es una forma bilineal en W.

Dem.

' 0(w1 + aw0
1; w2) = ' (T(w1 + aw0

1); S(w2)) = ' (T(w1) + aT(w0
1); S(w2))

= ' (T(w1); S(w2)) + a ' (T(w0
1); S(w2)) = ' 0(w1; w2) + a ' 0(w0

1; w2):

Esto prueba que ' 0 es lineal en la primer variable y an¶alogamente se prueba que es lineal en la segunda
variable.

De¯nici¶ on 2.1. Si V tiene dimensi¶on ¯nita n, B = f v1; : : : ; vng esuna basede V y ' 2 Bil (V ), de¯nimos
M B(' ) la matriz asociada a la forma bilineal ' en la baseB mediante

M B(' ) := (' (vi ; vj )) i;j =

0

B
@

' (v1; v1) ¢¢¢ ' (v1; vn )
...

...
' (vn ; v1) ¢¢¢ ' (vn ; vn )

1

C
A 2 M n (| ):

Ejemplo 2.4. En el Ejemplo 2.2, si B = f (1; 0); (0; 1)g, esM B(' ) =
µ

2 3
4 ¡ 1

¶
:

Teorema 2.2. Sea V un espacio de dimensi¶on ¯nita n y B = f v1; : : : ; vng una base de V . La funci¶on
M B : Bil (V ) ! M n (| ) que a cada forma bilineal ' le asocia la matriz M B(' ) es un isomor¯smo lineal.

Dem. Sean'; ' 0 2 Bil (V ) y a 2 | . Es

M B
¡
a ' + ' 0¢ =

¡¡
a ' + ' 0¢(vi ; vj )

¢
i;j =

¡
a ' (vi ; vj ) + ' 0(vi ; vj )

¢
i;j = a (' (vi ; vj )) i;j +

¡
' 0(vi ; vj )

¢
i;j

= aM B(' ) + M B
¡
' 0¢:

Luego M B es lineal.

Sea' 2 Bil (V ) tal que M B(' ) = 0 2 M n (| ), entonces es ' (vi ; vj ) = 0 para todo i; j = 1; : : : ; n. Sean
v; w 2 V que escribimosv =

P n
i=1 x i vi y w =

P n
j =1 yj vj . Entonces

' (v; w) = '

0

@
nX

i =1

x i vi ;
nX

j =1

yj vj

1

A =
nX

i =1

x i

nX

j =1

yj ' (vi ; vj ) = 0:

Luego Ker M B = f 0g y M B es inyectiva.
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SeaA = (aij ) i;j 2 M n (| ). De¯nimos ' : V £ V ! | mediante ' (v; w) = ' A (coordBv; coordBw), siendo
' A : | n £ | n ! | la forma bilineal de¯nida en el Ejemplo 2.3. La Proposici¶on 2.1 nosprueba que ' 2 Bil (V ).
Operando obtenemos

' (vi ; vj ) = ' A (ei ; ej ) = aij ; 8i; j = 1; : : : ; n:

Luego M B(' ) = A y M B essobreyectiva.

Corolario 2.3. Si V es un espacio de dimensi¶on ¯nita n, entonces la dimensi¶on de Bil (V ) es n2.

Dem. Es Bil (V ) ' M n (| ) y dim M n (| ) = n2.

Corolario 2.4. Si V es un espacio de dimensi¶on ¯nita n, B es una basede V y ' 2 Bil (V ), entonces una
matriz A 2 M n (| ) veri¯c a

' (v; w) = (coordB v)t A coordB w; 8v; w 2 V

si y solo si A = M B(' ).

Dem. Sededuceinmediatamente de la demostraci¶on del teorema anterior.

Observar que en particular el corolario anterior nos da la siguiente f¶ormula:

' (v; w) = (coordB v)t M B(' ) coordB w; 8v; w 2 V

Corolario 2.5. Si ' 2 Bil (| n ) entonces existe una ¶unica matriz A 2 M n (| ) tal que ' (v; w) = vt A w para
todo v; w en | n (es decir ' = ' A ).

Dem. SeaB la basecan¶onica de | n y A = M B(' ), entonces

' (v; w) = (coordB v)t A coordB w = vt A w; 8v; w 2 | n :

De ahora en adelante supondremosque V esun | -espaciovectorial de dimensi¶on ¯nita n.

Prop osici¶on 2.6. Sean B y C dos basesde V y ' 2 Bil (V ). Entonces

M C(' ) = (B [id ]C)t M B(' ) B [id ]C:

Dem. Seanv; w 2 V ,

' (v; w) = (coordB v)t M B(' ) coordB w

= (B [id ]C coordC v)t M B(' ) (B [id ]C coordC w)

= (coordC v)t (B [id ]C)t M B(' ) B [id ]C coordC w:

Luego el Corolario 2.4 implica M C(' ) = (B [id ]C)t M B(' ) B [id ]C.

De¯nici¶ on 2.2. Dos matrices A y B en M n (| ) se dicen congruentessi existe una matriz invertible Q en
M n (| ) tal que A = Qt B Q.
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Ejercicio 2.1. Probar que la congruenciaesuna relaci¶on de equivalencia en M n (| ).

Teorema 2.7. Sea ' 2 Bil (V ) y B una basede V . Si A 2 M n (| ) escongruentecon M B(' ), entoncesexiste
C basede V tal que M C(' ) = A.

Dem. Sea Q = (qij ) 2 M n (| ) invertible tal que A = Qt M B(' ) Q. Si B = f v1; : : : ; vng, de¯nimos
C = f w1; : : : ; wng mediante

wj =
nX

i =1

qij vi ; j = 1; : : : ; n:

Como Q esinvertible, resulta que C esuna basede V y B [id ]C = Q. Luego

A = Qt M B(' ) Q = (B [id ]C)t M B(' ) B [id ]C = M C(' ):

Corolario 2.8. Dos matrices son congruentessi y solo si representana la misma forma bilineal.

Dem. SeanA y A0 en M n (| ) dos matrices congruentes. Si consideramosla forma bilineal ' A 0 2 Bil (| n )
y B es la basecan¶onica de | n esA0 = M B(' A 0). Luego A escongruente con M B(' A 0) y el teorema anterior
implica que A = M C(' A 0) para alguna baseC de V . El rec¶³proco es la Proposici¶on 2.6.

3. Formas bilineales sim¶etricas

Sea| un cuerpo arbitrario, decimosque el cuerpo tiene caracter¶³stica 2 y escribimoscar | = 2 si en | se
veri¯ca 1 + 1 = 0. Un ejemplo en el cual pasa esto es el casodel conjunto formado por dos elementos que
llamamos 0 y 1, F2 = f 0; 1g, en el cual de¯nimos dos operaciones+ ; ¢: F2 £ F2 ! F2 mediante:

0 + 0 = 0; 1 + 1 = 0; 0 + 1 = 1; 1 + 0 = 1;
0 ¢0 = 0; 0 ¢1 = 0; 1 ¢0 = 0; 1 ¢1 = 1:

Es un ejercicio el veri¯car que (F2; + ; ¢) esun cuerpo y claramente carF2 = 2. Otro ejemplo esel cuerpo de
expresionesracionalescon coe¯cientes en F2, esdecir los cocientes de polinomios con coe¯cients en F2.

Ejemplos de cuerpos con caracter¶³stica distinta de 2 son Q, R y C. En un cuerpo | con car | 6= 2 es
2 := 1 + 1 6= 0 y luego 2 es invertible en | .

En estesecci¶on V ser¶a siempreun | -espaciovectorial de dimensi¶on ¯nita y car | 6= 2.

De¯nici¶ on 3.1. Una forma bilineal ' sedice sim¶etrica si

' (u; v) = ' (v; u); 8u; v 2 V:

Escribimos Bil S(V ) := f ' 2 Bil (V ) : ' essim¶etricag:

Ejercicio 3.1. Probar que Bil S(V ) esun subespaciode Bil (V ).

Prop osici¶on 3.1. Sea ' 2 Bil (V ). Son equivalentes:

1. ' 2 Bil S(V ).
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2. Para toda baseB de V es M B(' ) sim¶etrica.

3. Existe una baseB de V tal que M B(' ) es sim¶etrica.

Dem. 1 ) 2: SeaB = f v1; : : : ; vng una basede V y M B(' ) = (aij ), entonces

aij = ' (vi ; vj ) = ' (vj ; vi ) = aj i ; 8i; j = 1; : : : ; n

luego M B(' ) = (aij ) essim¶etrica.

2 ) 3: Esto esobvio.

3 ) 1: SeaB = f v1; : : : ; vng una basede V tal que M B(' ) essim¶etrica, esto ¶ultimo equivale a ' (vi ; vj ) =
' (vj ; vi ), 8i; j = 1; : : : ; n. Sean u; v 2 V , entonces existen escalaresai ; bi 2 | , i = 1; : : : ; n tales que
u =

P n
i=1 ai vi y v =

P n
i=1 bi vi . Luego

' (u; v) = '

0

@
nX

i =1

ai vi ;
nX

j =1

bj vj

1

A =
nX

i =1

ai

nX

j =1

bj ' (vi ; vj ) =
nX

i =1

ai

nX

j =1

bj ' (vj ; vi )

= '

0

@
nX

j =1

bj vj ;
nX

i =1

ai vi

1

A = ' (v; u):

Como u y v son arbitrarios, sededuceque ' 2 Bil S(V ).

Corolario 3.2. Si dim(V ) = n, entonces dim Bil S(V ) = n(n+1)
2 .

De¯nici¶ on 3.2. Sea' 2 Bil S(V ). La funci¶on © : V ! | de¯nida por ©(v) = ' (v; v); 8v 2 V se llama la
forma cuadr¶atica asociada a ' .

Observaci¶on 3.1. Las formas cuadr¶aticas en V forman un subespaciode las funcionesde V en | : es claro
que la funci¶on nula es una forma cuadr¶atica (correspondiente a la forma bilineal nula). Si © y ª son dos
formas cuadr¶aticas en V y a 2 | , entonces existen ' y Ã en Bil S(V ) tales que ©(v) = ' (v; v) y ª( v) =
Ã(v; v); 8v 2 V; luego

(a© + ª) (v) = a©(v) + ª( v) = a ' (v; v) + Ã(v; v) = (a ' + Ã) (v; v); 8v 2 V y a ' + Ã 2 Bil S(V ):

Esto prueba que a© + ª esuna forma cuadr¶atica en V .

Prop osici¶on 3.3. Sea ' 2 Bil S(V ) y © : V ! | la forma cuadr¶atica asociada a ' . Entonces:

1. ©(av) = a2 ©(v); 8a 2 | ; v 2 V .

2. ©(0) = 0.

3. ©(u + v) = ©(u) + 2 ' (u; v) + ©(v), 8u; v 2 V .

4. ' (u; v) = 1
2 (©(u + v) ¡ ©(u) ¡ ©(v)) , 8u; v 2 V .

Dem.

1. ©(av) = ' (av; av) = a2 ' (v; v) = a2 ©(v).

2. Sededucede la f¶ormula anterior tomando a = 0.

3. ©(u + v) = ' (u + v; u + v) = ' (u; u) + ' (u; v) + ' (v; u) + ' (v; v) = ©(u) + 2 ' (u; v) + ©(v):

4. Sededucede la f¶ormula anterior despejando ' (u; v).
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Observaci¶on 3.2. Notar quepara la propiedad4 de la Proposici¶on anterior esnecesariala condici¶on car | 6= 2.

De¯nici¶ on 3.3. Un polinomio homog¶eneo de grado 2 en las indeterminadas x1,: : :,xn es un polinomio en
| [x1; : : : ; xn ] de la forma X

1· i · j · n

aij x i x j :

Observar que los polinomios homog¶eneosde grado 2 en las indeterminadas x1,: : :,xn forman un subespacio
de | [x1; : : : ; xn ].

Ejemplo 3.1. Si n = 2, un polinomio homog¶eneode grado 2 en las indeterminadas x; y esun polinomio en
| [x; y] de la forma

ax2 + bxy + cy2; a; b;c 2 | :

Si n = 3, un polinomio homog¶eneode grado 2 en las indeterminadas x; y; z esun polinomio en | [x; y; z] de
la forma

ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + f yz; a;b;: : : ; f 2 | :

Prop osici¶on 3.4. Los siguientesespacios vectoriales son isomorfos.

1. El espacio de las matrices sim¶etricas de orden n con coe¯cientes en | .

2. El espacio de las formas bilineales sim¶etricas en | n .

3. El espacio de las formas cuadr¶aticas en | n .

4. El espacio de los polinomios homog¶eneos de grado 2 en las indeterminadas x1; : : : ; xn con coe¯cientes
en | .

Dem. Nosotros hab¶³amosvisto anteriormente que la correspondencia que a una matriz A le hace co-
rresponder la forma bilineal ' de¯nida por ' (u; v) = ut A v estableceun isomor¯smo entre las matrices de
orden n con coe¯cientes en | y las formas bilinealesen | n . La Proposici¶on 3.1 nosdice que esteisomor¯smo
restringido a las matrices sim¶etricas de orden n nos da un isomor¯smo entre las matrices sim¶etricas y las
formas bilineales sim¶etricas.

El isomor¯smo entre formas bilineales sim¶etricas y formas cuadr¶aticas viene dado por las f¶ormulas
siguientes:

©(v) = ' (v; v); ' (u; v) =
1
2

(©(u + v) ¡ ©(u) ¡ ©(v)) : (2)

Si A = (aij ) 2 M n (| ) es una matriz sim¶etrica, le asociamos el polinomio p en las indeterminadas
x1; : : : ; xn de¯nido por

p =
X

i · j

bij x i x j ; bij =
½

aii si i = j ;
2aij si i < j :

Es claro que que p es un polinomio homog¶eneo de grado 2 en las indeterminadas x1; : : : ; xn y que esta
correspondencia es un isomor¯smo entre las matrices sim¶etricas y los polinomios homog¶eneosde grado
dos.
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Ejemplo 3.2. En el cason = 2, una matriz sim¶etrica de orden 2 esuna matriz de la forma A =
¡

a b
b c

¢
. La

forma bilineal sim¶etrica, la forma cuadr¶atica y el polinomio homog¶eneoque corresponden a A son:

'
¡
(x; y);

¡
x0; y0¢¢

= (x; y) ¢
µ

a b
b c

¶
¢
µ

x0

y0

¶
= ax x0+ bx y0+ bx0y + cy y0;

©(x; y) = ' ((x; y); (x; y)) = ax2 + 2bx y + cy2;

p = ax2 + 2bx y + cy2:

Observar que la ¶unica diferencia ente © y p es que © es una funci¶on de | £ | en | , mientras que p es un
polinomio en dos variables.

De ahora en adelante V es un | -espaciovectorial de dimensi¶on ¯nita, ' 2 Bil S(V ) y © : V ! | es la
forma cuadr¶atica asociada a ' .

De¯nici¶ on 3.4. Dos vectoresu y v en V son ' -ortogonalessi ' (u; v) = 0. Dos subespaciosU y W de V son
' -ortogonalessi ' (u; w) = 0 para todo u 2 U y w 2 W. Una baseB = f v1; : : : ; vng de V sedice ' -ortogonal
si ' (vi ; vj ) = 0 si i 6= j y sedice ' -ortonormal si adem¶as ©(vi ) 2 f¡ 1; 0; 1g, 8i = 1; : : : ; n.

Observar que si B = f v1; : : : ; vng es una base' -ortogonal de V y u =
P n

i =1 x i vi y v =
P n

i =1 yi vi son
dos vectoresde V , entonces

' (u; v) = '

0

@
nX

i =1

x i vi ;
nX

j =1

yj vj

1

A =
nX

i =1

x i

nX

j =1

yj ' (vi ; vj ) =
nX

i =1

x i yi ' (vi ; vi ) =
nX

i =1

© (vi ) x i yi :

Luego tenemoslas f¶ormula siguientes:

' (u; v) =
nX

i =1

© (vi ) x i yi ; ©(u) =
nX

i =1

© (vi ) x2
i : (3)

Ejemplo 3.3. Sea ' 2 Bil S
¡
R3

¢
tal que ©(x; y; z) = x2 ¡ y2. Entonces la base can¶onica f e1; e2; e3g es

' -ortonormal.

Ejemplo 3.4. Sea' 2 Bil S
¡
Q2

¢
tal que ©(x; y) = 2x2. Entonces la basecan¶onica f e1; e2g es ' -ortogonal.

Observar queno existe ning¶un vector v de Q2 tal que©(v) = § 1, luegono existe ninguna base' -ortonormal
de Q2.

Observaci¶on 3.3. SeaB una basede V . Es equivalente que B seauna base ' -ortogonal de V con que la
matriz M B(' ) seadiagonal y que B seauna base' -ortonormal de V con que la matriz M B(' ) seadiagonal
y susentradas diagonalessean0, 1 o ¡ 1.

De¯nici¶ on 3.5. Si W esun subespaciode V , la restricci¶on de ' a W esla funci¶on ' jW £ W : W £ W ! | .
Claramente ' jW £ W 2 Bil S(W).

De las f¶ormulas (2) sededuceinmediatamente el siguiente:

Lema 3.5. Es ' = 0 si y solo si © = 0.
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Teorema 3.6. Existe una base ' -ortogonal de V .

Dem. Lo probaremospor inducci¶on en n = dim V .

Si n = 1, toda baseB = f vg de V es ' -ortogonal. Supongamosahora que vale la tesis si la dimensi¶on
del espacioes n ¡ 1 y sea' 2 Bil S(V ) con dim V = n. Si ' = 0, entonces toda basede V es ' -ortogonal.
Supongamosahora que ' 6= 0. Por el lema anterior es© 6= 0, luego existe u 2 V tal que ©(u) 6= 0.

De¯nimos ® 2 V ¤ mediante ®(v) = ' (v; u), 8v 2 V . Observar que ®(u) = ' (u; u) = ©(u) 6= 0, luego
® 6= 0 y entoncesdim Ker ® = n ¡ 1. Aplicando la hip¶otesisde inducci¶on ' restringida a Ker ® tenemosque
existe f v1; : : : ; vn¡ 1g basede Ker ® tal que ' (vi ; vj ) = 0 si i 6= j .

Como u 62Ker ® = [v1; : : : ; vn¡ 1], entoncesel conjunto B = f v1; : : : ; vn¡ 1; ug esLI y al tener n elementos
es basede V . Como f v1; : : : ; vn¡ 1g ½ Ker ® resulta que v1; : : : ; vn¡ 1 son ' -ortogonalescon u y luego B es
una base' -ortogonal de V .

De¯nici¶ on 3.6. Llamamos n¶ucleo de ' a

V0 := f v 2 V : ' (v; u) = 0; 8u 2 Vg = f v 2 V : ' (u; v) = 0; 8u 2 Vg:

Ejercicio 3.2. Probar que V0 esun subespaciode V .

De¯nici¶ on 3.7. Decimosque ' esno degenerada si V0 = f 0g, esdecir si

' (u; v) = 0; 8v 2 V ) u = 0:

Si W es un subespaciode V , decimos que ' es no degenerada en W si la restricci¶on de ' a W es no
degenerada.

Ejemplo 3.5. Consideremosla matriz identidad I 2 M n (| ) y ' I 2 Bil S(| n ), ' I (u; v) = ut I v = ut v,
8u; v 2 | n . Expl¶³citamente

' I ((x1; : : : ; xn ); (y1; : : : ; yn )) = x1 y1 + ¢¢¢+ xn yn :

Seav = (v1; : : : ; vn ) 2 | n ,

v 2 V0 , ut v = 0; 8u 2 V , et
i v = 0; 8i = 1; : : : ; n , vi = 0; 8i = 1; : : : ; n , v = 0;

luego ' I esno degenerada.

Prop osici¶on 3.7. Sea A 2 M n (| ) y consideremos' A 2 Bil S(| n ), ' A (u; v) = ut A v. Vale V0 = Ker(L A ).

Dem.

v 2 V0 , ut A v = 0; 8u 2 V , ' I (u; A v) = 0; 8u 2 V , A v = 0 , v 2 Ker(L A ):
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Teorema 3.8. Sea B = f v1; : : : ; vng una base ' -ortogonal de V y supongamosque ordenamosB de forma
tal que

©(vi ) = 0; 8i = 1; : : : ; s;

©(vi ) 6= 0; 8i = s + 1; : : : ; n:

Sea W = [vs+1 ; : : : ; vn ]. Vale lo siguiente:

1. V0 = [v1; : : : ; vs].

2. ' es no degenerada en W.

3. V = V0 © W.

Dem. Seau 2 V . Sabemosque existen ¶unicos escalaresa1; : : : ; an tales que u =
P n

j =1 aj vj . Sea i 2
f 1; : : : ; sg. Aplicando la f¶ormula (3) obtenemos' (vi ; u) = ai © (vi ) = ai 0 = 0, luego v1; : : : ; vs pertenecena
V0.

Seaahora w 2 V0, luego existen ¶unicos escalaresb1; : : : ; bn tales que w =
P n

j =1 bj vj . Al ser w 2 V0, es
' (w; v) = 0 para todo v 2 V , en particular si i 2 f s + 1; : : : ; ng y aplicamos(3) obtenemos0 = ' (w; vi ) =
bi © (vi ) y como ©(vi ) 6= 0, resulta bi = 0 para todo i = s + 1; : : : ; n y w 2 [v1; : : : ; vs]. Esto completa la
prueba de V0 = [v1; : : : ; vs].

Como V0 = [v1; : : : ; vs], resulta

V = [v1; : : : ; vs] © [vs+1 ; : : : ; vn ] = V0 © W:

Probaremos ahora que ' es no degeneradaen W. Seaw 2 W tal que ' (w; v) = 0 para todo v 2 W. Es
w =

P n
j = s+1 bj vj , con bs+1 ; : : : ; bn 2 | . Si i 2 f s + 1; : : : ; ng, esvi 2 W. Luego la misma cuenta que antes

nos prueba que 0 = ' (w; vi ) = bi © (vi ) y como ©(vi ) 6= 0 es bi = 0, para todo i = s + 1; : : : ; n y resulta
w = 0.

Observaci¶on 3.4. El espacioW en la descomposici¶on anterior no es ¶unico. Por ejemplo, si ' 2 Bil S
¡
R2

¢

est¶a de¯nida mediante ' ((x; y); (x0; y0)) = x x0, entonces es
¡
R2

¢
0 = [(0; 1)] y podemos tomar como W a

cualquier recta por el origen distinta del eje Oy.

De¯nici¶ on 3.8. Llamamosrangode ' al rangodeM B(' ), siendoB una basecualquieradeV . Esta de¯nici¶on
tiene sentido porque dos matrices congruentes siempretienen el mismo rango.

Prop osici¶on 3.9. La forma bilineal ' es no degenerada si y solo si rango(' ) = n, siendo n = dim V .

Dem. SeaB = f v1; : : : ; vng una base ' -ortogonal de V y supongamosque ordenamosB de forma tal
que

©(vi ) = 0; 8i = 1; : : : ; s;

©(vi ) 6= 0; 8i = s + 1; : : : ; n:

En el teorema anterior probamosque V0 = [v1; : : : ; vs], luego ' esno degeneradasi y solo si s = 0.
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Por otro lado es

M B(' ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
.. .

0
©(vs+1 )

. . .
©(vn )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

luego rango(' ) = rango(M B(' )) = n ¡ s. Esto implica que rango(' ) = n si y solo si n ¡ s = n si y solo si
s = 0.

4. Matrices elementales

En esta secci¶on | esun cuerpo cualquiera.

De¯nici¶ on 4.1. Sea A 2 M n (| ). Se llaman operaciones elementalesen las ¯las o columnas de A a las
siguientes:

1. Operaci¶on de tipo I . Intercambiar dos ¯las o columnasde A.

2. Operaci¶on de tipo II. Multiplicar una ¯la o columna de A por una constante no nula.

3. Operaci¶on de tipo III. Sumarlea una ¯la o columnaun m¶ultiplo deotra ¯la o columnarespectivamente.

De¯nici¶ on 4.2. Sellaman matrices elementalesde tip o I, I I o I I I a las matrices que seobtienen aplicando
las operacioneselementales correspondientes a la matriz identidad.

Es decir que las matrices elementales son las siguientes:

Matrices de tip o I: 0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
.. .

0 ¢¢¢ 1
...

. . .
...

1 ¢¢¢ 0
. . .

1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

Matrices de tip o I I: 0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
.. .

1
p

1
. . .

1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; p 6= 0:
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Matrices de tip o I I I:
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
.. .

1 ¢¢¢ q
. . .

...
1

. . .
1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

o

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
.. .

1
...

. . .
q ¢¢¢ 1

. . .
1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; q 2 | :

Observaci¶on 4.1. Observar que la traspuesta de una matriz elemental es una matriz elemental del mismo
tip o.

Ejercicio 4.1. Probar que las matrices elementales son invertibles y hallar sus inversas.

Ejercicio 4.2. Probar que realizar una operaci¶on elemental de tip o I, I I o I I I en las columnas(¯las) de una
matriz A, equivale a multiplicar a A por la derecha (izquierda) con una matriz elemental del mismo tip o.

Ejemplo 4.1. SeaA =

0

B
B
@

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 2 3
4 5 6 7

1

C
C
A y E =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A que seobtiene intercambiando las columnas

2 y 3 en la matriz identidad (matriz de tip o I). Observar que tenemos

A ¢E =

0

B
B
@

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 2 3
4 5 6 7

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A =

0

B
B
@

1 3 2 4
5 7 6 8
9 2 1 3
4 6 5 7

1

C
C
A ;

E ¢A =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 2 3
4 5 6 7

1

C
C
A =

0

B
B
@

1 2 3 4
9 1 2 3
5 6 7 8
4 5 6 7

1

C
C
A :

Es decir que multiplicar a la matriz A por la derecha con la matriz E equivale a intercambiar las columnas
2 y 3 de A, mientras que multiplicar a la matriz A por la izquierda con la matriz E equivale a intercambiar
las ¯las 2 y 3 de A.

Aplicaci¶on 4.1. C¶alculo del rango de una matriz.

Sea A 2 M n (| ). Multiplicar la matriz A (a izquierda o derecha) por una matriz invertible, es una
operaci¶on queno afectael rangodeA. La matriceselementalessoninvertibles, luegomultiplicar por ellasdeja
invariante el rango de A. Por otro lado multiplicar por matrices elementales equivale a realizar operaciones
elementales. De lo anterior se deduceque realizar operacioneselementales en las ¯las y columnas de A no
afecta al rango de A. Esto nos da un m¶etodo muy simple para hallar el rango de una matriz, simplemente
realizamosoperacioneselementales en sus¯las y columnashasta transformarla en una matriz a la cual sea
simple calcular su rango. De hecho mediante este m¶etodo se puede transformar cualquier matriz en una
matriz diagonal que en la diagonal principal tenga entradas que son solo 0 y 1, en este casoel rango es la
cantidad de unos que aparecenen la diagonal principal.
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Ejemplo 4.2. Sea' 2 Bil S(R3) tal que su forma cuadr¶atica asociada es

©(x; y; z) = ¡ 7x2 ¡ 2y2 + 7z2 + 8xy + 2xz ¡ 4yz; 8(x; y; z) 2 R3:

Luego si C es la basecan¶onica e R3, es

M C(' ) =

0

@
¡ 7 4 1
4 ¡ 2 ¡ 2
1 ¡ 2 7

1

A :

Para calcular el rango de ' , observar quesi primero le sumamosa la primer columna la segundamultiplicada
por 2 y luego a la tercer ¯la le sumamosla primera multiplicada por 3, tenemos:

0

@
¡ 7 4 1
4 ¡ 2 ¡ 2
1 ¡ 2 7

1

A )

0

@
1 4 1
0 ¡ 2 ¡ 2

¡ 3 ¡ 2 7

1

A )

0

@
1 4 1
0 ¡ 2 ¡ 2
0 10 10

1

A :

Luego el rango de ' coincide con el rango de la ¶ultima matriz que claramente es2. En particular esto nos
dice que ' degenera.

Aplicaci¶on 4.2. Diagonalizaci¶on de una forma bilineal sim¶etrica.

La operaci¶on que nos interesaconsisteen transformar una matriz sim¶etrica A en una de la forma Qt A Q,
siendoQ una matriz invertible. Observar quesi Q esuna matriz elemental de tip o I, I I o I I I, entoncesQt A Q
es la matriz que seobtiene realizando la operaci¶on elemental correspondiente en las ¯las y columnasde A.
Por ejemplo sean

A =

0

B
B
@

1 2 3 4
2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 0

1

C
C
A ; E1 =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A ; E2 =

0

B
B
@

1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A

Luego

E t
1A E1 =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 2 3 4
2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 0

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1

C
C
A =

0

B
B
@

1 3 2 4
3 8 6 9
2 6 5 7
4 9 7 0

1

C
C
A ;

E t
2A E2 =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
2 0 0 1

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 2 3 4
2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 0

1

C
C
A ¢

0

B
B
@

1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A =

0

B
B
@

1 2 3 6
2 5 6 11
3 6 8 15
6 11 15 20

1

C
C
A :

Ejercicio 4.3. Probar quesi realizar una operaci¶on elemental en lascolumnasdeA correspondea multiplicar
por la derecha a A con una cierta matriz elemental E , entonces realizar la misma operaci¶on elemental en
las ¯las de A corresponde a multiplicar por la izquierda a A con E t .

Nuestro objetivo es obtener una forma diagonal para la matriz asociada a la forma bilineal sim¶etrica
' 2 Bil S(V ), lo cual corresponde a hallar una base' -ortogonal de V .
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Mostraremos el m¶etodo mediante un ejemplo. Consideremos' 2 Bil S(R3) de¯nida en el Ejemplo 4.2.
Primero sumamosa la tercer columna de A = M C(' ) la segundamultiplicada por ¡ 1 y luegosumamosa la
tercer ¯la la segundamultiplicada por ¡ 1.

0

@
¡ 7 4 1
4 ¡ 2 ¡ 2
1 ¡ 2 7

1

A )

0

@
¡ 7 4 ¡ 3
4 ¡ 2 0
1 ¡ 2 9

1

A )

0

@
¡ 7 4 ¡ 3
4 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

1

A : (4)

Ahora le sumamosa la primer columna la segundamultiplicada por 2 y luego sumamosa la primer ¯la la
segundamultiplicada por 2.

0

@
¡ 7 4 ¡ 3
4 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

1

A )

0

@
1 4 ¡ 3
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

1

A )

0

@
1 0 ¡ 3
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

1

A : (5)

Finalmente le sumamosa la tercer columna la primera multiplicada por 3 y luego sumamosa la tercer ¯la
la primera multiplicada por 3.

0

@
1 0 ¡ 3
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

1

A )

0

@
1 0 0
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 0

1

A )

0

@
1 0 0
0 ¡ 2 0
0 0 0

1

A = D: (6)

Observar que la matriz obtenida en (4) corresponde a calcular E t
1 A E1 siendo

E1 =

0

@
1 0 0
0 1 ¡ 1
0 0 1

1

A :

La matriz obtenida en (5) corresponde a calcular E t
2 E t

1 A E1 E2, siendo

E2 =

0

@
1 0 0
2 1 0
0 0 1

1

A :

Finalmente la matriz obtenida en (6) corresponde a calcular E t
3 E t

2 E t
1 A E1 E2 E3, siendo

E3 =

0

@
1 0 3
0 1 0
0 0 1

1

A :

Luego esD = Qt A Q, siendo

Q = E1 E2 E3 =

0

@
1 0 3
2 1 5
0 0 1

1

A :

Esto nos dice que si
B = f (1; 2; 0); (0; 1; 0); (3; 5; 1)g

entoncesM B(' ) = D y B esuna base' -ortogonal de R3.
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Un m¶etodo para obtener la matriz Q es el siguiente, escribimos a la izquierda la matriz A y a la
derecha la matriz identidad I , luego realizamosoperacioneselementales en A y cada vez que hacemosuna
operaci¶on elemental en las colummnasde A, tambi¶en la hacemosen las columnasde I , pero cuandohacemos
operacioneselementales en las ¯las de A no hacemosnada en la matriz I . Al ¯nalizar el algoritmo, cuando
en la izquierda obtenemosla matriz diagonal D , en la derecha est¶a la matriz de congruenciaQ. Veamosesto
en el ejemplo anterior:

0

@
¡ 7 4 1
4 ¡ 2 ¡ 2
1 ¡ 2 7

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A )

0

@
¡ 7 4 ¡ 3
4 ¡ 2 0
1 ¡ 2 9

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 0
0 1 ¡ 1
0 0 1

1

A )

0

@
¡ 7 4 ¡ 3
4 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 0
0 1 ¡ 1
0 0 1

1

A )

0

@
1 4 ¡ 3
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 0
2 1 ¡ 1
0 0 1

1

A )

0

@
1 0 ¡ 3
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 9

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 0
2 1 ¡ 1
0 0 1

1

A )

0

@
1 0 0
0 ¡ 2 0

¡ 3 0 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 3
2 1 5
0 0 1

1

A )

0

@
1 0 0
0 ¡ 2 0
0 0 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 3
2 1 5
0 0 1

1

A ; luego D =

0

@
1 0 0
0 ¡ 2 0
0 0 0

1

A ; Q =

0

@
1 0 3
2 1 5
0 0 1

1

A :

5. Formas bilineales sim¶etricas reales

En esta secci¶on el cuerpo de base| esR y V esun R-espaciovectorial de dimensi¶on ¯nita.

De¯nici¶ on 5.1. Sean' 2 Bil S(V ) y © la forma cuadr¶atica asociada a ' .

1. © esde¯nida positiva si ©(v) > 0, 8v 6= 0.

2. © esde¯nida negativa si ©(v) < 0, 8v 6= 0.

3. © esde¯nida si esde¯nida positiva o esde¯nida negativa.

4. © essemide¯nida positiva si ©(v) ¸ 0, 8v 2 V y existe 0 6= v0 2 V tal que © (v0) = 0.

5. © essemide¯nida negativa si ©(v) · 0, 8v 2 V y existe 0 6= v0 2 V tal que © (v0) = 0.

6. © essemide¯nida si essemide¯nida positiva o essemide¯nida negativa.

7. © esno de¯nida si existen v1 y v2 en V tales que ©(v1) > 0 y ©(v2) < 0.

8. © esno degenerada si lo es ' , esdecir si

' (u; v) = 0; 8v 2 V ) u = 0:

Decimos que una forma bilineal sim¶etrica veri¯ca una propiedad de las anteriores si la veri¯ca su forma
cuadr¶atica asociada, por ejemplo decimosque ' esde¯nida positiva si lo es©, etc¶etera.

Observaci¶on 5.1. © esde¯nida positiva si y solo si ' esun producto interno en V .
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Teorema 5.1. Si ' 2 Bil S(V ) y © es la forma cuadr¶atica asociada a ' , entonces existen subespacios V+ y
V¡ de V tales que

1. © es de¯nida positiva en V+ y © es de¯nida negativa en V¡ .

2. V+ y V¡ son ' -ortogonales.

3. V = V0 © V+ © V¡ .

Dem. SeaB = f v1; : : : ; vng una base' -ortogonal de V . Podemossuponer B ordenadade forma tal que

©(vi ) = ai ; 8i = 1; : : : ; p

©(vi ) = ¡ ai ; 8i = p + 1; : : : ; r

©(vi ) = 0; 8i = r + 1; : : : ; n:

siendoai > 0, 8i = 1; : : : ; r . Es decir que la matriz asociada a ' es

M B(' ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a1
. . .

ap

¡ ap+1
. . .

¡ ar

0
. . .

0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Sabemosque V0 = [vr +1 ; : : : ; vn ]. Sean

V+ = [v1; : : : ; vp]; V¡ = [vp+1 ; : : : ; vr ]:

Es claro que V = V0 © V+ © V¡ . Adem¶as como B es una base' -ortogonal, sus vectoresson ' -ortogonales
dos a dos, luego V+ y V¡ son ' -ortogonales. Por otro lado observemos que si v =

P n
i=1 x i vi 2 V , con

x1; : : : ; xn 2 R, es

©(v) = ' (v; v) = '

0

@
nX

i =1

x i vi ;
nX

j =1

x j vj

1

A =
nX

i;j =1

x i x j ' (vi ; vj ) =
nX

i =1

x2
i ' (vi ; vi ) =

nX

i =1

x2
i © (vi )

=
pX

i =1

ai x2
i ¡

rX

i = p+1

ai x2
i :

Sea0 6= w 2 V+ . Es w =
P p

i=1 yi vi , con y1; : : : ; yp 2 R y alg¶un yi 6= 0, luego

©(w) =
pX

i =1

ai y2
i > 0:

Esto prueba que© esde¯nida positiva en V+ . An¶alogamente seprueba que© esde¯nida negativa en V¡ .

Observaci¶on 5.2. En el teoremaanterior, la dimensi¶on de V+ esla cantidad de entradas diagonalespositivas
de M B(' ) y la dimensi¶on de V¡ es la cantidad de entradas diagonalesnegativas de M B(' ).
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Ejemplo 5.1. Sea ' 2 Bil S (V ), V = R2, tal que ©(x; y) = x2 ¡ y2, x; y 2 R. Es f¶acil de probar que el
rango de ' es2, luego ' esno degeneraday V0 = f 0g. Observar que las bases

C = f (1; 0); (0; 1)g y B = f (2; 1); (1; 2)g:

son ' -ortogonales.Esto da lugar a dos descomposicionesdel tip o V = V+ © V¡ :

R2 = [(1; 0)] © [(0; 1)] y R2 = [(2; 1); (1; 2)] :

Luego no hay unicidad respecto a los subespaciosV+ y V¡ .

De¯nici¶ on 5.2. Sea' 2 Bil S (V ). Decimosque dos subespaciosV+ y V¡ forman una ' -descomposici¶on de
V si veri¯can

1. © esde¯nida positiva en V+ y © esde¯nida negativa en V¡ .

2. V+ y V¡ son ' -ortogonales.

3. V = V0 © V+ © V¡ .

El teorema anterior nos prueba que siempreexiste una ' -descomposici¶on de V .

Observaci¶on 5.3. SeaV = V0 © V+ © V¡ una ' -descomposici¶on de V , entonces:

1. © esde¯nida positiva en V+ y esde¯nida negativa en V¡ .

2. Si V0 6= f 0g, entonces© essemide¯nida positiva en V0 © V+ y © essemide¯nida negativa en V0 © V¡ .

3. © esde¯nida positiva si y solo si V¡ = V0 = f 0g.

4. © esde¯nida negativa si y solo si V+ = V0 = f 0g.

5. © essemide¯nida positiva si y solo si V¡ = f 0g y V0 6= f 0g.

6. © essemide¯nida negativa si y solo si V+ = f 0g y V0 6= f 0g.

7. © esno de¯nida si y solo si V¡ 6= f 0g y V+ 6= f 0g.

8. © esno degeneradasi y solo si V0 = f 0g.

En particular lo anterior implica que si © essemide¯nida entoncesdegenera.

Ejercicio 5.1. Interpretar la observaci¶on anterior en t¶erminos de las entradas diagonalesde una represen-
taci¶on matricial diagonal de ' .

Teorema 5.2. Sean V = V0 © V+ © V¡ y V = V0 © W+ © W¡ dos ' -descomposicionesde V , es decir

1. © es de¯nida positiva en V+ y © es de¯nida negativa en V¡ .

2. V+ y V¡ son ' -ortogonales.

3. © es de¯nida positiva en W+ y © es de¯nida negativa en W¡ .

4. W+ y W¡ son ' -ortogonales.
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Entonces dim V+ = dim W+ y dim V¡ = dim W¡ .

Dem. Seav 2 W¡ \ (V+ © V0). Como v 2 V+ © V0, entoncesexisten ¶unicos v0 2 V0 y v+ 2 V+ tales que
v = v+ + v0. Luego

©(v) = © (v+ + v0) = © (v+ ) + 2 ' (v+ ; v0) + © (v0) = © (v+ ) ¸ 0:

Por otro lado, como v 2 W¡ , si fuesev 6= 0 ser¶³a ©(v) < 0 lo cual nos lleva a una contradicci¶on. Entonces
la ¶unica posibilidad esv = 0 y resulta W¡ \ (V+ © V0) = f 0g. Como es

V0 © V+ © V¡ = V ¾ W¡ + (V+ © V0) = W¡ © (V+ © V0) ;

deducimos
dim V0 + dim V+ + dim V¡ ¸ dim W¡ + dim V+ + dim V0:

Luegoesdim V¡ ¸ dim W¡ . Razonandoan¶alogamente con V¡ \ (W+ © V0) deducimosquedim W¡ ¸ dim V¡

y resulta dim V¡ = dim W¡ . Finalmente tomando dimensionesen V = V0 © V+ © V¡ y V = V0 © W+ © W¡

deducimosque dim V+ = dim W+ .

Del teorema anterior y la Observaci¶on 5.2 sededuceinmediatamente el siguiente.

Corolario 5.3 (Ley de inercia de Sylv ester). El n¶umero de entradaspositivas, negativasy nulas de una
matriz diagonal asociada a una forma cuadr¶atica no dependede la representaci¶on diagonal.

De¯nici¶ on 5.3. SeanV = V0 © V+ © V¡ una ' -descomposici¶on de V . Llamamos ¶³ndice de © a dim V+

y signatura de © a dim V+ ¡ dim V¡ . Por el teorema anterior esta de¯nici¶on no depende de V+ y V¡ . La
signatura, el ¶³ndice y el rango son los invariantes de ©.

Observaci¶on 5.4. Consideremos' 2 Bil S(V ) siendo dim V = n y B una base ' -ortogonal de V . Sean s
la signatura de ' , r el rango de ' , p el n¶umero de entradas positivas de M B(' ), q el n¶umero de entradas
negativas de M B(' ) y t el n¶umero de entradas nulas de M B(' ). Entoncesel ¶³ndice de © esp y tenemoslas
siguientes relaciones

s = p ¡ q; r = p + q

p =
1
2

(r + s); q =
1
2

(r ¡ s); t = n ¡ r:

En particular es2p = r + s, luego los tres invariantes quedandeterminadosconociendo dos de ellos.

Prop osici¶on 5.4. Si ' 2 Bil S(V ), entonces existe una base ' -ortonormal de V .

Dem. SeaB = f v1; : : : ; vng una base' -ortogonal de V . Podemossuponer B ordenadade forma tal que

©(vi ) = 0; 8i = 1; : : : ; s

©(vi ) > 0; 8i = s + 1; : : : ; p

©(vi ) < 0; 8i = p + 1; : : : ; n:

Observar que podemosescribir

©(vi ) = a2
i ; 8i = s + 1; : : : ; p

©(vi ) = ¡ b2
i ; 8i = p + 1; : : : ; n:
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siendoai > 0, 8i = s + 1; : : : ; p y bi > 0, 8i = p + 1; : : : ; n. De¯nimos

wi = vi ; 8i = 1; : : : ; s

wi =
1
ai

vi ; 8i = s + 1; : : : ; p

wi =
1
bi

vi ; 8i = p + 1; : : : ; n:

La baseC = f w1; : : : ; wng esclaramente ' -ortogonal y

©(wi ) = ©
µ

1
ai

vi

¶
=

1
a2

i
© (vi ) = 1; 8i = s + 1; : : : ; p

©(wi ) = ©
µ

1
bi

vi

¶
=

1
b2

i
© (vi ) = ¡ 1; 8i = p + 1; : : : ; n:

Luego C esuna base' -ortonormal de V .

Ejemplo 5.2. Sea' 2 Bil S (V ), V = R2, tal que ©(x; y) = x2 ¡ y2, x; y 2 R. En el ejemplo 5.1 vimos que

f (2; 1); (1; 2)g esuna base' -ortogonal de R2, luego
n³

2p
3
; 1p

3

´
;
³

1p
3
; 2p

3

´o
esuna base' -ortonormal de R2

(otra base' -ortonormal es la can¶onica).

Prop osici¶on 5.5 (Ley de inercia de Sylv ester para matrices). Si A es una matriz sim¶etrica real,
entonces el n¶umero de entradas positivas, negativas y nulas de una matriz diagonal congruente con A es
independiente de la matriz diagonal.

Dem. Sea' 2 Bil S (Rn ) de¯nida por ' (u; v) = ut A v. Si D es una matriz diagonal congruente con A,
entonces existe B base de Rn tal que M B(' ) = D . Luego la Ley de inercia de Sylvester nos dice que el
n¶umero de entradas positivas, negativas y nulas de D dependesolo de ' (por lo tanto de A) y no de D.

De¯nici¶ on 5.4. SeaA 2 M n (R) sim¶etrica y D una matriz diagonal congruente con A. De¯nimos el ¶³ndice
de A como el n¶umero de entradas diagonalespositivas de D y la signatura de A como la diferencia entre el
n¶umero de entradas diagonalespositivas y el de entradas diagonalesnegativas de D. La Ley de Inercia de
Sylvester para matrices nos garantiza que esta de¯nici¶on no dependede la matriz diagonal D .

Observar que el ¶³ndice y la signatura de A coinciden con el ¶³ndice y la signatura de ' A 2 Bil S (Rn )
de¯nida por ' A (u; v) = ut A v. La signatura, el ¶³ndice y el rango son los invariantes de la matriz sim¶etrica
A.

Observaci¶on 5.5. De la Ley de Inercia de Sylvester para matrices se deduce inmediatamente que si dos
matrices sim¶etricas son congruentes, entoncestienen los mismos invariantes.

Teorema 5.6. Si A es una matriz sim¶etrica real, entonces A es congruente con una ¶unica matriz diagonal
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D de la forma

D =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
. . .

1
¡ 1

. . .
¡ 1

0
. . .

0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (7)

Dem. Sea' A 2 Bil S (Rn ) de¯nida por ' A (u; v) = ut A v. Por la Proposici¶on 5.4 sabemosque existe B
base' A -ortonormal de Rn . Si D = M B(' A ), entoncespodemosconsiderarB ordenadade forma tal que D
tiene la forma (7). Si Cesla basecan¶onica de Rn , entoncesesA = M C(' A ) y D = Qt A Q, siendoQ = C[id ]B .
Esto prueba la existenciade la matriz D .

Para probar la unicidad, si la matriz A escongruente con D y con D̂ , siendoD y D̂ matrices diagonales
de la forma (7), entonces D y D̂ son congruentes entre s¶³ y luego tienen los mismos invariantes. Como el
¶³ndice de una matriz de esta forma es la cantidad de entradas diagonalesque valen 1 y la signatura es la
diferencia entre la cantidad de entradas diagonalesque valen 1 y la de entradas diagonalesque valen ¡ 1,
resulta que D y D̂ tienen la misma cantidad de entradas diagonalesque valen 1 y la misma cantidad de
entradas diagonalesque valen ¡ 1, luego D = D̂ .

Corolario 5.7. Dos matrices sim¶etricas reales son congruentessi y solo si tienen los mismos invariantes.

Dem. Ya sabemos que si dos matrices sim¶etricas reales son congruentes, entonces tienen los mismos
invariantes.Para probar el rec¶³proco,si A y B sonmatricessim¶etricas,entoncessabemosqueA escongruente
con una ¶unica matriz diagonal DA de forma (7) y B es congruente con una ¶unica matriz diagonal D B de
forma (7). Como la cantidad de entradas diagonalesque valen 1 y la cantidad de entradas diagonalesque
valen ¡ 1 en DA y DB depende solo de los invariantes de A y de B respectivamente y estos coinciden,
entoncesDA = DB . Luego A y B son congruentes entre s¶³.

Teorema 5.8. Sea ' 2 Bil S(V ), siendo V un espacio vectorial real con producto interno de dimensi¶on
¯nita. Entonces existe una baseortonormal B de V tal que M B(' ) es diagonal.

Dem. SeaC = f w1; : : : ; wng una baseortonormal cualquieradeV y A = M C(' ). La matriz A essim¶etrica
real, luego existen matrices D y Q = (qij ) en M n (R) tales que D esdiagonal, Q esortogonal y

D = Q¡ 1A Q = Qt A Q:

SeaB = f v1; : : : ; vng el conjunto de¯nido por vj =
P n

i=1 qij wi , j = 1; : : : ; n. Como la matriz Q esortogonal
y la baseC esortonormal, entoncesel conjunto B esuna baseortonormal de V y Q = C[id ]B . Luego

D = Qt A Q = (C[id ]B)t M C(' ) C[id ]B = M B(' ):
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Corolario 5.9. Sea ' 2 Bil S(V ), B una base de V y A = M B(' ). Entonces la cantidad de entradas
diagonalespositivas, negativas y nulas de una representaci¶on matricial diagonal cualquiera de ' coincide
respectivamente con la cantidad de valores propios positivos, negativos y nulos de A.

Dem. Por la Ley de Inercia de Sylvester, basta probar que se cumple el enunciado para alguna repre-
sentaci¶on matricial diagonal de ' .

Seah ; i el ¶unico producto interno de V que hace que B seauna baseortonormal de V . Aplicando el
teoremaanterior sabemosque existe una baseortonormal ~B de V tal que D = M ~B(' ) esdiagonal. Luego es

A = M B(' ) = Qt M ~B(' ) Q = Qt D Q; Q = ~B [id ]B :

Como B y ~B sondosbasesortonormales,entoncesQ = ~B [id ]B esuna matriz ortogonal i.e. Qt = Q¡ 1. Luego
A = Q¡ 1D Q y resulta que A y D tienen los mismosvalorespropios. Por otro lado, como D esuna matriz
diagonal, tenemosque los valorespropios de D coinciden con susentradas diagonales.Luego la cantidad de
entradas diagonalespositivas, negativas y nulas de D es la cantidad de valorespropios positivos, negativos
y nulos de D y estoscoinciden con los de A.

6. Super¯cies cu¶adricas

De¯nici¶ on 6.1. Una super¯cie cu¶adrica esun subconjunto de R3 de la forma

S =
©

(x; y; z) 2 R3 : a11 x2 + a22 y2 + a33 z2 + 2a12 xy + 2a13 xz + 2a23 yz + b1 x + b2 y + b3 z + c = 0
ª

;

siendoA =

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A 6= 0:

6.1. Ejemplos de super¯cies cu¶adricas.

Ejemplos con det A 6= 0.

1. Hiperboloide de una hoja: x2

a2 + y2

b2 ¡ z2

c2 = 1.

2. Hiperboloide de dos hojas: x2

a2 ¡ y2

b2 ¡ z2

c2 = 1.

3. Elipsoide: x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1.

4. Cono: x2

a2 + y2

b2 ¡ z2

c2 = 0.

5. Punto: x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 0 ((x; y; z) = (0; 0; 0)).

6. Conjunto vac¶³o: x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = ¡ 1.

Ejemplos con det A = 0.

1. Paraboloide el¶³ptico: x2

a2 + y2

b2 ¡ z = 0.

2. Paraboloide hiperb¶olico: x2

a2 ¡ y2

b2 ¡ z = 0.
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3. Cilindr o el¶³ptico: x2

a2 + y2

b2 = 1.

4. Cilindr o hiperb¶olico: x2

a2 ¡ y2

b2 = 1.

5. Cilindr o parab¶olico: x2

a2 ¡ y = 0.

6. Dos planos paralelos: x2

a2 = 1 (x = a y x = ¡ a).

7. Dos planos secantes: x2

a2 ¡ y2

b2 = 0 ( x
a ¡ y

b = 0 y x
a + y

b = 0).

8. Un plano (doble): x2

a2 = 0 (x = 0).

9. Una recta (doble): x2

a2 + y2

b2 = 0 (x = 0 e y = 0).

10. Conjunto vac¶³o: x2

a2 = ¡ 1.

6.2. Clasi¯caci¶on de super¯cies cu¶adricas.

Lo que probaremosa continuaci¶on esque toda super¯cie cu¶adrica coincide con una de las anteriores, a
menosde trasladar, rotar o intercambiar los ejesde coordenadas.

Sea

S =
©

(x; y; z) 2 R3 : a11 x2 + a22 y2 + a33 z2 + 2a12 xy + 2a13 xz + 2a23 yz + b1 x + b2 y + b3 z + c = 0
ª

;

siendoA =

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A 6= 0 .

De¯nimos © : R3 ! R y ® : R3 ! R mediante:

©(x; y; z) = a11 x2 + a22 y2 + a33 z2 + 2a12 xy + 2a13 xz + 2a23 yz; ®(x; y; z) = b1 x + b2 y + b3 z:

Claramente © esuna forma cuadr¶atica y ® 2
¡
R3

¢¤. Sea' la forma bilineal sim¶etrica asociada a ©. Observar

que si escribimosX =

0

@
x
y
z

1

A y B =

0

@
b1

b2

b3

1

A , entonceses

©(X ) = X t A X = hX ; A X i ; ' (X ; Y ) = hX ; A Y i ; ®(X ) = hX ; B i ; 8X 2 R3;

siendoh ; i el producto interno usual (escalar) de R3. Luego

S =
©

X 2 R3 : ©(X ) + ®(X ) + c = 0
ª

:

Como A es una matriz sim¶etrica real, entonces existe Q 2 M 3(R) matriz ortogonal tal que Qt A Q = D,

siendoD =

0

@
¸ 1 0 0
0 ¸ 2 0
0 0 ¸ 3

1

A . Observar que det A = ¸ 1 ¸ 2 ¸ 3.
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6.3. Caso detA 6= 0 (¸ 1 ¸ 2 ¸ 3 6= 0).

En estecasola matriz A es invertible, luego existe un ¶unico X 0 2 R3 tal que

B + 2A X 0 = 0 , X 0 = ¡
1
2

A ¡ 1 B :

Realizamosel cambio de variable X = ~X + X 0 (traslaci¶on de ejes), luego

©(X ) + ®(X ) + c = ©( ~X + X 0) + ®( ~X + X 0) + c

= ©( ~X ) + 2' ( ~X ; X 0) + ©(X 0) + ®( ~X ) + ®(X 0) + c

= ©( ~X ) + 2' ( ~X ; X 0) + ®( ~X ) + ©(X 0) + ®(X 0) + c

= ©( ~X ) + 2
D

~X ; A X 0

E
+

D
~X ; B

E
+ ©(X 0) + ®(X 0) + c

= ©( ~X ) +
D

~X ; 2A X 0 + B
E

+ ©(X 0) + ®(X 0) + c

= ©( ~X ) + d;

siendod = ©(X 0) + ®(X 0) + c. Entonces la ecuaci¶on de S respecto a las coordenadas ~X es

S : ©( ~X ) + d = 0:

Realizamosel cambio de variable ~X = Q X̂ . Como Q esuna matriz ortogonal, esto corresponde realizar un
giro de ejes(det Q = 1) o un giro de ejesseguidode una simetr¶³a especular (det Q = ¡ 1). Es

©( ~X ) = ©(Q X̂ ) = (Q X̂ )t A Q X̂ = X̂ t Qt A Q X̂ = X̂ t D X̂ = ¸ 1 x̂2 + ¸ 2 ŷ2 + ¸ 3 ẑ2; X̂ =

0

@
x̂
ŷ
ẑ

1

A :

Entonces la ecuaci¶on de S respecto a las coordenadasx̂, ŷ y ẑ es

S : ¸ 1 x̂2 + ¸ 2 ŷ2 + ¸ 3 ẑ2 + d = 0:

Consideremosprimero el casoen el cual d = 0.

1. Si ¸ 1, ¸ 2 y ¸ 3 tienen el mismo signo, entoncesS esun punto.

2. Si ¸ 1, ¸ 2 y ¸ 3 no tienen el mismo signo, entoncesS esun cono.

Consideremosahora el casoen que d 6= 0. A menosde intercambiar x̂, ŷ y ẑ tenemoslos casossiguientes:

1. Si ¸ 1, ¸ 2, ¸ 3 y d tienen el mismo signo, entoncesS esel conjunto vac¶³o.

2. Si ¸ 1, ¸ 2, ¸ 3 tienen el mismo signo y estesigno esdistinto del signo de d, entoncesS esun elipsoide.

3. Si sg ¸ 1 = sg ¸ 2 6= sg ¸ 3 = sg d, entoncesS esun hiperboloide de una hoja.

4. Si sg ¸ 1 6= sg ¸ 2 = sg ¸ 3 = sg d, entoncesS esun hiperboloide de dos hojas.
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6.3.1. Caso det A = 0 (¸ 1 ¸ 2 ¸ 3 = 0).

En estecasorealizamosprimero el cambio de variable X = Q ~X .

©
³

Q ~X
´

+ ®
³

Q ~X
´

+ c = ~X t D ~X +
D

Q ~X ; B
E

+ c = ~X t D ~X +
D

~X ; Qt B
E

+ c:

Sean ~X =

0

@
~x
~y
~z

1

A y

0

@
¯ 1

¯ 2

¯ 3

1

A = Qt

0

@
b1

b2

b3

1

A . Entoncesla ecuaci¶on de S respecto a las coordenadas~x, ~y y ~z

es
S : ¸ 1 ~x2 + ¸ 2 ~y2 + ¸ 3 ~z2 + ¯ 1 ~x + ¯ 2 ~y + ¯ 3 ~z + c = 0:

Observar que como A 6= 0, entoncesno puedeser ¸ 1 = ¸ 2 = ¸ 3 = 0; luego a menosde intercambiar los
ejestenemosdos posibilidades: ¸ 1 6= 0, ¸ 2 = ¸ 3 = 0 y ¸ 1 6= 0, ¸ 2 6= 0, ¸ 3 = 0.

Caso ¸ 1 6= 0, ¸ 2 = ¸ 3 = 0. Es

S : ¸ 1 ~x2 + ¯ 1 ~x + ¯ 2 ~y + ¯ 3 ~z + c = 0:

Si ¯ 2 6= 0 o ¯ 3 6= 0, entoncesrealizamosel cambio de variable

8
<

:

~x = x̂
~y = a ŷ ¡ bẑ
~z = bŷ + a ẑ

y obtenemos

S : ¸ 1 x̂2 + ¯ 1 x̂ + ¯ 2 (a ŷ ¡ bẑ) + ¯ 3 (bŷ + a ẑ) + c = 0 )
S : ¸ 1 x̂2 + ¯ 1 x̂ + (¯ 2 a + ¯ 3 b) ŷ + (¯ 3 a ¡ ¯ 2 b) ẑ + c = 0

Elegimosa y b tales que ½
¯ 3 a ¡ ¯ 2 b = 0

a2 + b2 = 1

Observar que a y b seobtienen intersectandola circunferenciax2 + y2 = 1 con la recta ¯ 3 x ¡ ¯ 2 y = 0. Esto
asegurala existencia de a y b; adem¶as implica que existe ! 2 [0; 2¼] tal que a = cos! y b = sen! , luego
el cambio de coordenadasrepresenta un giro de ejes alrededor del eje O~x. Para estosvalores de a y b la
ecuaci¶on de S respecto a las coordenadasx̂, ŷ y ẑ queda

S : ¸ 1 x̂2 + ¯ 1 x̂ + ° ŷ + c = 0; con ° = ¯ 2 a + ¯ 3 b:

Observar que las rectas de ecuaci¶on ¯ 2 x + ¯ 3 y = 0 y ¯ 3 x ¡ ¯ 2 y = 0 no coinciden, luego ° = ¯ 2 a + ¯ 3 b 6= 0
y S esun cilindro parab¶olico.

Si ¯ 2 = ¯ 3 = 0, entonces:
S : ¸ 1 ~x2 + ¯ 1 ~x + c = 0:

Sea¢ = ¯ 2
1 ¡ 4¸ 1 c. Tenemoslas siguientes posibilidades:

1. Si ¢ < 0, entoncesS esel conjunto vac¶³o.

2. Si ¢ > 0, entoncesS son dos planos paralelos: ~x = ¡ ¯ 1+
p

¢
2 ¸ 1

y ~x = ¡ ¯ 1 ¡
p

¢
2 ¸ 1

.

3. Si ¢ > 0, entoncesS esun plano (doble): ~x = ¡ ¯ 1
2 ¸ 1

.
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Caso ¸ 1 6= 0, ¸ 2 6= 0 y ¸ 3 = 0. Es

S : ¸ 1 ~x2 + ¸ 2 ~y2 + ¯ 1 ~x + ¯ 2 ~y + ¯ 3 ~z + c = 0:

Si hacemosla traslaci¶on de ejes 8
><

>:

~x = x̂ ¡ ¯ 1
2 ¸ 1

~y = ŷ ¡ ¯ 2
2 ¸ 2

~z = ẑ
;

entonces la ecuaci¶on de S respecto a las coordenadasx̂, ŷ y ẑ queda

S : ¸ 1 x̂2 + ¸ 2 ŷ2 + ¯ 3 ẑ + ´ = 0;

siendo´ = c ¡ ¯ 2
1

4 ¸ 1
¡ ¯ 2

2
4 ¸ 2

.

Caso ¯ 3 = 0. Es S : ¸ 1 x̂2 + ¸ 2 ŷ2 + ´ = 0

1. Si ´ = 0, entoncestenemosdos posibilidades:

a) Si sg ¸ 1 = sg ¸ 2, entoncesS es la recta (doble) x̂ = 0 y ŷ = 0.

b) Si sg ¸ 1 6= sg ¸ 2, entoncesS son dos planos secantes y =
q

¡ ¸ 1
¸ 2

x̂ e y = ¡
q

¡ ¸ 1
¸ 2

x̂.

2. Si ´ 6= 0 entoncestenemosdos posibilidades:

a) Si sg ¸ 1 = sg ¸ 2 = sg ´ , entoncesS esel conjunto vac¶³o.

b) Si sg ¸ 1 = sg ¸ 2 6= sg ´ , entoncesS esun cilindro el¶³ptico.

c) Si sg ¸ 1 6= sg ¸ 2, entoncesS esun cilindro hiperb¶olico.

Caso ¯ 3 6= 0. Es S : ¸ 1 x̂2 + ¸ 2 ŷ2 + ¯ 3 ẑ + ´ = 0.

1. Si sg ¸ 1 = sg ¸ 2, entoncesS esun paraboloide el¶³ptico.

2. Si sg ¸ 1 6= sg ¸ 2, entoncesS esun paraboloide hiperb¶olico.

Esto concluye la clasi¯caci¶on de las super¯cies cu¶adricas.

6.4. Ejemplo

SeaS : 2x2 + y2 ¡ z2 + 2xz + 4x ¡ 4y + 2z + 3 = 0. Es A =

0

@
2 0 1
0 1 0
1 0 ¡ 1

1

A , luego det A = ¡ 3 6= 0

y sabemosque existe un vector X 0 tal que 2A X 0 + B = 0, siendo B = (4; ¡ 1; 2). Calculando obtenemos
X 0 = (¡ 1; 2; 0), luego realizando el cambio de variable x = ~x ¡ 1, y = ~y + 2 y z = ~z obtenemos

S : 2 ~x2 + ~y2 ¡ ~z2 + 2 ~x~z ¡ 3 = 0:

Observar que det A = ¡ 3 implica que el producto de los valores propios de A es negativo, por otro lado
la suma de los valores propios de A coincide con tr A = 2 > 0, luego necesariamente hay un valor propio
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negativo y dos positivos. El valor de d se obtiene substituyendo las coordenadasde X 0 en la f¶ormula que
de¯ne a S:

d = 2(¡ 1)2 + (2)2 ¡ (0)2 + 2(¡ 1)(0) + 4(¡ 1) ¡ 4(2) + 2(0) + 3 = ¡ 3:

Luegorealizandoel cambio devariable ~X = Q X̂ obtenemosuna ecuaci¶on de la forma a2 x̂2+ b2 ŷ2¡ c2 ẑ2¡ 3 =
0, siendoa2, b2 y ¡ c2 los valorespropios de A. Operando llegamosa

a2

3
x̂2 +

b2

3
ŷ2 ¡

c2

3
ẑ2 = 1

que es la ecuaci¶on de un hiperboloide de una hoja.

Observar que en este caso podemos hallar expl¶³citamente los valores propios, estos son 1, ¡ 1+
p

13
2 y

¡ 1¡
p

13
2 , luego la ecuaci¶on de S queda

1
3

x̂2 +

Ã
¡ 1 +

p
13

6

!

ŷ2 ¡

Ã
1 +

p
13

6

!

ẑ2 = 1:

7. Formas multilineales alternadas

SeaV un | -espaciovectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal ! en V sedice alternada
si veri¯ca:

! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = 0 (8)

cada vez que existan i 6= j tales que vi = vj .

Observar que si ! esuna n-forma alternada, entoncesveri¯ca:

! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = ¡ ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn ) ; 8i 6= j ; v1; : : : ; vn 2 V: (9)

En efecto,es

0 = ! (v1; : : : ; vi + vj ; : : : ; vi + vj ; : : : ; vn )

= ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vi ; : : : ; vn ) + ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) + ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn )

+ ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vj ; : : : ; vn )

= 0 + ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) + ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn ) + 0

= ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) + ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn ) ;

luego ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = ¡ ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn ).

Rec¶³procamente, si car | 6= 2 y ! esuna n-forma multilineal que veri¯ca (9) entoncesveri¯ca (8):

Seanv1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn 2 V con vi = vj e i 6= j . Utilizando (9) y que vi = vj obtenemos:

! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = ¡ ! (v1; : : : ; vj ; : : : ; vi ; : : : ; vn ) = ¡ ! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) :

Luego 2! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = 0 y como car | 6= 2 es! (v1; : : : ; vi ; : : : ; vj ; : : : ; vn ) = 0.

Observar que lo anterior prueba que (8) y (9) son equivalentes si car | 6= 2.
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Escribiremos

Alt k (V ) = f ! : V £ ¢¢¢£ V| {z }
k

! | : ! esuna k-forma multilineal alternadag; k = 1; 2; : : :

Es un ejercicioel veri¯car queAlt k (V ) esun subespaciodel espaciode las k-formas multilineales en V , luego
Alt k (V ) esun espaciovectorial. Observar que Alt 1(V ) = V ¤. De¯nimos Alt 0(V ) := | .

Ejemplo 7.1. Si V = R3, de¯nimos ! 2 Alt 2(V ) mediante ! ((x; y; z); (x0; y0; z0)) = x y0¡ y x0+ 2y z0¡ 2y0z.
Observar que podemosreescribir ! mediante:

!
¡
(x; y; z);

¡
x0; y0; z0¢¢

= x y0¡ y x0+ 2y z0¡ 2y0z = x y0+ y
¡
¡ x0+ 2z0¢¡ 2y0z

= (x; y; z)

0

@
y0

¡ x0+ 2z0

¡ 2y0

1

A = (x; y; z)

0

@
0 1 0

¡ 1 0 2
0 ¡ 2 0

1

A

0

@
x0

y0

z0

1

A : (10)

De esta forma esf¶acil probar que ! esuna 2-forma alternada en R3. Observar que la matriz en la igualdad
(10) esantisim¶etrica, esdecir veri¯ca A t = ¡ A.

Ejemplo 7.2. Si V = Rn , de¯nimos ! 2 Alt n (V ) mediante la funci¶on determinante:

! ((x11; : : : ; xn1) ; : : : ; (x1n ; : : : ; xnn )) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

x11 ¢¢¢ x1n
...

...
xn1 ¢¢¢ xnn

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
:

De ahora en adelante supondremosque V esun espaciovectorial de dimensi¶on ¯nita n.

Prop osici¶on 7.1. Alt k (V ) = f 0g para todo k > n.

Dem. Consideremosf e1; : : : ; eng una basede V y sea! 2 Alt k (V ).
Seanv1; : : : ; vk 2 V , v1 =

P n
j 1=1 aj 1 ej 1 , . . . , vk =

P n
j k =1 aj k ej k , luego

! (v1; : : : ; vk ) = !

0

@
nX

j 1=1

aj 1 ej 1 ; : : : ;
nX

j k =1

aj k ej k

1

A =
nX

j 1= ¢¢¢= j k =1

aj 1 ¢¢¢aj k ! (ej 1 ; : : : ; ej k ) :

Como k > n, en el conjunto ej 1 ; : : : ; ej k necesariamente hay elementos repetidos, luego ! (ej 1 ; : : : ; ej k ) = 0,
8j 1; : : : ; j k y ! (v1; : : : ; vk ) = 0. Como v1; : : : ; vk 2 V son arbitrarios sededuceque ! = 0

Prop osici¶on 7.2. Supongamosque f e1; : : : ; eng es una base de V y ! 2 Alt k (V ), k · n. Entonces ! = 0
si y solo si

! (ei 1 ; : : : ; ei k ) = 0; 8i 1; : : : ; i k 2 f 1; : : : ; ng tales que 1 · i 1 < i 2 < ¢¢¢< i k · n: (11)

Dem. Es claro que ! = 0 implica (11).
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Supongamosque ! veri¯ca (11). Seanv1; : : : ; vk 2 V , v1 =
P n

j 1=1 aj 1 ej 1 , . . . , vk =
P n

j k =1 aj k ej k , luego

! (v1; : : : ; vk ) = !

0

@
nX

j 1=1

aj 1 ej 1 ; : : : ;
nX

j k =1

aj k ej k

1

A =
nX

j 1= ¢¢¢= j k =1

aj 1 ¢¢¢aj k ! (ej 1 ; : : : ; ej k ) : (12)

Observar quesi existenp 6= q talesqueej p = ej q , entonces! (ej 1 ; : : : ; ej k ) = 0. Por otro lado, si ej 1 ; : : : ; ej k son
distintos entre s¶³, podemosreordenarlospara obtener un conjunto ei 1 ; : : : ; ei k con 1 · i 1 < i 2 < ¢¢¢< i k · n.
Notar quesiemprepodemospasarde la k-upla (ej 1 ; : : : ; ej k ) a la k-upla (ei 1 ; : : : ; ei k ) realizandouna cantidad
¯nita de intercambios entre los elementos de (ej 1 ; : : : ; ej k ), cada intercambio corresponde a un cambio de
signo en ! , de donde aplicando (11) obtenemos

! (ej 1 ; : : : ; ej k ) = § ! (ei 1 ; : : : ; ei k ) = 0:

Luego todos los sumandosde (12) son nulos y ! (v1; : : : ; vk ) = 0. Como v1; : : : ; vk 2 V son arbitrarios se
deduceque ! = 0.

Corolario 7.3. Supongamosque f e1; : : : ; eng es una basede V y ! ; ´ 2 Alt k (V ), k · n. Entonces ! = ´ si
y solo si

! (ei 1 ; : : : ; ei k ) = ´ (ei 1 ; : : : ; ei k ) ; 8i 1; : : : ; i k 2 f 1; : : : ; ng tales que 1 · i 1 < i 2 < ¢¢¢< i k · n:

Dem. Aplicar la proposici¶on anterior a ! ¡ ´ 2 Alt k (V ).

Observaci¶on 7.1. LlamaremosSn al conjunto depermutacionesden elementos. Es decir queSn esel conjunto
de biyeccionesdel conjunto f 1; 2; : : : ; ng en s¶³ mismo. Si ¾2 Sn , llamaremossg(¾) al signo de ¾.

Recordemosc¶omo secalcula el signode una permutaci¶on. Por ejemplo, si ¾=
µ

1 2 3 4
3 1 4 2

¶
, entonces

en la cuaterna (3; 1; 4; 2) tenemos:

el 3 est¶a en inversi¶on con el 1 y el 2,

El 1 no esta en inversi¶on con ninguno,

el 4 est¶a en inversi¶on con el 2,

luego el n¶umero total de inversioneses2 + 0 + 1 = 3 y por lo tanto sg(¾) = (¡ 1)3 = ¡ 1.

Sea ! 2 Alt k (V ). Consideremosi; j 2 f 1; : : : ; kg, i 6= j y de¯nimos ¿ 2 Sk como la trasposici¶on que
intercambia i con j , entonces la condici¶on de que ! seaalternada sere°eja en

!
¡
v¿(1) ; : : : ; v¿(k)

¢
= ¡ ! (v1; : : : ; vk ) ; 8v1; : : : ; vk 2 V:

De hecho esteresultado segeneralizaal siguiente (omitimos la prueba):

Prop osici¶on 7.4. Sea ! 2 Alt k (V ) y ¾2 Sk , entonces

!
¡
v¾(1) ; : : : ; v¾(k)

¢
= sg(¾) ! (v1; : : : ; vk ) ; 8v1; : : : ; vk 2 V:
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De¯nici¶ on 7.1. Si ®1; : : : ; ®k 2 V ¤, de¯nimos ®1 ^ ¢¢¢^ ®k : V £ ¢¢¢£ V| {z }
k

! | mediante

(®1 ^ ¢¢¢^ ®k ) (v1; : : : ; vk ) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

®1(v1) ¢¢¢ ®1(vk )
...

...
®k (v1) ¢¢¢ ®k (vk )

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
; 8v1; : : : ; vv 2 V:

Claramente ®1 ^ ¢¢¢^ ®k 2 Alt k (V ), ®1; : : : ; ®k 2 V ¤.

Ejemplo 7.3. Si ®; ¯ 2 V ¤ es®^ ¯ 2 Alt 2(V ) y

(®^ ¯ ) (u; v) =

¯
¯
¯
¯

®(u) ®(v)
¯ (u) ¯ (v)

¯
¯
¯
¯ = ®(u) ¯ (v) ¡ ®(v) ¯ (u); 8u; v 2 V:

ConsideremosV = R3, f e1; e2; e3g la basecan¶onica y f e¤
1; e¤

2; e¤
3g la basedual en V ¤, esdecir

e¤
1(x; y; z) = x; e¤

2(x; y; z) = y; e¤
3(x; y; z) = z:

Entonces

(e¤
1 ^ e¤

2)
¡
(x; y; z);

¡
x0; y0; z0¢¢

=

¯
¯
¯
¯

x x0

y y0

¯
¯
¯
¯ = x y0¡ y x0;

(e¤
1 ^ e¤

3)
¡
(x; y; z);

¡
x0; y0; z0¢¢

=

¯
¯
¯
¯

x x0

z z0

¯
¯
¯
¯ = x z0¡ z x0;

(e¤
2 ^ e¤

3)
¡
(x; y; z);

¡
x0; y0; z0¢¢

=

¯
¯
¯
¯

y y0

z z0

¯
¯
¯
¯ = y z0¡ z y0;

Observar que si ! es la 2-forma del ejemplo 7.1, entonces! = e¤
1 ^ e¤

2 + 2e¤
2 ^ e¤

3.

Ejemplo 7.4. Si ®; ¯ ; ° 2 V ¤ es®^ ¯ ^ ° 2 Alt 3(V ) y

(®^ ¯ ^ ° ) (u; v; w) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

®(u) ®(v) ®(w)
¯ (u) ¯ (v) ¯ (w)
° (u) ° (v) ° (w)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

Si consideramosde nuevo V = R3, f e1; e2; e3g la basecan¶onica y f e¤
1; e¤

2; e¤
3g la basedual en V ¤, entonces

(e¤
1 ^ e¤

2 ^ e¤
3)

¡
(x; y; z);

¡
x0; y0; z0¢;

¡
x00; y00; z00¢¢

=

¯
¯
¯
¯
¯
¯

x x0 x00

y y0 y00

z z0 z00

¯
¯
¯
¯
¯
¯
:

La prueba de las siguientes propiedadesessimple y quedacomo ejercicio.

1. ®^ ® = 0 y ®^ ¯ = ¡ ¯ ^ ®, 8®; ¯ 2 V ¤.

2. Si existen i 6= j tales que ®i = ®j , entonces®1 ^ ¢¢¢^ ®i ^ ¢¢¢^ ®j ^ ¢¢¢^ ®k = 0.

3. ®¾(1) ^ ¢¢¢^ ®¾(k) = sg(¾) ®1 ^ ¢¢¢^ ®k , 8¾2 Sk ; en particular

®1 ^ ¢¢¢^ ®i ^ ¢¢¢^ ®j ^ ¢¢¢^ ®k = ¡ ®1 ^ ¢¢¢^ ®j ^ ¢¢¢^ ®i ^ ¢¢¢^ ®k :
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Teorema 7.5. Sea f e1; : : : ; eng una basede V y f e¤
1; : : : ; e¤

ng la basedual en V ¤, entonces

B =
©

e¤
i 1

^ ¢¢¢^ e¤
i k

: 1 · i 1 < ¢¢¢< i k · n
ª

es una basede Alt k (V ), para todo k = 1; : : : ; n.

Dem. Seak 2 f 1; : : : ; ng y ! 2 Alt k (V ). Probaremosque ! seescribe en forma ¶unica comocombinaci¶on
lineal de B, esdecir que existen ¶unicos ai 1 ;:::;i k 2 | , 1 · i 1 < ¢¢¢< i k · n tales que

! =
X

1· i 1< ¢¢¢<i k · n

ai 1 ;:::;i k e¤
i 1

^ ¢¢¢^ e¤
i k

:

Observar que aplicando el Corolario 7.3, obtenemosque severi¯ca esta ¶ultima igualdad si y solo si

! (j 1; : : : ; j k ) =
X

1· i 1< ¢¢¢<i k · n

ai 1 ;:::;i k

¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ej 1 ; : : : ; ej k ) ; (13)

para todo j 1; : : : ; j k 2 f 1; : : : ; ng con 1 · j 1 < ¢¢¢< j k · n.

Calculando tenemosdos casosposibles:

¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ej 1 ; : : : ; ej k ) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

e¤
i 1

(ej 1 ) ¢¢¢ e¤
i 1

(ej k )
...

...
e¤

i k
(ej 1 ) ¢¢¢ e¤

i k
(ej k )

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

=
½

(A) si 9l : j l 62f i 1; : : : ; i kg;
(B ) si f j 1; : : : ; j kg = f i 1; : : : ; i kg:

(14)

En el caso(A), es e¤
i 1

(ej l ) = ¢¢¢= e¤
i k

(ej l ) = 0, luego en el determinante de la ecuaci¶on (14) la columna
l-¶esimaesnula y resulta

¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ej 1 ; : : : ; ej k ) = 0:

En el caso(B ) es f j 1; : : : ; j kg = f i 1; : : : ; i kg siendo1 · j 1 < ¢¢¢< j k · n y 1 · i 1 < ¢¢¢< i k · n, luego
necesariamente es i 1 = j 1, . . . , i k = j k y

¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ej 1 ; : : : ; ej k ) =

¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ei 1 ; : : : ; ei k ) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 0 ¢¢¢ 0
0 1 ¢¢¢ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¢¢¢ 1

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

= 1:

Entoncesen la suma de la ecuaci¶on (13) el ¶unico t¶ermino no nulo corresponde al casoi 1 = j 1, . . . , i k = j k

y en esecasoes
¡
e¤

i 1
^ ¢¢¢^ e¤

i k

¢
(ei 1 ; : : : ; ei k ) = 1, luego la ecuaci¶on (13) equivale a

! (j 1; : : : ; j k ) = aj 1 ;:::;j k ; 8j 1; : : : ; j k 2 f 1; : : : ; ng; 1 · j 1 < ¢¢¢< j k · n

Esto concluye la prueba de que B esbasede Alt k (V ), adem¶as obtuvimos c¶omo representar una k-forma !
en t¶erminos de esta base:

! =
X

1· i 1< ¢¢¢<i k · n

! (ei 1 ; : : : ; ei k ) e¤
i 1

^ ¢¢¢^ e¤
i k

:

Recordemosel s¶³mbolo combinatorio
¡ n

k

¢
= n!

(n¡ k)!k! que est¶a de¯nido para todo n; k 2 N, n ¸ k.

Corolario 7.6. Si dim V = n y k · n, entonces dim Alt k (V ) =
¡ n

k

¢
.
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Ejemplo 7.5. Supongamosquedim V = 3 y seaf e1; e2; e3g una basede V , entoncesAlt k (V ) = f 0g; 8k ¸ 4
y

f 1g esuna basede Alt 0(V ) = | ; dim Alt 0(V ) =
µ

3
0

¶
= 1;

f e¤
1; e¤

2; e¤
3g esuna basede Alt 1(V ) = V ¤; dim Alt 1(V ) =

µ
3
1

¶
= 3;

f e¤
1 ^ e¤

2; e¤
1 ^ e¤

3; e¤
2 ^ e¤

3g esuna basede Alt 2(V ); dim Alt 2(V ) =
µ

3
2

¶
= 3;

f e¤
1 ^ e¤

2 ^ e¤
3g esuna basede Alt 3(V ); dim Alt 3(V ) =

µ
3
3

¶
= 1:

En el casode V = R3 estasbasesfueron halladas expl¶³citamente en los ejemplos7.3 y 7.4.

Ejemplo 7.6. Si V = | n y f e1; : : : ; eng es la base can¶onica de | n , entonces dim Alt n (V ) =
¡ n

n

¢
= 1 y

f e¤
1 ^ ¢¢¢^ e¤

ng esuna basede Alt n (V ).

(e¤
1 ^ ¢¢¢^ e¤

n ) ((x11; : : : ; xn1) ; : : : ; (x1n ; : : : ; xnn )) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

e¤
1 (x11; : : : ; xn1) ¢¢¢ e¤

1 (x1n ; : : : ; xnn )
...

. . .
...

e¤
n (x11; : : : ; xn1) ¢¢¢ e¤

n (x1n ; : : : ; xnn )

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

=

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

x11 ¢¢¢ x1n
...

. . .
...

xn1 ¢¢¢ xnn

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
:

Luego e¤
1 ^ ¢¢¢^ e¤

n = det (el determinante) y f detg esuna basede Alt n (V ).
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