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Formas multilineales

1. Formas multilineales

Sea| un cuerpo arbitrario, V un | -espaciovectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal en
V esuna funcifin ®: V £ $%¢£ \,i I | que veri ca:
n

Obsenar que una forma multilineal es una funcifin que eslineal en cada variable, en particular una
1-forma multilineal essimplemente un elemero del espaciodual V°.

Es un ejercicio el veri car que el conjunto de las n-formas multilineales es un subespaciodel espacio
vectorial de las funcionescon dominio V £ ¢¢¢£ V y codominio | , en el cual las operacionessede nen punto
a punto:

(f + g)(va;iiivn) = F(vaiinvn) +olvesivn); (@f )(vegiiive) = af (vop i vn): Q)

En particular estoimplica que el conjunto de las n-formas multilineales tiene estructura de espaciovectorial.

2. Formas bilineales

Una forma bilineal esuna 2-forma multilineal, esdecir una funciin' :V £ V! | queveri ca
"(au+ v;w) = a' (u;w) + " (v;w);
"(w;au+ v)=a' (w;u)+ " (w;v):

SeaBil (V) el conjunto de las formas bilinealesen V. Por lo que vimos anteriormente Bil (V) tiene estructura
de espaciovectorial de niendo las operacionescomoen (1).

Ejemplos de formas bilineales son los siguiertes:
Ejemplo 2.1. Un producto internorealh; i :VE V! R.
Ejemplo 2.2. Lafunciin' :|2£ |2! | denida por
oy xey™ = 2xx0+ 3xyP+ 4y vy
Obsenar que podemosescribir:
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Ejemplo 2.3. Este ejemplogeneralizael anterior. SiA 2 M (] ), de nimos' o :|"£|"! | por' a(u;v) =

ut Av, siendo 0 1 0 1 0

Ug V1 a;1 ¢¢¢ ai

u=B : K: v=@: K A=B : :
Un Vn an]_ ¢¢¢ ann
P

Explfcitamerte es’ a(u;v) = = {jo; &j Ui Vj.
Prop osicihn 2.1. Sean' :V £ V! | una forma bilineal, W un esmcio vectorial y T;S : W ! V dos
transformacioneslineales. Si de'nimos ' °: W £ W | | mediante

Pqwiiwg) = (T(w); S(wa));  8wriwp 2 W,
Entonces' © esuna forma bilineal en W.
Dem.
qwi+ awgiwz) = ' (T(we + awd); S(wz)) = ' (T(w1) + aT (w)); S(w2))
="' (T(w1); S(W2)) + @' (T(W); S(wa)) = ' Ywi;wz) + &' (wd; wa):

Esto prueba que ' % eslineal en la primer variable y anfllogamerie se prueba que es lineal en la segunda
variable. O

Mg(' ) la matriz ascciada a la forma bilineal ' en la baseB mediante

" (vasvi) €e¢ " (vi;vn) !
Me( )= ( (Wiv))y = @ K2
" (Vn;vi) €C¢ ' (Vn;Vn)

h, 5 1

Ejemplo 2.4. En el Ejemplo 2.2,si B = f(1,0);(0;1)g, esMg(' ) = i 1
[

Mg : Bil(V)! Mu(]) quea cadaforma bilineal ' le asaia la matriz Mg(' ) esun isomor smo lineal.
Dem. Sean’; ' %2 Bil(V)ya2]|.Es
[ ' ' 0¢_ i ' ' 0¢ . ¢ — [ ' . v 0 . ¢ — ' . il 0 . ¢
Mg a' + = a' + (vi,yj) ij = @ (Visvi)+ " S(vivy) g a( (vi;vi) + (Vi;v) i
= aMg(' )+ Mg " O
LuegoMp eslineal.

Sea' 2 Bil(V) tal que 'V;EB(' )=02 Mn([[,), entonceses' (vi;vj) = Oparatodoi;j = 1;:::;n. Sean

v;w 2 V queescribimosv =" [L; xjviyw= ., V. Entonces
0 1
X X X X
tviw) = @ xvi; yjviA = Xi yi ' (visy) = 0
i=1 j=1 =1 =1

LuegoKerMpg = fOg y Mg esinyectiva.



SeaA = (aj )i;j 2 Mu(]). Denimos"' :VE£ V! | mediante ' (v;w) =" a (coordgVv;coordgw), siendo
"A:]"E|"! | laforma bilineal de nida enel Ejemplo 2.3. La Proposici§in 2.1 nospruebaque' 2 Bil (V).
Operando obtenemos

"(vivy) = " alesg) =@ 8 =1

LuegoMg(' ) = A y Mg essaobreyectiva. O

Corolario 2.3. SiV esun esgcio de dimensifin “nita n, entonces la dimensi§in de Bil (V) esn?.

Dem. EsBil(V)' Mu(])y dimMu(]) = n2. O
Corolario 2.4. SiV esun esmcio de dimensifin nita n, B esuna basedeV y' 2 Bil(V), entoncesuna
matriz A 2 Mp(|) verica

' (v;w) = (coordg v)' A coordg w; 8v;w 2V

siy solosi A= Mg(').

Dem. Sededuceinmediatamente de la demostracin del teorema anterior. O

Obsenar que en particular el corolario anterior nos da la siguierte frmula:

' (v;w) = (coordg v)! Mg(* ) coordgw; 8v;w 2V

Corolario 2.5. Si' 2 Bil (| ") entonces existe una fjnica matriz A 2 M (| ) tal que' (v;w) = vt Aw para
todov;w en|" (esdecir ' =" A).

Dem. SeaB la basecandinicade |" y A = Mg(' ), entonces

' (v;w) = (coordg v)! Acoordgw = ViAw; 8v;w2 |":

U
De ahora en adelarte supondremosque V esun | -espaciovectorial de dimensi§n nita n.
Prop osicipn 2.6. Sean By CdoshasesdeV y' 2 Bil(V). Entonces
Mc(' ) = (slid]c)' Mg(" ) glid]c:
Dem. Seanv;w 2V,
' (v;w) = (coordg v)! Mg(" ) coordg w
= (glidJccoordcv)! Mg(" ) (glid Jc coordc w)
= (coordcv)' (slid]c)' Ma(' ) elid ccoordcw:
Luego el Corolario 2.4 implica Mc(' ) = (g[idJo)' Mg(" ) &lid ]Jc. O

De nicifon 2.2. Dos matrices A 'y B en M,(|) sedicen congruentessi existe una matriz invertible Q en
Mn(|) tal queA = Q'B Q.



Ejercicio 2.1. Probar que la congruenciaesuna relacifin de equivalenciaen M (| ).

Teorema 2.7. Sea' 2 Bil(V) y B unabasedeV. Si A 2 M,(]) escongruentecon Mg(' ), entonces existe
ChasedeV tal queMc(' ) = A.

X] .
wj = gj Vi, jJ =L
i=1
Como Q esinvertible, resulta que C esuna basede V vy g[id Jc = Q. Luego

A=Q'Mg( ) Q= (glid]o)' Ma(" )glidlc= Mc(" ):

Corolario 2.8. Dos matrices son congruentessi y solo si representana la misma forma bilineal.

Dem. SeanA y A%enM,(]) dosmatrices congruertes. Si consideramosla forma bilineal ' a0 2 Bil (| ")
y B esla basecan§inicade | " esA®= Mg(' a0). Luego A escongruerte con Mg(' a0) y el teorema anterior
implica que A = M¢(' a0) para algunabaseC de V. El recfproco esla Proposicidin 2.6. O

3. Formas bilineales sim@tricas

Sea| un cuerpo arbitrario, decimosque el cuerpo tiene caracterfistica 2 y escribimoscar| = 2sien| se
verica 1+ 1= 0. Un ejemplo en el cual pasaesto esel casodel conjunto formado por dos elemerios que
llamamosOy 1, F, = f0; 1g, en el cual de nimos dos operaciones+;¢: Fo £ F, ! F, mediante:

0+0=0, 1+1=0, 0+1=1, 1+0= 1,
0¢0=0;, 0¢1=0; 1¢0=0; 1¢1=1:

Es un ejercicio el veri car que (Fo;+; @ esun cuerpo y claramerte carF, = 2. Otro ejemplo esel cuerpo de
expresionesracionalescon coe cientes en F,, esdecir los cocientes de polinomios con coe cients en F».

Ejemplos de cuerpos con caracteffstica distinta de 2 sonQ, Ry C. En un cuerpo | concar| 6 2 es
2:=1+ 16 0y luego?2 esinvertible en| .

En esteseccdh V ser§ siempreun | -espaciovectorial de dimensi§n nita y car| 6 2.

De nicifon 3.1. Una forma bilineal * sedice sim§trica si
"(u;v) =" (v;u); 8u;v2V:
Escribimos Bilg(V) := f* 2 Bil(V) : ' essim§tricag:
Ejercicio 3.1. Probar que Bils(V) esun subespaciode Bil (V).
Prop osicihn 3.1. Sea' 2 Bil(V). Son equivalentes:
1. ' 2 Bilg(V).



2. Paratoda baseB deV esMg(' ) sim§trica.

3. Existe una baseB deV tal queMg(' ) essim@trica.

aj =" (vi;vi) =" (vi;vi) = &i; 8irj = 1N
luegoMg(' ) = (a; ) essim@trica.

2) 3: Esto esobvio.

(v iDVi)' 8i;] = 1;:|:3:;n. Seanu;v 2 V, enonces existen escalaresaj;b 2 |, 1 = 1;:::;n tales que
u= Liaviyvs inzéhvi. Luego

X X X X X

‘uv)=' @ av; bvA= & B'viiv)=  a ' ()
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
0 1
X X
=@ pyv; avA="(vu):

j=1 i=1
Comou y v son arbitrarios, sededuceque' 2 Bils(V). O
Corolario  3.2. Sidim(V) = n, entonces dim Bil (V) = 20 O
De nicifon 3.2. Sea' 2 Bilg(V). La funciin © : V ! | de nida por ©(v) = ' (v;v); 8v 2 V sellama la

forma cuadrética ascciadaa ' .

Observacih 3.1 Las formas cuadr§ticas en V forman un subespaciode las funcionesde V en | : esclaro
gue la funciin nula esuna forma cuadrtica (correspondiente a la forma bilineal nula). Si © y @ son dos
formas cuadrfiticasen V y a 2 |, entoncesexisten' y A en Bilg(V) tales que ©(v) = ' (v;V) y &( V) =
A(v;V); 8v 2V, luego

(a0+ @) (v) = a®©(v)+3(v)=a' (v;v)+ A(v;v) = (a' + A)(v;v); 8v2V ya' +A2Bilg(V):

Esto pruebaquea®© + & esuna forma cuadrética en V.

Prop osicipn 3.3. Sea' 2 Bilg(V) y©:V ! | laforma cuadrftica ascciada a' . Entonces:
1. ©(av) = a’?©(v); 8a2|; v2 V.
2. ©0)=0.

3. ©u+vVv)=0Uu)+ 2" (u;v) + ©V), 8u;v2V.
4. ' (V) = 3(©U+ V)i ©u)j ©V)), 8u;v2 V.
Dem.
1. ©(av) = ' (av;av) = a?' (v;v) = a2©(v).
2. Sededucede la firmula anterior tomando a = 0.
3. Ou+v)="(Uu+viu+tv)="(uu)+" (Lv)+"'(v;u)+"'(v;v) =)+ 2" (u;v) + ©(v):

4. Sededucede la firmula anterior despejando’ (u;v). O



Observacih 3.2 Notar que parala propiedad 4 dela Proposicifin anterior esnecesarida condicifin car| 6 2.

De nicifon 3.3. Un polinomio homa@neo de grado 2 en las indeterminadas x1,:::,X, €sun polinomio en
| [X1;:::;Xn] de la forma X
aij Xj Xj:
1-i-j-n
Obsenar que los polinomios homodgneosde grado 2 en las indeterminadas X 1,: : :,Xn forman un subespacio

Ejemplo 3.1. Sin = 2, un polinomio homodineode grado 2 en las indeterminadas x; y esun polinomio en
| [x; y] de la forma
ax?+ bxy+ cy?;, abic2|:

Sin = 3, un polinomio homodgineode grado 2 en las indeterminadas x; y; z esun polinomio en | [X; y; z] de
la forma
ax?+ by’ + cz2+ dxy + exz+ fyz; a;b;i::;f 2]:
Prop osicihn 3.4. Los siguientesespacios vectoriales son isomorfos.
1. EIl esmcio de las matrices sim$tricas de orden n con coe cientes en | .
El esm@cio de las formas bilineales sim@tricasen | ".

2
3. El esmcio de las formas cuadr§ticasen | ".
4

en|.

Dem. Nosotros halfflamosvisto anteriormente que la correspondenciaque a una matriz A le hace co-
rresponder la forma bilineal ' de nida por ' (u;v) = ut A v estableceun isomor smo entre las matrices de
ordenn concoe cientesen| y las formas bilinealesen | ". La Proposicidin 3.1 nos dice que esteisomor smo
restringido a las matrices sim@tricas de orden n nos da un isomor smo entre las matrices sim@tricas y las
formas bilineales simtricas.

El isomor smo erntre formas bilineales simfitricas y formas cuadr§ticas viene dado por las firmulas
siguiertes:

1
W) =" (viv); " (uv)= 5O+ V)i Ou)i ©V): 2)
Si A = (a) 2 Mnp(]) esuna matriz simftrica, le ascciamos el polinomio p en las indeterminadas
X1;::1;Xn de nido por 1%

—X bi x;xi: bi = aii sii=];

p_i_j AT AT 2 sii<
Es claro que que p es un polinomio homodineode grado 2 en las indeterminadas x1;:::;X, ¥ que esta
correspondencia es un isomor smo erntre las matrices simftricas y los polinomios homogdineosde grado
dos. O



. . . . i ¢
Ejemplo 3.2. En el cason = 2, una matriz sim§trica de orden 2 esuna matriz de la forma A = gg . La

forma bilineal sim@trica, la forma cuadr§tica y el polinomio homod§neoque correspondena A son:

i Y Ha b My
Cay) xSy = (y) e ¢ o = axx’+ bxy%+ bx% + cyy"

O(GY) =" (X Y);(xy)) = ax®+ 2bxy + ¢y
p= ax?+ 2bxy+ cy?:

Obsenar que la finica diferenciaente © y p esque © esuna funciin de | £ | en|, mientras que p esun
polinomio en dos variables.

De ahora en adelarte V esun | -espaciovectorial de dimensi§in nita, ' 2 Bils(V) y©:V ! | esla
forma cuadr§tica ascciadaa ' .

De nicifon 3.4. Dosvectoresuy v enV son' -ortogonalessi' (u;Vv) = 0. Dos subespaciosJ y W deV son

Obsenar que si B = fvi;:::;vhg esuna base' -ortogonal deV y u = P i”:l XiViyv= P i”:l Vi Vi son
dos vectoresde V, entonces
0 1
X0 X0 X0 xXo X xo
vy =" @ xvi; yiviA= Xy (i) = Xy (Vv = Ov) XY
i=1 j=1 i=1 =1 i=1 i=1

Luego tenemoslas firmula siguiertes:

xn xo
(uv) = OMW) Xiyi; Oy = ©(v) X ©)
i=1 i=1

i ¢
Ejemplo 3.3. Sea' 2 Bi|s|R3 tal que ©(x;y;z) = x2i y2. Entonces la base candinica f e;; es; e3g es
' -ortonormal.

i ¢
Ejemplo 3.4. Sea' 2 Bils IQ2 tal que ©(x;y) = 2x2. Entoncesla basecandnica f e;; e,g es' -ortogonal.
Obsenar que no existe ningfin vector v de Q2 tal que ©(v) = § 1, luegono existe ninguna base' -ortonormal
de Q2.

Observacgh 3.3. SeaB una basede V. Es equivalente que B seauna base' -ortogonal de V con que la

matriz Mg (' ) seadiagonaly que B seauna base' -ortonormal de V con quela matriz Mg(' ) seadiagonal
y susertradas diagonalessean0, 10 1.

De nicifon 3.5. SiW esun subespaciode V, la restricciin de' a W esla funciin' jygw :-WE W ! |.
Claramente ' jwegw 2 Bils(W).

De las ffirmulas (2) sededuceinmediatamente el siguierte:

Lema 3.5. Es' = 0siysolosi©= 0. O



Teorema 3.6. Existe una base' -ortogonal de V.

Dem. Lo probaremospor induccifin enn = dim V.

Sin = 1, toda baseB = fvg deV es' -ortogonal. Supongamosahora que vale la tesis si la dimensidin
del espacioesnj 1y sea' 2 Bilsg(V) condimV = n. Si' = 0, entoncestoda basede V es' -ortogonal.
Supongamosahora que' 6 0. Por el lema anterior es© 6 0, luego existeu 2 V tal que ©(u) 6 0.

De nimos ® 2 V" mediante ®&v) = ' (v;u), 8v 2 V. Obsenar que ®u) = ' (u;u) = ©(u) 6 0, luego
®6 0y entoncesdimKer®= nj 1. Aplicando la hipfitesisde induccifin ' restringida a Ker ® tenemosque

Comou 6Ker ®= [vq;:::;Vp; 1], entoncesel conjunto B = fvyq;:::;vp; 1;ug esLl y al tener n elemerios
esbasede V. Como fvy;:::; Vv 10 ¥2 Ker ® resulta que vy;:::;Vvp; 1 SOn' -ortogonalescon u y luego B es
una base' -ortogonal de V. O

De nicifon 3.6. Llamamosnfjcleo de' a

Vo=fv2V:'(v;uy=0;,8u2Vg=fv2V: "' '(uyv)=0 8u2Vg
Ejercicio 3.2. Probar que Vp esun subespaciode V.

De nicifon 3.7. Decimosque' esno degeneadasi Vp = f0g, esdecir si
"(uyv)=0;8v2V) u=0:

Si W es un subespaciode V, decimosque ' esno deggeneada en W si la restricciin de* a W esno
degenerada.

Ejemplo 3.5. Consideremosla matriz identidad | 2 Mnp(]) y ' 2 Bils(|"), ' 1 (u;v) = u'l v = uly,
8u;v 2 | ". Explfcitamente

luego' | esno degenerada.

Prop osicipn 3.7. Sea A 2 M(|) y consideremos’ a 2 Bils(| "), ' a(u;Vv) = utAv. Vale Vo = Ker(La).

Dem.

v2Vy, UAV=0;8u2V, '|(UAv)=0;8u2V, Av=0, v2Ker(La):



©)=0;, 8 =1:.:s;
©(v)6 0; 8i=s+1;:::;n
Sea W = [vsi1;:::;Vp]. Vale lo siguiente:
1. Vo= [va;iii;vg]
2. ' esnodegyenemdaen W.
3. V=VOW.
Dem. Seau 2 V. Sabemosque existen finicos escalaresa;;:::;a, tales que u = j”:1 a vj. Seai 2

W= _ibv,conbs;iiiiby 2].Sii2fs+ 1;:::;ng, esv; 2 W. Luego la misma cuerta que antes
nos pruebaque0 =" (w;vi) = B ©(v;) y como©(v;) 6 0 eslhy = 0, paratodoi = s+ 1;:::;n y resulta
w = 0. O

Observacth 3.4. El espacioW en la descommsicidin anteriqr ng es finico. Por ejemplo, si* 2 Bils 'R2
est§ de'nida mediarte * ((x;y); (x%y9) = xx’ entonceses R? | = [(0;1)] y podemostomar como W a
cualquier recta por el origen distinta del eje Oy.

De nicifon 3.8. Llamamosrangode' alrangodeMpg(' ), siendoB unabasecualquieradeV . Esta de nicipn
tiene sertido porque dos matrices congruertes siempretienen el mismo rango.

Prop osicin 3.9. La forma bilineal ' esno degenemlada si y solosi rango(' ) = n, siendon = dimV.

©(vi) = 0; 8i v
©(v)6 0, 8i=s+1:::;n:

I
=
Y



Por otro lado es 0 1

Mg(') = ©(Ver1) ;

©(vn)

luegorango(' ) = rango(Mg(' )) = nj s. Esto implica querango(' ) = nsiy solosinj s= n siy solosi
s=0. O

4. Matrices elementales

En estaseccdh | esun cuerpo cualquiera.

De nicifon 4.1. SeaA 2 Mu(|). Sellaman operaciones elementalesen las Tas o columnasde A a las
siguiertes:

1. Operacifin de tipo I. Intercambiar dos Tas o columnasde A.
2. Operacifin de tipo Il. Multiplicar una Ta o columnade A por una constarte no nula.
3. Operacifin detipo Ill. Sumarleauna Ta ocolumnaun méltiplo deotra Ta o columnarespectivamerte.

De nicifon 4.2. Sellaman matrices elementalesdetipo |, Il o I1l a las matrices que se obtienen aplicando
las operacioneselemenales correspondientes a la matriz identidad.

Es decir que las matrices elemenales son las siguiertes:

0 1
0 ¢¢¢ 1
1 ¢¢¢ 0

Matrices detipo I:

Matrices detipo II:

10



Matrices detipo Il1:

0 1 0 1
1 1

1 ¢¢ q 1
1 q ¢ 1
1 1

Observacih 4.1. Obsenar que la traspuesta de una matriz elemenal esuna matriz elemeral del mismo
tip o.

Ejercicio 4.1. Probar que las matrices elemenales son invertibles y hallar susinversas.

Ejercicio 4.2. Probar querealizar una operacifin elemenal detipol, 11 o lll enlas columnas(las) de una
matriz A, equivale a multiplicar a A por la dereda (izquierda) con una matriz elemeral del mismo tip o.

0 1 0 1
1234 1000
Ejemplo 4.1. SeaA = ° i ; §§ E = %8 2 é 0 gue se obtiene intercambiando las columnas
4 56 7 0001
2y 3 enla matriz identidad (matriz detipo I). Obsenar que tenemos
0 10 1 0 1
1 234 1000 1324
_B5 6 7 8 0 01 O«_R5 7 6 8~.
roe=do 0 ] Kobo 1o k= 5 5 oK
456 7 0001 4 6 57
0 10 1 0 1
1 000 1 2 3 4 1234
_Boo1o0 %2678_%9123_
E¢A_%010 ¢ 1 2 T @ 6 7 '
0001 4 56 7 4 56 7

Es decir que multiplicar a la matriz A por la dereda con la matriz E equivale a intercambiar las columnas
2y 3de A, mientras que multiplicar a la matriz A por la izquierda con la matriz E equivale a intercambiar
las Tas 2y 3 deA.

Aplicacifon 4.1. Cé§lculo del rango de una matriz.

SeaA 2 My(|). Multiplicar la matriz A (a izquierda o dereda) por una matriz invertible, es una
operacifin que no afectael rangode A. La matrices elemenales soninvertibles, luegomultiplicar por ellasdeja
invariante el rango de A. Por otro lado multiplicar por matrices elemenales equivale a realizar operaciones
elemenales. De lo anterior se deduceque realizar operacioneselemenales en las Tas y columnasde A no
afecta al rango de A. Esto nos da un m&todo muy simple para hallar el rango de una matriz, simplemerte
realizamosoperacioneselemerales en sus las y columnas hasta transformarla en una matriz a la cual sea
simple calcular su rango. De hecho mediante este m#todo se puede transformar cualquier matriz en una
matriz diagonal que en la diagonal principal tenga entradas que sonsolo0y 1, en este casoel rango esla
cantidad de unos que aparecenen la diagonal principal.

11



Ejemplo 4.2. Sea' 2 Bils(R®) tal que suforma cuadr§tica ascciada es
O y;z) = | X% 2y%+ 722+ 8xy + 2xz i 4yz, 8(x;y;z) 2 R®:

Luego si C esla basecandinica e R3, es

0 1
i 7 4 1

Mc(' )= @4 2 j2A:
1 ij2 7

Para calcular el rangode' , obsenar quesi primero le sumamosa la primer columnala segundamultiplicada
por 2y luegoa la tercer Ta le sumamosla primera multiplicada por 3, tenemos:

0 1 0 1 0 1
i 7 4 1 1 4 1 1 4 1

@4 ;2 j2A) @0 2 j2A) @ ;2 j2A:
1 2 7 i3 i2 7 0 10 10

Luegoel rangode' coincide con el rango de la fitima matriz que claramerte es2. En particular esto nos
dice que' degenera.

Aplicacifon 4.2. Diagonalizacifin de una forma bilineal sim$§trica.

La operacifin que nosinteresaconsisteen transformar una matriz sim§trica A enuna de la forma Q'A Q,
siendoQ una matriz invertible. Obsenar que si Q esuna matriz elemeral detipol, Il olll, entoncesQ'A Q
esla matriz que seobtiene realizando la operacifin elemenal correspondiente enlas las y columnasde A.
Por ejemplo sean

0 1 0 1 0 1
12 3 4 1000 100 2
B2 56 7 _Bo 0 1 o0& _Bo 10 0
A= 6 8 - Ba= 10 » E2= 01
47 90 0001 0001
Luego
0 10 1 0 1 0 1
1000 12 3 4 1000 132 4
¢ _0018§ 256;§ 0018§_3869§_
BiAEL= 10 ¢ 6 8 ¢ 10 N 6 5 7A"
0 001 47 90 0 001 4 970
0 10 1 0 1 0 1
1000 12 3 4 100 2 1 2 3 6
0100 256;§ 0108§ 2561&
t —_ —_ .
EAE2= 01 ¢ 6 8 ¢ 0 1 - 6 8 157"
2001 4 7 90 000 6 11 15 20

Ejercicio 4.3. Probar quesirealizar una operaciin elemenal enlas columnasde A correspondea multiplicar
por la deretha a A con una cierta matriz elemenral E, entoncesrealizar la misma operacidin elemenal en
las Tas de A corresponde a multiplicar por la izquierdaa A con E*.

Nuestro objetivo es obtener una forma diagonal para la matriz ascciada a la forma bilineal sim§trica
' 2 Bils(V), lo cual correspnde a hallar una base' -ortogonal de V.

12



Mostraremos el m§todo mediarte un ejemplo. Consideremos' 2 Bils(R®) de nida en el Ejemplo 4.2.
Primero sumamosa la tercer columnade A = M¢(' ) la segundamultiplicada por j 1y luegosumamosa la
tercer la la segundamultiplicada por j 1.

0 1 0 1 0 1
i 7 4 1 i7 4 i3 i7 4 i3

@4 ;2 j2A) @4 2 0A) @4 ;2 O0A: 4)
1 j2 7 1 ij2 9 i3 0 9

Ahora le sumamosa la primer columna la segundamultiplicada por 2 y luego sumamosa la primer Ta la
segundamultiplicada por 2.

0 1 0 1 0 1
i7 4 i3 1 4 ;3 1 0 ;3
@4 2 0A) @0 j2 0A) @0 2 O0A: (5)
i3 0 9 i3 0 9 i3 0 9

Finalmente le sumamosa la tercer columna la primera multiplicada por 3 y luego sumamosa la tercer la
la primera multiplicada por 3.

0 1 0 1 0 1

1 0 ;3 1 0 0 1 0 0
@o 2 0A) @0 2 0A) @ ;2 OA=D: (6)
i3 0 9 i3 00 0 0 O

Obsenar que la matriz obtenida en (4) corresponde a calcular E{ A E; siendo

La matriz obtenida en (5) corresponde a calcular ELE! A E; E,, siendo

LuegoesD = Q' A Q, siendo 0
103
Q= E;EyEz= @ 1 5A:
0 01
Esto nos dice que si
B=1(1,20); (0;10); (3;51)g

entoncesMg(' ) = D y B esuna base' -ortogonal de R3.
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Un m@todo para obtener la matriz Q es el siguierte, escribimos a la izquierda la matriz A y a la
deredha la matriz identidad |, luego realizamosoperacioneselemeriales en A y cadavez que hacemosuna
operacifin elemenal enlas colummnasde A, tambi®nla hacemosenlas columnasde |, pero cuandohacemos
operacioneselemenales en las Tas de A no hacemosnada en la matriz 1. Al nalizar el algoritmo, cuando
en la izquierda obtenemosla matriz diagonal D, enla dereda est§ la matriz de congruenciaQ. Veamosesto
en el ejemplo anterior:

0 - 1 0 - 1
i7 4 1 -100 i7 4 i3-10 0
@4 2 i2-010A) @4 2 0 -01 j1A)
1 j2 7_ 001 1 ij2 9 _00
0 - 1 0 - 1
i7 4 i3-10 0 1 4 §3-10 0
@4 72 0-01ij1A) @0 j2 0 -2 1 j1A)
i3 0 9 _00 i3 0 9_ 00 1
- 1 0 - 1
1 0 §3-10 1 0 0-10 3
@o0o j2 0-21ij1A) @0 j20-215A)
i3 0 9 00 1 i3 00 001
0 - 1 0 1 0 1
10 0-10 3 1 0 0 10 3
@0 2 0-2 1 5A;luegoD=@0 ;2 0A;Q=@2 1 5A
0 00 001 0 00 001

5. Formas bilineales sim@®tricas reales

En estaseccth el cuerpo de base| esR y V esun R-espaciovectorial de dimensifin nita.

De nicifon 5.1. Sean' 2 Bilg(V) y © la forma cuadr§tica ascciadaa ' .

1. © esde nida positiva si ©(v) > 0, 8v 6 0.
© esde nida negativa si ©(v) < 0, 8v 6§ 0.
© esde nida si esde nida positiva o esde nida negativa.
© essemide nida positiva si©(v) , 0,8v2 V y existe06 vp 2 V tal que©(vp) = 0.
© essemide nida negativasi©(v) - 0,8v2 V y existe06 vp 2 V tal que ©(vp) = 0.
© essemide nida si essemide nida positiva o essemide nida negativa.

© esno de nida si existenvy y v, enV tales que ©(v;) > 0y ©(v,) < 0.

© N o 0o M W N

© esno dggenerdasilo es' , esdecir si

"(;v) =0, 8v2V) u=0:

Decimos que una forma bilineal sim@trica veri ca una propiedad de las anteriores si la veri ca su forma
cuadrgtica asaciada, por ejemplo decimosque’ esde nida positiva si lo es©, etcfitera.

Observacdh 5.1. © esde nida positiva siy solosi' esun producto interno enV.
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Teorema 5.1. Si' 2 Bils(V) y © esla forma cuadrftica asaiada a ' , entonces existen sukesm@cios Vi y
V, deV tales que

1. © esde nida positiva en V; y © esde nida negativaenV, .
2. Vi yV, son' -ortogonales.

3. V=0V, 0V,.

O(vi)=a; 8i=1:::;p
O(vi)=ia; 8i=p+1:r
O)=0; 8i=r+1:::;n:

0 1
az
ap
i ap+l
Mg(') =
i ar
0
0
Sabemosque Vo = [Vr+1;:::;Vnh]. Sean
Vi = [viiinvpls Vi = [Vpers it vl
EsclaroqueV = Vy© V,: ©V, . Adem§s como B esuna base' -ortogonal, susvectorssson‘ -ortogonales
dos a dos, luego V. y V; son' -ortogonales. Por otro lado obsenemosque siv =, Xjv; 2 V, con
X1::::Xn 2 R, es
0 1
X X 5 X 5
o) ="' (viv)="' @ xv; x VA= Xixj' (visvi) = X{' (visvi) = X7 ©(vi)
i=1 j=1 i =1 i=1 i=1
X 2 X 2
= a X{j a X
i=1 i=p+l

P
Sea06 w2 V.. Esw= P yiv,conyi;:::;yp 2 Ry algliny; 6 0, luego

xP
ow)=  ay?>0:
i=1

Esto pruebaque © esde nida positiva en V. . Anfllogamerie seprueba que © esde nida negativaenV, . O

Observacih 5.2, En el teoremaanterior, la dimensifin de V. esla carntidad de entradas diagonalespositivas
deMg(' ) y la dimensifin de V, esla carntidad de entradas diagonalesnegativas de Mg(' ).
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Ejemplo 5.1. Sea' 2 Bils(V), V = R?, tal que ©(x;y) = x%i y?, x;y 2 R. Es féicil de probar que el
rangode' es2,luego’ esno degeneraday Vo = f0g. Obsenar que las bases

C=1(1;0);(0;1)gy B = 1(2;1);(1;2)g:

son' -ortogonales.Esto da lugar a dos descompmsicionesdel tipoV = V; ©V, :

R? = [(1;0)]©[(0; 1]y R? = [(2;1); (1;2)]:

Luego no hay unicidad respecto a los subespaciosV: y V; .

De nicifon 5.2. Sea' 2 Bils (V). Decimosque dos subespaciosV: y V; forman una' -desomposicifin de

V siveri can
1. © esde nida positiva enV, y © esde nida negativaenV, .
2. Vi yV, son' -ortogonales.
3. V=VWOV,0V,.

El teoremaanterior nos prueba que siempre existe una ' -descompsicidin de V.

Observacigh 5.3. SeaV = Vp©V, ©V;, una' -descommsicifn de V, entonces:

1.
2.
3.

© N o g &

© esde nida positiva en V, y esde nida negativa enV, .

Si Vp 6 f0g, entonces© essemide nida positiva en Vo © V, y © essemide nida negativaen Vo © 'V, .
© esde nida positiva siy solosiV, = Vp = f0g.

© esde nida negativa siy solosi Vi = Vp = f0g.

© essemide nida positiva siy solosi VvV, = fOgy Vo 6 f0g.

© essemide nida negativa siy solosiVy = fOgy Vo 6 f0g.

© esno de nida siy solosiV, 6 fOgy V. 6 fOg.

© esno degeneradasi y solosi Vp = f0g.

En particular lo anterior implica que si © essemide nida entoncesdegenera.

Ejercicio 5.1. Interpretar la obsenacifin anterior en t&rminos de las entradas diagonalesde una represen-
taciin matricial diagonalde' .

Teorema 5.2. SeanV = VOV, ©V, yV = VgOW, ©W, dos' -desomposicionesde V, esdecir

1.

2
3.
4

© esde nida positiva en V; y © esde nida negativaenV, .
Vi yV, son' -ortogonales.
© esde nida positiva en W, y © esde nida negativa en W, .

W.: y W, son' -ortogonales.
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EntoncesdimV: = dimW, y dimV; = dimWw, .

Dem. Seav 2 W; \ (Vi © Vp). Comov 2 V: © Vp, entoncesexisten finicosvg 2 Vo y v+ 2 V, tales que
vV = vy + vg. Luego

©(V) = O(v+ + Vo) = ©O(v4+) + 2" (V+;V0) + ©(Vg) = ©O(v4+), O

5

Por otro lado, comov 2 W, , si fuesev 6 0 sefla ©(v) < 0 lo cual noslleva a una cortradiccin. Entonces
la @inica posibilidad esv = 0y resulta W; \ (Vi © Vp) = f0g. Como es

VoOV, OV, = V%W, + (Vs ©Vg) = W, © (Vs ©Vp);

deducimos
dim Vg + dimV; + dim V, dimW,; + dimV, + dim V:

1 s

LuegoesdimV; , dim W, . Razonandoan§logamene conV; \ (W. © V) deducimosquedimW, , dimV,
y resulta dimV; = dim W, . Finalmente tomando dimensionesenV = Vo ©V, OV, yV = \jOW, OW,
deducimosque dim V,; = dimW.,.. O

Del teoremaanterior y la Obsenacifin 5.2 sededuceinmediatamente el siguierte.

Corolario 5.3 (Ley de inercia de Sylv ester). El nfimero de entradaspositivas, negativasy nulas de una
matriz diagonal asaiada a una forma cuadr§itica no depgendede la representacijh diagonal. O

De nicifon 5.3. SeanV = V,© V, ©V, una' -descommsicifin de V. Llamamos fndice de © a dim V.
y signatura de © a dimV, j dimV, . Por el teorema anterior esta de nicifin no dependede V, y V, . La
signatura, el findicey el rango son los invariantes de ©.

Observacgh 5.4. Consideremos’ 2 Bilg(V) siendodimV = n y B una base' -ortogonal de V. Seans
la signatura de' , r el rango de ' , p el nfimero de entradas positivas de Mg(' ), q el nfimero de entradas
negativasde Mg(' ) y t el nfimero de entradas nulas de Mg(' ). Entoncesel findice de © esp y tenemoslas
siguiertes relaciones

S=pi g r=pt+tq
1 1
pzé(r+s); gq= é(ri s); t=njr:

En particular es2p = r + s, luegolos tres invariantes quedan determinados concciendo dos de ellos.

Prop osicihn 5.4. Si' 2 Bils(V), entonces existe una base' -ortonormal de V.

O()=0;, 8i=1:::;s

©(vi) > 0; 8i=s+1:::;p

O(vi)< 0, 8i=p+1:::;n:
Obsenar que podemosescribir

O(vi) = a% 8i=s+1:::;p

©vi)=ibf; 8i=p+L:n



siendoa; > 0,8i = s+ 1;:::;py b > 0,8 = p+ 1;:::;n. De nimos

wi=vj; 8i=1:::;s
Wi=ivi; 8i=s+ 1:::;p
4
WiZEVi; Bi=p+ 1:::;n:
b
La baseC= fws;:::;wng esclaramernte ' -ortogonal y
u1 1 1
Owj)=0© —vi = 50(v)=1 8i=s+1::;p
a; q a
©(w;) = © %vi =é©(vi)= il 8i=p+1::;

Luego C esuna base' -ortonormal de V. O

Ejemplo 5.2. Sea' 2 Bils(V), V = R?, tal que Qx;y) = B Y2, X Y& R. En el ejemplo 5.1 vimos que
f(2;1); (1;2)g esuna base' -ortogonal de R?, luego 92— 91—3 ; 91—3 pz— esuna base' -ortonormal de R?
(otra base' -ortonormal esla candnica).

Prop osicihn 5.5 (Ley de inercia de Sylv ester para matrices). Si A esuna matriz sim§trica real,
entonces el nfimero de entradas positivas, negativas y nulas de una matriz diagonal congruente con A es
independiente de la matriz diagonal.

Dem. Sea' 2 Bils(R") denida por ' (u;v) = utAv. Si D esuna matriz diagonal congruerte con A,
entonces existe B basede R" tal que Mg(' ) = D. Luego la Ley de inercia de Sylvester nos dice que el
nfimero de entradas positivas, negativasy nulas de D dependesolode’ (porlotanto deA) ynodeD. O

De nicifon 5.4. SeaA 2 M,(R) sim@itrica y D una matriz diagonal congruerte con A. De nimos el fndice
de A como el nfimero de entradas diagonalespositivasde D y la signatura de A como la diferencia ertre el
nfimero de entradas diagonalespositivasy el de entradas diagonalesnegativas de D. La Ley de Inercia de
Sylvester para matrices nos garartiza que esta de nicifhn no dependede la matriz diagonal D.

Obsenar que el findice y la signatura de A coinciden con el findice y la signatura de ' o 2 Bils (R")
denida por' a(u;v) = ut Av. La signatura, el findicey el rango son los invariantes de la matriz sim@trica
A.

Observach 5.5 De la Ley de Inercia de Sylvester para matrices se deduce inmediatamente que si dos
matrices sim@tricas son congruenes, ertoncestienen los mismos invariantes.

Teorema 5.6. Si A esuna matriz simétrica real, entonees A es congruente con una finica matriz diagonal
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D dela forma 0 1

il

0

Dem. Sea' o 2 Bils(R") de nida por ' a(u;v) = ut Av. Por la Proposicifin 5.4 sabemosque existe B
base' a-ortonormal de R". SiD = Mg(' a), entoncespodemosconsiderarB ordenadade forma tal que D
tiene la forma (7). Si Cesla basecandnicade R", entoncesesA = M¢(' o) YD = Q' AQ, siendoQ = ¢[id ]s.
Esto prueba la existenciade la matriz D.

Para probar la unicidad, sila matriz A escongruerte conD y con D, siendoD y O matrices diagonales
de la forma (7), entoncesD y D son congruertes entre §§y luego tienen los mismos invariantes. Como el
findice de una matriz de esta forma esla cantidad de ertradas diagonalesque valen 1 y la signatura esla
diferencia ertre la cantidad de entradas diagonalesque valen 1 y la de entradas diagonalesque valen j 1,
resulta que D y D tienen la misma cartidad de entradas diagonalesque valen 1y la misma cartidad de
entradas diagonalesque valen i 1, luegoD = D. O

Corolario 5.7. Dos matrices sim@tricas reales son congruentessi y solo si tienen los mismos invariantes.

Dem. Ya sabemosque si dos matrices sim§tricas reales son congruertes, ertonces tienen los mismos
invariantes. Para probar el recfproco, si A y B sonmatrices sim§tricas, entoncessabemosque A escongruerte
con una finica matriz diagonal Do de forma (7) y B escongruerte con una finica matriz diagonal Dg de
forma (7). Como la cartidad de entradas diagonalesque valen 1y la carntidad de entradas diagonalesque
valen i 1 en Da y Dg depende solo de los invariantes de A y de B respectivamerte y estos coinciden,
entoncesDa = Dg. LuegoA y B soncongruertes entre . O

Teorema 5.8. Sea' 2 Bils(V), siendoV un esmcio vectorial real con producto interno de dimensifin
“nita. Entonces existe una base ortonormal B de V tal queMg(' ) esdiagonal.

real, luego existen matrices D y Q = (g; ) en My (R) tales que D esdiagonal, Q esortogonal y

D=Q 'AQ= QAQ:

y la baseC esortonormal, entoncesel conjunto B esuna baseortonormal deV y Q = ¢[id ]g. Luego

D= QAQ= (c[id]g) Mc(' ) clid]g = Mg(' ):
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Corolario 5.9. Sea' 2 Bilg(V), B una basedeV y A = Mg('). Entonces la cantidad de entradas
diagonalespositivas, negativas y nulas de una representacifh matricial diagonal cualquiera de ' coincide
respectivamente con la cantidad de valores propios positivos, negativosy nulos de A.

Dem. Por la Ley de Inercia de Sylvester, basta probar que se cumple el enunciado para alguna repre-
sertaciin matricial diagonalde"' .

Seah; i el finico producto interno de V que hace que B seauna baseortonormal de V. Aplicando el
teoremaanterior sabemosque existe una baseortonormal B'de V tal queD = Mg(' ) esdiagonal. Luegoes

A=Mg()=QMpg()Q=Q'DQ; Q= glide:

Como B y B sondos basesortonormales, ertoncesQ = [id Jg esuna matriz ortogonal i.e. Q' = Qi 1 Luego
A = Q 1D Qy resulta que A y D tienen los mismos valores propios. Por otro lado, como D esuna matriz
diagonal, tenemosque los valorespropios de D coinciden con susentradas diagonales.Luego la cartidad de
entradas diagonalespositivas, negativas y nulas de D esla carntidad de valores propios positivos, negativos
y nulos de D y estoscoinciden con los de A. O

6. Super cies cu§dricas

De nicifon 6.1. Una super cie cufidrica esun subconjunto de R3 de la forma
a

©
S= (Xy;2) 2R ayx?+ apy?+ aggz’ + 2aXy + 2a13XZ + 2a3yZ+ X+ by + bzz+ ¢c= 0 ;

0 1
dj; a2 ai3

siendoA = @ dp1 dpo2 a3z A 6 O
dz1 adz2 ass

6.1. Ejemplos de super cies cu$dricas.
Ejemplos con detA 6 0.

1. Hiperoloide de una hoja: X + % i % = 1,

N
N

2. Hiperholoide de dos hojas. ’;—i i {7 i

3. Elipsoide: ;—2 + g + %; =1

2 2 2
4. Cono: %+ L i 4 =0.

2
5. Punto: g; + é + %; =0 ((xv¥;2) = (0;0;0)).
6. Conjunto vacfo: ’;—z + )t’)z—z + (Z:—j =i 1

Ejemplos con detA = 0.
1. Paratoloide eNptico: ’f;fr + %; i z=0.

2. Paratoloide hiperbdlico: ’;—2 i i z=0.
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3. Cilindr o efptico: ’;—i + {)2—2 = 1.

4. Cilindr o hiperb§lico: g; i %; = 1.

5. Cilindr o parabdfico: )f;j- i y=0.

6. Dos planos paralelos: g; =1 (x=ayx=j a).

2
7. Dosplanosseantes: & i % =0 (X

o<

:Oy

[SEeS
+

ol<
1

N

8. Un plano (doble): g; =0 (x=0).

9. Una recta (doble): ’;—2 +%L=0 (x=0ey=0).

2
10. Conjunto vacfo: ’;—2 =i 1

6.2. Clasi cacifon de super cies cu$dricas.

Lo que probaremosa cortin uacifin es que toda super cie cufidrica coincide con una de las anteriores, a
menosde trasladar, rotar o intercambiar los ejesde coordenadas.

Sea
© a
S= (xV;2) 2 R3: ap1x?+ appy? + agzz? + 2aioxy + 2ai3xz + 2axyz+ bix+ by + bsz+c= 0 ;

0 1
aj; a2 ai3
siendoA = @ ay; ay, a; A60.

dz1 az2 ass
Denimos ©:R3! Ry ®:R%®! R mediante:
O(X;Y;z) = a11 X? + app Y2 + agaz? + 2aip Xy + 2a13Xz + 2ap3yz; ®X;Y;z) = bix + by + by z:
Claramene © esunafo(Sma %adraticgy ® 2l ! R3¢“. Sea' la forma bilineal sim§trica ascciadaa ©. Obsenar
X

que si escribimosX = @y Ay B = @ b, A, entonceses
z bs
©(X) = XYAX = hX;AXi; ' (X;Y)=hX;AYi; ®&X)=hX;Bi; 8X 2 R3:
siendoh; i el producto interno usual (escalar) de R3. Luego
a

© 3
S= X2R’: OX)+®X)+c=0 :

Como A esgna matriz simfitrica real, ertonces existe Q 2 M3(R) matriz ortogonal tal que Q'AQ = D,

.1 0 O
siendoD=@ 0 ., 0 A.Obsenar quedetA= 1, 5, 3.
0 0 .3
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6.3. Caso detA60 (,1,2,36 0).

En estecasola matriz A esinvertible, luego existe un finico X 2 R3 tal gue
1
B+ 2AXg=0, Xo=1§A' B:

Realizamosel cambio de variable X = X + X (traslacifin de ejes), luego

O(X) + ®X) + c= ©(X + Xo) + ®X + Xo) + C
©(X) + 2" (X X0) + ©(X0) + &X) + &Xo) + C
©(X) + 2'D(X“:X0)E®(§)+ %(Xo)+ ®Xo) + C

OX)+2 X;AXy + X;B +©OXg)+ ®&Xg)+C
D E
OX)+ X;2AXg+ B + ©(Xp)+ ®&Xg) +c¢C

©(X) + d;

siendod = ©(X ) + ®&Xp) + c. Entoncesla ecuacih de S respecto a las coordenadasX es
S: ©X)+d=0:

Realizamosel cambio de variable X = Q X. Como Q esuna matriz ortogonal, esto corresponde realizar un
giro de ejes(det Q = 1) o un giro de ejesseguidode una simetrfla especular (detQ = j 1). Es

0 1
R

©(X) = ©QX) = (QX)'AQX = X'QAQX = X'DX = 182+ 2%+ 325 X =@y A:
2
Entoncesla ecuacth de S respecto a las coordenadas®, ¢ y 2 es
S: 1R+ 9P+ 3+ d= 0

Consideremosprimero el casoen el cual d = 0.
1. Si,1,,2Y, 3 tienen el mismo signo, entoncesS esun punto.
2. Si,1,,2Y .3 notienen el mismo signo, entoncesS esun cono.

Consideremosahora el casoenqued 6 0. A menosde intercambiar R, § y 2 tenemoslos casossiguiertes:
1. Si,1,, 2, ,3Y dtienen el mismo signo, enoncesS esel conjunto vacjo.
2. Si,1,,2, ,3tienen el mismo signoy estesigno esdistinto del signode d, entoncesS esun elipsoide.

3. Sisg,1=5sg,26 sg, 3= sgd, entoncesS esun hiperboloide de una hoja.

4. Sisg,16 sg,2=5sg, 3= sgd, entoncesS esun hiperboloide de dos hojas.
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6.3.1. Caso detA =0 (: 1,2.,3~ O)

En estecasorealizamosprimero el cambio de variable X = Q X,
3 ’ 3 ! D E D E
© QX +® QX +c=X'DX+ QX;B +c=X'DX+ X;Q'B +c:

0 1 O 1 0 1
% b

1
SeanX = @y Ay@~, A=Ql @b, A. Entoncesla ecuacith de S respecto a las coordenadasx, yy z
7 T3 bs

St 1%+ oV + 322+ T x+ Lyt zz+c=0

es

Obsenar que como A 6 0, entoncesno puedeser, ; = , 2 = , 3 = 0; luego a menosde intercambiar los
ejestenemosdos posibilidades:, 16 0,,,= ,3=0y ,160,,,60,,3=0.

Caso ,160,,,=,3=0. Es

S: . 1%X°+ 1%+ oy+ z2+c=0:

< ¥=2X
Si 2,6 00 36 0, entoncesrealizamosel cambio de variable  y= ayi b2 y obtenemos
" z=by+ a2

S: ,1%%2+ 1R+ (agi b2)+ s(bp+a)+c=0 )
S: L1R%+ 1R+ (T2a+ 3b 9+ ((zai 202+c=0

Elegimosa y b tales que 1
“3aj 2b=0
a2+ =1

Obsenar que a y b seobtienen intersectandola circunferenciax?+ y2 = 1 conlarecta 3xj o2y = 0. Esto
asegurala existenciade a y b, ademds implica que existe! 2 [0;2¥] tal quea = cos! y b= sen!, luego
el cambio de coordenadasrepresera un giro de ejes alrededor del eje Ox. Para estosvaloresde a y b la
ecuaciih de S respecto a las coordenadasy®, ¢ y 2 queda

S: ,1%%+ 12+ °¢+c=0;, con°= ,a+ s3b:
Obsenar quelasrectasde ecuactfh 2x+ 3y =0y 3Xi 2Y= 0nocoinciden,luego® = ,a+ 3b6 0
y S esun cilindro parabdlico.
Si ,= 3= 0, enonces:
S: 1%?+ 1x+c=0:
Seat¢ = "2 4,;c. Tenemoslas siguiertes posibilidades:

1. Si¢ < 0, entoncesS esel conjunto vacfo.

B - b

2. Si¢ > 0, enoncesS sondos planos paralelos:x = 1= yx= 121 ¢
51 s 1

3. Si¢ > 0, enoncesS esun plano (doble): x = ﬁ
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Caso,lﬁ O,,26 0y,3: 0. Es

S: 1%+ ¥+ 1%+ oyt 3zz+c= 0

Si hacemosla traslacifin de ejes 8 -
? x=Rig;
> ¥=¥i 25

z=2
entoncesla ecuacifh de S respecto a las coordenadasy®, ¥ y 2 queda

S: 1%+ 297+ 32+ =0

siendo” = cj - i 7%.

Caso 3=0. ESS: [ 1%%+ »9?+ =0

1. Si” = 0, entoncestenemosdos posibilidades:
a) Sisg, 1= sg, 2, enoncesS esla recta (doble) =0y 9q= 0. q
b) Sisg,:6 sg, », entoncesS sondos planos secartesy = gk ey =i '—=2—1 R.

2. Si~ 6 0enoncestenemosdos posibilidades:

a) Sisg,1=sg,2=sg , entoncesS esel conjunto vacfo.
b) Sisg,1=sg,26 sg’, ertoncesS esun cilindro efptico.
c) Sisg,16 sg, 2, entoncesS esun cilindro hiperbflico.

Caso 36 0. EsS: ,15{‘24‘ ,292+_32+ " =0.
1. Sisg, 1= sg, 2 enoncesS esun paraboloide eFptico.
2. Sisg, 16 sg, 2, entoncesS esun paraboloide hiperbflico.

Esto concluye la clasi cacifin de las super cies cufdricas.

6.4. Ejemplo

0 1
2 0 1

SeaS: 2x2+ y?j 72+ 2xz+ 4xj 4y+2z+3=0.EsA= @0 1 0 A  luegodetA= {360

10 i1

y sabemosque existe un vector X tal que 2A Xo+ B = 0, siendoB = (4;; 1;2). Calculando obtenemos
Xo = (i 1;2;0), luegorealizando el cambio de variable x = xj 1,y = y+ 2y z = z obtenemos

S: 2¥°+ y?| 2+ 2x%zj 3=0:

Obsenar que detA = j 3 implica que el producto de los valores propios de A es negativo, por otro lado
la suma de los valores propios de A coincide contr A = 2 > 0, luego necesariamete hay un valor propio
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negativo y dos positivos. El valor de d se obtiene substituyendo las coordenadasde X ¢ en la firmula que
dene aS:
d=2( 1)°+ (2%i (0)°+ 231 1)(0) + 4G 1)i 4(2)+2(0)+ 3= 3

Luegorealizandoel cambio devariable X = Q X obtenemosuna ecuacifh de la forma a2 22+ b? 92 ¢2 22 3=
0, siendoa?, i y i ¢ los valores propios de A. Operando llegamosa
a2

k? c
@ @2 Yol 22—
3k+39‘| 32 1

que esla ecuach de un hiperboloide de una hoja.

1. P
Obsenar que en este caso podemos hallar expfcitamente los valores propios, estos son 1, % y

1113 'jyegola ecuacish de S queda

7. Formas multilineales alternadas

SeaV un | -espaciovectorial y n un entero positivo. Una n-forma multilineal ! enV sedice alternada
si veri ca:
(Ve i Vin iVt V) = (8)
cadavezqueexistani 6 j talesquev; = v;.
Obsenar que si! esuna n-forma alternada, entoncesveri ca:

P(vyconvisionysiinvn) = 0 b (v vy visiinvn) s 8i B ) vy iiiivp 2 Ve 9

0 = (Voo Vi+ Vil vi+ Vyiinv)
= b (vairn v Vi e) L (VT Vi V) (VI Vi V)
FLVL IV V)
= 0+ b (vapinnvisi iV sinnve) L (Ve n vtV ive) + 0
= Dvainvis i v i) (VT T Vi T Vn) S
luego! (Va;iiiVisiinViiiiiive) = i b (Ve Vil Visiiivn)

Seanvy; il Vil vihiiive 2V ocony = v ei 6 . Utilizando (9) y quev; = v; obtenemos:
v iinvisrinyisinnvn) = 0 b (Ve Vs i visiinovn) = b (Ve Vit v il vn)
Luego 2! (vq;::iyVisiiiyVvj, il vp) = Oy comocar| 6 2es! (Vi;:ii;Vi;iii Vi iiiiVn) =

Obsenar que lo anterior prueba que (8) y (9) son equivalentes si car| 6 2.
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Escribiremos
Alt (V) = f! :V £ ({%¢£ \4 I' | : ! esunak-forma multilineal alternadag; k= 1;2;:::

Es un ejercicioel veri car que Alt (V) esun subespaciodel espaciode las k-formas multilineales en V, luego
Alt (V) esun espaciovectorial. Obsenar que Alt 1(V) = V. De nimos Alto(V) := | .

Ejemplo 7.1. SiV = R3 denimos! 2 Alt (V) mediarte ! ((x;y;2);(x%y%29) = xy% yx% 2yz% 2y%z.
Obsenar que podemosreescribir! mediante:

. . ¢¢ . ¢
U 6yi2); xCy%20 = xy0 y>6°+ 2y 2% 2yl°z= xy%+ y i x0+ 220 12ng

1
y° 0 1 0 x0
=(xy;2) @ x%+ 22°A = (x;y;2)@;1 0 2A@y0A; (10)
i 2y° 0 20 20

De estaforma esf§icil probar que! esuna 2-forma alternada en R3. Obsenar que la matriz en la igualdad
(10) esantisim@trica, esdecir verica Al = | A.

Ejemplo 7.2. SiV = R", de nimos ! 2 Alt,(V) mediante la funcifin determinante:

X11 C¢¢C Xin

P((X1r::55Xn1) 500 (Xans 2o Xnn) = : :
Xn]_ ¢¢¢ Xnn

De ahora en adelarte supondremosque V esun espaciovectorial de dimensifin nita n.

Prop osicipn 7.1. Altk(V) = f0g para todo k > n.
Dem. Conaderemosfgi """ J;eng una basedely y sea! 2 Altg(V).

Seanvy; i 2V, vy = J 1,6, ..., V= Jk -1 8,8, luego
0 1
x x
=1 @ 3,6, a,g,A = 3, 000ay, ! (g,5:::;8,):
j1=1 jk=1 ji=¢egj =1
Comok > n, enel conjunto g,;:::;¢, necesariamete hay elemerios repetidos, luego! (g,;:::;¢,) = 0,
8j1;:ijk Y ' (ve; i v) = 0. Comovs;:::; vk 2 V sonarbitrarios sededuceque! = 0 O

Prop 05|C|‘Ebn 7.2. Supngamosquefes;:::;engesunabasedeV y! 2 Alty(V), k- n. Entonces! = 0

P(esiine,) =0, 8ig:inik2fl:ii;ngtalesquel- i3 <iz< ¢C¢< iy - n: (1)

Dem. Esclaro que! = 0implica (11).
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Supongamosque ! veri ca (11). Seanvy;: iV 2 V, Vi = P jnl=1 3,64, ooy Vk = P jnk=1 3,6, luego
0 1
X X X
Pvi;iisv) =1 @ a0 a,8A = aj, Celay, ! (g,:::156,): (12)
j1=1 jk=1 ji=cegj=1
Obsenar quesiexistenp 6 qtalesqueeg, = g, enonces! (g,;:::;¢,) = 0.Porotro lado, sig,;:::; €, son
distintos entre Y, podemosreordenarlospara obtenerun conjunto e;,;:::;&, conl- i1 < i< ¢¢< iy - n
Notar que siemprepodemospasarde la k-upla (gj,;:::;¢,) alak-upla (&,;:::;€,) realizandouna cantidad
“nita de intercambios ertre los elemerios de (g,;:::; ¢, ), cadaintercambio corresponde a un cambio de

deduceque! = 0. O
Corolario 7.3. Supngamosquefes;:::;engesunabasedeV y! ;" 2 Alty(V), k- n. Entonces! =" si
y solo si

Dem. Aplicar la proposicidin anterior a! | ~ 2 Alt (V). O

Observacih 7.1. LlamaremossS,, al conjunto de permutacionesden elemerios. Esdecir que S, esel conjunto
de biyeccionesdel conjunto f1;2;:::;ng en f mismo. Si %2 S,, llamaremossg(®) al signode %

U1234

Recordemoscfimo secalcula el signode una permutaci®in. Por ejemplo, si %= 31 4 2

, entonces

en la cuaterna (3; 1; 4; 2) tenemos:
= el 3es§eninversidn conel 1y el 2,
= El 1 no estaen inversi§in con ninguno,
= el 4 est§ eninversifin con el 2,

luego el nfimero total de inversioneses2+ 0+ 1= 3y por lo tanto sg®) = (; 1)3= i 1.

De hedho esteresultado se generalizaal siguierte (omitimos la prueba):

Prop osicihn 7.4. Sea! 2 Alt (V) y %2 Sy, entonces
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®(v1) OC¢ ®y(vi) =
: : E; 8viiiiiw 2V
®&(v1) ¢¢ ®(v)

Ejemplo 7.3. Si® 2V"es®" 2Alty(V)y

(®" ) (u;v) = :@ES; @gg —= ®Uu) (V)i ®V) (u); 8u;v2V:

ConsideremosV = R3, fe;;e); esg la basecandnicay fel; €5; e30 la basedual en V®, esdecir

exy;2)=x exy;z)=y exy;z) =z

Entonces _
(€7 ) xyi): xye S ;§ yf));: xy% yxS
(e1 ™ €5) i(x; y;z);ixa,yOﬁZOm: é)z( )Z(S§= x 2% zx°
(6" &) '(x y;Z);ix(%y‘l,zo¢¢= 532' )Z/EE= yz°%i zy§

(o]

Obsenar quesi! esla 2-forma del ejemplo 7.1, ertonces! = e &5+ 2e5 " €5.

Ejemplo 7.4. Si®, ;°2V%es®" "°2AltzV)y
. “e) 8) ®(w)
@~ 22y (uviw) == (u) (V) (w) =
*(u) °(v) °(w)

Si consideramosde nuevo V = R3, fe;; e; e3g la basecanSnicay fef; €); €59 la basedual en V®, entonces
¢ “x x0 x00Z
ooZO(? _Z

- 0 00
SZY y y —
7z 70 700

GA B a0y i ¢
(1~ e ef) (xy;2); xGy52% 5 x%y

La prueba de las siguiertes propiedadeses simple y queda como ejercicio.

1. ®"®=0y®" =i "®8® 2V~
2. Siexisteni 6 j talesque ® = ®, entonces® " ¢¢¢" ® " CCC" ® M ¢GCN ® = 0.
3. ®yqy M CECN ®yyyy = SQEF) ® N CCEN Ry, 8¥a2 Sy; en particular

® " e & N CCCN ® N CCCN B = | ® M ¢ ®) N CCCN ® N CCCN ®):

28



Teorema 7.5. Seafes;:::;engunabasedeV yfef;:::;eng la basedual en V®, entonaes
a

©
B= € ~eter el 1. ip< ¢el<iy- n
esuna basede Alt ((V), paratodok = 1;:::;

Dem. Seak 2 f1;:::;ngy ! 2 Alty (V). ProbaremosqueI seescribe en forma finica como combinacifin
lineal de B, esdecir que existen finicosa; ;i 2|, 1- i1 < ¢¢¢< iy - n tales que

X
! = ail;:::;ik e:ll N ¢¢¢A eink:
1-i1<¢¢di - n
Obsenar que aplicando el Corolario 7.3, obtenemosque severi ca esta d]ltima igualdad si y solo si

X i
(i) = i, 6 N CeeN € ."k (.6, (13)
1-i1<¢6di - n

paratodoji;:::;jk2fl;::r;ngeonl - ji < €CE< ji - n.
Calculando tenemosdos casosposibles:

i ¢ el (e) o e (s
e, " 00N e (g5iiig) = :
e, (g,) ¢ € (e,)

En el caso(A), ese€’ (g,) = ¢0¢= €f &q ) = 0, luego en el determinante de la ecuacih (14) la columna

1

(N
~~
>
o
..
9
(9]
B\
e,
;
Q

(14)

|-§simaesnula y resulta "€, * ¢¢¢" e ,"k (§,::5,8,)=0:
En el caso(B) esfjl;::"Jkg— fig;::ikgsiendol . jp< €< ji - ny1l- ip< ¢CC< ik - n, luego
necesariamete esiy = j1, ..., ik = jk Y
-1 0 ¢¢ 0-—
|n . ¢ i g . ¢ -0 1 ¢e¢ 0 —
PR A T C PR P B = PR (elliiiiielk)=:: - —=
0 0 ¢6¢ 1
Entoncesen la sumade la ecuecdh (13) el ginico t&rmino no nulo corresponde al casoi = j1, ..., ik = jk
y en esecasoes ' e, " ¢ee” e ,“k (&,;::1;8,) = 1, luegola ecuacidh (13) equivale a
PGund) = e Bininje2flhiiiing 10 jp < 606< jy - n

Esto concluye la prueba de que B esbasede Alt ((V), adends obtuvimos cimo represenar una k-forma !
en t®rminos de esta base: X

I = (&0 8,) &) ™ ¢ee g
1 i1<¢Gdi - n
O
e .
Recordemosel simbolo combinatorio |, = w7k que es de nido paratodon;k2 N, n, k.
: - . in¢
Corolario 7.6. SidimV = nyKk - n, entoncesdimAlt (V) = E . O
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Ejemplo 7.5. SupongamosquedimV = 3y seaf e;; e; e3g una basedeV, entoncesAlt (V) = fOg; 8k, 4
y

pT
f1g esuna basede Alt o(V) = | ; dim Alto(V) = 3 =1,
H3‘IT
fe]; e5; e3g esunabasede Alt 1(V) = V7 dimAlt 1(V) = L - 3
pT

fel " e5; 1" €5 e e5g esuna basede Alt »(V); dim Alt (V) = , = 3;

H3ﬂ
fel N €5 e5g esuna basede Alt 3(V); dim Alt 3(V) = 3 © 1

En el casode V = R?® estasbasesfueron halladas expfcitamerte en los ejemplos7.3y 7.4.

i.¢
Ejemplo 7.6. SiV = |"y fey;:::;eng esla basecandinica de | ", entonces dim Alt (V) = '2 =1y
fe] N ¢t¢” el g esuna basede Alt (V).

~~
Lo
>
<
<
<
>
:S(Dﬂ
A
)
—~
X
=
o
x
]
ey
A
—
x
=
]
X
=}
)
N
A
|

Xn]_ ¢¢¢ Xnn

Luego €] * ¢t¢™ e = det (el determinante) y f detg esuna basede Alt (V).
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