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Espacios con pro ducto interno

En estetema el cuerpo de base| seR o C. Diremos queun | -espaciovectorial V esun espaciovectorial
real si| = Ry queV esun espaciovectorial complejosi| = C.

1. Espacios con pro ducto interno

De nicifon 1.1. SeaV un espaciovectorial. Un producto interno enV esuna funciinh; i : V£V ! |
que veri ca:

1. hu+ v;wi = hu;wi + hv;wi; 8u;v;w 2 V.

2. hau;vi = ahu;vi; 8a2|; u;v2 V.

3. hu;vi = hvjui; 8u;v2 V.

4. hv;vi > 0; 8v6 0.
Un espacio con producto interno esun par (V;h; i) enel cual V esun espaciovectorialy h; i :VEV ! |
esun producto interno enV.
Observacgh 1.1. 1. Si| = R, la condicifin hu; vi = hv;ui; 8u;v2V quedaenhu;vi = hv;ui; 8u;v2 V.

2. Las dos primeras condicionesnos dicen que h; i eslineal en la primera componerte.

Ejemplo 1.1. En | " el producto interno usual es

Siempre consideraremoseste producto interno en | " a menosque explicitemos lo cortrario.

Ejemplo 1.2. SiA 2 M,(]), de nimos A® := A, esdecir si A = (a) y A® P (bj), eshj = ai (si| =R
esA” = AY). Denimos h; i :Mp(|)£ Mp(])! | por A;Bi :=tr (AB") = lnj -1 & by :

EjemploR 1.3. SeaC[0;1] := ff :[0;1]! R : f escortinuag, de nimos h; i : C[0;1]£ C[0;1]! R por
Higi= o f(t)g(t)dt

Ejemplo 1.4. Sil = [a;h] 2R esun intervalo cerradoy f : 1 ! C esuna funcifin, entonces para cadat
enl esf(t) = fq(t) + i fo(t), luegof de ne dosfuncionesfi;f,:1 ! Ry redfprocamerte f; y f, de nen
f = f1+ if ,. Sedice quef escontinua o integrablesifi y f, soncorntinuas o integrables respectivamerte.
Sif esintegrable sede ne Z, Z, Z,

f = fi+i fo2 C:

a a a

R 1, —_—
SeaH = ff :[0;2]! C : f escontinuag, de nimos h; i :HE£ H! Cporh;g = 2%/4 02/“f (t) g(t) dt:



Observacih 1.2 Obsenar quesih; i : V£V ! | esun producto interno enV y r 2 R*, enonces
h; i, :VEV! | denido por hu;vi, := rhu;vi esotro producto interno enV.

De ahora en adelarte (V;h; i) esun espaciocon producto interno.
Prop osicipn 1.1. Vale:

1. hu;v+ wi = hu;vi + hu;wi, paratodou;v,w 2 V.

hu;avi = ahu;vi, paratodou;v2VyaZ?2].

Si hv;ui = O paratodov 2 V, entonceesu = 0.

2

3. hv;vi=0siysolosiv=0.

4

5. Sihv;ui = hv;wi paratodov 2 V, entoncesu = w.
Dem.

1. huyv+ wi = hv+ w;ui = hv;ui + hw;ui = hv;ui + hw;ui = hu;vi + hu; wi.

2. hu;avi = mv;ui = ahv;ui = ahv;ui = ahu;vi.

3. Siv 6 0, enonceseshv;vi > 0y por lo tanto hv;vi 6 0; luegohv;vi = 0 implica v = 0.
Redprocamerte, siv= 0esh0;0i = O+ 0;0i = hO;0i + hO;0i 2 |, luegohv;vi = MO;0i = 0.

4. Sihv;ui = O paratodov 2 V, enoncestomandov = u eshu;ui = 0y luegou = 0.
5. Sihv;ui = hv;wi paratodov 2 V, ertoncesesO= hv;ui j hv;wi = hv;uj wi paratodov?2 V, luego
esuj w= 0y resultau= w. O
Observacdh 1.3. De la condicifin 4 de la de nicifhn de producto interno y dela a rmacifhn 3 de la proposicidin
anterior sededucelo siguierte:

hv;vi, 0; 8v2V yhvvi=0, v=0:

De nicifon 1.2. Siv 2 V, de nimos sunorma por jjvjj := P hv;vi. La normade ne unafuncifnjjjj:vV! R.

. . _ n N o q I n . 2
Ejemplo 1.5. SiV = |"esjj(Xq;:::;Xn)j] = =1 IXiJ

Observacth 1.4. Siz2 C,z= a+ ibcona;b2 R, escribimosRe(z) = ay Im(z) = b. Obsenar que es
iRe@)j - jzj,jIm(2)j - jzj,z+Z= 2Re(z) y zj z= 2iIm(z). Vale la siguerte igualdad:

jju+ vji® = jjujj® + 2Re(hu; vi) + jjvjj%;  8u;v2 V: (1)
Prueba:

hu+ v;u+ vi = hujui + hupvi + hv;ui + hvpvi = jjujj? + ho;vi + hupvi + jvij?

jiu+ vii?

jiuji® + 2Re(hu; vi) + jjvjj*:

Obsenar que si| = R, la relacifin (1) queda

jju+ vij% = jjuji®+ 2hu;vi + jjvjj%;, 8u;v2 V:



Prop osicipn 1.2. Vale:
1. jjavjj = jajjjvjj, paratodov2 Vya?2]|.
2. jjvjj, Oparatodov 2 V yjjvjj= 0siysolosiv=0.

3. Desigualdadde Caudhy-Schwarz: para todo u;v 2 V esjhu;vij - jjujjjjvjj y vale el simlolo de igual si
y solosi fu;vg esLD.

4. Desigualdadtriangular: para todo u;v 2 V esjju+ vjj - jjujj + jjVvij.
Dem. Las dos primeras a rmaciones se deduceninmediatamerte de la de nicihn de norma. Para la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, si v = 0 esjhu;vij = jhu;0ij = 0 = jjujjjjOjj = jjujjjivii y el conjunto
fu;vg= fu;0g esLD.

Supongamoshora que v 6 0. Obsenar que paratodoc?2 | esO- jjuj cvjj?. Tomandoc = hu;vijjvjj? y
utilizando la relacifin (1) obtenemos

jhu; vij

jjui cviji?=jjuji?i 2Re(tu;cvi) + jgjvii? = jjuji?i 2Re(chu;vi) + iivi® jivij?
A !
- hu; vi . jhu;vij2 jhu;vij?  jhupvip? ., jhupvij?
= jjujj’i 2Re ——huvi + 1~ = jjujj’] 2 + o = jjUjj% ]
JHI jivii2 gz - T ST jviiz - T e
Luego
. . o ihu; vij 2
jui cviiz = juj?zi el ()

jiviz
De las relaciones0 - jjui cvjj?y (2) seobtiene la desigualdadde Cauchy-Schwarz.
Sifu;vg esLD, comov 6 0 entoncesexistea 2 | tal queu = av, luego
jhu; vij = jhav;vij = jahv;vij = jajjjvij? = jajjjvii jivii = jiavijjivii = jjujj jjvij:

Redprocamentesi jhu; vij = jjujjjjvjj y v 6 0 entonces (2) implica jjui cvjj? = 0y luegou = cv para
¢ = hu; visjvjj.

La desigualdadtriangular se deducede:
jiu+ vii% = jjujj? + 2Re(hu;vi) + jivii® - jjuji® + 2o vij+ jivii? - juii? + 2jujj jvii + jivii®
= (jjujj + jivii)*:

O
Aplicacifon 1.1. En el caso particular de V = |" la desigualdadde Cauchy-Schwarzy la desigualdad
triangular nos dan las siguientesrelaciones:
- — A I 1A [
- XiYi— IXi) 1Yi) ,
A i=1 | Ai:l | izl |
x 1=2 oo 1=2 X .2- 1=2
IXi + Vi) 1Xi] + 1yil
i=1 i=1 i=1



De nicifon 1.3. Dosvectoresu y v sedicen ortogonalessi hu; vi = 0, en estasituacifin escribimosu ? v. Un
subconjunto S de V sedice un conjunto ortogonalsi paratodo u;v enS esu ? v. Un subconjunto S deV se

entonces S es ortonormal si y solosi hvi;vji = #; para todo i;j. Una base ortonormal es una base que
ademds esun conjunto ortonormal.

Ejemplo 1.6. La basecandinicade | " esuna baseortonormal.

Ejemplo 1.7. El conjunto S = f(1;1;0); (1;i 1;1); (i 1 1;2)g esun subconjunto ortogonal de R® que no
esortonormal.

Recordarquesiz= a+ ib2 C, sede ne € := e?(cosb+ i senh). La exponencial veri ca:
efrlez =gl (A)"=€"%;8n22Z;, &=¢€:

Ejercicio 1.1. Probar queparatodoz 6 0enC es
Z r[:: b )
betht _ it: _ ez ; ebz:

a Z -, z

© . a
Ejemplo 1.8. El conjunto S = f,:[0;2%]! C: fp(x)=€™; x2[0;2%}; n2 Z esun subconjunto
ortonormal de H:

1221/4_t 1221/4_tT 1221/4_t imt
ném;, hpfni=— etemdt= _— eMeMdt= — eMe M dt
e 2%_g 2Ya o Y

2Y4 1
— i ei(ni m)tdt - 1 i(nj m)t:2/4: .
21/420 2Yi(nj m) 0 '
1 2V __2 1 24
n=m; Hpfoi= — et “dt= — dt = 1:
AL SV Y g

X h: Vi
Siu=  av;; entonesa; = ..’\.'.';; =1:::;n
i=1 nvill
Dem.
* +
X i X X . — hu; vji
u=  gv) huvi= avi;vi = g hvyvil = ajjvijit) a = s
J=1 j=1 j=1 jivilj

O

Corolario 1.4. Si S esun sulronjunto ortogonal (nito o in nito) de V formado por vectores no nulos,
entonces S esLl.
. P -
Dem. Sivi;:i:;va 2 Sy az;:::;an 2| sontales que i”:l a; vi = 0 entoncesa; = ;(\),—I"”'} = 0 para todo
i=1::::n. O



Ejemplo 1.9. En el ejemplo 1.8 el conjunto S esun subconjunto ortonormal de H, luegoesLI y por lo
tanto H esun espaciode dimensi§in in nita.

todou enV es
xn

u= hu; vii v
i=1
O

De nicifon 1.4. SeaB un conjunto (posiblemerie in nito) ortonormal enV. Siw 2 V llamamoscoe cientes
de Fourier de w respecto a B a los escalaredw; vi conv 2 B.

W1 = Vi
h/z;Wli
W-o = V. - =
R TYE:
|'V3;W1i I"'\/3;W2i
W3 = V. - ——W1 | = —
ST Twajiz T w2
tVo;wii ~ hvnwp gl .
B T A T

Entonces S° es un conjunto ortogonal de vectores no nulos que veri ca [S9 = [S].

1- m- n.

Param = 1 secumple. Tgmamgscomo hip§tesis de induccifin que SPni 1 esun conjunto ortogonal de
vectoresno nulos que veri ca S,?” 1 = [Sm; 1]
Consideremoswy,. Si fuesew,, = 0 entoncesseffa vy, 2 [S,?1i 11=[Sm;1] Y Sm = Sm; 1[ fvmg resultarfa
LD contradiciendo que S esLI. Luegoeswy, 6 0.

El conjunto Sr?m 1= fwi; i, wm, 10 esortogonal. A rmamos que wy, esortogonal a wi;:::; Wm; 1
. . hvmwali , Wm; Wm: 1i .
PV Wil = v Wil | ———— hwgwii j €06 ——— - 1 Wi
m i m il JJW1]JZ 1 il | JJWmi 1”2 mj 1 i
Vm ; wii

Vi Wil

w2 hwi;wji =0, 8i=1:::;mj 1
I

y Sm tambi€n esLl, luegodim[S%]= dim[Sy]= m lo cual termina la prueba de [S%] = [Sm]. O

Observacih 1.5. Obsenar que si aplicamosel m§todo de Gram-Scmidt a un conjunto LI dela forma S =



Corolario 1.7. Sila dimensifin de V es nita, entoncesV admite una base ortonormal.

una baseortonormal de V. O

Qbservacdh 1.6. F,SeaV de dimensiin nita y B = fvy;:::;vhg una base ortonormal de V. Seanv =

-1 XiViyw= ViV, entoncesvale:
x x
hvwi = x v kvk? = jxij%
i=1 i=1
En efecto, * +
. x x X X x
hv; wi = XiVi, YV = Xi Vi hvisvji = XiVj & = Xi Vi

i=1 j=1 ij =1 i =1 i=1

De la obsenacifin anterior y el Corolario 1.5 seobtiene:

Prop osicihon 1.8 (Iden tidad de Parseval). Sea V de dimensifin nita y B = fvy;:::;vyg una base
ortonormal de V. Entonces

X
hv; wi = hv;vii hw;vii; 8v,w2 V:
i=1
En particular, kvk®= " _; jhv; viij “. O
Observacgh 1.7. SeaV un espaciovectorial real o complejo (aguf no suponemosque V tenga producto
interno) ge dimensidin nltg y B=fvy;::: 'Iyng una basecualquierade V. De nimos h; i :VE£ V! | por
bvwi = L xiyisiv= L xviyw= L yivi. Esun ejercicodel practlcos el probar qgueh; i de ne

un producto interno enV y que B esuna baseortonormal respectoa h;

Prop osicipn 1.9 (T eorema de Pit §goras). Si v y w son ortogonales,es
jiv+ wij? = jivii® + jiwjj*:
Dem.
jiv+ wjj? = jjvii®* + 2Re(v;wi) + jiwjj® = jjvji® + jjwjj*:

entoncesresulta ortogonal a | 1 Vi Luego aplicando Pltﬁgorasy Ia hipftesis de induccifin obtenemos:
4 — X1 LoD .. ..2 X.-l D
== VT +jjivasi’ IVill™ + IV )] = nvil—:

i=1 i=1 i=1

E e

—  Vi— =T Vit Vhn
i=1 i=1

NANEI
;SI



De nicifon 1.5. Si S esun subconjunto cualquierade V, el conjunto
S?:=fv2V:v?w 8w2Sg

sellama el complementoortogonal de S.

Observacidh 1.8. Obsenar que S? esun subespaciode V (aunque S no lo sea)y que S = [S]?. En
particular, siW esun subespaciode V y S esun generadorde W, erntoncesv 2 W? siy solosiv ? w para
todow enS.

Ejemplo 1.10. fOg® = V y V? = f0g.

Teorema 1.11. Sea W un sulesmcio de dimensifin nita de V, entonees:
V=WOW?:

Dem. SeaB = fws;:::;wng una baseortonormal de W, siv2 V es

X X
V= v, wii wj + v hv; wii w;:
i=1 i=1
P n H H . P n - . .
Obsenar que hv j i=1 v wii Wi Wi = hv,wji j i—1 viwii hwi;w;i :PO paratodoj = 1;:::; ;n, luego
por la obsenaciin anterior esv i L bv;wii wi 2 W? y claramerte [, hv;wii w; 2 W, de donde

V = W+ W?. Porotro ladosiw 2 W\ W? esw ? wy luegow = 0lo cual pruebaqueW\ W? = f0g. O

Corolario 1.12. Sila dimensifin deV es nita y W esun sutesgacio deV esdimW+dmW? = dmV. O

Observacdh 1.9. Sila dimensifin de V es nita y S = fvi;:::;vmg esun subconjunto ortonormal de V,
entonces completando S a una base cualquiera de V y aplicindole a esta el m§todo de Gram-Sdmidt
obtenemos:

1. Existen vectoresvm+1;:::;Vh €nV tales que el conjunto
fvi, iV Vm+1;:::;Vng €suna baseortonormal de V.
2. SiW = [vi;:::;Vm], entoncesW? = [Vm+1;:::;Vnl.

De nicifon 1.6. SeaW un subespaciode dimensi§in nita de V. SeanP, 2 L(V)y P,» 2 L(V) las
proyecuonesasocladasa la descomp)smmn V=WOoWw?, S|endo ImP, = W y Im P > = W?. La

una baseortonormal de W, entonces
X X
Pw (V) = v, wii wi; P2 (V) = Vi hv;wii w;j; 8v2V:
i=1 i=1
De nicifon 1.7. 1. Seanvy w enV, de nimos la distancia entre vy w por d(v;w) = kv j wk.

2. SeaS un subconjunto deV y v 2 V, sede ne la distanciadev a S por d(v; S) := inffd(v;w) : w2 Sg.



Corolario 1.13. Sea W un sulespcio de dimensifin nita deV, Py, 2 L(V) la proyeccifin ortogonal sobre
W yv2 V. Entonces:

1. 8w2 W es
ivi wii, jivi Pw(W)j: 3)
2. Siwg2 W verica
ivi wii, jivi wojj; 4)
8w 2 W, entoneswgy = Py, (V).

Dem. Obsenar quesiw 2 W, esvi P, (v) 2 W? y Py, (V)i w2 W, luego aplicando el teorema de
Pitfigorasresulta

Vi wi2=jivi Pu (V) + Py (V)i Wii2=jivi Pu (Wi + jiPu (V)i Wij?, jivi Pw(iji®:  (5)

Esto implica la primera a rmacipn. Para la segundaa rmacipn, tomando w = P,, (v) en (4) resulta jjv i

Pw (V)ji , Jivi Wojj. Por otro lado tomando w = wg en (3) resulta jjv i wojj , Jjivi Pw(V)jj. Luego
iivi wojj = jivi Pw(V)ji. Teniendo en cuerta esta flltima relacifin, tomando w = wg en (5) deducimos
JiPw (V) i wojj = 0y luegoPy (v) = wo. O

Observacgh 1.10 Notar que si escribimosla relacifin (3) en t§rminos de distancias, es
d(v;w) , d(v;Pw(Vv)); 8w2W:
Esto implica que d(v; Py (v)) esuna cota inferior para fd(v;w) : w2 Wg, perocomoP,, (v) 2 W, resulta
d(v;W) = d(v; Py (v)) = minfd(v;w) : w2 Wg:

La relacifin (4) nosdice que Py, (v) esel finico elemeno de W que realiza la distanciadev a W.

X 2
jivii?, jhv;viijc; 8v2V:
i=1

D .. .2 .. ..2 .. ..2 .. .2 X . ..2
Jiviic = JiPw (V) + vi Py (Wjj° = jiPw (Wji“+ jivi Pw(V)jj=, jiPw(Wjj© = jhv; viij<:
i=1
O

Ejemplo 1.11. SeaS el conjunto ortonormal de H de nido en el ejemplo 1.8. Si consideramosf 2 H
de nida por f (x) = x, 8x 2 [0; 2%}, es

1 Z21/4
ifiiz=Hfi= = t2dt= V3
2]/4 0
1221/4 B 1“221/4 Z 3y, 1
h‘;fni:g—l/4 . tel M dt = 5 t cosft)dt i ) t ser(nt) dt ; luego
i = sin6O0;



Allicando la desigualdadde Besselobtenemos

4., o, X X 52 X512 X 52 X
37 = 0ifii%, jfifaij?= So— =1+ -+ Ao =1Re 2 o
n=ih n=i h n n=i h n n=1 in n=1 n
X1 1
2. —_ 4D
) ) p 6]/4, 8h—1,2,....
n=1
. P 1 1 P 1 1 19
Luego la serie n=1 nZ escorvergerte y n=l nZ 6/3.

2. Operadores en espacios con pro ducto interno

En estaseccdh V serlf siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensi§in nita.

De nicifon 2.1. Seaw 2 V, denimos " : V! | por w(v) := hv;wi, 8v 2 V. Claramente ", 2 V7,
8w2V.
Prop osicihn 2.1. Paratodowi;w, 2 V y a2 | secumple:
L Tawgrw, = 8w T w,e
2. "wi T Twy . W1 Wa
Dem.
1 Tawi+wy (V) = hviawg + woi = &hv;wai + hv;wai = 87w, (V) + “wo (V) = (B 7w, + " wy)(V).

2. "wi = Twe, V;wii = hvywai; 82V, wy = wa.

O
Teorema 2.2 (Teorema de Riesz). Si®2 V?, existeun finicow 2 V tal que®= ",.
=]
Dem. SeaB = fvj;:::;vhg una baseortonormal de V 'y ® 2 V*®, consideremosw = 7, ®&Vj) V.
Entonces
* +
’ X1 X1 - X1 -
w(Vvi)= v;;,  ®&v)vi = ®(vi) hvj;vii = ®(vi) & = ®v));8) = L::n
i=1 i=1 i=1
Luego’y = ®. O
Teorema 2.3. Sa T 2 L(V). Existe un finico T® 2 L(V) tal que
hr(v);wi = hv; T%(w)i; 8v;w2 V:
Dem. Seaw 2 V jo y consideremos  : V ! | denida por (v) := hT(v);wi paratodov 2 V.

Obsenar que w = "w =T, luego 2 V*°. Aplicando el Teoremade Riesz, tenemosque existe un fnico
w2 V tal que w = "w, esdecir tal que hT (v);wi = hv;wi; 8v 2 V. De nimos entoncesT”:V ! V por
T%w) = w. Asfdadow 2 W, T%(w) quedade nido por ser el finico vector de V que veri ca hT (v);wi =
hv; T%(w)i; 8v2 V.



La funciin T® eslineal:

hv; To(awy + wp)i = HT(v);awy + woi = &RT (V); wii + HT(V); wai

hv;aT%(wy) + T%(wp)i; 8v2V

ahv; T (wy)i + hv; T (wp)i

luego T%(aw; + wp) = aT"(wy) + T7(wy).

Unicidad de T": Supongamosque existe S 2 L(V) tal que hT(v);wi = hv; S(w)i, 8v;w 2 V. Luego es

hv; To(w)i = bv; S(w)i; 8v2 V) T°(w) = S(w); 8w2V) T°=S:

De nicifon 2.2. El operador T” sellama el operador adjunto de T.

Observacih 2.1 Sededucede la demostracdn anterior que si B = fvy;:::;v,g esuna baseortonormal de

VyT2L(V) entonceses
X
Tw) = hw; T(vi)ivi; 8w2V:
i=1

o] P n =7\ P n W) P n H
Prueba: T%(w) = w= _; w(vi))vi= o hT(vi);wivi= ., hw;T(vi)iv.

Prop osicihn 2.4. Sean T;S 2 L (V). Entonces:
1. hv;T(w)i = AT?(v);wi; 8v;w 2 V.

2. (aT + S)" = ar”+ S~

3. (T+S)"=S"+T".

4. (TH*=T.

5 id%=id.
Dem.

1. hv;T(w)i = AT (w);vi = hw; T?(v)i = AT?(v); wi.

Las pruebasde 2,...,5 sebasanen la unicidad del operador adjunto.

2.
haT + S)(v);wi = haT(v) + S(v);wi = ahT (v);wi + hS(v);wi = ahv; T%(w)i + hv; S%(w)i
= hv; (BT" + S%)(w)i ;8v;w 2 V:
Luego(aT + S)" = aT” + S°.
3.

NT £S)(v);wi = AT (S(V));wi = hS(v); T?(W)i = hv; S7(T(w))i = hv;(S"£T7)(w)i ;8v;w2 V:
Luego (T £S)” = S"£T°".

4. Por deniciHn de (T°)" eshT=(v);wi = hv;(T%)"(w)i ; 8v;w 2 V y por la parte 1 eshT*(v);wi
hv; T(w)i ; 8v;w 2 V. Luego(T®)" = T.

5. hd(v);wi = hv;wi = hv;id (w)i; 8v;w 2 V. Luegoid” = id.

10
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Recordemosque si A 2 My (| ) esA” = Al ysi| = ResA"= Al
Ejercicio 2.1. Probar quesiA;B 2 M(]) y a2 |, entoncessecumple:
1. (A+ aB)"= A"+ &B",
2. (AB)"= B°A".
3. (A")"=A.
4

%=1

P
Dem. Si[T]g = (aj) esT(v) = 1-”:1 aivj; 8i = 1;:::;n. Como B esuna baseortonormal esaj; =
AT (Vvi); vji. O

Prop osicipn 2.6. Si T 2 L(V) y B esuna baseortonormal de V entonces
[T"s = ([Tls)™:
Dem. Sea[T]g = (aj) Yy [T"]s = (¢j ). Entonces
aj = HT(vj);vii = v To(vi)i = RT2(vi);vii = G7) [T7]e = ([Tle)™
]

Corolario 2.7. Sea A 2 My(] ), consideremosel producto interno usualen|" y L, :|"! |" de nida por
La(v) = Av; 8v2 | " Entonces(Lp)® = Lao.

Dem. La base candnica B es ortonormal respecto al producto interno usual de | ", luego [(LA)"]s =

([Lalg)® =A%) (La)"= La-=. O

Ejemplo 2.1. ConsideremosC? con el producto interno usual, B la basecan§nicade C>y T : C2! C?
denida por T(x;y) = (2ix + 3y;xi Y), (X;y) 2 C2. Es

TR e TN
Me= 7 5 ) Me=@= 5 % = 24

luegoTo(x;y) = (j 2x +y;3X| V).

De nicifon 2.3. Decimosque un operador T 2 L(V) esnormal siT +T%= T"+T.
Una matriz A 2 M (] ) sedice normal siAA" = A"A

Prop osicihn 2.8. SiT 2 L(V) y B esuna baseortonormal de V, entonces T esnormal si y solosi [T]g
esnormal.

Dem. ComoB esunabaseortonormal deV es[T"]g = ([T]g)", luego[T+T g = [T]g [T"]s = [T]z ([T]g)"
y an§llogamente [T*+T]g = ([T]g)"[T]s. Entoncesesclaroque T +T% = T +T siy solosi [T]g ([T]g)" =
([T1g)[T]s. 0

11



De nicifon 2.4. 1. Un operadorT 2 L(V) esautoadjunto si T® = T. Obsenar que T esautoadjunto si

y solosi
hT (u);vi = hu; T(v)i; 8u;v2V:

2. Una matriz A 2 M,(R) essim@trica si At = A.

3. Unamatriz A 2 M,(C) eshermitiana siAt= A, Al=A.
Prop osicipn 2.9. SiT 2 L(V), B baseortonormal deV y A = [T]g. Entonces T es autoadjunto si y solo
si A essim@trica en el caso| = R o hermitiana en el caso| = C.

Dem. Como B esuna baseortonormal y A = [T]g, entoncesA® = [T"]. Luego T = T" siy solosi
A= A" O
Observacih 2.2 Si T 2 L(V) esautoadjunto, ertoncesT esnormal:

T+T =TT =TT

El redproco esfalso como lo muestra el siguierte ejemplo:

cosg | senu

Ejemplo 2.2. Sea0< p< ¥ay A = .EsAA" = A®A =1, luego A esnormal. Por otro
seny  Ccosp
lado esA” = At = _COS“ Send 6 A y A no essim@trica.
i senu cosu

Si consideramosen R? el producto interno usual, T = Ru: R?! R? la rotaciin de §ingulo uy B la base
candinica de R?, es[T]g = A, luego T esun ejemplo de un operador que esnormal y no esautoadjunto.

Teorema 2.10. Sea T 2 L(V). Si T esdiagonalizableen una baseortonormal de V, entoneesT esnormal

si| = C o autoadjunto si | = R.
0 1
.1 o 0
Dem. SeaB una baseortonormal deV tal que[T]g = %} oot g es

0o __ 1
b1 oo 0
M= (T)°=® : . : K:
0 ::: .n

Si| =Res,i=,i; 8 =1:::;n,luego[T°]g = [T]g y estoequivalea T" = T.
En generales 0 1
ja? 0
Mel=® : -~ : &=[Tsl

luego [T +T]g = [TxT gy esT T = T+T". O
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Prop osicifn 2.11. Sea T 2 L(V). Si, esun valor propio de T, entonces, esun valor propio de T*

Dem. SeaB una baseortonormal deV y A = [T]g. Sabemosque [T"]g = A", luegosi, 2| es
~ i—¢ ~ . R o o -
Are = Ape()) = det(A® 1) =det[(Ai ,1)°]=det(Ai ,I)=Aa(,)=Ar(,):

Entoncessi, esvalor propio de T esATa(,_) = A_rA (()=0=0. O

Prop osicipn 2.12. Sea T 2 L(V) un operador normal. Entonces
LT =T W)ij; 8v2 V.
2. Tj ,id esnormal, 8, 2 |.

3. Si v esvector propio de T correspndiente al valor propio
corresndiente al valor propio |, .

entones v es vector propio de T°

5 1

4. Si, 16 , 5 sonvalorespropiosde T con vectores propios correspndientesvy y Vo, entonesvy ? vo.

Dem.
BTWIi? = AT(v); T(V)i = v THT (V)i = b T(T(V)i = ATo(v); TR(v)i = jiTo(v)ji*:

(Ti,id)+(Ti ,id)*=(Ti,id)+(T%; ,id)=T=T" [ T% | T+]j,j%d
=(Ti ,id)°x(Ti ,id):
YaqueT =T = T"+T.
8. EsO=jiTMi vii = ji(Ti ,id)Vj = ji(Ti ,id)*v), por 1)y 2). Luego *T®(v) i v~ =
(T, id)%(v)jj=0yesTv)=,v.

4. q1hvg;voi = hoqvi;voi = HT(v);vai = hvg; TO(Vo)i = hvy, oVoi = | ohva;voi y como, 1 6 | 5 resulta
hvi;voi = 0.

O

Lema 2.13. Sea T 2 L(V) y W ¥V un sukesmcio quees T-invariante y T "-invariante. Si consideramos
la restricciin Tjw 2 L(W), es(Tjw)” = T°%jw. Si ademd#s T esnormal, entoncestambi§nlo esTjw .

Dem. Seanwi;ws 2 W,
AT jw (W1); Wai = HT (wy); wai = hwy; T(w2)i = hwy; T w (W2)i; 8w wz 2 W,
luego (Tjw)" = T%jw.
Si T esnormal, es

TjW i(TjW)° = TjW iTan = (T iTD)jW = (TniT)jW = TDjW iTjW = (Tjw)DiTjW:

13



Teorema 2.14. Si| = Cy T 2 L(V) esnormal, entones T esdiagonalizableen una base ortonormal

Dem. La prueba espor induccifin enn = dim V.

n o

Paran= 1:Si06 v 2 V enonces ﬁ esuna baseortonormal de V formada por vectorespropios de
T (en estecasotodo vector esvector propio, puessi dimV = 1 toda transformacifin lineal de V enV esde
la forma T(v) =, v paraalglin, 2 |).

Seaahoran > 1y supongamosrazonando inductivamerte que si tenemosun operador normal en un
espaciode dimensifin n j 1, entoncesexiste una baseortonormal del espacioformada por vectorespropios
del operador.

Como| = C existe, valor propio de T. Seav un vector propio de T correspondiente a, y consideremos
W = [v]? = fw 2 V j hw;vi = 0g. Sabemosque W esun subespaciode V y quedimW = nj 1. Sea
w2 W,

- _®
hT(W);vi = hw; T(Vv)i= w;, v = _ hwvvi=_,0=0) T(w)2 W,
RT°(w);vi = hw; T(V)i = hw;, vi=, hw;vi=_,0=0) T°%w)2 W:

LuegoW esT y T“-invariante, como T esnormal, el lema anterior implica que Tjw 2 L(W) esnormal.
Tenemosque Tjw 2 L(W) normal y que dimW = nj 1 entonces por la hipftesis inductiva existe

B = fvi;:::;Vn; 1; Va0 esuna baseortonormal de V formada por vectorespropios de T. O

Corolario 2.15. Si A 2 My(C) esnormal, entonces es diagonalizable.

Dem. Si A esnormal, entoncesL 2 L (C") esnormal, luegoL o esdiagonalizabley por lo tanto A es
diagonalizable. O
Prop osicipn 2.16. Sea T 2 L(V) autoadjunto y , 2 | un valor propio de T, entonces, 2 R.

Dem. Seav 2 V un vector propio correspondierte a , . Es

LVETV) =T =, v

ya que como T esautoadjunto, esnormal. Entonces, v=, vy v 6 0,dedonde, = , yluego, 2 R. [

Corolario 2.17. Si A 2 M,(C) eshermitiana y , esun valor propio de A, entones, 2 R.

Dem. Como A hermitiana, entoncesL o 2 L(C") esautoadjunta. Si, esvalor propio de A, entonceses
valor propio deLa y luego, 2 R por la proposicifin anterior. O

De nicifon 2.5. SeaA 2 Mmen(]), siendo| un cuerpo cualquiera. Los menoresde ordenh deA (1 - h -
mfinf m; ng) son los determinantes de las submatricesde A de tamaro h £ h obtenidas suprimiendom j h
Tas y nj h columnasde A.
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0 1
12 5 0
Ejemplo 2.3. SiA= @3 6 7 0A 2 Maz4(|) podemosobtener menoresde orden 3, 2y 1 de A. Los
4 8 12 0
menoresde orden 1 son simplemerte las entradas de A. Los menoresde orden 3 seobtienen suprimiendo la
primera, segunda,terceray cuarta columnasde A:

-2 5 0-— -1 5 0- -1 2 0-

- - - -1 2 5 -
-6 7 0=0 -3 7 0=0 -360-=0 -36 7_-=0
8 12 0 4 12 0 4 8 0 4 8 12

Los menoresde orden 2 se obtienen suprimiendo una la y doscolumnasde A; por ejemplo los menoresde
orden 2 que seobtienen eliminando la fltima columna son:

-1 2-__ -1 5- -2 5- -5 0- -2 0-

36 0 g7 18 Tg7 7m0 T =0 T =0 T =0
Los menoresde orden 2 que se obtienen eliminando la columna del medio son:
-12-_, -1 5-_ . -2 5-__ .. -5 0-_, -20-_, -10-_,
48 "0 T4 27708 Tg om0 Ty g7=0 T gm0 Ty O
Los menoresde orden 2 que se obtienen eliminando la primer columna son:
-36-_, -3 7-_o =6 7-_,. -7 0=_, =60-_, =30-_
48_0’ 412_8’ 812_16’ 120_0’ 80_0’ 40_0

Vale el siguierte resultado:
Teorema 2.18. Si A2 Mnen(]), entoncesrango(A) = m§xfordende M : M menor no nulo deAg. [

Ejemplo 2.4. En el ejemplo anterior tenemosque todos los menoresde orden 3 de A son nulosy existe
algfin menor de orden 2 de A no nulo, luego el rango de A es2.

Observacgh 2.3. SeaA 2 Mp(R), comoR . C, esM,(R) 2M,(C) y A 2 M,(C). El Teorema2.18 nos
prueba que el rango de A esel mismo si consideramosA 2 My(R) 0 A 2 M,(C).

Teorema 2.19. Si A 2 M,(R) essim@trica, entonces es diagonalizable.

Dem. ComoM,(R) ¥2Mu(C), esA 2 M,(C). Como A essimitrica en M (R), entoncesA eshermitiana
en Mp(C) y luego A esnormal en M(C). Aplicando el Corolario 2.15 deducimosque A esdiagonalizable
en M, (C). EntoncesA,(t) escindeen C

An() = (D" (ti )™ eee(ti i)™ (6)
donde, 1;:::;, k sonlos valorespropios distintosde Ay MG(, i) = MA(, i), 8i = 1;:::;k, esdecir
nij rangoAj ,il)=nj; 8i=1:::;k: (7

luego A esdiagonalizableen R. O
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Teorema 2.20. Si| = Ry T 2 L(V) esautocadjunto, entonees T esdiagonalizableen una base ortonormal
deV.

Dem. SeaC una baseortonormal de V, la matriz A = [T]c 2 Mn(R) essimﬁtrica, luego A esdiagona-
lizable (por el teorema anterior). EntoncesT 2 L(V) esdiagonalizabley V = !‘:1 E ., dondeE ; esel

formada por vectorespropios de T. O

Resumiendolo anterior hemosprobado el siguierte teorema:

Teorema 2.21. Sea V un | -esmcio vectorial de dimensifin nita con productointernoy T 2 L(V). Entonces
T esdiagonalizableen una base ortonormal siy solosi T esnormal en el caso| = C o T es autoadjunto
enelcaso| = R. O

Recordar que si W esun subespaciode V, tenemosde nida Py la proyeccidn ortogonal sobreW.

De nicifon 2.6. SeaP 2 L(V), decimosP esuna proyecciin ortogonal si P> = P = P® i.e. si P esuna
proyeccidn que esautoadjunta.

Prop osicipn 2.22. 1. SiW %V esun sulesmcio, entonces P,, esuna proyecifin ortogonal.
2. SiP 2 L(V) esuna proyeccifin ortogonal, entonces existe un finico sutesmcio W 2V tal queP = Py, .

Dem. (1): Ya sabemosquecomoV = WOW?, side nimos Py, : V! V porP, (v) = wsiv=w+ wC
w2 W, w2 W?, entoncesP2 = P, . Lo que resta probar esque P,, esautoadjunta.
Seanvy; vy 2 V arbitrarios. Escribimosvy = wy + W y vo = wp + w9, dondew; 2 W, w2 W? i = 1;2.

Py, (V1); vai
hvy; Py (V2)i

hw; woi + hwy; wii = hwy; wai
hwy: waoi + hw®: waoi = hwy; wai

hwa; wy + Wi

hwy + W; wai

EntonceshP,, (v1); vai = hvy; Py, (V2)i, 8vi;v2 2 V y esPy = Py,

(2): El operador P 2 L(V) verica P2= P = P". La relacifin P2 = P implica V= Im P ©KerP y P
esla proyeccidh sobrelm(P) en la direccifin de KerP. Seanu 2 Im P (luegoP(u) = u) y v2 KerP, es

hu;vi = WP (u);vi = hu;P(v)i = hu;0i = 0) KerP % (Im P)?:

DeV=ImMmPO©KerPyV =1ImP®o(Im P)? sededuceque dimKerP = dim(Im P)?, luego la relacifin
KerP % (Im P)? implica KerP = (Im P)?. LuegoP = Py, siendoW = Im P. O

3. El Teorema Espectral

En estaseccth V seld siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensidin nita.

Teorema 3.1 (T eorema Espectral). SumngamosqueT 2 L (V) esun operador queesnormal si| = C
0 autoadjunto si | = R, entoncesexistenfinicos, 1;:::;,k 2 | distintosy Py;:::;Px 2 L(V) no nulos, tales
que:
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2. PitP; = Osii6j.
, Py
3- Id = i=1 P|.

Py
4. T= .iPi.
Dem. Como T esnormal si| = C o autoadjunto si| = R, entoncesT esdiagonalizable en una base
ortonormal. L
Al serT diagonalizable,si, 1;:::;, x sonsusvalorespropios distintos, tenemosqueV = :‘:1 E_,, siendo

E. . el subespaciopropio ascciado a , j. Luego si de nimos P;(v) = v; siendov = v; + ¢¢¢+ vy, v; 2 E ,, se

_ L
A rmacifon: En estecasovale E'—’i = jeiE.» 8i = 1;:::;k. En efecto,comoT esnormal (| = CoR),

es . LE? . e L e Ya
E’i?E’j,Sjﬁl)L E,%2E’; 8 61i) jei E.; V2E’,

? —
dim ( ﬁiE’j)’z dimV dimE,i=dimEi?i ) E},— E

i i6i
L

Pero entoncesV = E , © i6i E}j =E,© E?i, y P; esla proyeccin ascciada a esta descommsicifin, es

decir P; = Pg .. Luego P; esuna proyeccijn ortogonal.

La unicidad de la descommsicifin sededuceinmediatamente de la unicidad en el casocl§sico(el casode

V sin producto interno y T un operador diagonalizableen V). O
Teorema 3.2. San Py;:::;Px 2 L(V) queveri can:
1. P2=P =P 8 =1::k

2. PitP; =0 sii6j.
: Py

_. . P .
Dados, 1;:::;,k 2 | arbitrarios, de nimos T 2 L(V) mediante T = !(:1 .i Pi. Entonces T esnormal si
| = C o autoadjunto si | = R.
P k o P k —Tpgo P k —
Dem. ComoT = [, ,iPj,esT"= _,.iP"= 1.iPi.
» Si| =Res,;=,i,8 =1:::;k, luegoT®=T.
= Si| =Ces B 0 1
A I
Xk _
T+T"= P +@  [yPA= VL PiER = PP
=1 =1 ij =1 i=1
A 1 0 1
X X Xk
= sis PiiFﬁ = i Pi +@ j PJA =TT
ihj =1 i=1 j=1
O
Observacgh 3.1. SeaT 2 L(V) normal si| = C o autoadjunto si| = R. Sean, 1;:::;, x los valorespropios
distintos de T y P1;:::; Pk las proyeccionesortogonales sobre los subespaciospropios correspondiertes.
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Corolario 3.3. Sea| = Cy T 2 L(V). EntoncesT esnormal siy solosi T® = p(T) para alglin p 2 C[x].

P .
Dem. SiT" = p(T) conp= i”:O a; X', entonces

A !
T+T =p(T) +T = aT +T= aT"l =T+ T =T+p(T)=T=*T%
i=0 i=0 i=0

luego T esnormal.

P P, —
SiT esnormaly T = :‘:_1 . i Pi esla descommsicidin espectral de T, ertoncesT" = :(:1 i Pi.

Seap 2 | [x] tal quep(,i) = ,i, 8i = 1;:::;k. Entonces
A !
Xk (@) Xk X .
p(T)=p JiPi = pL)Pi=  LiPi=T75
i=1 i=1 i=1

luegoT® = p(T).

(») Esta igualdad esun ejercicio del préctico 2. O

Corolario 3.4. Sea| = Cy T 2 L(V) un operador normal. Entonces T es autoadjunto si y solo si todos
los valores propios de T son reales.

Dem. () LbYalo sabemos. P, =)
(( ) SeaT = £, ,iP; ladescommsicifin espectral de T, entoncesT® = ¥, TPi= X iP=T: O

De la Proposicidin 1.22 sededuceinmediatamente el siguierte.

P
Prop osicipn 3.5. Sea T 2 L(V) normal si | = C o autcadjunto si | = R y consideremosT = ik=1 i Pi
la desomposicifin esgectral de T. Entonces cada P; es un polinomio en T. O

4. Isometr Yas

En estaseccthh V serlf siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensifin nita.

De nicifon 4.1. Sean(V;h; iv)y (W;h; iw) dosespacioson producto interno. Una transformacin lineal
T 2 L(V; W) sedice una isometrfa si veri ca:

AT (u); T(V)iw = hu;viy; 8u;v2V:

SiV=WyT2L(V) esuna isometfa, se dice que T esun operador ortogonal si| = R o que esun
operador unitario si| = C.
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Lema 4.1. SiT 2 L(V) esautoadjunto y veri ca hT(v);vi = 0, 8v 2 V, entonaesT = 0.

0= Hr(vi);vii = hjvi;vii = ,ikvik?= ,i; 8i=1;:::;n) [Tls=0) T=0:
L
Observacdh 4.1. Paratodo T 2 L(V), los operadoresT®+T y T +T" son autoadjuntos:
(TRET) =T &£T™ =T +T, (T£T*) =TT T " =TxT"
Teorema 4.2. Sea T 2 L(V). Las siguientesa rmaciones son equivalentes:
1. T+T®=T"+T=1id, T esinvertibley Til=T"
2. hTr(u);T(v)i = hu;vi, 8u;v2 V.
3. Para toda baseortonormal B de V, T(B) esuna baseortonormal de V.
4. Existe una baseortonormal B de V tal que T (B) esuna baseortonormal de V.
5. KT(v)k = kvk, 8v2 V.
Dem. (1) 2): hT(u);T(v)i = hu; T*(T(v))i = hu;id (v)i = hu;vi.
(2 ) 3): SeaB = fvy;:::;vhg una base ortonormal de V, eshr(vi); T(vj)i = hv;vji = %, luego

p
Seav 2 V,Como B esuna basede V, entoncesexisten finicos ai;: 5;an 2 | talesquev = i”:l aj wi,
luegoT(V) = L, & T(WF). Como B esuna baseortonormal eskvk? = n jaij? y comoT(B) esuna base
ortonormal eskT(v)k? =~ [, jaij?, luegokT (v)k = kvk, 8v 2 V.

(5) 1): En la obsenacifin anterior vimos que T® =T esautoadjunto, luegoid j T® + T esautoadjunto.
Calculamos:

hid ;| T2 +T)(v);vi = hv;vi j HTE(T(v));vi = kvk?j HT(v); T(v)i = kvk? | kT(V)k®=0; 8v2V:

Luego por el lema anterior esT*+T = id; adem&s T 2 L(V) y la dimensidin de V es nita, entoncesT es
invertible y Ti 1= T°, O
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Observacth 4.2 1. SiT esunaisometa,esT +T"=T"+T = id, luego T esnormal.

2.

SiT esunaisometfay , 2 | esun valor propio de T, entoncesj, j = 1:
Sea06v2V:T(v)=,v ) kvk=kT(v)k=j,jkvk ) j,j=1
En particular, si| = Res, = §1.

Si T esuna isometfa, entoncesjdet(T)j = 1:
1= det(id ) = det(T +T°) = det(T) det(T") = det(T) det(T) = jdet(T)j?) jdet(T)j= 1:
En particular, si| = R esdetT = §1.

SeaT unaisometa.Si| = C, comoT esnormal, entoncesT esdiagonalizableen una baseortonormal.
Si| = R estono escierto. Por ejemplo, la rotacifin de §ingulop (L6 k¥ k 2 Z) esuna isometfay no
esdiagonalizable.

Una isometmﬁen R? o0 R® esun operador que consena las normas; tambin consena los §ngulosporque
cos@; V) = -

Sepuedeprobar que todo movimiento rfgido del plano, esdecir toda funciin F : R? ! R? que veri ca
KF (u) j Fqgv)k = kuj vk, 8u;v 2 R?, esde la forma F(v) = T(v) + vg donde vy esun vector jo y
T 2L R? esunaisometffa. De hecho esvg= F(0) y T(v) := F(V) Vo, 8v2 V.

A suveztoda isometa T de R? eso bien una rotacifin de certro en el origen (det T = 1), o bien una
simetrfa axial respecto a un eje que pasapor el origen (detT = j 1).

Prop osiciphn 4.3. Sea T 2 L(V).

1.

2.

1.

2.

Si| = C, entoneesT esunaisometfa siy solosi T esnormal y j, j = 1 para todo valor propio , de
T.
Si| = R, entonees T esuna isometfia autcadjunta si y solosi T esautoadjuntay , = §1 para todo
valor propio, deT.
Dem.
O ): Yalo salgmos.
(( ): SeaT = :‘:1 . i Pi la descompsicifin espectral de T, entonces
A 1 0 1
Xk X Xk _ Xk XK
T+T"= i Pi +@ ,ijA= .i.jPixP = j,ijZPi= Pi=id:

i=1 j=1 i =1 i=1 i=1
Anfillogamene sepruebaque T =T = id.
O ): Yalo sabemos.

(( ): Vale la misma prueba del casol.
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De nicifon 4.2. Sea| un cuerpo cualquiera, una matriz A 2 My(| ) sedice ortogonal si

At= AT ATA= AA

l:
Una matriz A 2 M,(C) sedice unitaria si

A"= Al ATA= AA"= |
Obsenar quesi| = R, A 2 My(R) esortogonal siy solosiA"A = AA" = |.

Prop osicipn 4.4. Sea T 2 L(V), B una baseortonormal deV y A = [T]g. Entonces T esuna isometrfa
si y solosi A esortogonalen el caso| = R 0 A esunitaria en el caso| = C.

Dem.

T+T°=T°+T=id, [T+T% =[T°%Tle=[dle, [Tle[Te=[T[T]s=!

, [Me(Tle)* = (Tle)[Tle=1, AA®=A"A=1:
]
Prop osicipn 4.5. Sea A 2 M,(R). Las siguientesa rmaciones son equivalentes:
1. La matriz A esunitaria enelcasode| = C u ortogonalen el casode| = R.
2. Las las de A forman una baseortonormal de | ".
3. Lascolumnasde A forman una baseortonormal de| ".
Dem. 0 1 0 1
a;; 0CC an ayj
SeaA = [g;] = %@ : = [Aqj::1jAR], siendoA; = %p : }3 SeaA” = (b ), siendoby; = &j7.
an]_ ¢¢¢ ann ani
Si A®A = (cj ), entonces
x x _
G = hkag = @gagy = PAjA
k=1 k=1
Luego
APA=1, ¢ =%, PAjAIT =%, PAJAjI = ¢
EntoncesA°A = | siy solosifAzq;:::;Ang esuna baseortonormal de | ".

Anfillogamerne sepruebaque A A® = | siy solosilas las de A forman una baseortonormal de | ". [

Es un ejercicio del prictico 5 el probar el siguierte resultado:

Prop osicihn 4.6. Sean B y C basesde |" y A = g[id ]c. Entonces:

1. Si By Csonbasesortonormales, entonaes A esunitaria si | = C, u ortogonalsi | = R.
2. SiB o Cesuna baseortonormal y A esunitaria si| = C u ortogonalsi | = R, entonaes la otra base
es tambi®n ortonormal. O
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De nicifon 4.3. 1. Dos matrices A y B en M,(C) son unitariamente equivalentessi existe una matriz
Q en My (C) unitaria tal que A = Q°B Q(= Q' !B Q).

2. Dos matrices A y B en M,(R) son ortogonalmente equivalentessi existe Q en M, (R) ortogonal tal

queA = Q'BQ(= Q' 'B Q).

Ejercicio 4.1. Probar que la relacifin \ser unitariamente equivalentes" esde equivalenciaen M ,(C) y que
la relacifin \ser ortogonalmerte equivalertes” esde equivalenciaen M, (R).

Teorema 4.7. 1. Sea A 2 M{(C). La matriz A esnormal si y solo si A esunitariamente equivalentea
una matriz diagonal.

2. SaA 2 M,(R). La matriz A essimitrica si y solo si A es ortogonalmente equivalente a una matriz
diagonal.

Dem.

1. () ): ConsideremosLp : C"! C". Como A esnormal, entoncesL o esnormal, luego existe una base
ortonormal B de C" tal que[La]g = D, siendoD una matriz diagonal.
SeaC la basecandnicade C" y Q = g[id]c. Es

A=[Lalc= clidls[Lalsslid]lc= Q' D Q:

Como C y B sonbasesortonormalesde C" y Q = g[id ]Jc, entoncesQ esunitaria y A = Q"B Q.

(( ): SeanQ y D enMy(C), conQ unitaria y D diagonaltalesqueA = Q°D Q. EsA” = (Q°D Q)" =
QD" Q" = Q°D Q. Entonces

AA®= (Q°DQ)Q°DQ)=Q"DQQ°DQ=Q°DDQ
A°A=(Q°DQ)XQ°DQ)=Q°DQQ°DQ=Q°DDQ
ComoDD = DD, esAA” = A°A.

2. () ): Esla mismaideaqueen 1. ComoA essim@trica, La 2 L(R") esautoadjunta y luego diagonali-
zable en una baseortonormal. El resto sigueigual.

(( ): SeaA = Q'D Q, con Q ortogonal y D diagonal. Es
A'= (QDQ'=Q'D'Q"=Q'DQ=A;

luego At = A y A essim@trica.

0 1
4 2 2

Ejemplo 4.1. SeaA = @2 4 2 A 2 M3(R) matriz sim§itrica. Es un ejercicio el veri car que AA(t) =
2 2 4
i (ti 2)%(t; 8)y que los subespaciospropios son

E>=1[(i 1,1,0);(i 1,0;1); Es= [(1;11)]:
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Aplicando Gram-Schmidt a la basede E, obtenemos
Ez=[(i 1=2,1;i 1=2);(i L,0; ] = [(i L2 1);(i 1,0;1)]:

Luegof(j 1;2;i 1);(i 1;0;1);(1;1; 1)g esuna baseortogonal de R3, normalizando obtenemos

1/ ¥,
TN T SN R U T R
R R LS L L L
que esuna baseortonoormal de R3. 0 1
- I
2 00 i PE i PG Py
EntoncessiD = @0 2 0AyQ= %} 92—6 0 Pl—gg esD = Q'AQ 0 A = QD Q! (recordar
008 L
que Q! = Qi ). Es decir
0 1 0 _ 1o 10 1
42 2 Pe iP5 P 200 _iFg % i
@2 4 2A= %92_6 0 A K@020ABis 0 & K
224 idoe s 008 u g o
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