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Espacios con pro ducto in terno
En estetema el cuerpo de base| ser¶a R o C. Diremos queun | -espaciovectorial V esun espaciovectorial

real si | = R y que V esun espaciovectorial complejo si | = C.

1. Espacios con pro ducto in terno

De¯nici¶ on 1.1. SeaV un espaciovectorial. Un producto interno en V es una funci¶on h ; i : V £ V ! |
que veri¯ca:

1. hu + v; wi = hu; wi + hv; wi ; 8u; v; w 2 V .

2. hau; vi = ahu; vi ; 8a 2 | ; u; v 2 V .

3. hu; vi = hv; ui ; 8u; v 2 V .

4. hv; vi > 0; 8v 6= 0.

Un espacio con producto interno esun par (V; h ; i ) en el cual V esun espaciovectorial y h ; i : V £ V ! |
esun producto interno en V .

Observaci¶on 1.1. 1. Si | = R, la condici¶on hu; vi = hv; ui ; 8u; v 2 V quedaen hu; vi = hv; ui ; 8u; v 2 V .

2. Las dos primeras condicionesnos dicen que h ; i es lineal en la primera componente.

Ejemplo 1.1. En | n el producto interno usual es

h(x1; : : : ; xn ) ; (y1; : : : ; yn )i =
nX

i =1

x i yi :

Siempreconsideraremosesteproducto interno en | n a menosque explicitemos lo contrario.

Ejemplo 1.2. Si A 2 M n (| ), de¯nimos A¤ := A
t
, esdecir si A = (aij ) y A¤ = (bij ), esbij = aj i (si | = R

esA¤ = A t ). De¯nimos h ; i : M n (| ) £ M n (| ) ! | por hA; B i := tr (A B ¤) =
P n

i;j =1 aij bij :

Ejemplo 1.3. SeaC[0; 1] := f f : [0; 1] ! R : f escontinuag, de¯nimos h ; i : C[0; 1] £ C[0; 1] ! R por
hf ; gi =

R1
0 f (t) g(t) dt:

Ejemplo 1.4. Si I = [a;b] ½ R es un intervalo cerrado y f : I ! C es una funci¶on, entonces para cada t
en I es f (t) = f 1(t) + i f 2(t), luego f de¯ne dos funcionesf 1; f 2 : I ! R y rec¶³procamente f 1 y f 2 de¯nen
f = f 1 + if 2. Sedice que f escontinua o integrable si f 1 y f 2 son continuas o integrables respectivamente.
Si f es integrable sede¯ne Z b

a
f :=

Z b

a
f 1 + i

Z b

a
f 2 2 C:

SeaH = f f : [0; 2¼] ! C : f escontinuag, de¯nimos h ; i : H £ H ! C por hf ; gi = 1
2¼

R2¼
0 f (t) g(t) dt:
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Observaci¶on 1.2. Observar que si h ; i : V £ V ! | es un producto interno en V y r 2 R+ , entonces
h ; i r : V £ V ! | de¯nido por hu; vi r := r hu; vi esotro producto interno en V .

De ahora en adelante (V; h ; i ) esun espaciocon producto interno.

Prop osici¶on 1.1. Vale:

1. hu; v + wi = hu; vi + hu; wi , para todo u; v; w 2 V .

2. hu; avi = ahu; vi , para todo u; v 2 V y a 2 | .

3. hv; vi = 0 si y solo si v = 0.

4. Si hv; ui = 0 para todo v 2 V , entonces u = 0.

5. Si hv; ui = hv; wi para todo v 2 V , entonces u = w.

Dem.

1. hu; v + wi = hv + w; ui = hv; ui + hw; ui = hv; ui + hw; ui = hu; vi + hu; wi .

2. hu; avi = hav; ui = ahv; ui = ahv; ui = ahu; vi .

3. Si v 6= 0, entonceseshv; vi > 0 y por lo tanto hv; vi 6= 0; luego hv; vi = 0 implica v = 0.
Rec¶³procamente, si v = 0 esh0; 0i = h0 + 0; 0i = h0; 0i + h0; 0i 2 | , luego hv; vi = h0; 0i = 0.

4. Si hv; ui = 0 para todo v 2 V , entoncestomando v = u eshu; ui = 0 y luego u = 0.

5. Si hv; ui = hv; wi para todo v 2 V , entonceses0 = hv; ui ¡ hv; wi = hv; u ¡ wi para todo v 2 V , luego
esu ¡ w = 0 y resulta u = w.

Observaci¶on 1.3. De la condici¶on 4 de la de¯nici¶on de producto interno y de la a¯rmaci¶on 3 de la proposici¶on
anterior sededucelo siguiente:

hv; vi ¸ 0; 8v 2 V y hv; vi = 0 , v = 0:

De¯nici¶ on 1.2. Si v 2 V , de¯nimos sunorma por jjvjj :=
p

hv; vi . La norma de¯ne una funci¶on jj jj : V ! R.

Ejemplo 1.5. Si V = | n es jj (x1; : : : ; xn ) jj =
q P n

i=1 jx i j
2:

Observaci¶on 1.4. Si z 2 C, z = a + ib con a;b 2 R, escribimosRe(z) = a y Im(z) = b. Observar que es
j Re(z)j · jzj, j Im(z)j · jzj, z + z = 2Re(z) y z ¡ z = 2i Im(z). Vale la siguente igualdad:

jju + vjj2 = jjujj2 + 2Re(hu; vi ) + jjvjj2; 8u; v 2 V: (1)

Prueba:

jju + vjj2 = hu + v; u + vi = hu; ui + hu; vi + hv; ui + hv; vi = jjujj 2 + hu; vi + hu; vi + jjvjj2

= jjujj2 + 2Re(hu; vi ) + jjvjj2:

Observar que si | = R, la relaci¶on (1) queda

jju + vjj2 = jjujj2 + 2hu; vi + jjvjj2; 8u; v 2 V:
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Prop osici¶on 1.2. Vale:

1. jja vjj = jaj jjvjj , para todo v 2 V y a 2 | .

2. jjvjj ¸ 0 para todo v 2 V y jjvjj = 0 si y solo si v = 0.

3. Desigualdadde Cauchy-Schwarz: para todo u; v 2 V es jhu; vij · jjujj jj vjj y vale el s¶³mbolo de igual si
y solo si f u; vg es LD.

4. Desigualdadtriangular : para todo u; v 2 V es jju + vjj · jjujj + jjvjj .

Dem. Las dos primeras a¯rmaciones se deducen inmediatamente de la de¯nici¶on de norma. Para la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, si v = 0 es jhu; vij = jhu; 0ij = 0 = jjujj jj0jj = jjujj jj vjj y el conjunto
f u; vg = f u; 0g esLD.
Supongamoshora que v 6= 0. Observar que para todo c 2 | es0 · jju ¡ cvjj 2. Tomando c = hu; vi =jjvjj 2 y
utilizando la relaci¶on (1) obtenemos

jju ¡ cvjj2 = jjujj2 ¡ 2Re(hu; cvi ) + jcj2jj vjj2 = jjujj2 ¡ 2Re(chu; vi ) +
jhu; vij 2

jj vjj4 jj vjj2

= jjujj2 ¡ 2Re

Ã
hu; vi
jjvjj2 hu; vi

!

+
jhu; vij 2

jj vjj2 = jjujj2 ¡ 2
jhu; vij 2

jj vjj2 +
jhu; vij 2

jj vjj2 = jjujj2 ¡
jhu; vij 2

jj vjj2 :

Luego

jju ¡ cvjj2 = jjujj2 ¡
jhu; vij 2

jj vjj2 : (2)

De las relaciones0 · jju ¡ cvjj 2 y (2) seobtiene la desigualdadde Cauchy-Schwarz.

Si f u; vg esLD, como v 6= 0 entoncesexiste a 2 | tal que u = av, luego

jhu; vij = jhav; vij = jahv; vij = jaj jjvjj 2 = jaj jjvjj jj vjj = jja vjj jj vjj = jjujj jj vjj :

Rec¶³procamentesi jhu; vij = jjujj jj vjj y v 6= 0 entonces (2) implica jju ¡ cvjj 2 = 0 y luego u = cv para
c = hu; vi =jjvjj2.

La desigualdadtriangular sededucede:

jju + vjj2 = jjujj2 + 2Re(hu; vi ) + jjvjj2 · jjujj2 + 2j hu; vi j + jjvjj2 · jjujj2 + 2jjujj jj vjj + jjvjj2

= (jjujj + jjvjj )2:

Aplicaci¶on 1.1. En el caso particular de V = | n la desigualdadde Cauchy-Schwarzy la desigualdad
triangular nos dan las siguientesrelaciones:

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

x i yi

¯
¯
¯
¯
¯

·

Ã
nX

i =1

jx i j
2

! 1=2 Ã
nX

i =1

jyi j
2

! 1=2

;

Ã
nX

i =1

jx i + yi j
2

! 1=2

·

Ã
nX

i =1

jx i j
2

! 1=2

+

Ã
nX

i =1

jyi j
2

! 1=2

:
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De¯nici¶ on 1.3. Dos vectoresu y v sedicen ortogonalessi hu; vi = 0, en estasituaci¶on escribimosu ? v. Un
subconjunto S de V sedice un conjunto ortogonal si para todo u; v en S esu ? v. Un subconjunto S de V se
dice un conjunto ortonormal si esortogonal y jjvjj = 1 para todo v en S. Observar que si S = f v1; : : : ; vng,
entonces S es ortonormal si y solo si hvi ; vj i = ±ij para todo i; j . Una base ortonormal es una base que
adem¶as esun conjunto ortonormal.

Ejemplo 1.6. La basecan¶onica de | n esuna baseortonormal.

Ejemplo 1.7. El conjunto S = f (1; 1; 0); (1; ¡ 1; 1); (¡ 1; 1; 2)g esun subconjunto ortogonal de R3 que no
esortonormal.

Recordar que si z = a + ib 2 C, sede¯ne ez := ea(cosb+ i senb). La exponencial veri¯ca:

ez1 ez2 = ez1+ z2 ; (ez)n = enz ; 8n 2 Z; ez = ez:

Ejercicio 1.1. Probar que para todo z 6= 0 en C es

Z b

a
ezt dt =

ezt

z

¯
¯
¯
¯

t= b

t= a
=

eaz ¡ ebz

z
:

Ejemplo 1.8. El conjunto S =
©

f n : [0; 2¼] ! C : f n (x) = einx ; x 2 [0; 2¼]; n 2 Z
ª

es un subconjunto
ortonormal de H :

n 6= m; hf n ; f m i =
1

2¼

Z 2¼

0
eint eimt dt =

1
2¼

Z 2¼

0
eint eimt dt =

1
2¼

Z 2¼

0
eint e¡ imt dt

=
1

2¼

Z 2¼

0
ei (n¡ m)t dt =

1
2¼i (n ¡ m)

ei (n¡ m)t
¯
¯
¯
2¼

0
= 0;

n = m; hf n ; f n i =
1

2¼

Z 2¼

0

¯
¯eint

¯
¯2

dt =
1

2¼

Z 2¼

0
dt = 1:

Prop osici¶on 1.3. Sea S = f v1; : : : ; vng un conjunto ortogonal de vectores no nulos y u 2 [v1; : : : ; vn ].

Si u =
nX

i =1

ai vi ; entonces ai =
hu; vi i
jj vi jj2 ; 8i = 1; : : : ; n:

Dem.

u =
nX

j =1

aj vj ) hu; vi i =

*
nX

j =1

aj vj ; vi

+

=
nX

j =1

aj hvj ; vi i = ai jj vi jj2 ) ai =
hu; vi i
jj vi jj2 :

Corolario 1.4. Si S es un subconjunto ortogonal (¯nito o in¯nito) de V formado por vectores no nulos,
entonces S es LI.

Dem. Si v1; : : : ; vn 2 S y a1; : : : ; an 2 | son tales que
P n

i=1 ai vi = 0 entoncesai = h0;vi i
jj vi jj 2 = 0 para todo

i = 1; : : : ; n.
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Ejemplo 1.9. En el ejemplo 1.8 el conjunto S es un subconjunto ortonormal de H , luego es LI y por lo
tanto H esun espaciode dimensi¶on in¯nita.

Corolario 1.5. Si V tiene dimensi¶on ¯nita y B = f v1; : : : ; vng es una baseortonormal de V entonces para
todo u en V es

u =
nX

i =1

hu; vi i vi :

De¯nici¶ on 1.4. SeaB un conjunto (posiblemente in¯nito) ortonormal en V . Si w 2 V llamamoscoe¯cientes
de Fourier de w respecto a B a los escalareshw; vi con v 2 B.

Teorema 1.6 (M ¶eto do de Gram-Sc hmidt). Sea S = f v1; : : : ; vng un conjunto LI. De¯nimos S0 =
f w1; : : : ; wng mediante:

w1 = v1

w2 = v2 ¡
hv2; w1i
jjw1jj2 w1

w3 = v3 ¡
hv3; w1i
jjw1jj2 w1 ¡

hv3; w2i
jjw2jj2 w2

...

wn = vn ¡
hvn ; w1i
jjw1jj2 w1 ¡ ¢¢¢¡

hvn ; wn¡ 1i
jjwn¡ 1jj2 wn¡ 1:

Entonces S0 es un conjunto ortogonal de vectores no nulos que veri¯c a [S0] = [S].

Dem. Lo demostraremospor inducci¶on en m, siendo Sm = f v1; : : : ; vm g y S0
m = f w1; : : : ; wm g con

1 · m · n.

Para m = 1 se cumple. Tomamoscomo hip¶otesis de inducci¶on que S0
m¡ 1 es un conjunto ortogonal de

vectoresno nulos que veri¯ca
£
S0

m¡ 1

¤
= [Sm¡ 1].

Consideremoswm . Si fuesewm = 0 entonces ser¶³a vm 2 [S0
m¡ 1] = [Sm¡ 1] y Sm = Sm¡ 1 [ f vm g resultar¶³a

LD contradiciendo que S esLI. Luego eswm 6= 0.
El conjunto S0

m¡ 1 = f w1; : : : ; wm¡ 1g esortogonal. A¯rmamos que wm esortogonal a w1; : : : ; wm¡ 1:

hwm ; wi i = hvm ; wi i ¡
hvm ; w1i
jjw1jj2 hw1; wi i ¡ ¢¢¢¡

hvm ; wm¡ 1i
jjwm¡ 1jj2 hwm¡ 1; wi i

= hvm ; wi i ¡
hvm ; wi i
jjwi jj2 hwi ; wi i = 0; 8i = 1; : : : ; m ¡ 1:

Luego S0
m = f w1; : : : ; wm¡ 1; wm g esortogonal.

De
£
S0

m¡ 1

¤
= [Sm¡ 1] se deduceque w1; : : : ; wm¡ 1 2 [Sm¡ 1] ½ [Sm ]. Por otro lado tenemosque wm 2

[w1; : : : ; wm¡ 1; vm ] ½ Sm , luego [S0
m ] ½ [Sm ]. Como S0

m esun conjunto ortogonal de vectoresno nulos, esLI
y Sm tambi¶en esLI, luego dim[S0

m ] = dim[Sm ] = m lo cual termina la prueba de [S0
m ] = [Sm ].

Observaci¶on 1.5. Observar que si aplicamosel m¶etodo de Gram-Schmidt a un conjunto LI de la forma S =
f v1; : : : ; vl ; vl+1 ; : : : ; vng con f v1; : : : ; vl g un conjunto ortonormal entonceseswi = vi para todo i = 1; : : : ; l .

5



Corolario 1.7. Si la dimensi¶on de V es ¯nita, entonces V admite una baseortonormal.

Dem. SeaC = f v1; : : : ; vng una basecualquierade V . Aplicando el m¶etodo de Gram-Schmidt obtenemos
una baseortogonal C0 = f u1; : : : ; ung. Si de¯nimos wi = ui =jjui jj , i = 1: : : ; n, entoncesB = f w1; : : : ; wng es
una baseortonormal de V .

Observaci¶on 1.6. Sea V de dimensi¶on ¯nita y B = f v1; : : : ; vng una base ortonormal de V . Sean v =P n
i=1 x i vi y w =

P n
i=1 yi vi , entoncesvale:

hv; wi =
nX

i =1

x i yi ; kvk2 =
nX

i =1

jx i j2:

En efecto,

hv; wi =

*
nX

i =1

x i vi ;
nX

j =1

yj vj

+

=
nX

i;j =1

x i yj hvi ; vj i =
nX

i;j =1

x i yj ±ij =
nX

i =1

x i yi :

De la observaci¶on anterior y el Corolario 1.5 seobtiene:

Prop osici¶on 1.8 (Iden tidad de Parseval). Sea V de dimensi¶on ¯nita y B = f v1; : : : ; vng una base
ortonormal de V . Entonces

hv; wi =
nX

i =1

hv; vi i hw; vi i ; 8v; w 2 V:

En particular, kvk2 =
P n

i=1 jhv; vi ij
2.

Observaci¶on 1.7. Sea V un espaciovectorial real o complejo (aqu¶³ no suponemosque V tenga producto
interno) de dimensi¶on ¯nita y B = f v1; : : : ; vng una basecualquiera de V . De¯nimos h ; i : V £ V ! | por
hv; wi =

P n
i=1 x i yi si v =

P n
i=1 x i vi y w =

P n
i=1 yi vi . Es un ejercicodel pr¶actico 3 el probar que h; i de¯ne

un producto interno en V y que B esuna baseortonormal respecto a h ; i .

Prop osici¶on 1.9 (T eorema de Pit ¶agoras). Si v y w son ortogonales,es

jjv + wjj2 = jjvjj2 + jjwjj2:

Dem.
jjv + wjj2 = jjvjj2 + 2Re(hv; wi ) + jjwjj2 = jjvjj2 + jjwjj2:

Corolario 1.10. Si f v1; : : : ; vng es un conjunto ortogonal en V , es
¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

vi

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

2

=
nX

i =1

jj vi jj
2 :

Dem. Lo demostramospor inducci¶on en n. Si n = 2 es el Teorema de Pit¶agoras. Supongamosque
vale para n y consideremosun conjunto ortogonal f v1; : : : ; vn ; vn+1 g. Como vn+1 es ortogonal a v1; : : : ; vn

entoncesresulta ortogonal a
P n

i=1 vi . Luego aplicando Pit¶agorasy la hip¶otesisde inducci¶on obtenemos:
¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

n+1X

i =1

vi

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

2

=

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

vi + vn+1

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

2

=

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

vi

¯
¯
¯
¯
¯

¯
¯
¯
¯
¯

2

+ jjvn+1 jj2 =
nX

i =1

jjvi jj
2 + jjvn+1 jj2 =

n+1X

i =1

jj vi jj
2 :
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De¯nici¶ on 1.5. Si S esun subconjunto cualquiera de V , el conjunto

S? := f v 2 V : v ? w; 8w 2 Sg

sellama el complementoortogonal de S.

Observaci¶on 1.8. Observar que S? es un subespaciode V (aunque S no lo sea) y que S? = [S]? . En
particular, si W esun subespaciode V y S esun generadorde W, entoncesv 2 W ? si y solo si v ? w para
todo w en S.

Ejemplo 1.10. f 0g? = V y V ? = f 0g.

Teorema 1.11. Sea W un subespacio de dimensi¶on ¯nita de V , entonces:

V = W © W ? :

Dem. SeaB = f w1; : : : ; wng una baseortonormal de W, si v 2 V es

v =
nX

i =1

hv; wi i wi + v ¡
nX

i =1

hv; wi i wi :

Observar que hv ¡
P n

i=1 hv; wi i wi ; wj i = hv; wj i ¡
P n

i=1 hv; wi i hwi ; wj i = 0 para todo j = 1; : : : ; n, luego
por la observaci¶on anterior es v ¡

P n
i=1 hv; wi i wi 2 W ? y claramente

P n
i=1 hv; wi i wi 2 W, de donde

V = W + W ? . Por otro lado si w 2 W \ W ? esw ? w y luegow = 0 lo cual prueba que W \ W ? = f 0g.

Corolario 1.12. Si la dimensi¶on deV es¯nita y W esun subespacio deV esdim W + dim W ? = dim V .

Observaci¶on 1.9. Si la dimensi¶on de V es ¯nita y S = f v1; : : : ; vm g es un subconjunto ortonormal de V ,
entonces completando S a una base cualquiera de V y aplic¶andole a esta el m¶etodo de Gram-Schmidt
obtenemos:

1. Existen vectoresvm+1 ; : : : ; vn en V tales que el conjunto
f v1; : : : ; vm ; vm+1 ; : : : ; vng esuna baseortonormal de V .

2. Si W = [v1; : : : ; vm ], entoncesW ? = [vm+1 ; : : : ; vn ].

De¯nici¶ on 1.6. Sea W un subespaciode dimensi¶on ¯nita de V . Sean PW 2 L(V ) y PW ? 2 L(V ) las
proyeccionesasociadas a la descomposici¶on V = W © W ? , siendo Im PW = W y Im PW ? = W ? . La
proyecci¶on PW se llama la proyecci¶on ortogonal sobre el espacioW. Observar que si B = f w1; : : : ; wng es
una baseortonormal de W, entonces

PW (v) =
nX

i =1

hv; wi i wi ; PW ? (v) = v ¡
nX

i =1

hv; wi i wi ; 8v 2 V:

De¯nici¶ on 1.7. 1. Seanv y w en V , de¯nimos la distancia entre v y w por d(v; w) = kv ¡ wk.

2. SeaS un subconjunto de V y v 2 V , sede¯ne la distancia de v a S por d(v; S) := inf f d(v; w) : w 2 Sg.
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Corolario 1.13. Sea W un subespacio de dimensi¶on ¯nita de V , PW 2 L(V ) la proyecci¶on ortogonal sobre
W y v 2 V . Entonces:

1. 8w 2 W es
jjv ¡ wjj ¸ jj v ¡ PW (v)jj : (3)

2. Si w0 2 W veri¯c a
jjv ¡ wjj ¸ jj v ¡ w0jj ; (4)

8w 2 W, entonces w0 = PW (v).

Dem. Observar que si w 2 W, es v ¡ PW (v) 2 W ? y PW (v) ¡ w 2 W, luego aplicando el teorema de
Pit¶agorasresulta

jjv ¡ wjj2 = jjv ¡ PW (v) + PW (v) ¡ wjj2 = jjv ¡ PW (v)jj2 + jjPW (v) ¡ wjj2 ¸ jjv ¡ PW (v)jj2 : (5)

Esto implica la primera a¯rmaci¶on. Para la segundaa¯rmaci¶on, tomando w = PW (v) en (4) resulta jjv ¡
PW (v)jj ¸ jj v ¡ w0jj . Por otro lado tomando w = w0 en (3) resulta jjv ¡ w0jj ¸ jj v ¡ PW (v)jj . Luego
jjv ¡ w0jj = jjv ¡ PW (v)jj . Teniendo en cuenta esta ¶ultima relaci¶on, tomando w = w0 en (5) deducimos
jjPW (v) ¡ w0jj = 0 y luego PW (v) = w0.

Observaci¶on 1.10. Notar que si escribimosla relaci¶on (3) en t¶erminos de distancias, es

d(v; w) ¸ d (v; PW (v)) ; 8w 2 W:

Esto implica que d(v; PW (v)) esuna cota inferior para f d(v; w) : w 2 Wg, pero como PW (v) 2 W, resulta

d(v; W) = d(v; PW (v)) = m¶³nf d(v; w) : w 2 Wg:

La relaci¶on (4) nos dice que PW (v) esel ¶unico elemento de W que realiza la distancia de v a W.

Corolario 1.14 (Desigualdad de Bessel). Sea f v1; : : : ; vng un subconjunto ortonormal de V , entonces

jjvjj2 ¸
nX

i =1

jhv; vi i j
2 ; 8v 2 V:

Dem. SeaW = [v1; : : : ; vn ]. Aplicando el teorema de Pit¶agorassededuce

jjvjj2 = jjPW (v) + v ¡ PW (v)jj2 = jjPW (v)jj2 + jjv ¡ PW (v)jj2 ¸ jjPW (v)jj2 =
nX

i =1

jhv; vi i j
2 :

Ejemplo 1.11. Sea S el conjunto ortonormal de H de¯nido en el ejemplo 1.8. Si consideramosf 2 H
de¯nida por f (x) = x, 8x 2 [0; 2¼], es

jj f jj2 = hf ; f i =
1

2¼

Z 2¼

0
t2 dt =

4
3

¼2;

hf ; f n i =
1

2¼

Z 2¼

0
t e¡ int dt =

1
2¼

µ Z 2¼

0
t cos(nt ) dt ¡ i

Z 2¼

0
t sen(nt ) dt

¶
; luego

hf ; f n i =

(
¡ 1

in ; si n 6= 0;

¼; si n = 0:
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A[licando la desigualdadde Besselobtenemos

4
3

¼2 = jj f jj2 ¸
hX

n= ¡ h

jhf ; f n ij 2 =
hX

n= ¡ h

¯
¯
¯
¯
¡ 1
in

¯
¯
¯
¯

2

= ¼2 +
¡ 1X

n= ¡ h

¯
¯
¯
¯
¡ 1
in

¯
¯
¯
¯

2

+
hX

n=1

¯
¯
¯
¯
¡ 1
in

¯
¯
¯
¯

2

= ¼2 + 2
hX

n=1

1
n2 ;

)
hX

n=1

1
n2 ·

1
6

¼2; 8h = 1; 2; : : : :

Luego la serie
P 1

n=1
1

n2 esconvergente y
P 1

n=1
1

n2 · 1
6¼2.

2. Op eradores en espacios con pro ducto in terno

En esta secci¶on V ser¶a siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensi¶on ¯nita.

De¯nici¶ on 2.1. Seaw 2 V , de¯nimos ´ w : V ! | por ´ w(v) := hv; wi , 8v 2 V . Claramente ´ w 2 V ¤,
8w 2 V .

Prop osici¶on 2.1. Para todo w1; w2 2 V y a 2 | se cumple:

1. ´ a w1+ w2 = ¹a ´ w1 + ´ w2 .

2. ´ w1 = ´ w2 , w1 = w2.

Dem.

1. ´ a w1+ w2 (v) = hv; aw1 + w2i = ¹ahv; w1i + hv; w2i = ¹a ´ w1 (v) + ´ w2 (v) = (¹a ´ w1 + ´ w2 )(v).

2. ´ w1 = ´ w2 , hv; w1i = hv; w2i ; 8v 2 V , w1 = w2.

Teorema 2.2 (T eorema de Riesz). Si ® 2 V ¤, existe un ¶unico w 2 V tal que ® = ´ w .

Dem. Sea B = f v1; : : : ; vng una base ortonormal de V y ® 2 V ¤, consideremosw =
P n

i=1 ®(vi ) vi .
Entonces

´ w(vj ) =

*

vj ;
nX

i =1

®(vi ) vi

+

=
nX

i =1

®(vi ) hvj ; vi i =
nX

i =1

®(vi ) ±i;j = ®(vj ); 8j = 1; : : : ; n:

Luego ´ w = ®.

Teorema 2.3. Sea T 2 L(V ). Existe un ¶unico T ¤ 2 L(V ) tal que

hT(v); wi = hv; T¤(w)i ; 8v; w 2 V:

Dem. Seaw 2 V ¯jo y consideremos̄ w : V ! | de¯nida por ¯ w(v) := hT(v); wi para todo v 2 V .
Observar que ¯ w = ´ w ± T, luego ¯ w 2 V ¤. Aplicando el Teoremade Riesz, tenemosque existe un ¶unico
~w 2 V tal que ¯ w = ´ ~w , es decir tal que hT(v); wi = hv; ~wi ; 8v 2 V . De¯nimos entonces T ¤ : V ! V por
T¤(w) = ~w. As¶³ dado w 2 W, T ¤(w) queda de¯nido por ser el ¶unico vector de V que veri¯ca hT(v); wi =
hv; T¤(w)i ; 8v 2 V .
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La funci¶on T¤ es lineal:

hv; T¤(aw1 + w2)i = hT(v); aw1 + w2i = ¹ahT(v); w1i + hT(v); w2i = ¹ahv; T¤(w1)i + hv; T¤(w2)i

= hv; aT¤(w1) + T¤(w2)i ; 8v 2 V

luego T¤(aw1 + w2) = aT¤(w1) + T¤(w2).

Unicidad de T¤: Supongamosque existe S 2 L(V ) tal que hT(v); wi = hv; S(w)i , 8v; w 2 V . Luego es

hv; T¤(w)i = hv; S(w)i ; 8v 2 V ) T¤(w) = S(w); 8w 2 V ) T¤ = S:

De¯nici¶ on 2.2. El operador T ¤ se llama el operador adjunto de T.

Observaci¶on 2.1. Sededucede la demostraci¶on anterior que si B = f v1; : : : ; vng esuna baseortonormal de
V y T 2 L(V ) entonceses

T¤(w) =
nX

i =1

hw; T(vi )i vi ; 8w 2 V:

Prueba: T¤(w) = ~w =
P n

i=1 ¯ w(vi ) vi =
P n

i=1 hT(vi ); wi vi =
P n

i=1 hw; T(vi )i vi .

Prop osici¶on 2.4. Sean T; S 2 L(V ). Entonces:

1. hv; T(w)i = hT¤(v); wi ; 8v; w 2 V .

2. (aT + S)¤ = ¹aT¤ + S¤.

3. (T ±S)¤ = S¤ ±T¤.

4. (T¤)¤ = T.

5. id ¤ = id .

Dem.

1. hv; T(w)i = hT(w); vi = hw; T ¤(v)i = hT¤(v); wi .

Las pruebasde 2,. . . ,5 sebasanen la unicidad del operador adjunto.

2.

h(aT + S)(v); wi = haT(v) + S(v); wi = ahT(v); wi + hS(v); wi = ahv; T ¤(w)i + hv; S¤(w)i

= hv; (¹aT¤ + S¤)(w)i ; 8v; w 2 V:

Luego (aT + S)¤ = ¹aT¤ + S¤.

3.

h(T ±S)(v); wi = hT(S(v)) ; wi = hS(v); T ¤(w)i = hv; S¤(T¤(w)) i = hv; (S¤ ±T¤)(w)i ; 8v; w 2 V:

Luego (T ±S)¤ = S¤ ±T¤.

4. Por de¯nici¶on de (T ¤)¤ es hT¤(v); wi = hv; (T¤)¤ (w)i ; 8v; w 2 V y por la parte 1 es hT ¤(v); wi =
hv; T(w)i ; 8v; w 2 V . Luego (T¤)¤ = T.

5. hid (v); wi = hv; wi = hv; id (w)i ; 8v; w 2 V . Luego id ¤ = id .
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Recordemosque si A 2 M n (| ) esA¤ = A
t

y si | = R esA¤ = A t .

Ejercicio 2.1. Probar que si A; B 2 M n (| ) y a 2 | , entoncessecumple:

1. (A + aB)¤ = A¤ + ¹aB¤.

2. (AB )¤ = B ¤A¤.

3. (A¤)¤ = A.

4. I ¤ = I .

Prop osici¶on 2.5. Si T 2 L (V ), B = f v1; : : : ; vng es una base ortonormal de V y [T]B = (aij ). Entonces
aij = hT(vj ); vi i ; 8i; j = 1; : : : ; n.

Dem. Si [T]B = (aij ) es T(vi ) =
P n

j =1 aj i vj ; 8i = 1; : : : ; n. Como B es una baseortonormal es aj i =
hT(vi ); vj i .

Prop osici¶on 2.6. Si T 2 L (V ) y B es una baseortonormal de V entonces

[T¤]B = ([T]B)¤:

Dem. Sea[T]B = (aij ) y [T¤]B = (cij ). Entonces

aij = hT(vj ); vi i = hvj ; T¤(vi )i = hT¤(vi ); vj i = cj i ) [T¤]B = ([T]B)¤:

Corolario 2.7. Sea A 2 M n (| ), consideremosel producto interno usual en | n y L A : | n ! | n de¯nida por
L A (v) = Av; 8v 2 | n . Entonces (L A )¤ = L A ¤ .

Dem. La base can¶onica B es ortonormal respecto al producto interno usual de | n , luego [(L A )¤]B =
([L A ]B)¤ = A¤ ) (L A )¤ = L A ¤ .

Ejemplo 2.1. ConsideremosC2 con el producto interno usual, B la basecan¶onica de C2 y T : C2 ! C2

de¯nida por T(x; y) = (2ix + 3y; x ¡ y), (x; y) 2 C2. Es

[T]B =
µ

2i 3
1 ¡ 1

¶
) [T¤]B = ([T]B)¤ =

µ
2i 3
1 ¡ 1

¶ t

=
µ

¡ 2i 1
3 ¡ 1

¶
;

luego T¤(x; y) = (¡ 2ix + y; 3x ¡ y).

De¯nici¶ on 2.3. Decimosque un operador T 2 L (V ) esnormal si T ±T ¤ = T¤ ±T.
Una matriz A 2 M n (| ) sedice normal si A A¤ = A¤ A

Prop osici¶on 2.8. Si T 2 L (V ) y B es una base ortonormal de V , entonces T es normal si y solo si [T ]B
es normal.

Dem. ComoB esuna baseortonormal deV es[T ¤]B = ([T]B)¤, luego[T±T¤]B = [T]B [T¤]B = [T]B ([T ]B)¤

y an¶alogamente [T¤ ± T]B = ([T]B)¤[T ]B . Entonces es claro que T ± T ¤ = T¤ ± T si y solo si [T ]B ([T ]B)¤ =
([T]B)¤ [T ]B .
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De¯nici¶ on 2.4. 1. Un operador T 2 L (V ) esautoadjunto si T ¤ = T. Observar que T esautoadjunto si
y solo si

hT(u); vi = hu; T(v)i ; 8u; v 2 V:

2. Una matriz A 2 M n (R) essim¶etrica si A t = A.

3. Una matriz A 2 M n (C) eshermitiana si A t = A , A t = A.

Prop osici¶on 2.9. Si T 2 L (V ), B baseortonormal de V y A = [T]B . Entonces T es autoadjunto si y solo
si A es sim¶etrica en el caso | = R o hermitiana en el caso | = C.

Dem. Como B es una baseortonormal y A = [T]B , entonces A¤ = [T¤]B . Luego T = T¤ si y solo si
A = A¤.

Observaci¶on 2.2. Si T 2 L (V ) esautoadjunto, entoncesT esnormal:

T ±T¤ = T ±T = T¤ ±T:

El rec¶³proco esfalso como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Sea0 < µ < ¼y A =
µ

cosµ ¡ senµ
senµ cosµ

¶
. Es A A¤ = A¤ A = I , luego A esnormal. Por otro

lado esA¤ = A t =
µ

cosµ senµ
¡ senµ cosµ

¶
6= A y A no essim¶etrica.

Si consideramosen R2 el producto interno usual, T = Rµ : R2 ! R2 la rotaci¶on de ¶angulo µ y B la base
can¶onica de R2, es [T]B = A, luego T esun ejemplo de un operador que esnormal y no esautoadjunto.

Teorema 2.10. Sea T 2 L(V ). Si T es diagonalizableen una baseortonormal de V , entonces T es normal
si | = C o autoadjunto si | = R.

Dem. SeaB una baseortonormal de V tal que [T]B =

0

B
@

¸ 1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : ¸ n

1

C
A , es

[T¤]B = ([T]B)¤ =

0

B
@

¸ 1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : ¸ n

1

C
A :

Si | = R es¸ i = ¸ i ; 8i = 1; : : : ; n, luego [T¤]B = [T]B y esto equivale a T¤ = T.
En generales

[T¤]B [T ]B =

0

B
@

j¸ 1j2 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : j¸ n j2

1

C
A = [T]B [T¤]B ;

luego [T¤ ±T]B = [T ±T¤]B y esT¤ ±T = T ±T¤.
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Prop osici¶on 2.11. Sea T 2 L(V ). Si ¸ es un valor propio de T, entonces ¸ es un valor propio de T ¤

Dem. SeaB una baseortonormal de V y A = [T]B . Sabemosque [T¤]B = A¤, luego si ¸ 2 | es

ÂT ¤
¡
¸

¢
= ÂA ¤ (¸ ) = det(A¤ ¡ ¸I ) = det[(A ¡ ¸I )¤] = det(A ¡ ¸I ) = ÂA (¸ ) = ÂT (¸ ):

Entoncessi ¸ esvalor propio de T esÂT ¤ (¸ ) = ÂT (¸ ) = 0 = 0.

Prop osici¶on 2.12. Sea T 2 L(V ) un operador normal. Entonces

1. jjT(v)jj = jjT¤(v)jj ; 8v 2 V .

2. T ¡ ¸ id es normal, 8¸ 2 | .

3. Si v es vector propio de T correspondiente al valor propio ¸ , entonces v es vector propio de T ¤

correspondiente al valor propio ¸ .

4. Si ¸ 1 6= ¸ 2 son valores propios de T con vectores propios correspondientesv1 y v2, entonces v1 ? v2.

Dem.

1.

jjT(v)jj2 = hT(v); T(v)i = hv; T¤(T(v)) i = hv; T(T¤(v)) i = hT¤(v); T¤(v)i = jjT¤(v)jj2:

2.

(T ¡ ¸ id ) ± (T ¡ ¸ id )¤ = (T ¡ ¸ id ) ± (T¤ ¡ ¸ id ) = T ±T¤ ¡ ¸ T¤ ¡ ¸ T + j¸ j2 id

= (T ¡ ¸ id )¤ ± (T ¡ ¸ id ):

Ya que T ±T¤ = T¤ ±T.

3. Es 0 = jjT(v) ¡ ¸v jj = jj (T ¡ ¸ id )(v)jj = jj (T ¡ ¸ id )¤(v)jj , por 1) y 2). Luego
°
° T¤(v) ¡ ¸v

°
° =

jj (T ¡ ¸ id )¤(v)jj = 0 y esT¤(v) = ¸ v.

4. ¸ 1hv1; v2i = ḩ 1v1; v2i = hT(v1); v2i = hv1; T¤(v2)i = hv1; ¸ 2v2i = ¸ 2hv1; v2i y como ¸ 1 6= ¸ 2 resulta
hv1; v2i = 0.

Lema 2.13. Sea T 2 L(V ) y W ½ V un subespacio que es T-invariante y T ¤-invariante. Si consideramos
la restricci¶on TjW 2 L(W), es (T jW )¤ = T¤jW . Si adem¶as T es normal, entonces tambi¶en lo es TjW .

Dem. Seanw1; w2 2 W,

hTjW (w1); w2i = hT(w1); w2i = hw1; T¤(w2)i = hw1; T¤jW (w2)i ; 8w1; w2 2 W;

luego (TjW )¤ = T¤jW .

Si T esnormal, es

TjW ±(TjW )¤ = TjW ±T¤jW = (T ±T¤)jW = (T¤ ±T)jW = T¤jW ±TjW = (TjW )¤ ±TjW :
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Teorema 2.14. Si | = C y T 2 L(V ) es normal, entonces T es diagonalizableen una baseortonormal

Dem. La prueba espor inducci¶on en n = dim V .

Para n = 1: Si 0 6= v 2 V entonces
n

v
jj vjj

o
esuna baseortonormal de V formada por vectorespropios de

T (en estecasotodo vector esvector propio, puessi dim V = 1 toda transformaci¶on lineal de V en V esde
la forma T(v) = ¸ v para alg¶un ¸ 2 | ).

Seaahora n > 1 y supongamosrazonando inductivamente que si tenemosun operador normal en un
espaciode dimensi¶on n ¡ 1, entoncesexiste una baseortonormal del espacioformada por vectorespropios
del operador.

Como | = C existe ¸ valor propio de T. Seav un vector propio de T correspondiente a ¸ y consideremos
W := [v]? = f w 2 V j hw; vi = 0g. Sabemosque W es un subespaciode V y que dim W = n ¡ 1. Sea
w 2 W,

hT(w); vi = hw; T¤(v)i =
­
w; ¸ v

®
= ¸ hw; vi = ¸ 0 = 0 ) T(w) 2 W;

hT¤(w); vi = hw; T(v)i = hw; ¸ vi = ¸ hw; vi = ¸ 0 = 0 ) T ¤(w) 2 W:

Luego W esT y T¤-invariante, como T esnormal, el lema anterior implica que TjW 2 L(W) esnormal.
Tenemosque TjW 2 L(W) normal y que dim W = n ¡ 1 entonces por la hip¶otesis inductiva existe
f v1; : : : ; vn¡ 1g baseortonormal de W formada por vectorespropios de TjW (y por lo tanto vectorespropios
de T). Sea vn = v

jj vjj , como v1; : : : ; vn¡ 1 2 W = [v]? y vn 2 [v] es vi ? vn ; 8i = 1; : : : ; n ¡ 1. Luego
B = f v1; : : : ; vn¡ 1; vng esuna baseortonormal de V formada por vectorespropios de T.

Corolario 2.15. Si A 2 M n (C) es normal, entonces es diagonalizable.

Dem. Si A esnormal, entoncesL A 2 L (Cn ) esnormal, luego L A esdiagonalizabley por lo tanto A es
diagonalizable.

Prop osici¶on 2.16. Sea T 2 L(V ) autoadjunto y ¸ 2 | un valor propio de T, entonces ¸ 2 R.

Dem. Seav 2 V un vector propio correspondiente a ¸ . Es

¸ v = T(v) = T¤(v) = ¸ v

ya que como T esautoadjunto, esnormal. Entonces¸ v = ¸ v y v 6= 0, de donde ¸ = ¸ y luego ¸ 2 R.

Corolario 2.17. Si A 2 M n (C) es hermitiana y ¸ es un valor propio de A, entonces ¸ 2 R.

Dem. Como A hermitiana, entoncesL A 2 L(Cn ) esautoadjunta. Si ¸ esvalor propio de A, entonceses
valor propio de L A y luego ¸ 2 R por la proposici¶on anterior.

De¯nici¶ on 2.5. SeaA 2 M m£ n (| ), siendo| un cuerpo cualquiera. Los menoresde orden h de A (1 · h ·
m¶³nf m; ng) son los determinantes de las submatrices de A de tama~no h £ h obtenidas suprimiendo m ¡ h
¯las y n ¡ h columnasde A.
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Ejemplo 2.3. Si A =

0

@
1 2 5 0
3 6 7 0
4 8 12 0

1

A 2 M 3£ 4(| ) podemosobtener menoresde orden 3, 2 y 1 de A. Los

menoresde orden 1 son simplemente las entradas de A. Los menoresde orden 3 seobtienen suprimiendo la
primera, segunda,tercera y cuarta columnasde A:

¯
¯
¯
¯
¯
¯

2 5 0
6 7 0
8 12 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= 0;

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 5 0
3 7 0
4 12 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= 0;

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 2 0
3 6 0
4 8 0

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= 0;

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1 2 5
3 6 7
4 8 12

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= 0:

Los menoresde orden 2 seobtienen suprimiendo una ¯la y dos columnasde A; por ejemplo los menoresde
orden 2 que seobtienen eliminando la ¶ultima columna son:

¯
¯
¯
¯

1 2
3 6

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

1 5
3 7

¯
¯
¯
¯ = ¡ 8;

¯
¯
¯
¯

2 5
6 7

¯
¯
¯
¯ = ¡ 16;

¯
¯
¯
¯

5 0
7 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

2 0
6 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

1 0
3 0

¯
¯
¯
¯ = 0:

Los menoresde orden 2 que seobtienen eliminando la columna del medio son:
¯
¯
¯
¯

1 2
4 8

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

1 5
4 12

¯
¯
¯
¯ = ¡ 8;

¯
¯
¯
¯

2 5
8 12

¯
¯
¯
¯ = ¡ 16;

¯
¯
¯
¯

5 0
12 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

2 0
8 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

1 0
4 0

¯
¯
¯
¯ = 0:

Los menoresde orden 2 que seobtienen eliminando la primer columna son:
¯
¯
¯
¯

3 6
4 8

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

3 7
4 12

¯
¯
¯
¯ = 8;

¯
¯
¯
¯

6 7
8 12

¯
¯
¯
¯ = 16;

¯
¯
¯
¯

7 0
12 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

6 0
8 0

¯
¯
¯
¯ = 0;

¯
¯
¯
¯

3 0
4 0

¯
¯
¯
¯ = 0:

Vale el siguiente resultado:

Teorema 2.18. Si A 2 M m£ n (| ), entonces rango(A) = m¶axf orden de M : M menor no nulo de Ag.

Ejemplo 2.4. En el ejemplo anterior tenemosque todos los menoresde orden 3 de A son nulos y existe
alg¶un menor de orden 2 de A no nulo, luego el rango de A es2.

Observaci¶on 2.3. SeaA 2 M n (R), como R ½ C, es M n (R) ½ M n (C) y A 2 M n (C). El Teorema2.18 nos
prueba que el rango de A esel mismo si consideramosA 2 M n (R) o A 2 M n (C).

Teorema 2.19. Si A 2 M n (R) es sim¶etrica, entonces es diagonalizable.

Dem. Como M n (R) ½ M n (C), esA 2 M n (C). Como A essim¶etrica en M n (R), entoncesA eshermitiana
en M n (C) y luego A es normal en M n (C). Aplicando el Corolario 2.15 deducimosque A es diagonalizable
en M n (C). EntoncesÂA (t) escindeen C

ÂA (t) = (¡ 1)n (t ¡ ¸ 1)n1 ¢¢¢(t ¡ ¸ k )nk (6)

donde ¸ 1; : : : ; ¸ k son los valorespropios distintos de A y M G(¸ i ) = M A(¸ i ), 8i = 1; : : : ; k, esdecir

n ¡ rango(A ¡ ¸ i I ) = ni ; 8i = 1; : : : ; k: (7)

Como A 2 M n (C) eshermitiana, el Corolario 2.17 implica que ¸ i 2 R, 8i = 1; : : : ; k. Entonces la igualdad
(6) nos dice que ÂA (t) escindeen R y la igualdad (7) nos prueba que M G(¸ i ) = M A(¸ i ), 8i = 1; : : : ; k,
luego A esdiagonalizableen R.
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Teorema 2.20. Si | = R y T 2 L(V ) esautoadjunto, entoncesT esdiagonalizableen una baseortonormal
de V .

Dem. SeaC una baseortonormal de V , la matriz A = [T]C 2 M n (R) essim¶etrica, luego A esdiagona-
lizable (por el teorema anterior). Entonces T 2 L(V ) es diagonalizable y V =

L k
i=1 E¸ i , donde E ¸ i es el

subespaciopropio correspondiente a ¸ i ; i = 1; : : : ; k, siendo ¸ 1; : : : ; ¸ k los valores propios distintos de T.
Como T esautoadjunto, esnormal, entonces la Proposici¶on 2.12 implica que E ¸ i ? E¸ j si i 6= j .

SeaBi baseortonormal de E ¸ i , i = 1; : : : ; k, entonces B := B1 [ ¢¢¢[ Bk es una baseortonormal de V
formada por vectorespropios de T.

Resumiendolo anterior hemosprobado el siguiente teorema:

Teorema 2.21. Sea V un | -espacio vectorial dedimensi¶on ¯nita con producto interno y T 2 L(V ). Entonces
T es diagonalizableen una base ortonormal si y solo si T es normal en el caso | = C o T es autoadjunto
en el caso | = R.

Recordar que si W esun subespaciode V , tenemosde¯nida PW la proyecci¶on ortogonal sobreW.

De¯nici¶ on 2.6. SeaP 2 L(V ), decimosP es una proyecci¶on ortogonal si P 2 = P = P¤ i.e. si P es una
proyecci¶on que esautoadjunta.

Prop osici¶on 2.22. 1. Si W ½ V es un subespacio, entonces PW es una proyecci¶on ortogonal.

2. Si P 2 L (V ) esuna proyecci¶on ortogonal, entoncesexisteun ¶unico subespacio W ½ V tal queP = PW .

Dem. (1): Ya sabemosque comoV = W © W ? , si de¯nimos PW : V ! V por PW (v) = w si v = w + w0,
w 2 W, w0 2 W ? , entoncesP2

W = PW . Lo que resta probar esque PW esautoadjunta.
Seanv1; v2 2 V arbitrarios. Escribimos v1 = w1 + w0

1 y v2 = w2 + w0
2, donde wi 2 W, w0

i 2 W ? , i = 1; 2.

hPW (v1); v2i = hw1; w2 + w0
2i = hw1; w2i + hw1; w0

2i = hw1; w2i

hv1; PW (v2)i = hw1 + w0
1; w2i = hw1; w2i + hw0

1; w2i = hw1; w2i

EntonceshPW (v1); v2i = hv1; PW (v2)i , 8v1; v2 2 V y esP¤
W = PW .

(2): El operador P 2 L(V ) veri¯ca P 2 = P = P¤. La relaci¶on P2 = P implica V = Im P © Ker P y P
es la proyecci¶on sobreIm(P) en la direcci¶on de Ker P. Seanu 2 Im P (luego P(u) = u) y v 2 Ker P, es

hu; vi = hP(u); vi = hu; P(v)i = hu; 0i = 0 ) Ker P ½ (Im P)? :

De V = Im P © Ker P y V = Im P © (Im P)? se deduceque dim Ker P = dim(Im P)? , luego la relaci¶on
Ker P ½ (Im P)? implica Ker P = (Im P)? . Luego P = PW , siendoW = Im P.

3. El Teorema Espectral

En esta secci¶on V ser¶a siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensi¶on ¯nita.

Teorema 3.1 (T eorema Esp ectral). Supongamosque T 2 L(V) es un operador que es normal si | = C
o autoadjunto si | = R, entonces existen ¶unicos ¸ 1; : : : ; ¸ k 2 | distintos y P1; : : : ; Pk 2 L(V ) no nulos, tales
que:

1. P2
i = Pi = P¤

i , 8i = 1; : : : ; k (los Pi son proyecciones ortogonales).
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2. Pi ±Pj = 0 si i 6= j .

3. id =
P k

i=1 Pi .

4. T =
P k

i=1 ¸ i Pi .

Dem. Como T es normal si | = C o autoadjunto si | = R, entonces T es diagonalizable en una base
ortonormal.

Al serT diagonalizable,si ¸ 1; : : : ; ¸ k sonsusvalorespropios distintos, tenemosqueV =
L k

i=1 E¸ i , siendo
E¸ i el subespaciopropio asociado a ¸ i . Luego si de¯nimos Pi (v) = vi siendov = vi + ¢¢¢+ vk , vi 2 E¸ i , se
veri¯can las propiedades1,2,3,4,salvo eventualmente la condici¶on Pi = P¤

i , 8i = 1; : : : ; k.

A¯rmaci¶on: En estecasovale E ?
¸ i

=
L

j 6= i E¸ j , 8i = 1; : : : ; k. En efecto,como T esnormal (| = C o R),
es

E¸ i ? E¸ j ; 8j 6= i ) E ¸ j ½ E ?
¸ i

; 8j 6= i )
L

j 6= i E¸ j ½ E ?
¸ i

dim(
L

j 6= i E¸ j ) = dimV ¡ dimE ¸ i = dimE ?
¸ i

¾
) E ?

¸ i
=

M

j 6= i

E¸ j :

Pero entonces V = E ¸ i ©
L

j 6= i E¸ j = E¸ i © E ?
¸ i

, y Pi es la proyecci¶on asociada a esta descomposici¶on, es
decir Pi = PE ¸ i

. Luego Pi esuna proyecci¶on ortogonal.

La unicidad de la descomposici¶on sededuceinmediatamente de la unicidad en el casocl¶asico(el casode
V sin producto interno y T un operador diagonalizableen V).

Teorema 3.2. Sean P1; : : : ; Pk 2 L(V) que veri¯c an:

1. P2
i = Pi = P¤

i , 8i = 1; : : : ; k.

2. Pi ±Pj = 0 si i 6= j .

3. id =
P k

i=1 Pi .

Dados ¸ 1; : : : ; ¸ k 2 | arbitrarios, de¯nimos T 2 L(V) mediante T =
P k

i=1 ¸ i Pi . Entonces T es normal si
| = C o autoadjunto si | = R.

Dem. Como T =
P k

i=1 ¸ i Pi , esT¤ =
P k

i=1 ¸ i P¤
i =

P k
i=1 ¸ i Pi .

Si | = R es¸ i = ¸ i , 8i = 1; : : : ; k, luego T¤ = T.

Si | = C es

T ±T¤ =

Ã
kX

i =1

¸ i Pi

!

±

0

@
kX

j =1

¸ j Pj

1

A =
kX

i;j =1

¸ i ¸ j Pi ±Pj =
kX

i =1

j¸ i j2 P2
i

=
kX

i;j =1

¸ i ¸ j Pi ±Pj =

Ã
kX

i =1

¸ i Pi

!

±

0

@
kX

j =1

¸ j Pj

1

A = T¤ ±T:

Observaci¶on 3.1. SeaT 2 L(V ) normal si | = C o autoadjunto si | = R. Sean¸ 1; : : : ; ¸ k los valorespropios
distintos de T y P1; : : : ; Pk las proyeccionesortogonales sobre los subespaciospropios correspondientes.
Recordemosque la descomposici¶on

T = ¸ 1P1 + ¢¢¢+ ¸ kPk

se llama la descomposici¶on espectral de T y f ¸ 1; : : : ; ¸ kg esel espectro de T.
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Observaci¶on 3.2. Recordar que si c1; : : : ; ck son elementos distintos de | y b1; : : : ; bk son elementos de | ,
entonces,existe un polinomio p 2 | [x] tal que p(ci ) = bi , 8i = 1; : : : ; k.

Corolario 3.3. Sea | = C y T 2 L(V). Entonces T es normal si y solo si T ¤ = p(T) para alg¶un p 2 C[x].

Dem. Si T¤ = p(T) con p =
P n

i=0 ai x i , entonces

T¤ ±T = p(T) ±T =

Ã
nX

i =0

ai T i

!

±T =
nX

i =0

ai T i +1 = T ±
nX

i =0

ai T i = T ±p(T) = T ±T¤;

luego T esnormal.

Si T esnormal y T =
P k

i=1 ¸ i Pi es la descomposici¶on espectral de T, entoncesT ¤ =
P k

i=1 ¸ i Pi .
Seap 2 | [x] tal que p(¸ i ) = ¸ i , 8i = 1; : : : ; k. Entonces

p(T) = p

Ã
kX

i =1

¸ i Pi

!
(¤)
=

kX

i =1

p(¸ i ) Pi =
kX

i =1

¸ i Pi = T¤;

luego T¤ = p(T).

(¤) Esta igualdad esun ejercicio del pr¶actico 2.

Corolario 3.4. Sea | = C y T 2 L(V ) un operador normal. Entonces T es autoadjunto si y solo si todos
los valores propios de T son reales.

Dem. () ) Ya lo sabemos.
(( ) SeaT =

P k
i=1 ¸ i Pi la descomposici¶on espectral de T, entoncesT ¤ =

P k
i=1 ¸ i Pi =

P k
i=1 ¸ i Pi = T:

De la Proposici¶on 1.22 sededuceinmediatamente el siguiente.

Prop osici¶on 3.5. Sea T 2 L(V ) normal si | = C o autoadjunto si | = R y consideremosT =
P k

i=1 ¸ i Pi

la descomposici¶on espectral de T. Entonces cada Pi es un polinomio en T.

4. Isometr ¶³as

En esta secci¶on V ser¶a siempreun espaciovectorial con producto interno de dimensi¶on ¯nita.

De¯nici¶ on 4.1. Sean(V; h ; i V ) y (W; h ; i W ) dosespacioscon producto interno. Una transformaci¶on lineal
T 2 L (V; W) sedice una isometr¶³a si veri¯ca:

hT(u); T(v)i W = hu; vi V ; 8u; v 2 V:

Si V = W y T 2 L(V ) es una isometr¶³a, se dice que T es un operador ortogonal si | = R o que es un
operador unitario si | = C.
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Lema 4.1. Si T 2 L (V ) es autoadjunto y veri¯c a hT(v); vi = 0, 8v 2 V , entonces T = 0.

Dem. SeaB = f v1; : : : ; vng una baseortonormal de V formada por vectorespropios de T con valores
propios correspondientes ¸ 1; : : : ; ¸ n . Entonceses

0 = hT(vi ); vi i = ḩ i vi ; vi i = ¸ i kvi k2 = ¸ i ; 8i = 1; : : : ; n ) [T]B = 0 ) T = 0:

Observaci¶on 4.1. Para todo T 2 L(V ), los operadoresT ¤ ±T y T ±T¤ son autoadjuntos:

(T¤ ±T)¤ = T¤ ±T¤¤ = T¤ ±T; (T ±T¤)¤ = T¤¤ ±T¤ = T ±T¤:

Teorema 4.2. Sea T 2 L(V ). Las siguientesa¯rmaciones son equivalentes:

1. T ±T¤ = T¤ ±T = id , T es invertible y T ¡ 1 = T¤.

2. hT(u); T(v)i = hu; vi , 8u; v 2 V .

3. Para toda baseortonormal B de V , T(B) es una baseortonormal de V .

4. Existe una baseortonormal B de V tal que T(B) es una baseortonormal de V .

5. kT(v)k = kvk, 8v 2 V .

Dem. (1 ) 2): hT(u); T(v)i = hu; T ¤(T(v)) i = hu; id (v)i = hu; vi .

(2 ) 3): Sea B = f v1; : : : ; vng una base ortonormal de V , es hT(vi ); T(vj )i = hvi ; vj i = ±ij , luego
T(B) = f T(v1); : : : ; T(vn )g esuna baseortonormal de V .

(3 ) 4): Esto esobvio, dado que V siempreadmite una baseortonormal.

(4 ) 5): ConsideremosB = f w1; : : : ; wng una baseortonormal de V tal que T(B) = f T(w1); : : : ; T(wn )g
estambi¶en una baseortonormal de V .

Seav 2 V . Como B esuna basede V , entoncesexisten ¶unicos a1; : : : ; an 2 | tales que v =
P n

i=1 ai wi ,
luegoT(v) =

P n
i=1 ai T(wi ). Como B esuna baseortonormal eskvk2 =

P n
i=1 jai j2 y comoT(B) esuna base

ortonormal eskT(v)k2 =
P n

i=1 jai j2, luego kT(v)k = kvk, 8v 2 V .

(5 ) 1): En la observaci¶on anterior vimos que T ¤ ± T esautoadjunto, luego id ¡ T ¤ ± T esautoadjunto.
Calculamos:

h(id ¡ T¤ ±T)(v); vi = hv; vi ¡ hT¤(T(v)) ; vi = kvk2 ¡ hT(v); T(v)i = kvk2 ¡ kT(v)k2 = 0; 8v 2 V:

Luego por el lema anterior esT ¤ ± T = id ; adem¶as T 2 L(V ) y la dimensi¶on de V es ¯nita, entoncesT es
invertible y T ¡ 1 = T¤.
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Observaci¶on 4.2. 1. Si T esuna isometr¶³a, esT ±T ¤ = T¤ ±T = id , luego T esnormal.

2. Si T esuna isometr¶³a y ¸ 2 | esun valor propio de T, entonces j¸ j = 1:

Sea0 6= v 2 V : T(v) = ¸ v ) kvk = kT(v)k = j¸ j kvk ) j¸ j = 1:

En particular, si | = R es¸ = § 1.

3. Si T esuna isometr¶³a, entonces j det(T)j = 1:

1 = det(id ) = det (T ±T ¤) = det(T) det(T¤) = det(T) det(T) = j det(T)j2 ) j det(T)j = 1:

En particular, si | = R esdet T = § 1.

4. SeaT una isometr¶³a.Si | = C, comoT esnormal, entoncesT esdiagonalizableenuna baseortonormal.
Si | = R esto no escierto. Por ejemplo, la rotaci¶on de ¶angulo µ (µ 6= k¼, k 2 Z) esuna isometr¶³a y no
esdiagonalizable.

5. Una isometr¶³a enR2 o R3 esun operador queconserva las normas;tambi¶en conserva los ¶angulosporque
cos(du; v) = hu;v i

kukkvk .

Sepuedeprobar que todo movimiento r¶³gido del plano, esdecir toda funci¶on F : R2 ! R2 que veri¯ca
kF (u) ¡ F (v)k = ku ¡ vk, 8u; v 2 R2, es de la forma F (v) = T(v) + v0 donde v0 es un vector ¯jo y
T 2 L

¡
R2

¢
esuna isometr¶³a. De hecho esv0 = F (0) y T(v) := F (v) ¡ v0, 8v 2 V .

A su vez toda isometr¶³a T de R2 eso bien una rotaci¶on de centro en el origen (det T = 1), o bien una
simetr¶³a axial respecto a un eje que pasapor el origen (det T = ¡ 1).

Prop osici¶on 4.3. Sea T 2 L(V).

1. Si | = C, entonces T es una isometr¶³a si y solo si T es normal y j¸ j = 1 para todo valor propio ¸ de
T.

2. Si | = R, entonces T es una isometr¶³a autoadjunta si y solo si T es autoadjunta y ¸ = § 1 para todo
valor propio ¸ de T.

Dem.

1. () ): Ya lo sabemos.
(( ): SeaT =

P k
i=1 ¸ i Pi la descomposici¶on espectral de T, entonces

T ±T¤ =

Ã
kX

i =1

¸ i Pi

!

±

0

@
kX

j =1

¸ j Pj

1

A =
kX

i;j =1

¸ i ¸ j Pi ±Pj =
kX

i =1

j¸ i j2Pi =
kX

i =1

Pi = id :

An¶alogamente seprueba que T ¤ ±T = id .

2. () ): Ya lo sabemos.
(( ): Vale la misma prueba del caso1.
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De¯nici¶ on 4.2. Sea| un cuerpo cualquiera, una matriz A 2 M n (| ) sedice ortogonal si

A t = A ¡ 1 , A t A = A A t = I :

Una matriz A 2 M n (C) sedice unitaria si

A¤ = A ¡ 1 , A¤ A = A A¤ = I :

Observar que si | = R, A 2 M n (R) esortogonal si y solo si A¤ A = A A¤ = I .

Prop osici¶on 4.4. Sea T 2 L(V), B una base ortonormal de V y A = [T]B . Entonces T es una isometr¶³a
si y solo si A es ortogonal en el caso | = R o A es unitaria en el caso | = C.

Dem.

T ±T¤ = T¤ ±T = id , [T ±T¤]B = [T¤ ±T]B = [id ]B , [T ]B [T¤]B = [T¤]B [T ]B = I

, [T ]B ([T ]B)¤ = ([T]B)¤ [T ]B = I , A A¤ = A¤ A = I :

Prop osici¶on 4.5. Sea A 2 M n (R). Las siguientesa¯rmaciones son equivalentes:

1. La matriz A es unitaria en el caso de | = C u ortogonal en el caso de | = R.

2. Las ¯las de A forman una baseortonormal de | n .

3. Las columnas de A forman una baseortonormal de | n .

Dem.

SeaA = [aij ] =

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
an1 ¢¢¢ ann

1

C
A = [A1j : : : jAn ], siendoA i =

0

B
@

a1i
...

ani

1

C
A . SeaA¤ = (bij ), siendobij = aj i .

Si A¤A = (cij ), entonces

cij =
nX

k=1

bik akj =
nX

k=1

aki akj = hA j ; A i i

Luego
A¤A = I , cij = ±ij , hA j ; A i i = ±ij , hA i ; A j i = ±ij :

EntoncesA¤A = I si y solo si f A1; : : : ; Ang esuna baseortonormal de | n .

An¶alogamente seprueba que A A¤ = I si y solo si las ¯las de A forman una baseortonormal de | n .

Es un ejercicio del pr¶actico 5 el probar el siguiente resultado:

Prop osici¶on 4.6. Sean B y C basesde | n y A = B [id ]C. Entonces:

1. Si B y C son basesortonormales, entonces A es unitaria si | = C, u ortogonal si | = R.

2. Si B o C es una baseortonormal y A es unitaria si | = C u ortogonal si | = R, entonces la otra base
es tambi¶en ortonormal.
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De¯nici¶ on 4.3. 1. Dos matrices A y B en M n (C) son unitariamente equivalentessi existe una matriz
Q en M n (C) unitaria tal que A = Q¤B Q(= Q¡ 1 B Q).

2. Dos matrices A y B en M n (R) son ortogonalmenteequivalentessi existe Q en M n (R) ortogonal tal
que A = Qt B Q(= Q¡ 1 B Q).

Ejercicio 4.1. Probar que la relaci¶on \ser unitariamente equivalentes" esde equivalencia en M n (C) y que
la relaci¶on \ser ortogonalmente equivalentes" esde equivalencia en M n (R).

Teorema 4.7. 1. Sea A 2 M n (C). La matriz A es normal si y solo si A es unitariamente equivalente a
una matriz diagonal.

2. Sa A 2 M n (R). La matriz A es sim¶etrica si y solo si A es ortogonalmenteequivalente a una matriz
diagonal.

Dem.

1. () ): ConsideremosL A : Cn ! Cn . Como A esnormal, entoncesL A esnormal, luego existe una base
ortonormal B de Cn tal que [L A ]B = D, siendoD una matriz diagonal.
SeaC la basecan¶onica de Cn y Q = B [id ]C. Es

A = [L A ]C = C[id ]B [L A ]B B [id ]C = Q¡ 1D Q:

Como C y B son basesortonormales de Cn y Q = B [id ]C, entoncesQ esunitaria y A = Q¤B Q.

(( ): SeanQ y D en M n (C), con Q unitaria y D diagonal tales que A = Q¤ D Q. Es A¤ = (Q¤ D Q)¤ =
Q¤ D ¤ Q¤¤ = Q¤ D Q. Entonces

A A¤ = (Q¤ D Q)(Q¤ D Q) = Q¤ D Q Q¤ D Q = Q¤ DD Q

A¤ A = (Q¤ D Q)(Q¤ D Q) = Q¤ D Q Q¤ D Q = Q¤D D Q

Como D D = D D, esA A¤ = A¤ A.

2. () ): Es la misma idea que en 1. Como A essim¶etrica, L A 2 L(Rn ) esautoadjunta y luego diagonali-
zable en una baseortonormal. El resto sigue igual.

(( ): SeaA = Qt D Q, con Q ortogonal y D diagonal. Es

A t = (Qt D Q)t = Qt D t Qtt = Qt D Q = A;

luego A t = A y A essim¶etrica.

Ejemplo 4.1. SeaA =

0

@
4 2 2
2 4 2
2 2 4

1

A 2 M 3(R) matriz sim¶etrica. Es un ejercicio el veri¯car que ÂA (t) =

¡ (t ¡ 2)2(t ¡ 8) y que los subespaciospropios son

E2 = [(¡ 1; 1; 0); (¡ 1; 0; 1)]; E8 = [(1; 1; 1)]:
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Aplicando Gram-Schmidt a la basede E2 obtenemos

E2 = [(¡ 1=2; 1; ¡ 1=2); (¡ 1; 0; 1)] = [(¡ 1; 2; ¡ 1); (¡ 1; 0; 1)] :

Luego f (¡ 1; 2; ¡ 1); (¡ 1; 0; 1); (1; 1; 1)g esuna baseortogonal de R3, normalizando obtenemos
½µ

¡
1

p
6

;
2

p
6

; ¡
1

p
6

¶
;
µ

¡
1

p
2

; 0;
1

p
2

¶
;
µ

1
p

3
;

1
p

3
;

1
p

3

¶¾

que esuna baseortonormal de R3.

Entonces si D =

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 8

1

A y Q =

0

B
@

¡ 1p
6

¡ 1p
2

1p
3

2p
6

0 1p
3

¡ 1p
6

1p
2

1p
3

1

C
A ; es D = Qt A Q o A = Q D Qt (recordar

que Qt = Q¡ 1). Es decir

0

@
4 2 2
2 4 2
2 2 4

1

A =

0

B
@

¡ 1p
6

¡ 1p
2

1p
3

2p
6

0 1p
3

¡ 1p
6

1p
2

1p
3

1

C
A

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 8

1

A

0

B
@

¡ 1p
6

2p
6

¡ 1p
6

¡ 1p
2

0 1p
2

1p
3

1p
3

1p
3

1

C
A :
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