Algebra Lineal I. Curso 2006 Facultad de Ciencias

Practico 2
Espacios vectoriales

1. Averiguar si las siguientes estructuras (V) +, ) son R-espacios vectoriales.

(a) V ={f:R — R}, donde las operaciones estédn dadas por:

(f+9)(@) = f(z)+g(z),Vz eRVf g€V,

(- f)(z) = Af(z),Ve € R,YA € RYf € V.
(b) V ={f: R — R}, donde las operaciones estédn dadas por:
(f +9)(x) = f(z) +g(z), Ve €eR,Vf,g €V,

A f)(x) =2+ f(z),Ve € RYA € RVfeV.

(¢) V ={(an)n>1 sucesiones en R}, donde las operaciones estan dadas por:
(@n)nz1 + (bp)nz1 = (@ +b3) 1,
A (n)nz>1 = (Aan)n>1-

2. Sea V = R¥ el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones punto a punto.
Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V' son subespacios de (V,+, ).

() W={feV : f1) =1}

(b) W={feV : f(1)=0}.

(c) W={feV :3f0)}

() W={feV : If'(x)Vz € R}.

3. Sea V el espacio vectorial de las sucesiones. Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V' son
subespacios de (V, +,-).

(@) W=A{(an) €V : 302, lan| < oo}

(b) W=A{(a,) €V :lim,_0a, =1}.

(c) W={(an,) €V :3lim,_ as,}.

(d) W=A{(a,) €V :#{n:a, # 0} < oc}.

4. Sea (V,+,.) un espacio vectorial, Wy, Wy C V subespacios. Probar que W; U Wj es subespacio de
V siysolosi Wy € Wy &6 Wy C Wh.

5. ;Cuéles de los siguientes conjuntos son subespacios de R[z]?
(a) Wiy ={f e R[z] : f(0) =0}
(b) Wo ={f e R[z] : 2f(0) = f(1)}.
() Ws={f eR[z] : f(t)=f(1—1)VteR]}
(d) Wa={f eRz]: f=> 1, az*}

6. Definimos en el conjunto k[z] x k[z]* la siguiente relacién : (f,g)R(f',¢') si f¢' — gf = 0 (se

recuerda que k[z]* = k[z]\{0}). 1



(a) Probar que R es de equivalencia. Notamos k(z) = (k[z] x k[z]*)/R y § =R[(f,9)]
(b) Probar que R(x) es un cuerpo con las siguientes operaciones:

f@) @) _ f@)g'(@) + [(z)g()
glx)  ¢'() g(x)g'(x)
flz) [(=) _ f@)f(2)
g9(z) g'(x)  g(x)g'(z)
(c) Probar que R[z| es un subespacio de R(x) como R-espacio vectorial.
(d) (Es R[z] un R(x)-espacio vectorial?

?

7. Probar que el conjunto B,(k) = {M = (m;;) € My(k) : m;; = 0 si ¢ > j} de las matrices
triangulares superiores es un subespacio de M, (k).

8. Probar el siguiente resultado:

Sea V' un espacio vectorial y {W; : i € I} una familia de subespacios. Los subespacios son lineal-
mente disjuntos si y sdlo si para todo j € I tenemos que W; N7, p iy Wi = {0}

Este resultado esta probado parcialmente en las notas.
9. Calcular la suma de los siguientes subespacios y decir si es directa:

(a) Wy, Wy C R*, donde
Wy ={(z,0,2,0) € R*}, Wy = {(z,y,2,w) ER*: z+y+2+w=0}

(b) Wy, Wy, Wy C R*, donde
Wy =((2,0,2,0)), Wy = {((1,0,-1,0),(1,1,1,1)), W3 = ((0,1,2,1)).
Ejercicios complementarios
10. Averiguar si las siguientes estructuras (V, 4+, -) son espacios vectoriales.
(a) V ={(z,y) : z,y € R}, donde las operaciones estdn dadas por:
(@1, 91) + (22, 52) = (21 + Y1, 22 — Y2),
A(zy) =z, A y).
(b) V ={(z,y) : 2,y € R}, donde las operaciones estan dadas por:
(@1, 91) + (w2,92) = (21 + Y1, 22 + 42),
A (zy) = (A x,0).

11. Si V y W son k-espacios vectoriales, probar que V' x W es un espacio vectorial con la siguiente
estructura:

(vl,wl) + (’Uz,wg) = (Ul + V9, W1 + wg),
)\ . (vl,wl) = ()\ . Ul,)\ . wl).

12. Se define la traza de una matriz A = (a;;) € M, (k) como tr(A) =" | a;.
Sea V ={A € M,x,(R) : tr(A) = 0}. Probar que V' es un subespacio de M,,«,(R).



