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1. Sea (F,d) un espacio métrico, y A, B C E disjuntos.

(a) Probar que si A es compacto y z € E, entonces existe y € A tal que d(x,y) =
d(xz, A). Probar con un ejemplo que esto no es necesariamente cierto si A es
cerrado y no compacto.

(b) Probar que si A es compacto y B es cerrado, entonces d(A, B) > 0. Probar
con un ejemplo que esto no es necesariamente cierto si A y B son cerrados pero
ninguno es compacto.

(c) Si Ay B son compactos, probar que existen z € A ey € B tales que d(A, B) =
d(z,y).

2. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y K, Ky subconjuntos compactos de
X. Probar que existen abiertos disjuntos U; C X tales que K; C U; parai =1, 2.

3. Sean (E,dg) vy (F,dp) espacios métricos y f : E — F una funcién continua.
Probar que f es uniformemente continua si £ es compacto.

4. Sea (X, T) un espacio topoldgico.

i) Probar que la unién finita de subespacios compactos de X es compacta.

ii) Probar que la interseccién de dos conjuntos compactos puede no ser compacta.

5. Probar que un espacio métrico compacto y localmente conexo tiene un nimero finito
de componentes conexas. Probar con ejemplos que las dos hipdtesis son necesarias.

6. Sea (F,d) un espacio métrico compacto y f : E — E tal que d(f(z), f(y)) <
d(z,y), Vx,y € E,x # y. Probar que f tiene un tnico punto fijo. (Sugerencia:
considerar, si no hay puntos fijos, la funcién F(x) = %.)

7. (a) Sean E un espacio vectorial normado de dimensién finita sobre el cuerpo F = R

o Cy{v1,va,...,v,} una base de E.
Sea ¢ : F* — E, ¢(ay,qa,...,a,) = 3, a;u;, donde se considera el espacio
F” con la topologia inducida por la norma [|(ay, a, . .., ap)|| = (X |as]?) /2.

i. Probar que ¢ es continua.

ii. Sea S"! = {a € F" : ||la]| = 1}. Probar que existe ¢ > 0 tal que
B.(0) N ¢(S™!) = 0 y deducir que existe § > 0 tal que ||¢(a)| > d]c]]
para todo a € F™.

iii. Probar que ¢ es un homeomorfismo. Concluir que todas las normas en

un espacio de dimensién finita inducen la misma topologia y que todos los
espacios normados de dimension finita son completos.



(b) Sea (E,|| ||) un espacio normado completo de dimensién infinita. Probar que
su dimensién no es numerable. (Sugerencia: probar que los subespacios de
dimensién finita son nunca densos en E.)

8. Probar que la bola cerrada de radio uno en C([0, 1]) es acotada y cerrada, pero no es
compacta. (Sugerencia: considerar una sucesion {f,}, donde f,(z) =1, si z < n%rl,
falz) =—1,siz > ).

9. Sea M un espacio métrico compacto y f : M — M continua. Probar que existe
X C M compacto y no vacio tal que f(X) = X. (Sugerencia: considerar X =

Mo [ (M).)

10. Sea M un espacio métrico compacto y f : M — M (no necesariamente continua)
tal que d(f(x), f(y)) > d(x,y). para todo x,y € M.

(a) Sea {m;} una sucesion de naturales. Probar que existe una sucesién creciente
{n;} tal que n; = my, —m;

(b) Dados © € M y una subsucesién convergente {f"(z)} de {f™(x)}, donde
{my} es creciente, sea {n;} como en la parte anterior. Probar que {f™(x)}
converge a .

(¢) Probar que d(f(x), f(y)) = d(x,y) para todo x,y € M.

(d) Probar que f es un homeomorfismo sobre si mismo.

Para la aprobacion del curso se debera entregar resuelto el ejercicio 5
antes de la clase practica (8:00-10:00am) del 27 de junio.




