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Practico 5

1. Sea X un conjunto numerable con la topologia de los complementos finitos. ;Qué sucesiones
en X convergen?

2. Sea X un espacio vectorial normado y sean {z,} e {y,} sucesiones en X tales que x, —
T, Yo — Y

(a
(b

) Probar que z,, +y, — = +y.
)

(c) Sea z, = ==t Probar que 2, — .
)

Si A, es una sucesion de escalares que converge a A, probar que \,x, — Az.

(d) Un subconjunto Y C X es convexo si para todo z,y € Y y t € [0,1] se tiene que
tr + (1 —t)y € Y. Probar que la clausura de un conjunto convexo es convexa.

3. Sea {f,} una sucesién en C([0,1]) (con la norma del supremo).

(a) Probar quesi {f,} converge a f en C([0, 1]) se tiene que f,(x) — f(x) paratodo z € [0, 1].

(b) Sea {f.} la sucesién dada por f,(x) = W‘ .Es {f.} convergente en C([0,1])?

4. Sea T una red en un espacio topologico.

(a) Probar que el conjunto de puntos de aglomeracién de T' es cerrado.

(b) Probar que T' converge a z sii z es de aglomeracién de toda subred de T

5. (a) Sean 7y o dos topologias en un conjunto X. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

iLoCrT
ii. Toda red convergente a x € X en (X, 7) converge a = en (X, o).
(b) Sean d y d’ métricas en un espacio E. Probar que d y d' son equivalentes si y sélo si para

toda sucesién {z,} en E'y € E se tiene que x,, converge a x en (E,d) siy sélo si z,
converge a z en (E,d').

6. Se considera R? dirigido con el orden lexicografico con respecto al orden habitual en R. Sea
T : R? — R la red dada por T(4.) = e, donde R tiene la topologia habitual. Probar que todos
los puntos de R son de aglomeracién de T'y que 7' no converge.

7. Sea D un conjunto de la forma D = {a, : n € N} U{b, : n € N}, donde ay, # a; y by # b; si
k #1y ay # b para todo k,[ € N.



(a) Probar que D es un conjunto dirigido con la relacién de orden definida por:
p < G siin <m; b, <apsin+1<m yb, <b, sim=n.

(b) SeaT : D — R? T(a,) = (1/n,0) y T(b,) = (1/n,1—1/n), donde R? tiene la topologia
habitual. Probar que T" converge a (0,0).

8. Sea X = {(myn) € ZxZ:m > 0,n >0} SiAC X ym esun entero positivo, sea
Ap ={n:(m,n) & A}.
Sea 7 € P(X) definida asi: un subconjunto A de X pertenece a 7 si y sélo si (0,0) € A o
(0,0) € Ay {m: A, no es finito} es finito.
(a) Probar que 7 es una topologia en X.
(b) Probar que ninguna sucesién contenida en X \ {(0,0)} es convergente.

(c) Probar que existe una sucesién {z,} C X \ {(0,0)} tal que (0,0) es un punto de aglom-
eracién de {z,} pero ninguna subsucesién de {z,} converge a (0,0).

Para la aprobacién del curso se debera entregar resuelta la parte b) del
ejercicio 4 antes de la clase tedrica (8:00-10:00am) del 12 de mayo.




