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Practico 4

1. Sea X un conjunto. Probar que:

(a) La interseccién de una coleccién cualquiera de topologias en X es una topologia en X.
(b) La unién de dos topologias en X puede no ser una topologia en X.

2. Hallar interior, clausura y frontera de los siguientes subconjuntos de R? con la topologfa habitual. Determinar
si son abiertos y si son cerrados.

(a) A={(z,y) : ©>0y#0}.
(b) B={(z,y) : z€QoyeQ}.

(c) C={(z,y) : x#0y=seni}.

(d) D ={(z,y)

3. Sea X un espacio topolégico y A, B C X. Probar que:

oy = % para algin entero positivo n}.

(a) (ANB) = ZméyZUEZZuE

(b) Las igualdades (A U B) = AUB y AN B = AN B no son ciertas en general.
()
(d) A= AU@AyA AN OA.
() (4%) = (4)"

(f)

f) un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a su frontera y es abierto si y sélo si es disjunto con su frontera.

0(AUB) C 9AU 9B. Dar un ejemplo en que la inclusién sea estricta.

4. Sea (F,d) un espacio métrico, A C E y x un punto de acumulacién de A. Probar que en todo entrono de x hay
infinitos puntos de A. ;Es esto cierto en un espacio topolégico?

5. Sea (F,d) un espacio pseudométrico. Se define la bola abierta B(z,¢) de centro € E y radio € > 0 de la misma
manera que en un espacio métrico.
(a) Probar que si d(z,y) =0y = € B(z,¢) se tiene que y € B(z,¢€).
(b) Sea T = {0} U{A C E : A es unién de bolas abiertas}. Probar que 7 es una topologia en D y que d es
una métrica si y sélo si (E, 1) es Tp.
6. Sea (X, 7) en espacio topoldgico. Probar que (X, 7) es Ty siy sélo si {x} es cerrado Vz € X.
7. Sea (X, T) en espacio topoldgico.

(a) Probar que z € X es de acumulacién de X si y sélo si {z} no es abierto.

(b) Si ademés X es de Hausdorff y tal que todo A C X es abierto o cerrado, probar que X tiene a lo sumo un
punto de acumulacién.

/2
8. Probar que 2 = {a = (an)nen : Y ney |an|* < 0o} equipado con la norma ||al| = (ZZO:O |an|2) es separable.

a) Probar que § = {[a,00) : a € R} es sub-base de una topologia 7 en R

Probar que (R, 7) es un espacio Ty y no es Ty. ;Es de Hausdorff?

(c
(d) Dar la clausura e interior de los siguientes conjuntos, donde z,y, z € R:
ii. {z,y} donde x # y.
ili. {zeR : x>y}

(a)

(b) Describir los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados de (R, 7).
)
)



iv. {eR : >y, ¢ N}

(e) Probar que (R, 7) es separable, verifica el primer axioma de numerabilidad, pero no el segundo.
10. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, Y C X y 7y la topologia relativa en Y.

(a) Probar que si {B,}aeca €s una base de (X, 7), entonces {B, NY }qea €s una base de (Y, 7y).
(b) Probar que todo subespacio de un espacio que verifica el segundo axioma también lo verifica.
(c) Sean (E,d) un espacio métrico separable y F C E. ;Es (F,d) separable?

)

(d) Probar que en un espacio topolégico que satisface el segundo axioma de numerabilidad toda base contiene
una subfamilia numerable que también es base.

11. Toplogia de los intervalos semiabiertos. Sea T la toplogia en R que tiene como base {[a,b) : a,b € R}. Probar
que:

Los elementos de la base son abiertos y cerrados.
(R, 7) es separable, verifica el primer axioma de numerabilidad, pero no el segundo.

)
)
) Si A C R, entonces el conjunto de puntos de A que no son de acumulacién de A es numerable.
) Todo subespacio de (R, 7) es separable.

)

Dados A C R y un cubrimiento abierto {V, N A : « € I} de A, donde V,, es abierto en (R, 7) para todo
a € I, seaU, el interior de V, con la topologia inducida en R por la métrica euclidea, y sea C' = AN (|JUa)*.
Probar que ningutn punto de C es de acumulacién de C' (con la topologia 7) y concluir que C' es numerable.

(f) Probar que todo subespacio de (R, 7) es de Lindelof.
12. Topologia de los rectingulos semiabiertos. Sea v la toplogfa en R? que tiene como base la familia {A x B}, donde

7 es la topologia en R definida en el ejercicio 11. Probar que el conjuto X = {(z,y) € R? : 2 +y = 1} es
cerrado, no es separable y no es de Lindel6f. Deducir que (R?,v) no es de Lindelof.

Para la aprobacién del curso se deberd entregar resuelto el ejercicio 6 antes de la clase tedrica
(8:00-10:00am) del 28 de abril.




