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PRrRACTICO 8

Sean 1, v1 medidas o-finitas sobre (X1, M1), y ua, v2 medidas o-finitas sobre (Xq, Ms), tales
que 1 K p1 y Vo K o Entonces vy X vo < g X 2, y

dV2

d(Vl X 1/2)
dpiz

d(pa ¥ p2)

dI/1
(1‘1’332) = d—ﬂl

(x1) = (2).

Sean X = [0,1], M = Bjg 1}, m = medida de Lebesgue, y p la medida de conteo sobre M.
Mostrar que m < u, pero dm # fdu, para cualquier f. Deducir que x4 no tiene descomposicién
de Lebesgue con respecto a m.

Sean v, vq, 12 medidas signadas o-finitas, u, A medidas positivas o-finitas sobre (X, M).

a) Siv<puygée L'Y(v), entonces gg—z e L'(u),y [ygdv= [y gg—/‘;du (Sugerencia: probarlo
primero para g = xg, E € M y v positiva).

b) Siag,as € R, v < p, Vo € 'y av1+asvy es una medida signada, entonces aq vy +qave <

0y d(all’;—rwz) =%+ dtz
¢) Siy<<uyﬂ<</\,entoncesu<<)\,yg—f\zg—:g_i~
d) Sip< Ay A< p,entonces % = dp}d)\'

Si E es un boreliano de R™, la densidad Dg(z) de E en el punto x se define por

L m(E N By (x))

a) Probar que Dg(z) = 1 para casi todo « € E 'y Dg(z) = 0 para casi todo x € E°.

b) Encontrar ejemplos de conjuntos E' y puntos z tal que Dg(z) = a para 0 < o < 1 o donde
el limite no exista.

Sea g: [0,1] — R dada por g(z) = 3(z + o(x)), donde o es la funcién de Cantor (ver el
Ejercicio 5 del Practico 4). Considerar la medida de Lebesgue—Stieltjes definida por g sobre
[0,1] (es decir: u([0,z)) = g(x), Yo € (0,1]). Hallar la descomposicién de p con respecto a la
medida de Lebesgue y viceversa.

Sean 1, v medidas complejas, y A una medida positiva sobre (X, M). Mostrar que v L y <=
lv] Ljul, y v < A < |v| < A. Probar también que v(X) = [v|(X) <= v = |v|.

Supongamos que p es una medida de Radon sobre X y f € L*(u). Probar que v tal que dv = fdpu
es una medida de Radon compleja.

Supongamos que I € Co(X,R)*, y sean I, I~ las funcionales positivas construidas en clase
tales que I = I'"—I~. Probar que si y es la medida de Radon tal que I,, = I, entonces I+ = It
IL,-=1".
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Si p es una medida de Radon positiva sobre X con pu(X) = oo, entonces existe f € Co(X) tal
que [ fdu = oo. En consecuencia, cada funcional lineal positiva sobre Cy(X) es acotada.

Sean p una medida de Radon o—finita sobre X, y v = v1 4 v, la descomposicién de Lebesgue
de v € M(X) con respecto a u. Probar que vy, v, son medidas de Radon.



