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5.

PRrRACTICO 6

La hipdtesis de o—finitud es necesaria. Sean X =Y = [0, 1] con la oc—4lgebra de Borel. Sea p la
medida de Lebesgue en X y v la medida del conteo en Y. Sea D = {(w,y) EXXY |x= y}
Mostrar que las integrales

//XD dudv, //XD dvdy, //XD d(p x v)

La hipétesis f € LT (X xY) 6 f € L*(u x v) es necesaria.

son todas distintas.

a) Sea X =Y un conjunto no numerable, linealmente ordenado y tal que para cada = € X,
el conjunto {y | y < z} es numerable (por ejemplo: el conjunto de todos los ordinales
numerables). Consideremos en dichos conjuntos la c—élgebra definida en el ejercicio 4 del
practico 1 y sean p = v definidas por (A) = 0 si A es numerable y u(A) = 1 en otro caso.
Sea E = {(z, y) |y < x} Mostrar que E, y E, son medibles para cualquier z,y y que las

integrales
[ xwdnav, [ [ xdva
existen y son distintas.

b) Sean X =Y = N con la o—dlgebra trivial M = N/ = P(N). Sean p = v la medida del
conteo. Definimos una funcién f: X x Y — R por

1 sim=n
fmn)=¢ -1 sim=n+1
0 en otro caso.

Probar que [[|f|d(p x v) = 0o y que las integrales iteradas existen y son distintas.

Sean (X, M, i) un espacio de medida o-finita y f € LT(X). Sea Gy = {(z,y) € X x[0,00] : 0 <
y < f(x)} . Entonces Gy es M ® Bg- medible, y 1 x m(Gy) = [ fdu (Sugerencia: la aplicacién
(z,y) — (f(2),y) es (M ® Bg, Bgz)-medible, y (z,y) — z—y es continua sobre R?). Este es el
enunciado definitivo del familiar teorema del calculo que afirma que “la integral de una funcién
es el area debajo de su grafico”.

Enunciar explicitamente los teoremas de Tonelli y de Fubini para el caso en que los espacios
de medida son ambos (N, P(N), 1), siendo u la medida de contar. Probar que si f : Nx N —

, _q\ym4n
R estd dada por f(m,n) = I(C)g2-1)717+n)7 entonces Y, 51> 5 f(nom) =30 51375, f(n,m),
aunque f no es integrable.

a) Mostrar que [ Wda: = oo0.

b) Integrando e *¥senz con respecto a x y a y, mostrar que l{m,_, o fob N2dr = 5 (En

T

virtud de la parte (a), algin cuidado es necesario al pasar al limite cuando b — ©0).



6. Considerar la siguiente versién del teorema de Fubini:

Sean (X, M,pn) y (Y,N,v) espacios de medida completos y o-finitos, y sea (X x Y, L, \) la
completacion de (X X Y, M QN,u x v). Si f es una funcién L-medible tal que (a) f > 0 o
bien (b) f € L*()\), entonces f. es N-medible para casi todo x, y f¥ es M-medible para casi
todo y, y en el caso (b) fr y fY son integrables para casi todos x e y. Ademds, las funciones
T — ffzdl/ Yy r— ffydu son medibles, y en el caso (b) también integrables, y

[rix= [ [ f@anwiiv) = [ [ 1o vdutz)an).

Demostrar este teorema probando los siguientes hechos:

a) SSEEMN yuxv(E)=0,entonces v(E,) = u(EY) = 0, para casi todos z e y.
b) Si f es L-medibley f =0 en ctp, entonces f, y f¥ son integrables para casi todos x e y, y
[ fedv = [ f¥dpu = 0 para casi todos z e y (Aqui la completitud de p y de v es necesaria).

¢) Si f es L-medible, existe g, M ® N -medible tal que f = g ctp-A (Fue probado en clase).
7. Sean (X, M,pu) y (Y,N,v) espacios de medida, no necesariamente o-finitos. Mostrar que si

f: X — Ces M-medible, g : Y — C es N-medible, y h : X x Y — C est4a dada por

h(z,y) = f(z)g(y), entonces h es M ® N-medible, y que si f € L'(u), g € L*(v), entonces

heL'(pxv),y [hdlpxv)= ([ fdu)([ gdv).

8. Si f es integrable Lebesgue en (0,a) y g(z) = [ @dt7 entonces g es integrable en (0,a), y
Iy 9(@)da = [} f(z)dx.

’ENTREGAR EL EJERCICIO 2b PARA LA CARPETA. \ PLAZO: 2 DE JUNIO DE 2005.




