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Práctico 5

1. Calcular los siguientes ĺımites justificando los cálculos:

a)  ĺımn

∫∞
0
n sen (x/n)

(
x(1 + x2)

)−1
dx.

b) ĺımn

∫∞
0

(
1 + (x/n)

)−nsen (x/n)dx.

c) ĺımn

∫∞
0

(1 + nx2)(1 + x2)−nsen (x/n)dx.

d) ĺımn

∫∞
a
n(1+n2x2)−1dx (La respuesta depende de que a sea positivo, nulo, o negativo). Comparar

con los varios teoremas de convergencia vistos.

e) ĺımn

∫
R

f(x)n

1+f(x)n dx, donde f : R → [0,∞) es integrable.

2. Sea f : R → [0,∞] una función integrable, y definamos F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt. Probar que F es continua.

3. Probar que si µ(X) <∞, (fn) ⊂ L1(µ) y fn → f uniformemente, entonces f ∈ L1(µ) y
∫
fn →

∫
f .

4. Sea µ la medida de conteo sobre N. Interpretar el Lema de Fatou, el teorema de convergencia monótona
y el teorema de convergencia dominada como teoremas acerca de series infinitas.

5. a) Sea f : X × [a, b] → C tal que f(·, t) : X → C es integrable para cada t ∈ [a, b]. Sea

F (t) =
∫

X

f(x, t) dµ(x).

Supongamos que existe ∂f/∂t y que existe g ∈ L1(µ) tal que
∣∣(∂f/∂t)(x, t)∣∣ ≤ g(x) para todo x, t.

Probar que F es derivable y que

F ′(t) =
∫

X

∂f

∂t
(x, t) dµ(x).

b) Probar que
∫∞
0
xne−x dx = n! derivando la ecuación

∫∞
0
e−tx dt = 1

x .

c) Mostrar que ĺımn

∫ n

0
xk(1− x/n)ndx = k!.

6. Deducir las siguientes fórmulas desarrollando en serie los correspondientes integrandos e integrando
luego término a término. Justificar cada paso.

a)
∫∞
−∞ e−x2

cos axdx =
√
πe−a2/4 (a > 0).

b)
∫ 1

0
xp(x− 1)−1 log xdx =

∑∞
k=1

1
(p+k)2 , (p > −1).

7. Sea {fn}n≥1 una sucesión de funciones medibles no negativas que converge ctp a la función medible f .

a) Probar que si Si fn, gn, f, g ∈ L1, fn → f y gn → g en casi todo punto, |fn| ≤ gn, y
∫
gn →

∫
g,

probar que
∫
fn →

∫
f .

b) Supongamos que
∫
f = ĺım

∫
fn. Si

∫
f < ∞, entonces para cada conjunto medible E se tiene∫

E
f = ĺım

∫
E
fn. Mostrar que el resultado es en general falso si

∫
f = ∞.

c) Supongamos que fn, f ∈ L1 y fn → f en casi todo punto. Probar que
∫
|fn − f | → 0 si y sólo si∫

|fn| →
∫
|f |.

8. Probar que si fn ≥ 0 and fn → f en medida, entonces
∫
f ≤ ĺım inf

∫
fn.



9. Supongamos que |fn| ≤ g ∈ L1 y que fn → f en medida. Probar:

a)
∫
f = ĺım

∫
fn.

b) fn → f en L1.

10. Supongamos que fn y f son funciones medibles a valores complejos y sea ϕ : C → C. Probar:

a) Si ϕ es continua y fn → f en casi todo punto, entonces ϕ ◦ fn → ϕ ◦ f en casi todo punto.

b) Si ϕ es uniformemente continua y fn → f uniformemente (casi uniformemente, en medida),
entonces ϕ ◦ fn → ϕ ◦ f uniformemente (casi uniformemente, en medida).

c) Encontrar contraejemplos para las proposiciones anteriores cuando ϕ no es continua.

11. a) Lema de Riemann–Lebesgue. Si f es una función integrable en (−∞,∞), entonces

ĺım
∫

R
f(x) cosnxdx = 0 = ĺım

∫
R
f(x)sennxdx.

(Sugerencia: probarlo primero para funciones escalera).

b) Sea n1 < n2 < . . . una sucesión estrictamente creciente de enteros positivos, y sea E = {x ∈
[0, 2π] : existe ĺım sennkx}. Probar que m(E) = 0 (Sugerencia: usar (a) y la igualdad 2sen2α =
1− cos 2α).

12. Sean r = {rn}n≥1 ⊆ R, y φr(x) =
∑∞

n=1
1

2n
√
|x−rn|

, ∀x /∈ r, φr(x) = ∞ si x ∈ r.

a) Probar que φr es integrable sobre todo intervalo acotado, y deducir que φr es finita en casi todo
punto.

b) Supongamos que r es denso en R, y ψ = φr en casi todo punto. Probar que ψ es discontinua en
todos los puntos, y no acotada en cualquier abierto no vaćıo.

c) Probar que si r es denso en R, entonces φ2
r es no integrable sobre cualquier abierto no vaćıo.

Entregar el Ejercicio 1a para la carpeta. Plazo: 12 de mayo de 2005.

Ejercicios optativos

13. Lema de Scheffé. Sean fn ≥ 0 y f ≥ 0 tales que
∫
fn =

∫
f = 1 para todo n. Probar que si fn → f en

casi todo punto, entonces fn → f en L1.

14. Probar que si eitan converge para todo t ∈ [−δ, δ], entonces an converge.

15. Teorema de Lusin. Probar que si f : [a, b] → C es medible Lebesgue y ε > 0, entonces existe un conjunto
E ⊂ [a, b] tal que m(Ec) < ε y f |E es continua. Más aún, E puede tomarse compacto. (Sugerencia:
usar el teorema de Egoroff.)


