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Curso 2005
Ecuaciones diferenciales
Resolver las siguientes ecuaciones:
W) yy== (i) ¥'(y +2) = cos 2z (iii) 2(y — 1)y’ — 322 — 34z =2
(iv) y*y' = ° MY = grrgrmers V) HaE +acosy =0
(vii) W =1 (viii)y' =@w—-1(y+1) (ix) yy' = e senz.

Hallar en cada caso las soluciones de las ecuaciones anteriores que cumplan respectivamente:
(i) y(3) = =3; (i) y(0) = 1; (iii) y(0) = —1; (iv) y(7/4) = 0; (v) y(1) = 7/4; (vi) y(0) = 1;
(vii) y(0) = 1; (viii) y(0) = 1; (ix) y(0) = 0.

Un modelo simple para la propagaciéon de una epidemia se basa en la ecuacion diferencial
y' = ky(l—y), donde y € [0, 1] es la fraccién de la poblacién total infectada en el instante ¢.
Hallar y(t) en funcién de yp = y(0). ;Cémo se comporta y(t) cuando t — oo?

Muchas de las sustancias que se introducen en el organismo (por ejemplo los medicamentos)
son eliminados de éste de forma que la concentracién del medicamento decrece de manera
proporcional a la existente.

a) Sea x(t) la concentraciéon de una tal sustancia en la sangre en el instante ¢, y sea xg
la concentracién inicial. Hallar y resolver la ecuacién que describe la variacién de la
concentracion.

b) Se llama tiempo de vida media de una tal sustancia al tiempo 7" en que la concentracién
decrece a l? mitad de su valor inicial, y se llama concentracion media al nimero C =
lim l/ x(s)ds. Hallar Ty C.
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¢) Muchos de los medicamentos tienen una vida media de seis horas. Hallar en ese caso

la constante de proporcionalidad.

Se considera una reaccién quimica descrita con el simbolo A + B — C. Esto significa
que las sustancias A y B colocadas en contacto reaccionan formando C. Suponemos que
las concentraciones iniciales de A y B son iguales (llamaremos a a ese valor) y que la
concentracion inicial de C' es cero. Denotamos por a(t), b(t) y c(t) a las concentraciones
de las sustancias A, B y C en el instante posterior ¢t. Se supone que la reaccion tiene la
siguiente propiedad: el nimero de moles perdidos por A al llegar al instante t coincide
con el nimero de moles perdidos por B al llegar el instante ¢ y ambos producen el mismo
ntimero de moles de C'. Eso significa que para todo t se tiene a(t) = b(t) y c(t) = a — a(t).
La ley de accién de masas dice en este caso que la tasa de formacion de C' — o sea ¢’ — es
el producto de las correspondientes concentraciones de A y B.

a) A partir de la informacién anterior establecer y resolver las ecuaciones que permiten
calcular las concentraciones.

b) Hallar a si se sabe que al medir la concentracién de C' diez minutos después de comen-
zada la reaccién se observa que la concentracién de C' es a/2.

Suponemos que en un determinado cultivo la poblacién de bacterias se duplica cada 20
horas. Escribir la ecuacién diferencial correspondiente y determinar el tiempo en que la
densidad es 10 veces la original.



6. Otro modelo asociado al crecilgliento de la densidad en un cultivo de bacterias viene dado
por la ecuacién: 2’ = Kate™®" . Determinar la solucién que satisface 2(0) = x y graficar
la funcién In (a?(t)), estudiando su limite en 400 y hallando su punto de inflexién.

7.  El modelo de Jukes y Cantor. Se trata de un modelo para la evolucién de las cadenas de
ADN. En las sucesivas generaciones pueden producirse mutaciones que cambien la base
ubicada en un sitio determinado de una cadena de ADN.

Jukes y Cantor asumen que cada base cambia con
la misma probabilidad («) a cualquiera de las otras
tres bases, y que se mantiene incambiada con proba-
bilidad 1 — 3a (ver dibujo).

Si tratamos el tiempo como un continuo, se puede ver a o
muy facilmente que la funcién f que indica en cada « «
instante la probabilidad de que un determinado sitio
de la cadena sea ocupado por la misma base que lo
ocupaba en el instante inicial, satisface la ecuacion di- C T
ferencial. o
f(t) = —4daf(t) +a
Resolver la ecuacién diferencial, teniendo en cuenta la condicién inicial f(0) = 1.
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8. El modelo biparamétrico de Kimura. La suposicién de Jukes y Cantor de que todos los
cambios nucleotidicos tienen la misma probabilidad no se adecua demasiado a la realidad.

De hecho las transiciones (cambios entre A y G, o entre

T y C) son bastante més frecuentes que las transver-

siones. Motoo Kimura propuso en 1980 un modelo de «

sustitucion biparamétrico en el cual las probabilidades A G
de transicién («) son mayores que las probabilidades
de transversién (). Llamemos f a la funcién que indi-
ca en cada instante la probabilidad de que un determi- 3 3
nado sitio de la cadena sea ocupado por la misma base J6] 6]
que lo ocupaba en el instante inicial, g a la funcién que
indica en cada instante la probabilidad de que el nu-
cle6tido ubicado en ese sitio difiera del nucledtido que
lo ocupaba en el instante inicial en una transicion, y «a
h la funcién que indica en cada instante la probabi-

lidad de que el nucleétido ubicado en ese sitio difiera

del nucleétido que lo ocupaba en el instante inicial en

una transversién especifica.

Por ejemplo, si en el instante inicial se parte de la base A, f(t) indica la probabilidad de que
en el instante ¢ el sitio en cuestién sea ocupado por la base A, g(t) indica la probabilidad
de que en el instante ¢ el sitio en cuestién sea ocupado por la base G, y h(t) indica la
probabilidad de que en el instante ¢ el sitio en cuestion sea ocupado por la base T

Se puede demostrar que las funciones f, g y h verifican la ecuacién:

f1(t) = —(a+28) f(t) + ag(t) + 26h(t)

a) Mostrar que las funciones: f(t) = 1 + le ™0t 4 Le=2+ht g(4) = 1 4 Le—40t —
%6_2(a+ﬂ)t y h(t) = 1 — 1e710! verifican la ecuacién de Kimura.
b) Mostrar que las funciones definidas anteriormente verifican la ecuacién f+g+2h = 1,

e interpretar este hecho.



10.

11.

12.

La distancia de Haldane. En 1919 J.B.S Haldane propuso definir la distancia entre dos
sitios de un cromosoma en funcion de la frecuencia de recombinacién entre dichos sitios.

Llamemos d a la distancia entre los locia y by M ala a b
probabilidad de recombinacién entre dichos sitios. Se — ) —
puede demostrar que la funcién M satisface la ecua- e

cién diferencial M'(d) = 1 — 2M (d).

Resolver la ecuacién diferencial con la condicién inicial M (0) = 0. Dicha solucién expresa
la relacién entre distancia genética y probabilidad de recombinacién entre dos sitios.

Considerar la ecuacién diferencial 2/ = —9x + 3z3.

a) Intentar resolverla por separacién de variables.
b) Graficar la funcién —9x + 3z3.

¢) Determinar los estados de equilibrio y estudiar su estabilidad. Hallar el lim;_, ; o z(t)
para la condicién inicial z(0) =0, 1.
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los estados de equilibrio y clasificarlos segiin su estabilidad. Discutir el comportamiento

futuro de la poblacién para valores iniciales 0,001, 0,8 y 10.

La densidad de una poblacién x estd determinada por la ecuacién =’ = — x. Hallar

La siguiente ecuacion describe el crecimiento de una poblacion de gusanos que viven a
expensas de los abetos en los bosques de Canada.

La ecuacién estd dada por: 2/ = f(z) — g(z), donde

£la) = R(1 = 0/Q), g(w) = 1.
positivas. La funcién f(z) indica la salud del bosque, de modo que
si R es grande el bosque estd pleno de vegetacién. Por otro lado,
al crecer z la funcién f(z) disminuye, esto implica que el bosque
se ve afectado por el crecimiento de x, lo que a su vez influird en
el decaimiento de x. La funciéon ¢ indica la competencia entre los
gusanos.

siendo R y () constantes

Tomaremos Q = 8 en el resto del ejercicio. Figura 1: Un gusano

a) Graficar f y g para R = 0,3. Demostrar que hay un dnico estado de equilibrio y
estudiar su estabilidad.

b) Demostrar graficamente que hay un intervalo (Rg, R1) de valores de R para los cuales
existen 3 estados de equilibrio; estudiar la estabilidad. Para el minimo Ry de tales va-
lores hay 2 estados de equilibrio. Determinar si el mayor de ellos es estable o inestable.

¢) Demostrar que el modelo sufre un cambio drastico en las proximidades de R = Ry. Por
ejemplo estudiar el futuro de la poblacién con condicién inicial 2(0) = 10 suponiendo
R apenas menor que Ry y luego suponiendo R apenas mayor que Ry. Este resultado
se interpreta asi: existe un valor en que el estado de madurez del bosque provoca un
importante avance de la poblacién x. Es decir la poblacién x se mantiene en un cierto
nivel mientras el bosque es relativamente inmaduro y crece abruptamente mas alla de
cierto grado de madurez.



