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PrAcCTICO 9

1. SeaT € B(H) normal y compacto, con T'= > >, /3, P, segin el teorema espectral. Si
¢ € £°°(C), definimos ¢(T') : H — H tal que ¢(T)z = > 2 | ¢(Bn)Prx + ¢(0)Pox, YV €
H, donde P es la proyeccién ortogonal de H sobre ker T'. Probar que la transformacién
m: 4 — B(H) tal que ¢ — ¢(T') tiene las siguientes propiedades:

a) 7 es un homomorfismo unital de algebras con involucién, es decir: es lineal, mul-
tiplicativo, lleva la funcién 1 en el operador identidad, y conserva la involucién,
o sea, si ¢ es la funcién conjugada de ¢, entonces m(¢) = 7(¢)* (otra forma de
escribir esto: ¢(T) = ¢(T)*).

b) Si¢(z) =2z,Vze€o(T), entonces ¢p(T) =T.

¢) oDl = sup{lo(2) : z € o(T)}.

d) S € B(H) estal que ST =TS siysélosi Sop(T) = ¢(T)S, Vo € £°.

2. Un operador A € B(H) se dice positivo si es autoadjunto y (Ah,h) > 0 para todo
h e H.

Probar que si A € Bo(H) (H es un espacio de Hilbert sobre C) es normal, entonces es

positivo si y sélo si todos sus valores propios son reales y positivos.

3. Probar que si T es un operador compacto y autoadjunto, entonces existen A, B € B(H)
compactos y positivos tales que ' = A — By AB = BA = 0. (Sugerencia: usar el
ejercicio 1, para las funciones fy = 1(|id| +id) y f- = 1(|id| —id) )

4. (Raiz cuadrada de un operador). Sea T' un operador compacto y positivo, probar que
existe un tinico operador A compacto y positivo tal que A2 = T' (usar el ejercicio 1).

5. Sea Blabola unitaria cerrada de £2(N) y f : B — B definida por f((1—||z||?), z1, 72, ...).
Probar que f(B) C B, que f es continua y que no tiene puntos fijos.

6. Hallar subespacios invariantes no triviales del shift en £2(Z), del shift en ¢2(N), de su
adjunto y de A(f)(z) = [y f(t)dt.

7. probar que la hipdtesis E acotado en el teorema del punto fijo de Schauder no es
necesaria.

8. El objetivo de este ejercicio es probar que {A € B(H) | 0p(A) # 0} es denso en B(H).
a) Seaocgp(A)={ e C|Hfn} X | |Ifull =1y (A=) fr —n 0}

Probar que do(A) C 04p(A), y como o(A) es compacto y no vacio concluimos que
oap(A) # 0 para cualquier A.



b) Construir una sucesién de operadores A,, € B(X) tal que 0,(A,) #0y A, —, A
en norma. Para eso, considerar A € o4,(A) y {fn} C X una sucesién tal que
[fnll = 1y I(A = AL) full = 0.

Probar que existe una sucesién v, C X* tal que ||¢n|| =1y ¥n(fn) = 1.

Sea M, = ker(¢,), entonces si g € X, para cada n existe h, , € M, tal que
9="Yn(9)fn + hng-

Definir A,,(9) = ¥n(g)Afn+ A(hng), probar que esta sucesion satisface lo deseado.

9. Probar el teorema de Markov-Kakutani. Sea X normado y K C X compacto y convexo.
Sea {A;}icr una familia de mapas continuos afines de K es K y que conmutan dos a
dos. Entonces existe un punto z € K fijo para todo A;.



