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Análisis Funcional–Curso 2005
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1. Para cada n ∈ N consideremos el mapa ϕn : `∞ → C definido por ϕn(x) =
∑

n

i=1
xi

para todo x ∈ `∞. Probar que ϕn ∈ B(`∞, C) para todo n ∈ N. Probar además que las
ϕn están acotadas puntualmente en `1 ⊂ `∞ pero no están acotadas uniformemente en
`∞. Deducir que `1 es de primera categoŕıa en `∞.

2. Probar que si
∑

∞

k=1
αkxk converge para todo x = {xk} ∈ c0, entonces {αk} ∈ `1.

3. Sean X e Y espacios normados, X de Banach y {An} ⊂ B(X,Y ). Probar que si
An(x) → A(x) para todo x ∈ X, entonces A ∈ B(X,Y ).

4. Sean X e Y espacios normados, Y completo y S = {Aα | α ∈ I} ⊂ B(X,Y ) tal que
〈

S
〉

= B(X,Y ).

Probar que si {xn} ⊂ X y x ∈ X, entonces A(xn) → A(x) para toda A ∈ B(X,Y ) si y
sólo si Aα(xn) → Aα(x) para toda α ∈ I y {xn} es acotada.

5. Sea X = C([0, 1]) con la norma de L1 y An : X → C definida por An(f) = n
∫

1

n

0
f .

Probar que An ∈ B(X, C). Probar que para todo n ∈ N, An esta acotada puntualmente
y que ‖An‖ = n (i.e. no están acotadas uniformemente). Comparar con el teorema de
acotación uniforme.

6. a) Sea X un espacio normado y A ⊂ X. Probar que A es acotado si y sólo si
sup{|ϕ(a)| | a ∈ A} < ∞ para toda ϕ ∈ X∗.

b) Si X es completo y A ⊂ X∗, entonces A es acotado si y sólo si para todo x ∈ X

sup{|ϕ(x)| | ϕ ∈ A} < ∞.

7. Sea X = {x ∈ `1 |
∑

n|xn| < ∞} con la norma de `1

a) Probar que X es un subespacio propio y denso de `1, por lo tanto no es completo.

b) Sea T : X → `1 dado por T ({xn}) = {nxn}, probar que T es cerrado pero no
acotado.

c) Sea S = T−1, probar que S es acotada, sobreyectiva pero no abierta.

8. Sean Y = (C[0, 1], ‖ ‖∞) y X = {f ∈ Y : f es derivable y f ′ ∈ Y }.

a) Probar que X no es de Banach.

b) Sea T : X −→ Y , Tf = f ′. Probar que G(T ) es cerrado. ¿Es T continua?
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9. Sean X e Y espacios de Banach, y T ∈ B(X,Y ). Probar que las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) Existe c > 0 tal que ∀x ∈ X ‖Tx‖ ≥ c‖x‖.

b) Im(T ) es cerrada y ker(T ) = {0}.

10. Sean X e Y espacios de Banach y T : X −→ Y una transformación lineal. Probar que
T es continua si y sólo si para toda sucesión {xn} en X tal que xn → 0 y Txn → y, se
tiene que y = 0.

11. Sea X un espacio de Banach y T : X −→ X una transformación lineal tal que T 2 = T

y ker(T ) e Im(T ) son cerrados. Probar que T es continua.

12. Sean X e Y espacios de Banach y T : X → Y lineal. Probar que son equivalentes:

a) T ∈ B(X,Y ).

b) ϕ ◦ T ∈ X∗ para toda ϕ ∈ Y ∗.

c) T : (X,w) → (Y,w) es continua.

13. Sea X un espacio vectorial y ‖ ‖1, ‖ ‖2 dos normas en X con las cuales X es completo.
Probar que si alguna de las normas domina a la otra son equivalentes.

14. Probar el teorema de la aplicación abierta a partir del teorema del gráfico cerrado.
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