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10.

PRACTICO 5

Probar que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Probar que [P es un espacio de Hilbert si y sélo si p = 2. (Sugerencia: recordar que una
norma que proviene de un producto interno satisface la ley del paralelogramo.)

Sea H un espacio de Hilbert.
a) Si x,,y, pertenecen a la bola unidad cerrada de H para todo n'y (z,,yn) — 1,

entonces ||z, — Y| — 0.

b) Siw, € H para todo n, zn, <> 2y ||[2n| — ||| entonces ||z, — || — 0.
Probar que la completacion de un espacio con producto interno es un espacio de Hilbert.

Si Hy, Ho, ... son espacios de Hilbert, sea

H = {(hn)n>1| hn € HTLYZn21 th||2 < oo}

Sih = (hy),9 = (gn) € H definimos (h, g) = >_,~1(hn, Gn)n-

Probar que { , ) es un producto interno en H y que H resulta un espacio de Hilbert

con este producto interno.

a) Si H es un espacio de Hilbert y E es un subconjunto cerrado y convexo de H,
entonces F contiene un tnico elemento de norma minima.

b) Si M es un subespacio cerrado de H y x ¢ M, entonces existe un unico y € M tal

que d(z,y) = d(z, M).
¢) Si M es un subespacio cerrado de H, entonces H = M & M*.

En ¢}(N), probar que el conjunto K = {{z,} € £! | Y.z, = 1} es cerrado, convexo y
tiene infinitos elementos de norma minima.

Sean H un espacio de Hilbert y a € H, y supongamos que K es un subespacio cerrado
de H. Demostrar que min{||z — al| : € K} = max{|{a,9)| : y € K+, ||y| = 1}.

Calcular ml’na,byc{fjl [t3 —a— bt — ct?|?dt} y obtener méx fil g(t)t3dt, donde g ests so-
metida a las condiciones f_ll g(t)dt = f_ll tg(t)dt = f_ll t2g(t)dt =0,y f_ll lg(t)|?dt = 1.

Sean {ey, }nen un conjunto ortonormal y Q el cubo de Hilbert:
Q={heH:h=>3 .2 cpey, donde |cy| <1/n}.

Probar que Q es convexo y compacto.
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Sea H = (2 (N)

a) Sea A € C tal que [A| < 1. Probar que ¢(z) = > ¢° zxA* define una funcional
¢y : H — C acotada y hallar hy € H tal que ¢)(z) = (x, h)) para todo z € H.

b) (Cudl es la norma de ¢,?

Probar que si H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita, entonces toda sucesion

ortonormal infinita converge débilmente a 0.

En (2(N), sea X el subespacio generado por {z € ¢%(N) | #{n | z, # 0} < co}U{{2}}.

Probar que X es un espacio con producto interno no completo. Mostrar que existe un

conjunto ortonormal £ C X y x € X tal que x no tiene proyeccién sobre E.

a) Probar que en espacios de Hilbert de dimensién infinita, ninguna base ortonormal
es una base de Hamel.

b) Probar que un espacio de Hilbert es separable si y sé6lo si tiene una base ortonormal

numerable.

Sea H un espacio de Hilbert, probar que todo elemento de norma uno es un punto
extremal de la bola unidad. Probar que toda isometria es extremal en la bola unidad

de B(H)

Probar que si H es un espacio de Hilbert y T € B (H), entonces T : H — H es continua
si consideramos la topologia débil en ambas copias de H.

Sea W el shift con pesos, W : 1> — [?, dado por
w(xl, LYy eeey LTy ) = (0, A1T1,2L2y ey Cp—1Tn—1, ),

donde {«,} es una sucesién acotada de nimeros complejos. Probar que W € B (12) y
calcular |W/| y W*

Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado, sea P : H — M la proyeccion
como en el ejercicio 6. Probar que P es una proyeccién ortogonal en B(H ), ie. P €
B(H); P*=P, P2 =P.

Sea P € B(H) idempotente (es decir, tal que P? = P). Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

a) P es una proyeccién ortogonal.
b) P es autoadjunta.

¢) Im(T) y ker(T) son ortogonales.
d) P=0o]|P|=1



