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Notaciones

= Sea X un espacio de medida con medida positiva py 1 < p < oc.
1 .
Sea || fllp = (fx [fPdp)r y LP(p) = {f : X — C| fes medible y|| f[|, < oo}.

= En la situacién anterior, sea f : X — C una funciéon medible. Consideremos

S={aeR|u{zeX||f(x)>a}) =0}, entonces inf S = min S se llama supremo
esencial de |f].

Definimos ||f||oc = supremo esencial de |f|. El espacio de las funciones esencialmente
acotadas es: L®(u) = {f : X = C|||f]lco < 00}

» Sil <p < oo,y ues lamedida de conteo en N o Z, entonces [P(N) := LP(N) y
P(Z) := LP(Z).

Explicitamente, si {z,,} es una sucesién de nimeros complejos, [[{zn}, = O _rey \xn\p)%
1 .

y P(N) = {{zn} | 02y |znlP)? < oo} sip < .

Sip=o0, [{zn}leo = sup{|znl} vy I°(N) = {{zn} | {zn} es acotada}. Igual para Z.

» Si0 < p < 1y f es una funcién medible Lebesgue en [0,1], definimos A(f) :=
[x [f@)[Pdpy Ly == {f : X — C | fes medible y A(f) < oo}, la funcién d,(f,g) =
A(f — g), define una distancia en LP.

» Si X es un espacio topolégico compacto, notaremos C'(X) = {f : X —C| fes continua}.
Si X es localmente compacto y Hausdorff,

Co(X)={f:X —C|Ve>03K C X compacto tal que|f(z)| <eVze X \K}.
Ce(X) ={f:X — C| [ es de soporte compacto }.
Cy(X)={f:X — C| fes acotada}.

En estos cuatro espacios consideramos la norma del supremo que notaremos || || -
PRACTICO 1

1. Seal® el espacio de sucesiones acotadas con coeficientes en C, y la norma del supremo.

a) Probar que [* es un espacio de Banach no separable.

b) Sean ¢y y c los subespacios de [*° definidos por
co = {{zn} €1 : lim,, z,, = 0}; ¢ = {{zn} € > : lim,, x,, = = para algin x € C}.
Probar que ¢y y ¢ son subespacios cerrados y separables de [°°.

c) Seae€l® e={e,}, dondee, =1Vn e N. Probar que ¢ = Ce + ¢y.



10.

Sea X un espacio normado. Probar que X es un espacio de Banach sii toda serie
en X absolutamente convergente es convergente, es decir, si (z,),>1 € X es tal que
> met [[Tnll < oo, entonces existe x € X tal que x = limy, 7 x5 =: Y% @y

Sean ¢y ¢g como en el ejercicio 1. Sea T : ¢ — ¢y tal que T(z1,29,...,T,...) =
(limp @y, 1 — limyxy,, ..., 2, — lim,x,, .. .).

a) Probar que T es lineal y biyectiva.
b) Calcular |T| y [T~}

Sean M y N espacios de Hausdorff compactos y 7 : M — N una funcién continua.
Sea T : C(N) — C(M) dada por

(Tf)(x) = f(rx).
Probar que T' € B(C(N),C(M)) y calcular ||T||.

Sea X un espacio normado. Probar que existe un espacio de Banach X, tnico salvo
isomorfismos isométricos, tal que existe ¢ : X — X, isomorfismo isométrico en su
imagen, y «(X) = X. Probar que si Y es un espacio de Banach y Ty € B(X,Y), Tp se
extiende (identificando X y su imagen por ¢) en forma tnica a T € B(f(7 Y).

Sean X e Y espacios normados, Y de dimension finita. Probar que un operador
T :X — Y es continuo sii ker(7") es un subespacio cerrado de X.

Probar que la bola unitaria cerrada de un espacio normado X es compacta sii X es de
dimensién finita.

Sean Y y Z subespacios cerrados de un espacio de Banach X. Probar que si Z es de
dimensién finita entonces Y 4 Z es cerrado (Sugerencia: Considerar el mapa cociente
7:X — X/Y, ynotar que 771 (7(Z)) = Y+ Z). ;Se puede afirmar lo mismo en general
si Z no es dimensién finita?

Sea Q:={a € C: Re(a) < 1}. Para a € Q y x € C([0,1]) definamos
Tox(s) = so‘_l/ t™x(t)dt
0

sis€(0,1] y To(0) = (1 — o)~ tx(0). Probar que:

a) T, :C([0,1]) — C([0,1]) es un operador acotado, y que ||T4|| = m

b) To—Ts = (o — )T, Tp siempre que o, 3 € Cy Re(a),Re(f8) < 1. Deducir que
el mapa o — T, es holomorfo en el semiplano Re(a) < 1, y calcular su funcién
derivada.

Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff. Probar que Cp(X) es
completo; Cy(X) es cerrado y que C(X) es denso en Cy(X).



