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1. Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff. Sea M = Hom4,(C(X,R),R).

a) sig€e M, el conjunto {f € C(X,R) | ¢(f) =0} es un ideal maximal de C(X,R).

b) SilI C C(X,R) es un ideal propio, existe 29 € X tal que f(z9) = 0 para todo
f € I (Supener que no es asi y deducir que 1 € I).

¢) Elmapa " : X — M, definido por Z(f) = f(x) es una biyeccion.
d) Consideremos en M la topologia de la convergencia puntual, probar que entonces
x — & es un homeomorfismo.
Conclusion: La topologi a de X estd determinada por la estructura algebraica de
C(X,R).
2. Paran > 1 considere el espacio C™([0,1]) := {f € C([0,1]) | ftiene n derivadas continuas}.

a) Probar que C™([0,1]) es de Banach con la norma || f|| := sup{||f*|| | 0 < k < n}.

b) Probar que C™([0,1]) es de Banach con la norma || f|| :== S°7 || £¥/lcc-

¢) Probar que C'([0,1]), no es de Banach con la norma del supremo, y que T :
C1([0,1]) — C([0,1)), definida por T(f) := f’ no es continua.

3. SiX={1|n>1}U{0}, entonces C(X) es isométricamente isomorfo a c.

4. Consideremos S : 12 — 12 tal que S(z1,22,...) = (0,21,22,...). Probar que S es una
isometria no sobreyectiva.

5. Consideremos k : [0, 1] x [0,1] — R, la funcién caracterlstlca del conJunto {(z,y) € R?|
y<z} Sil<p<ocoy feLP(0,1), definimos V(f fo y)dy.

Probar que V € B(LP(0,1)) y que ||V < 1. El operador V se llama operador de
Volterra.

6. Consideremos 7 : [*° — [*®°/cy y definamos ||z||; := limsup |z,| para todo = € [*°.
Probar que || || es una seminorma; que {z € [*° | ||z||r = 0} = co y que ||z||r = ||7(2)]|
para todo x € [*°.
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Si X es un espacio topolégico compacto, entonces C(X) es reflexivo si y sélo si X es
finito.

Para p € (1,00), probar que cada punto de la “superficie” de la bola cerrada unitaria
de LP[0, 1] es un punto extremal de esta bola.

Mostrar que la bola unidad cerrada de ¢! es la envolvente convexa cerrada de sus puntos
extremales.

Consideremos M, (F) como B((F™,||||,), de ese modo se puede dar una estructura de
espacio normado a M, (F). Si B es la bola unitaria de M, (F), probar que ext(B)
estd formado por las isometrias de F", i.e. si F = R son la matrices ortogonales y si
F = C son las matrices unitarias.

a) Sean X un espacio topoldgico compacto; zo € X y A= {f € C(X) | f(zo) = 0},
entonces A es una subélgebra cerrada de C'(X) que separa puntos de X, es cerrada
por conjugacién pero no tiene a las constantes (i.e.1 ¢ A).

b) Probar que si A es una subdlgebra cerrada de C'(X) que separa puntos de X y es
cerrada por conjugacién, entonces o bien A = C(X) o bien existe xy € X tal que
A={f € C(X) | f(zo) = 0}. (Sugerencia: considerar el dlgebra A @ C, probar
que es un algebra que satisface las hipétesis de S-W y que A es un ideal maximal

de A C)

Sea X un espacio topolégico localmente compacto y A una subélgebra cerrada de Cp(X)
tal que:

a) Para todo x € X existe f € A tal que f(z) # 0.
b) A separa puntos de X.
¢) A es cerrada por conjugacion.

Probar que A = Cy(X). (Sugerencia: considerar la compactificacién con un punto de
X y usar el ejercicio anterior)

a) Si X es compacto, un ejemplo de A cerrada, cerrada por conjugacién, con 1 y que
no separa puntos de X es el siguiente:

Sean wg,z1 € X, wo # 21, A ={f € C(X) | f(z0) = f(z1)}-
b) SiX escompacto, A C C(X) cerrada, y cerrada por conjugacion, con 1. Considerar

la relacién de equivalencia: x ~ y siy s6lo si f(xz) = f(y) para todo f € A. Probar
que o bien A=C(X)obien A={feCX)|x~y= f(x)=f(y)}



