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PRrRACTICO 7

1. Probar el principio del minimo: si Q es una regién y f € Hol(£2) no tiene ceros en (2,
entonces | f| no tiene minimos locales en €2, a menos que f sea constante.

2. Probar que C )\ [0,00) es simplemente conexo.

3. Se dice que un conjunto ) es estrellado si existe w € Q tal que [w,z] C Q, Vz € Q.
Probar que todo conjunto convexo es estrellado. Probar que todo abierto estrellado
) C C es una regién simplemente conexa.

4. Si ) C C es una regién simplemente conexa y f € Hol(Q2), jentonces f(2) es simple-
mente conexa?

5. Sea I'g el rectanulo de vértices R, R+1b, —R+1by — R orientado positivamente, donde
R >0y b > 0. Calculando fFR exp(—2?)dz, probar que [ e~ cos(2bx)dx = /me V",

6. Demostrar que si f es continua en el sector 0 < |z —a|] < rg, 0 < arg(z —a) < «
(0 < a < 27) y existe lim,_,4(z — a) f(2)dz = A, entonces se tiene que

lim [ f(2)dz =iAq,
r—0 Y

donde , es el arco de circunferencia |z —a| = r perteneciente al sector dado y recorrida
en la direccién positiva.

7. Lema de Jordan.

Si f es continua en la regién Q = {z € C: |z| > Ro,Imz > a}, donde Ry > 0, a € R,
y en esta regién f(z) — 0 cuando z — oo, probar que para todo nimero positivo m se
tiene que:

lim e f(2)dz = 0,

R—o00 Tr
donde T'g es el arco de circunferencia |z| = R perteneciente a la regién dada.
Sugerencia: Al estimar el modulo de la integral a lo largo de la semicircunferencia
|z| = R, Im z > 0, recurrir a la desigualdad senf > 260 /7, valida para 0 < 6 < 7/2, y al
realizar las estimaciones a lo largo de los arcos pertenecientes al semiplano inferior (en
el caso que a < 0) recordar que la longitud de cada uno de ellos tiende hacia |a| para
R — 0.



Si f es continua en Rez > o, donde o es un nimero real fijo, y en este semiplano
f(2) — 0 cuando z — oo, entonces para todo nimero negativo ¢ se tiene que:

lim e” f(z)dz = 0,

R—o0 T'r

donde I'g es el arco de circunferencia |z| = R, Rez > 0. Si f es continua en Rez < o,
la proposicién es vélida si ¢ es positivo y si I'g es el arco de circunferencia |z| = R,
Rez <o.

Lemas de deformacion de caminos

Sean a € C, 79 > 0, ¢g > 0, y 01,05 : [r9,00) — R, p1,02 : (0,69] — R funciones
continuas tales que 01(r) < 02(r) Vr € [rg,00), vy ¢1(€) < pa(e) Ve € (0, €]. Se consi-
deran los conjuntos $% = £%(rg,01,602) := {z = a+re' : r >y, 61(r) <t < 62(r)},
Y Sa = Saleo, p1,92) = {z =a+e : 0 <e<e,pi(e) <t < pye)}. (Dibujar
tales conjuntos X® y ¥, cuando 61, 02, ¢1 y @2 son constantes). Sean f : ¥¢ — C
y g : ¥4 — C funciones continuas. Supongamos que existe L := li m zf(z) cuando
z — oo dentro de X% y que existe [ := i m (z — a)g(z) cuando z — a dentro de X,.
Sean T, : [01(r), 02(r)] — X° tal que I',(t) = a +re, y ve : [p1(€), pa2(€)] — X, tal que
Ye(t) = a + ee® . Probar que:

a) SiL =0y 60y — 6 estd acotada, entonces If m, fFr f(z)dz = 0.

S

Si existe § = 1i m, o0 (62(r) — 01(r)), entonces If m, .o [ f(2)dz =ifL.
c

d

Sil=0y py— ¢ estd acotada, entonces If m¢_.q f% g(z)dz = 0.

)
)
)
)

Si existe ¢ = If mc—o(f2(e) — 61(¢)), entonces If mc_o f% g(z)dz = ifl.



