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Practico 5

1. Sea A={f:Z" —7Z: f esfuncién}. Se definen +,* : A x A — A mediante

2. a)

b)

(f+9)(n) = f(n)+g(n), (fxg)(n)= > fl@)gly), VfgeA neZ".

TY=n

Probar que (4, +,*) es un anillo conmutativo con elemento unidad § : Z* — Z definido por
d(n)=1sin=1yd(n)=0sin#1.

Una funcién f € A se dice multiplicativa si verifica f(mn) = f(m) f(n), Vm,n € Z7 tales que
mcd(m,n) = 1. Probar que si f,g € A son multiplicativas, entonces f * g es multiplicativa.

Se define la funcion de Mobius u: Z" — Z mediante:

1 sin =1,
un)=4< 0 si el cuadrado de un primo divide a n,
(—=1)¥  sin es el producto de k primos diferentes.

1) Probar que u es multiplicativa.

1 sin=1

0 sin#1l

Sugerencia: sea @1 € A la funcién constante 1; observar que la igualdad que se quiere probar
equivale a 1 * 1 = § y basta con probar esta tltima para potencias de primos.

2) Probar que Vn € Z* es 3°,, u(d) = {

3) Si ¢ es la funcién de Euler, probar la férmula de inversion:

¢(n) => p(n/dyd, VneZ'.

din

Probar que D = {ao +a X +aX?+ -+ a, X" EZ[X]): ag = O} es un dominio que no es un
dominio factorial.

Probar que Z[X] es un dominio factorial que no es un dominio de ideales principales.

3. Sea D ={a+b/10:a,b € Z} C R . Probar que:

Si definimos * : D — D mediante (a + by 10)* = a — by/10, se verifica que Yu,v € D es (uv)* =
uw*v* y que u* = wu siy solo si u € Z.

La funcién N : D — Z definida por N(u) = uu*, verifica N(uv) = N(u)N (v) para todo u,v € D,
y N(u) =0 siy solo si u=0.

Un elemento u € D es invertible si y solo si N(u) = £1.

Los elementos 2, 3, 4+ /10 y 4 — /10 son irreducibles en D.
Sugerencia: observar que las ecuaciones 22 = 2 y £2 = 3 no tienen solucién en Zs.

Los elementos 2, 3, 4+ 10 y 4 — +/10 no son primos en R.
Sugerencia: observar que 3 - 2 = (4 + \/10) (4 — \/10).



4. Sea D un dominio de ideales principales.

a)

b)

Sea P un ideal propio de D. Probar que existen ideales maximales Pi,..., P, de D tales que
P =P, --- P, y que esta descomposicién es tnica a menos del orden de los factores.

Un ideal P de D se dice primario si verifica ab € Py a € P, entonces In € Z™ tal que b" € P.
Probar que un ideal P es primario si y solo si P = {0} o existen n € Z* y p € D irreducible tales
que P = (p").

Si Pi,..., P, son ideales primarios con P; = (p;""), Vi = 1,...,n, siendo p1,...,p, elementos
irreducibles no asociados, entonces Py --- P, = PN ---NP,.

Sea P un ideal propio de D. Probar que existen ideales primarios Pi,..., P, de D tales que
P=P N---NP,y que esta descomposicién es unica a menos del orden de los factores.

5. Un dominio D se dice euclideo si existe una funcién 6 : D \ {0} — N que verifica:

Para todo a,b € D\ {0} es 6(a) < §(ab).

Sia,b € D con b # 0, entonces existen ¢, € D tales que a = bg+r,conr =0o07r #0y
5(r) < §(b).

Probar que Z y K[X] son dominios euclideos (K cuerpo).

Probar que todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

Probar que si D es un dominio euclideo, entonces d(a) > 6(1), Ya € D\ {0} y a € D\ {0} es
invertible si y solo si §(a) = 4(1).

6. Algoritmo de Euclides. Sean a1, as elementos no nulos de un dominio euclideo D.
Se definen a; y ¢; por recurrencia por a; = qras + as, a; = q;a;+1 + a;+2, donde 0(a;12) < d(a;t1),
Vi=1,2,....

Probar que existe n tal que a, # 0y an+1 =0, y que a, = mcd(ay,az).

Utilizar la construccién de la parte anterior para expresar mcd(ai, az) en la forma xa; + yag, con
z,y € D.

Utilizar el algoritmo de Euclides para encontrar el méximo comuin divisor de 22 + 22 +z — 3 y
at — 23 + 322 + 2 — 4 en Q[u].

Sean m,n € Z, n > 0. Probar que existen ¢,r € Z tales que m = gqn +r y |r| <n/2.

Sean a,b,c € Z, ¢ > 0. Probar que existen 7,q € C tales que a +bi = qc+r y |r|? < 2.
Sugerencia: aplicar la parte anterior con a y b en lugar de m.

Probar que los enteros de Gauss Z[i] son un dominio euclideo definiendo 6(z) = 2z = |z|?,
z € Z[i] C C.

Sugerencia: dados y = a+biy x = ¢+ di € Z[i], = # 0, hay que probar que existen q,r € Z][i]
tales que y =qrz +rconr=00r #0y d(r) <d(x). Si z € Z", es la parte anterior. En el caso
general, probar que existen ¢, o € Z[i] tales que yT = qzZT+7roy ro =00 19 # 0y §(ro) < 0(2T);
luego tomar r = y — qzx.

Hallar los elementos invertibles de Z[i].



