TRABAJO MONOGRAFICO

El Laplaciano
en

Variedades Riemannianas

Janine Bachrachas

Orientador: Federico Rodriguez Hertz

20 de Noviembre, 2008 Licenciatura en Matematica
Montevideo Facultad de Ciencias
Uruguay Universidad de la Republica






Resumen

En estas notas estudiamos el Operador Laplaciano en ciertas va-
riedades Riemannianas, para lo cual serd necesario encontrar una
adecuada definicion que generalize la nocién usual en R". Proba-
remos que el Laplaciano es un operador diagonalizable y que sus
autofunciones constituyen una base ortonormal de las funciones de
cuadrado integrable en la variedad. Por tltimo nos centraremos en el
ejemplo de la esfera S™, calculando sus autovalores y autofunciones.
Ademas, probaremos una condicién suficiente para que una variedad
sea isométrica a la esfera S™.

Palabras clave: Variedad Riemanniana, El operador Laplaciano,
Transformada de Fourier, Espacios de Sobolev, Teorema Espectral,
Espectro del Laplaciano, Campos de Jacobi.

Abstract

In these notes we study the Laplace Operator defined on certain
Riemannian manifolds. With this in mind, we will have to reach for
an accurate definition, generalizing the usual notion in R". We will
prove that the Laplacian is a diagonal operator, and its eigenfunctions
are an ortonormal basis of the square-integrable functions on the
manifold. At the end, we will focus on the case our manifold is the
sphere S™, computing its eigenvalues and eigenfunctions. Moreover,
we will prove a sufficient condition for a manifold be isometric to the
sphere S™.

Keywords: Riemannian Manifold, Laplacian, The Fourier Transform,
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Capitulo 1

Panoramica

En este trabajo (M, g) denotard una variedad Riemanniana M de dimension
n, compacta, conexa, sin borde, orientable y g serd una métrica Riemanniana.
Asumimos que una orientacién ha sido asignada.

En este capitulo introduciremos las primeras definiciones y propiedades que
nos acompanaran a lo largo de todo el trabajo.

Notacién 1.1

Sea x € M, U C M abierto con z € U y ¢: R® — U una parametrizacion.
Notaremos X; = d,p(e;) siendo {ey, ...,e,} la base canénica de R™. También
es usual notar 8%2- a los d,p(e;), pero nosotros adoptaremos la notacién intro-
ducida previamente. La matriz de la métrica G serd G = G(x) = (g;5)i; con

9ij = (X, Xj)a-

Definicién 1.1 (Forma de volumen candnica)

Dados x € M y B = {vy,...,v,} base ortonormal directa de T, M, existe
una Unica w?: T, M x ... x T, M — R n-forma multilineal alternada tal que
wy(v1, ..., v,) = 1. Explicitamente,

wd =dvy A ... Ndu,

donde {duvy, ...,dv,} es la base dual de {vy,...,v,}.
Observamos que si C = {wy, ..., w,} es otra base de T,,M entonces

dwi A ... \Ndw, =det P-dvi A ...\ dv,

con P = g[id] la matriz de cambio de base. Esto implica que si C también es di-
recta y ortonormal entonces det P = 1y por tanto dwiA...Adw,, = dviA...Adv,,
por lo que w? estd bien definida.

Diremos que wy, = {wl},epm es la forma de volumen candnica de la variedad

(M, g).
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PANORAMICA

Observacién 1.1
Si x € M entonces wd(X7, ..., X,) = y/det(g;;) con X; como antes.

Demostracion:

Consideremos B = {vy, ..., v, } una base ortonormal de T, M. X; = 2j<Xi, V) V;
por lo que (X;, Xj)a = Do (Xs, Uk)2(Xj, Vk),. Si llamamos P a la matriz de
cambio de base glid]c entonces p;; = (X;,v;), v obtenemos que G = P'Py
por tanto det G = (det P)* y w(Xj, ..., X,,) = det P = V/det G.

Observacién 1.2 (Correspondencia T'M < T*M)

Dado x € M, si v € T,M entonces v = ). a;X;. Sabemos que existe un
unico funcional ¢ € (T, M)* tal que &(w) = (w,v),,Yw € T, M. Si escribimos
¢ = >, d'dx;, siendo {dzy, ..., dz,} la base dual de {Xj, ..., X,,}, observamos

que
n n

0 = 6(X) = (Xivhe = D0 a;(X0 Xhe = D aj05

Jj=1 J=1

y por lo tanto también obtenemos que
n
j=1
siendo ¢g* las entradas de la matriz inversa de G = (g;;)y;

Definicién 1.2 (Gradiente)

Dada v € C®(M), sea du : TM — R la derivada exterior. Para cada
x € M, dyu : T,M — R es una funcional lineal, por lo que el Teore-
ma de Riesz nos asegura que existe un unico vector Vy u(z) en T, M tal que

dyu(v) = (v, Vu(z)), ,Vv € T,M.

Calculo explicito del gradiente en coordenadas locales.

Si u € C°°(M) entonces
" Ou

i=1 0 w;

du = dz;

Por lo tanto via la observacién 1.2 obtenemos que
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Observacién 1.3
De la expresion en coordenadas locales y la observacién 1.2 tenemos que
Vue C®(M)

V=G "'Vu

Definicién 1.3 (Divergencia de un campo de vectores)

Dada w forma de volumen, definimos la divergencia de un campo X respecto
a w de la siguiente manera:

Sea ixw la (n — 1)-forma definida por

in(Xl, ceey Xn—l) = W(X(ZL‘), Xl, ceey Xn—l)

VXi,. ., X, 1€T, M,V e M.
Luego d(ixw) es una n-forma, por lo que existe un tinico nimero real div,X
de manera que

dlixw) = div,X - w

Calculo explicito de la divergencia en coordenadas locales.

Consideremos una forma de volumen w = 6dxy A ... Adx, con 0 = /det(gi;) ¥
X un campo. Entonces

ixw(X1, .0 X0 X)) = w(X, Xl,... Xiy . X,)
(- (X, . X, X))
(-1 ' X'w(X, ..., X,)
= (=1)"'X"0

Donde X° denota la i-ésima componente del campo X y X, indica que la
componente X; esta omitida. Luego

d(izw) = Z(—U“%d@ Adzy A Ndig A A dy,
i=1 v
=1 a
1 o O HXZ

11



PANORAMICA

Por lo que la divergencia del campo resulta

, 1 = 0(0X7)
X = -
div,, 9; oz,

Observaciéon 1.4
Para toda u € C*°(M) y todo campo X

diviuX) = u-divX + (Vyu, X)
Demostracion:

div(uX)w = d(iyxw) = du Aw +u - d(ixw) = du(X)w + udivXw

Definicién 1.4 (Laplaciano)
Siu € C®°(M), definimos el Laplaciano de u por

Agu = —div,(V, u)

Calculo explicito del Laplaciano en coordenadas locales.

Agu = —div( Vy w) 9 Z 81:1

1 g ou l — 0 - Ou
= _— L _ = —— v____
=1 7 i, =1

Consideramos el caso en que M = R" con la métrica Euclidea, es decir que
gi; = 0;5. El Laplaciano de una funcién u € C*(M) resulta

"L 9%
Bt == 2
i=1 g
Esta conocida férmula es la opuesta a la del Laplaciano usual en R™. El signo

de menos fue puesto pon una cuestion de practicidad, pero es claro que no
altera el comportamiento del Laplaciano como operador.
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Observamos también que si en una variedad (M, g) consideramos { X1, ..., X, }
una base ortonormal de 7, M respecto de la métrica g, obtenemos también
gij = 0;; por lo que arribamos a la misma férmula.

A continuaciéon veremos las primeras propiedades del Laplaciano, que se des-
prenden directamente de la definicién.

Proposicion 1.1
Para todas u,v € C*°(M) se tiene que

/uAgvdwg:/ (Vyu, Vyv)dw,
M M

Demostracion:
Sabemos que

div(uVgv) = u-div(Vo) + (Vyu, Vo) = —u- Agjo + (Vu, Vyv)

Integrando

/ div(u 'V v)dw, = —/ uAgvdw, +/ (Vgu, V,v)dw,
M M M

Reescribiendo el término de la izquierda y utilizando el teorema de Stokes
tenemos que

/div(qu)dwg:/ diuww:/ lyvew = 0
M M oM

ya que OM es vacio.

Corolario 1.2
El Laplaciano Ay: C°(M) — L*(M) es un operador simétrico.

Demostracion:
Dadas u, v € C*°(M) tenemos que

(Agu,v) = / Au-vdw, = / (Vgu, Vyv)dw, = / u - Agvdw, = (u, Ayv)
M M M

O
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PANORAMICA

Corolario 1.3
El laplaciano Ay: C®(M) — L*(M) es un operador “positivo”:

(Agu, u) :/ Agu - udw, =/ (Vgu, Vyupdw, = [[|Vul|* > 0
M M

Yu € C(M).

Invariancia por Isometrias del Laplaciano.

Definicién 1.5
Sean (M, g) y (N, h) son dos variedades Riemannianas. Diremos que un difeo-
morfismo ¢: M — N es una isometria si Vo € M se verifica

(v, W), = (dpp(v), dep(W)) ()

Vo, we T, M.

Una propiedad fundamental del Laplaciano es la invariancia por isometrias,
que puede describirse de la siguiente manera:

Proposicién 1.4
Sean f: N — R una funcion diferenciable y o: M — N wuna isometria.
Entonces

AM(fop)=ANfoy

Demostracion:

Dado = € M, tomemos {Xj, ..., X,,} una base ortonormal de T, M. Sean {;}
las geodésicas que en tiempo ¢ = 0 pasan por = con velocidad X;. Como d,p
preserva el producto interno {d,p(X1),...,d.(X,)} es una base ortonormal
de T,y N. Si llamamos §; = ¢(7;) entonces {¢;} son curvas que en tiempo
t = 0 pasan por ¢(z) con velocidad d,¢(X;).
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Tenemos entonces que

AM(fop)(z) = ZM $) ©7:)(0)

- —ZM 5)(0) = [(AY]) o ¢](x)

para todo x € M, por lo que obtenemos el resultado.
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Capitulo 2

Herramientas del Analisis
Funcional

Gran parte de nuestro trabajo se centrard en el estudio del Laplaciano como
operador, para lo cual necesitaremos introducir algunos conceptos de Anélisis
de Fourier y de Analisis Funcional para operadores no acotados.

2.1. Distribuciones y derivadas débiles

. Qué es derivar débilmente y porqué queremos hacerlo?

Nuestra primera motivacion es que nuestro protagonista, el Laplaciano, es un
operador que actia derivando. Muchas veces trabajamos con objetos que, o
bien no son diferenciables, o bien no controlamos que lo sean o no. La nocién
de derivada débil sera una asignacion que verifique algunas propiedades basicas
de la derivada convencional, y nos permita trabajar “sin preocuparnos” de la
verdadera naturaleza de los objetos.

Comencemos trabajando en C3°(M), las funciones de M en R de clase C* y so-
porte compacto. Consideremos la siguiente nocién de convergencia en C§°(M):

Diremos que ¢, — ¢ en el sentido de D(M) si
1. 3K C M tal que Vn € Z, sop(¢, — ¢) C K

2. D*¢,, — D*¢ uniformemente en K, Vo multiindice

Llamemos C al conjunto de las funcionales lineales continuas respecto a esta
convergencia. Observamos que C no es vacia: la funcién evaluacion i, es lineal
y como la convergencia en el sentido de D(M) implica la convergencia puntual,
1, estd en C. Consideramos entonces la topologia débil respecto de la familia
C. Como C es un espacio vectorial, sus elementos son todas las funcionales
continuas. Llamaremos D'(M) al dual de D(M) con la topologia débil-*, y
Distribuciones a sus elementos.
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HERRAMIENTAS DEL ANALISIS FUNCIONAL

Definicién 2.1

Diremos que una funcién u, definida a menos de conjuntos de medida nula en
M, es localmente integrable si para todo conjunto compacto A C M se cumple
que u € L'(A).

L} (M) denotara al conjunto de las funciones localmente integrables en M.

Trabajemos entonces en este espacio. Dada u € L}, (M), hagamos una asigna-
cién anéloga a la que harfamos via Riesz, si u estuviera en L?(M ), para obtener
un funcional lineal. Explicitamente, le asociaremos la funcién T, definida por

T.(¢) = /Mu(x)¢(:c)d:v Vo € D

Observamos que esta expresién tiene sentido pues u¢ € L'(M). La linealidad
de la integral asegura que T, sera lineal.

Para ver la continuidad, tomemos {¢,} C C5°(M) convergiendo a ¢ € C3°(M)

en el sentido de D. Sabemos entonces que existe un compacto K tal que
sop(¢, — ¢) C K, y por lo tanto

160 = Tut] < s [on2) — 0(a) / ju()|dz — 0

Es importante remarcar que el mapa u ~~» T, no es en general sobreyectivo,
es decir, existen distribuciones que no son de la forma T, para ningin u €

L} .(M). Por ejemplo, consideremos la distribucién

Oao(¢) = ¢(0)

V.o €D yun xy € M.
Si 0, (¢) fuera de la forma T, para alguna u € L}, (M) entonces V¢ € C5°(M)

() = T(0) = [ uta)oa)de @)
Sea ¢ € C°(M) tal que ¢p(x) = 0 & z = . Luego,

/M w(x)p(z)dw,y () = P(xo) =0

por lo que u(z)p(x) = 0 y por tanto u(z) = 0 en casi todo punto, lo que
implica que T,, = 0. Ahora, sea ¢ € Cj°(M) tal que ¥ (zo) # 0. Luego

0 # 02y (1) = Tu(h) = 0
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2.1 DISTRIBUCIONES Y DERIVADAS DEBILES

lo que es una contradiccion.

Si ahora consideramos una funcién u de clase C!, utilizando el teorema de
Stokes y el hecho de que M no tiene borde, es inmediata una férmula de “in-
tegracién por partes”. Luego, si u es lo suficientemente diferenciable tememos
que

| pro@ets = 0 [ w@poa)a

M

Esto motiva una definicién de “derivada”’ de una distribucién:
Si T es de la forma 7, es natural definir DT, = (—1)l%Tpa, para tener la
integracion por partes.

Generalizando esta féormula, dada una distribucion 7" y un multiindice «, de-
finimos

(D°T)(¢) = (=1)*'T(D*¢) (2.1)
para toda ¢ € D.

Veamos que asi definida D*T es de hecho una distribucién. Si miramos el
miembro derecho de la ecuacion 2.1, la linealidad es inmediata de la lineali-
dad de la derivada convencional y de T'. Para ver que es continuo, tomemos
{n} C C(M) convergiendo a ¢ € C§°(M) en el sentido de D. Sabemos
entonces que existe un compacto K tal que sop(¢, — ¢) C K y por tanto

sop(D*¢y, — D*¢) = sop(D* (¢, — ¢)) C sop(¢n — ¢) C K

Ademas,
DP(D*(¢n — ¢)) = D (d — ¢) — 0

uniformemente en K. Asi, obtuvimos que D%, — D%¢ en el sentido de D.
Como T es continua en el sentido de las distribuciones, T(D“¢,,) — T(D“¢),
y por 2.1 vemos que esto es equivalente a que D*T'(¢,,) — DT (¢).

Terminando...

Estamos ahora en condiciones de definir la derivada débil de una funcién
u € L} .(M). Tomemos un multiindice o. Si existe v, € L} (M) tal que
T,., = D*(T,), entonces v, serda unico a menos de conjuntos de medida nu-
la. A este elemento lo llamaremos a-ésima derivada débil de u, y notaremos
D*u. Como adelantdbamos, en caso de que exista la derivada en el sentido

convencional, la derivada débil coincide con ésta.
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HERRAMIENTAS DEL ANALISIS FUNCIONAL

2.2. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier resultara un elemento crucial en nuestro trabajo.
Las buenas propiedades y la regularidad de este operador nos ofreceran técnicas
que facilitaran enormemente el desarrollo de nuestra teoria.

2.2.1. Transformada de Fourier en R"

Definicién 2.2
La Transformada de Fourier es el operador F: L'(R") — L**(R") definido
como Ff = f con

P 1

fl&) = B2 Jon flz) e "0 da (2.2)

VéEeR”

La ecuacién 2.2 tiene sentido pues

. 1 1
701 < G [ @lde = sl
VéEeR"

La linealidad de F es inmediata y también se tiene que

1

£l < W!If\!u

por lo que F es un operador continuo.

También es posible definir la llamada Transformada de Fourier Inversa de la
siguiente manera

16 = oy [ ) (2.3

Una cuenta analoga a la que realizamos para F muestra que la transformada
inversa es también un operador continuo.

Introduciremos ahora los Espacios de Schwartz ya que son un “buen” con-
texto para trabajar con la transformada F.
Definicién 2.3 (Espacio de Schwartz)

SR") = {u € C*R"): sup |*0°u(z)| < 0o ¥V, 3 multiindices }

TeR™
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2.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

Es facil ver que C§°(R™) es denso en S(R") con la topologia inducida por la
norma L.

Una de las buenas propiedades que menciondbamos es el hecho de que si res-
tringimos F a S(R™), la transformada inversa resulta ser efectivamente la
inversa de la transformada de Fourier F. Por esto, es usual notar F~! a la
transformada inversa. El resultado lo probaremos mas adelante.

Proposicion 2.1
Se cumple que F(S(R™)) C S(R") y valen las siguientes formulas

(=)l (Do f)(€) = £ (€) (2.4)
(=)@ f)(&) = (D F)(€) (2.5)

Demostracion:
La primera afirmacion se deduce de las formulas ya que para cualquier «, 3
multiindices

sup [€*D7a(€)| = sup [€*@Pu(€)] = sup [D(z0u)(€)]

geRn EeR” geRn

< (271_)”/2 ” (xﬂu)Hp(Rn) < 0

ya que si una funcién estd en S(R™) entonces es absolutamente integrable y
sus derivadas también estdan en S(R™).

Para verificar las férmulas observemos que

Do = 2lagmm el =

7)n/2

1
— _'L<£7$>
(2n)72 /R fla agz | de

1

~ G [ i@ s = (i@

Derivando sucesivas veces obtenemos la féormula 2.5. Para demostrar 2.4, ob-
servemos que

5? B 1 of —i(z,)

axl(g) - (27T)n/2 - axl< ) dx
oy 1 ) 1 A
T T i [ 6
= if(&)

21



HERRAMIENTAS DEL ANALISIS FUNCIONAL

ya que

lim f(z)e @8 dz =0

Nuevamente, derivando sucesivas veces, obtenemos el resultado.

Proposicion 2.2

1. Si f € S(R™) entonces F es una isometria, i.e.
[f@)Pde= [ |f(x)Pde
i R®
2. Si ¢, € S(R™) entonces

ppde = [ ¢ da
]Rn Rn

Yy consecuentemente

Shdr = | ¢pdx
Rn Rn

3. La Transformada Inversa es el operador inverso de la Transformada de
Fourier.

Demostracion:

(1) Llamemos C. = [—1,2]" C R" el cubo de volumen (2/e)" centrado en el
origen de R". Dada f € C§°(R"™), sea ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
sop(f) C C.. Definamos también el conjunto

KE:{keR:(W—]{;)eZ}

Ahora, {($2)"/2e!®*)} k. es una base ortonormal de L?(C.), por lo que

f(m) = Z <(%5)n/26i<k7m>’ f(m))(%g)”ﬂe“k@

keK.

Ademas sabemos que

¢ €i<k,x)
fo) =3 fELm)“

271')”/2
keK.
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2.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

Luego

e = [ @)= 3 [(Ge e )

keK.

keK. ]EK
Lo F) o |
- k;gévwésw'é(f)),[ ()
= S WPEr = [ i@k
2
5 dpde — / ) (2;)”/2 { /R ) gb(m)e—i(m€>d§:| b(w)de
= [ oy | [ @) oy
= | ovde

Anélogamente, se prueba que

phdr= [ ¢Yda
]R'l’l Rn
Utilizando la férmula 2.6, si tomamos ¢ y E entonces
N R T
]R'n n Rn
(3) Observemos primero que Fé = F1¢. Luego

P*de = | FoF '¢de = | ¢oFF ‘odx

R™ R" R

gde= | Fl'oFpde = | ¢F 'Fodx

R™ R R

Por lo que ¢ = FF1p = F 1 F¢ en casi todo punto, y como es continua, en

todo punto.
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HERRAMIENTAS DEL ANALISIS FUNCIONAL

Corolario 2.3
La transformada de Fourier F: L*(R™) — L*(R") es un operador unitario.

Demostracion:
De la proposicién anterior es inmediato que F: S(R") — S(R™) es un ope-
rador unitario. Como S(R™) es denso en L?(R") obtenemos el resultado.

0

Corolario 2.4 R
Si f € S(R™) tenemos que Af = (|€|*f)

Demostracion:
Por la proposicién anterior sabemos que

AF(E) = (I€12F)(€)

Tomando la transformada inversa a ambos lados obtenemos el resultado.

Una operacion en S que resultard muy ttil es la convolucion

Definicién 2.4
Si f,g € S(R™) se define la convolucién de f y g por

(f*g)(z) = - flx —y)g(y)dy (2.7)

La expresion 2.7 tiene sentido pues si definimos h(x,y) = f(x—y)g(y) entonces
h € LY(R™ x R™) y por el teorema de Fubini la funcién z ~~ f(z — y)g(y)
también estd en L'(R™).

2.2.2. Transformada de Fourier para distribuciones.

Sea S'(R™) el dual de S(R™) con la topologia débil-+. A los elementos de S'(R™)
los llamaremos Distribuciones Temperadas.

Observemos lo siguiente: podemos pensar a S(R") “dentro” de S'(R™), ya

24



2.3 ANALISIS FUNCIONAL DE OPERADORES NO ACOTADOS

que dada una funcién f € S(R™) y a multiindice, podemos asociarle una dis-
tribucién T} , mediante

Tya(¢) = (D[, ¢) = D f(x)p(x)dx

R’Il

VoeS.

El hecho de que T%, , resulta efectivamente una distribucién se prueba de ma-
nera andaloga a las pruebas realizadas en la seccion Derivadas Débiles.
Derivaremos distribuciones temperadas en el sentido introducido en dicha sec-
cion.

2.3. Analisis Funcional de operadores no aco-
tados

Introduciremos algunos conceptos bésicos de esta teoria. En esta seccion, H
denotard un espacio de Hilbert y (-, -) su producto interno.

Definiciones béasicas.

Definicién 2.5

Un operador T en H es un mapa lineal de un subconjunto de H que llamaremos
dominio de T en H. Notaremos dom(T') al dominio de T' y asumiremos que
dom(T) es denso en H.

Definicién 2.6
Si T': dom(T) — H es un operador, el grdfico de T es el conjunto

G(T)={(z,Tx) e Hx H:z€ H}

Definicién 2.7
Un operador T' se dice cerrado si su grafico es un subconjunto cerrado de
Hx H.

Definicién 2.8
Sean Ty y 17 dos operadores en H. Diremos que 717 es una extension de Ty

st dom(Ty) D dom(Tp) y Tox = Tha Vo € dom(Tp). En este caso escribiremos
Ty D Tp.
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Definicién 2.9

Un operador T es cerrable si admite un extension cerrada. Si T es cerrable a
su extensién méas pequena (que existe por el lema de Zorn) la llamaremos la
clausura de T y la notaremos 7.

Observacion 2.1

Una manera constructiva de obtener T es la siguiente:

Consideremos el grafico de T, su clausura G(T') C HxH yseam;: HxH — H
la proyeccion candnica sobre la i-ésima coordenada para ¢ = 1,2. Llamemos

dom(T) = m(G(T)). Es claro que dom(T") D dom(T). Definimos entonces
T: dom(T) — H de la siguiente manera:

Si {v,} C H tal que {(v,, Tv,)} es convergente, entonces Tv := mo(lim,, Tv,,).
Es claro que asi definido T es un operador y que extiende a 7. A su vez debe
ser la clausura pues tomamos su dominio mas pequeno.

Observaciéon 2.2
Con la construccién anterior, la norma natural en dom(7") viene dada por

[0l domr) = \/HUH\%{ +[Tol%
Esta norma proviene del producto interno
(U, W) gornTy = (V;W)H + (Tv, Tw)y

Y por tanto dom(T) es de hecho un Hilbert pues la completitud es asegurada
por a misma definicién de T'.

Definicién 2.10 (Adjunto de un operador)
Si T: dom(T) — H es un operador, consideremos el conjunto

dom(T*) ={y € H:3n € H tal que (T'p,v)) = (p,n) Yo € dom(T)}

Para todo ¢ € D(T*) definimos T*1) = 7. La bilinealidad del producto interno
asegura la linealidad de T™. Luego T™ es un operador y es llamado el adjunto
de T

Observaciéon 2.3
El conjunto dom(T™*) puede no ser denso en H.

Definicién 2.11 (Operador simétrico)
Un operador T se dice simétrico si T* D T. Equivalentemente, T" es simétrico

26



2.3 ANALISIS FUNCIONAL DE OPERADORES NO ACOTADOS

siy sblo si Vo, € dom(T)
(T, ¢) = (o, T)

Definicién 2.12 (Operador autoadjunto)

Al igual que en la teoria de operadores acotados, diremos que un operador T
es autoadjunto si T = T*. En nuestro contexto esto significa que T es simétrico
y que dom(T') = dom(T™).

Definicién 2.13
Un operador 7' se dice esencialmente autoadjunto si su clausura es autoadjunta.

El Laplaciano usual como operador

Consideremos f: R® — R una funcién Borel medible de crecimiento poli-
nomial, y definamos el operador

f(D) = f(De,; .., De,)

donde D, es el operador que actia derivando respecto a la variable i-ésima.
Consideramos como dominio de f(D) el conjunto dom f(D) = F~'{dom M;],

donde M/ denota al operador de multiplicacién, es decir, dom(My) = {h €
L*R™): fhe L*(R")} y Msh = fh.
Entonces, si ¢ € dom f(D)

f(DY = F~' MyFop

Probaremos que asi definido f(D) resulta autoadjunto. Si ¢, ¢ € dom f(D)
entonces

R O
Rr Rr
= [ oo = [ e = w AD)e)
de donde f(D) es simétrico.
Teorema 2.5

Si g: R" — R es una funcion de crecimiento polinomial entonces M, es
esencialmente autoadjunto.
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Este teorema permite probar el siguiente, de donde se deduce el resultado que
queremos.

Teorema 2.6
St f: R" — R es una funcion Borel medible de crecimiento polinomial en-
tonces:

1. dom f(D) D C§°(R™).

2. f(D)|cgemn) es esencialmente autoadjunto.

Observemos primero que Luego, f(D)|cse®n) es esencialmente autoadjunto y
por tanto su clausura f(D) es autoadjunta.

Consideremos ahora la funciéon f: R" — R con

flzy,.yxy) = me

Y(x1,....,x,) € R" y el operador f(D), i.e.

Dy =Y 50

Como f es de crecimiento polinomial, el operador f(D) es esencialmente au-
toadjunto. El Laplaciano A se define como la tinica extensién autoad-
junta de f(D).

2.4. Espacios de Sobolev

2.4.1. Espacios de Sobolev en R"

Dado s € R definimos el espacio de Sobolev H*(R™) como

HY(R") = {f € S'(R"): (1+[¢]*)*/*f € L*(R")}

H*(R"™) es un espacio de Hilbert con producto interno

(f.9) = / FOTE + Je2)de
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Y por tanto la norma inducida es

I = [ @+ IePrifera

Observaciéon 2.4
Por la proposicién 2.2 es inmediato que H°(R") = L*(R™).

Proposicién 2.7

1. Sis, s’ € Rcon s > s entonces H¥ (R") C H*(R"). Ademds, la inclusion
i: H¥ (R") — H*(R") es continua.

2. FH® = L*(R", (1 + [¢]*)°d¢)

3. (H*(R™)* es isométricamente isomorfo a H—*(R").

Demostracion:
La afirmacién 2 es evidente. Demostraremos 1 y 3:

(1) Si s > 5" entonces (1 + [£]2)¥/2 < (1 + [£]*)*/2, por lo que si f € H*(R")
13 < [+ P PRPdE < | (1 IRy RdE = 1] < o0
Rn R™

y por tanto f € H* (R"). Adem4s, la inclusién i: H*(R") — H*(R") resulta
continua pues

(Ol = Al < N A s
(3) Dadas f € H*(R") y g € H*(R"), tenemos que

| 1F©@a©lds = | IFOIL+IEP) a1+ Je) =/ d
< Nfllsligll—s < o0
donde utilizamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Si definimos ¢, : H*(R") — C como

~

w(h) = [ Fleatee
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entonces 1), resulta un funcional continuo. Reciprocamente, dado ¢ € (H*(R"™))*
existe, por el teorema de Riesz, un tnico elemento h € H*(R™) tal que Vf €
H*(R™)

v =) = | F©h(Ed

Tomemos g como la funcién cuya trasformada de Fourier resulta g(§) = (1 +
|€12)*h(€) VE € R™. Observemos que

/ () [P (€)de = / (LHER) > (LY lh(E) Pde = [ [h€)[2de < oo
R" Rn R®
por lo que g € H*(R").

Luego, para toda f € H*(R")

~

v = [ F(E5(EE = vyl

Obtuvimos entonces un isomorfismo lineal entre H*(R™) y (H*(R"))*
Ademas observemos que

g1 = 1IAIIS = /n(l +IEPYIREPdE = | (1+|€%)71a(€)Pde = |92,

Rn

por lo que el isomorfismo es una isometria.

Observacién 2.5
El teorema anterior implica que los elementos de H*(R™) para s > 0 pueden
ser vistos como elementos de L?(IR™).

Teorema 2.8
Sim € N entonces

H™R") ={f € S'R"): D*f € L*(R")V0 < |a| < m}

Corolario 2.9
Sim € N entonces

H™R") = {u e L*(R"): D*u e L*(R")VO0 < |a| < m}
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Definicién 2.14
Dado R € R, R > 0, los Espacios de Sobolev H,(R™) son los conjuntos

H;,(R") = {ue H*(R"): sop(u) C B(0,R)}

Como H(R™) es un subespacio cerrado de H*(R™) es también un espacio de
Hilbert con la norma heredada.

2.4.2. Espacios de Sobolev: construccién general

Consideremos la funcién || - || : L*(M) — R U {+00} definida por

lulle = [ 2 1Doul)

0<|al<k

En el conjunto {u € C*(M) : |luly < +o0} C L*(M) la funcién || - || es una
norma, y llamaremos H*(M) a su completacién respecto a esta norma.

Con esta construccién no es evidente qué tipo de objetos conforman H*(M).
Veremos mds adelante que H*(M) es de hecho un subconjunto de L?(M).

Consideremos, para k € N, los conjuntos
WHE(M) = {u e L*(M): D*u € L*(M), Ya tal que 0 < |a| < k}

Donde D%u es la derivada débil. Observamos que como L*(M) C L} (M),

existe la derivada débil para toda u € L?(M). Equipemos entonces W*(M)
con la norma || - ||. Notaremos WF(M) a la clausura de C§°(M) en Wk(M)

Teorema 2.10
W*(M) es un espacio de Banach.

Demostracion:

Tomemos {u,} una sucesién de Cauchy en W*(M). {D%u,} es una sucesién
de Cauchy en L?(M)V0 < |a| < k y como L? es completo existen vectores
u, € L*(M) tal que D*u,, — u,. Como L?*(M) C L}, (M) consideremos las
distribuciones Tpay,, y T.,. Luego si ¢ € D tenemos que

Toes6 = Tt < [ 1D70(0) = wa(@)l|é(e)lde < 1622107, = w1
M
por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, por lo que Tpay, ¢ — T, ¢V € D.

Luego
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T, = lim Tpey, ¢ = lim(=1)1T, (D%¢) = (—=1)T,,(D%¢)

V¢ € D. Por lo tanto, u, = D%uq en el sentido de las distribuciones, y esto
implica que que u € W*(M). Luego tenemos que lim,, ||u, —uo||x = 0 de donde
{u,} es convergente y por tanto W*(M) es completo.

O

Observacién 2.6

El conjunto B = {u € C*(M) : |lull < 400} estd contenido en W*. Esto
implica que la identidad i: B — B C WP se extiende a un isomorfismo
isométrico entre H* y la clausura de B en W*. Identificando H* con su imagen
por este isomorfismo obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.11
Para todo k € Z, H*(M) C W*(M).

Concluimos asf que podemos entender a los objetos de H¥(M) como funciones
de L?(M) que poseen derivadas débiles hasta orden |a/.

2.4.3. H?*(R™) como el dominio del Laplaciano.

Otra manera equivalente de ver los Espacios de Sobolev es la siguiente:

Definamos
H*(R") := dom[(A + I)*/?]

equipado con la norma
£l ay = (A + ) f]

Observemos que coincide, como conjunto, con la definicion dada al comienzo
de la seccion

dom[(A+ D)% = {feL*R"): (AT )/2f € LAR™)}
= {fe L’(R"): (L+[¢?)**f € L*(R")} = H*(R")
A su vez

1f1

by = A+ 2P = [ @+ D P

_ / (1 IEPYLPIE)dE = 117

por lo que las normas son las mismas y por tanto las definiciones equivalentes.
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2.4.4. Equivalencias y conclusiones.

A continuaciéon mostraremos que, a nuestros efectos, los distintos espacios de
Sobolev son esencialmente los mismos.

Teorema 2.12
(1) Las normas || - || r2@ny ¥ || - |2, dw,) €n L*(R™) son equivalentes.

(II) Las siguientes normas en H*(R™) son equivalentes

Ll = Jon (1 1EPY200(0) e
9 9 1/2
2. Jullz = (Jull2aqeny + 1V0l2: 00 )

1/
3. ulleug = (Iel2qgenauy) + V5130, )

Demostracion:

(I) Consideremos la identidad id: (R™, (-,-),) — (R", (-, -)) preservando orien-
tacion, y siendo (-,-) el producto interno usual en R". Sea {vy,...,v,} una
base ortonormal de R" respecto de (-,-), v {e1,...,e,} la base candnica de
R™. Por la observacién 1.1 sabemos que si P = g[id|c entonces G = P'P
y det P = v/det G. Como G es una matriz simétrica real definida positiva,
|det G| < oo, |det GT| < o0, |G|| < 00y ||GTY| < oo, por lo que existen ¢,
ey, C1 y Cy € RT tal que

1 1
—<|detP|<Cy y  —<|[P|<C
C1 Co
Ahora,
lilon ) = / () Py () = / id* (|u(2)|Pdw, ()
= /n lu(z)|?|det P|dx < C/Rn lu(z)|*dx = C’lﬂuﬂiz(Rn)

Una cuenta andloga muestra que

[ull72ny < crllullZen, do,)

(II) Las normas 1 y 2 son de hecho las mismas ya que

lulley = [+ IEPPlaOFS = [ late)Fas+ [ IePlaPas

Rn
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Observemos que el tltimo término se puede reescribir como

[ e = | Z|£z rae= [ ¥/
- Z/ df Z/
_ /nz‘axz . dx:/Rn Vu(z)Pdz

8@

(%lzz axl

Por lo que
[ullF2@ny = lullze@n) + [ VullZe@n = llull3

Para ver que 2 y 3 son equivalentes, recordemos que V, = G~'V. Entonces,

Vgul < |GVl

Luego
||U||%g = ||U||%2(Rn,dwg)+||vgu||%2(Rn,dwg)
< Nullfo@e,auy) +IGT IVl Z2@n, duy)
< Cillullz@e + CUIGT I VullZe @)
< Cllull3

y analogamente
lull3 < C"[lull3,

Observacién 2.7

Para H*(R™) con k € Z*, vale un resultado andlogo a lo demostrado en la
parte (I1) de el teorema. De hecho, la demostracién del mismo también es
analoga.

En lo que resta de la seccion probaremos un teorema que resultara clave para
nuestro trabajo.

Teorema 2.13
La inclusion i: HL(R™) — H%(R™) es compacta.

Para probar este resultado nos auxiliaremos del siguiente lema.
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Lema 2.14
Siu e H'Y(R") entonces existe C > 0 tal que

[u(z + h) — u(z)*de < C*[|lul]

R
Demostracion:
lu(z + h) — u(z)Pde = |a(z + h) — a(z)Pde
Rr Rr
= ]ei<x’h>ﬁ(x) — d(z)Pdr = \ei<x’h> —112a(z) Pdx
Rr Rr
cilwh) _ 12 2 2 2 eil@h) _ 12 , 2
= JE— 5 < - = ~
| | Mo mPla@Pde < pp [ |t | ol s

IA

Cln? [ i) Pde = CIAP [ (Fulo) P
R R™

~ / Vu(z)2dz < ClhP|Jul]?

Demostracion del teorema:

Sea B = {u € HL(R™): ||u|l; < 1} la bola unidad en Hj(R™). Queremos pro-
bar que i(B) C H%(R") es precompacta, para lo cual utilizaremos el siguiente
criterio:

Un conjunto K en un espacio métrico es precompacto si y solo si admite una
e-red para todo € > 0.

Consideremos la familia {J, x u: u € HL(R"), n > 0}, donde J,: R — R
son funciones positivas de clase C*>° que se anulan fuera de la bola B(0,7n) y
Jan Iy(x)dz = 1.

Parte I:

Para cada n > 0 fijo, la familia K, = {J, * u: v € B} es precompacta en
(C(B(0, R)), [ - ll)

Para demostrar esto utilizaremos el teorema de Ascoli-Arzela; vamos a ve-
rificar que estamos en hipotesis.

Veamos la continuidad. Tomemos € > 0y u € Hi(R™).
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1, % ule) — u(x)P =

2

n

2

o) [u(z —y) — u(x)]dy

/
~ | [ e -ty = [ gty
/

< [ @l =) - o) Py

Para ver tultima desigualdad consideremos la medida p,, definida por

/ ) o(y)du,(y) = / ) e(y)Jy(y)dy

Como la funcién | - |? es convexa y u, es una medida de probabilidad, vale la

desigualdad de Jensen y por tanto

2 2

[ n@tute =)~ utedy] | [ fute— ) u(w)di (o)

< | Jule = y) - ule) Py (y) = / Jy)lulz — y) — u(z)Pdy

R™ n

Ahora,

AN

[Vu) -l <[] it - ) - uto) Py do
= [ ][ 1ute =) - ute)ac] dy
< & [ Ly

< gy
B(0.n)

IN

Clnf? / Jy(w)dy = C*nf?
B(0,n)

lo que implica

[Ty # u = ul[r2 < Cn] (2.8)
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Adoptemos la notacién w, = J, * u. Luego,
un(z +h) = uy(a)| =

[ttt 1= 9) = ute - iy

< [ nlute+h—y) - e - ldy
< [[nwn] " [ wesno st —pra]
e [ [tz h) - u(z)\zdz} .

< Gylhl*llully < Cylnl®

£
7
cy

depende de u, por lo que a su vez obtenemos la equicontinuidad.

Por lo que si § < entonces |u,(r +h) —u,(z)| < . Observemos que § no

La acotacién puntual es inmediata ya que

[Ty * u(@)| =

Ae%wmu—ymygu%mmmq

Parte II:
Por la ecuacién 2.8 existe 7y tal que para toda u € Hy(R™)

£

[ =l < =

Como por la parte (1) Ky, es precompacto, existe una (/5;)-red {1, ..., ¥y},
con v = vol B(0, R). Luego, para toda u,, € K,, existe i € {1,...,n} tal que

£
|ttny — Villos < \ 2,

o — ills = [tng () — i) dz = / g () — Yi()[*de

R® B(0,R)

y por lo tanto

€
S VHUWO - ¢Z||C2>O < 5
Ahora, si tomamos u € K

|lu —illo < [Ju =ty llo + [[un, — Willo < €

y obtenemos que {91, ...,%,} es una e-red para K.
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O

Corolario 2.15
Para todo k € N la inclusién i: HE(R™) — H%(R") es compacta.

Demostracion:
Este resultado es inmediato del hecho que i: H¥(R") — H*~1(R") es continua
y por tanto i: H&(R") — Hy'(R™) también lo es.

O
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Capitulo 3

Primeros Resultados en R"

Teorema 3.1
El Laplaciano Ay: HE(R™, ||-||x) — H*2(R",||-||s—2) es un operador continuo
Vk>2 kelZ.

Demostracion:
Consideremos primero A, : (C®(R"), || |l) — (C°(R™), || ||o)- Es claro que
este operador es continuo ya que si { f,} € C*°(R") es una sucesiéon convergente

h=2F = Agfn =34

Luego, como C*°(R™) es denso en H*(R™, || - ||z), existe una tnica extensiéon
continua A,: H¥(R™, || - [[x) — (C®(R"), || - |l). Ademés, sabemos que si
u € H*(R") entonces A,u € H*"2(R"), por lo que obtenemos el resultado.

O

Teorema 3.2
El Laplaciano A,: H*(R", dw,) — L*(R",dw,) es un operador simétrico.

Demostracion:
Sean u, v € C§°(R™). Si llamamos M a un abierto que contenga a los soportes
de u y v, por 1.2 sabemos que vale

(Agu,v) = (u, Ayv)

Como C§°(R") es denso en H*(R") y A,: H*(R") — L?*(R™) es continuo,
este ultimo resulta simétrico.

O

Teorema 3.3
El Laplaciano A,: H*(R",dw,) — L*(R",dw,) es un operador “positivo”.
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Demostracion:

Tomemos u € C§°(R™) y M un abierto que contenga al soporte de u. Luego, por
el teorema 1.3 sabemos que (Aju,u) > 0. Como A,: H*(R") — L*(R") es
continuo y C§°(R™) es denso en H?(R™), tenemos que A,: H*(R") — L*(R")
también es positivo.

U

Lema 3.4
Sir, s € R entonces (A+1)": H*(R") — H**(R") es un operador unitario.

Demostracion:

—

(1418 1(A + Drul*(£)dg

n

(1+ 1€ 7 (1 + [g])* al* (€)de

n

(1+[¢[)*[al*(€)dg = Jull?

n

1A+ D)y, =

s—2r

I
T——

Definicién 3.1
Un operador P: H*(R™) — H~'(R") se dice coercitivo si es continuo y existen
numeros reales vy, 71 > 0 tal que

Re(Pu,u) > m[ully —ollullo
Vue H(R").

Lema 3.5

Si P: HY(R") — HY(R"™) es un operador coercitivo y Q: H'(R") — H°(R")
es un operador continuo, entonces la suma P+ Q: H'(R") — HY(R") es
también un operador coercitivo.

Demostracion:
Sabemos que 39,7 v K € R tal que si u € H'(R")

Re(Pu,u) > yillully — vollulo y

7 2
[(Qu,w)] < [|Qullollullo < Kllullullo < < lully + %K2HUI|§
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donde la ultima desigualdad se debe a que

T 2 2 N 2 2 2
0< — — — < = — —
< (4 Sl = /=Kl < Bl = Kl o + = K2l

Luego tenemos que
g 2 2 2
Re((P + Q)u,u) = —|lully = |70 + K [[ullg

y por tanto P + () es coercitivo.

Lema 3.6
El Laplaciano A,: H'(R") — H~Y(R") es un operador coercitivo.

Demostracion:
Veamos primero la continuidad. Tomemos u € C§°(R"). Luego

|Agul|-1 = sup Agu-vdw, < sup Vu Vv dw,
[olli=1JR" [ofli=1/R"
< VaullolVgvllo < llulla[[ollm < vollullillvlly = vollull

Donde el niimero v, proviene de que las normas en H'(R") son equivalentes y
por tanto 379, 71 € RT tal que \/A1l|ully < [Jullm < Aollulls Yu € HY(R™).

Luego [|[Ayul-1 < volluli vy Ay: CP(R™Y) — H'(R") es continuo. Como
C5°(R™) es denso en H'(R™), hay una tnica extensién continua a todo H*(R™).
Vale la pena notar que existen funciones en H'(R™) que no poseen derivadas
segundas por lo que pensamos que el operador A, actia derivando débilmente.

Vimos previamente que si u € C§°(R") entonces
@) = [ By uday =19,
por lo que
(Agu,u) = [I1Vgulllg + llellg — llell§ = llullz = llulls > v llull = lullg
Sea {u,} C C°(R") tal que ||u, — u||; — 0. Tenemos por un lado que
Yllunlf = unlle — llully = llullg
Ademds, 3K € R* tal que

(Agttn, tn) = [[[Vgun|llg < K[IVulllg
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Luego, por el teorema de convergencia dominada tenemos que

lim (A, u,) = lim Aty - Uy = / lm Ay, - u, = / Agu-u = (Ayu,u)
Observamos que utilizamos la convergencia en H'(R™) para intercambiar el
limite con el operador Ay, ya que este ultimo es continuo alli.

Asf obtuvimos que Vu € H'(R")

(Agu,u) > ylully = [lullg

Teorema 3.7 (Interpolacién)

Si T: H(R™) — H"(R™) es un operador continuo tal que T[H*'(R™)] C
H"™(R™) para s; > sg y t1 > to entonces si sy = (1 — 0)sg + 0s1 y tg =
(1 — 0)to + 0t1 para algin 6 € [0,1] entonces T: H*(R") — H"(R") es
continuo.

Corolario 3.8
SiT: Ho(R") — HR") y T: H*(R") — H"“(R"™) son biyectivas enton-
ces H*(R") — H'(R™) es un homeomorfismo V6 € [0, 1].

A continuacién demostraremos uno de los teoremas més importantes de estas
notas.

Teorema 3.9

Sea g una métrica Riemanniana en R™ tal que g coincide con la métrica
Euclidea en B(0,2). Entonces, el Laplaciano A,: HE(R") — L%(R") es
Diagonalizable en una base ortonormal de L%(R™).

Demostracion:
Parte I: Si P: HY(R") — H~Y(R") es un operador coercitivo entonces 3y
tal que el operador P +~I: HY(R") — H~Y(R"™) es biyectivo Yy > .

Observemos que
Re((P +~D)u,u) = Re(Pu,w) +llull§ = yillullf = [[ull§ +yllwllg = llull;

de donde P + I es inyectivo. Ademas,

1 1
[(P+yDull 1 = == [{(P+7T)u, u)| =
[l [ull

[yallullf = [ullg + yllullE] > llull:
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Por lo que Im(P + ~I) es un subespacio cerrado de H~*(R™).

Veamos ahora que es sobreyectivo. Supongamos que no lo es, entonces por
Hahn-Banach 3F € H™'(R") tal que F' # 0y F|pn(piyry = 0. Como (H 1 (R™))* =~
H'(R") esto es equivalente a decir que Ju € H'(R™), u # 0, tal que ¢(u) = 0

V¢ € Im(P + ~I). En otras palabras

(P4+~I)v,u) =0 Yo € H'(R")

En particular
0= ((P+~yDu,u) = [lull

por lo que v = 0 contradiciendo lo afirmado.

Parte II: Para todor € Z, r > 0, el operador (A,+~I): H™*(R") — H"(R")
es continuo y biyectivo ¥y > o(r).

Definamos para todo r € Z el operador Pl(r): HY(R") — H}(R") por
Pu= (A + 1) Ay(A+ 1)

Vu e HY(R™). Llamemos T al operador T' = (A +I)"A, — Ay(A+I)". Luego
T es un operador diferencial de orden < 2r + 1, es decir que no aparecen deri-
vadas de orden 2r 4 2. Observemos eso:

Supongamos primero que r = 1. Entonces,

Tu = (A+DAgu—Ay(A+Du=AAju+ Ay — A Au— A,
= AAju— AAu

y consideremos T'= AA, — A A: H3(R™) — H-Y(R").
El operador T es continuo pues los mapas
A: HY(R") — H(R") A: H*(R") — HY(R")
A, H'(R") — H'(R") A, H*(R") — H'(R")
lo son.

Para simplificar notacion escribiremos

A= Z@,f Ag = CLZ &»aij@j
k ij

Calculemos AA, =3, 7A, -

PN, = 07 [a > aiaijaj]

ij
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PRIMEROS RESULTADOS EN R"

= 8,3@ Z &aij@j + 28ka Z 8k8iaij3j +a Z 8,382@1-]»8]»
ij ij ij
Observamos que el tnico término que podria involucrar derivadas de orden 4
es el dltimo sumando del miembro de la derecha, por lo que lo desarrollaremos
un poco mas.

a Z 8,§8iaij8j =a Z 8,3 [Oiaijaj + aijaﬁj]
=a Z 6,3 [@aij@j] +a Z[@ia”@@ -+ 28kal-j8@-8j + awﬁgaﬁj]
De donde AA, se escribe como
AAQ = T3 +a Z az-jﬁ,f@i@j
ijk

con T3 un operador que involucra derivadas hasta orden 3. Por otro lado,

AA=0a) 0, [aijaj (; aﬁ)]

ij
=aq Z [&-aij Xk: 0,08 + ajj zk: &-3;'32]
ij

+a Z aijaiaja,f

ijk

=a Z [@aij Z (93(9,3
k

ij

por lo que AyjA se escribe como

AgA = T?: +a Z aij&«@j@ﬁ

ijk
con T3 un operador que involucra derivadas hasta orden 3.

Luego podemos escribir 7' = T3 — T35 + R, donde R resulta

R = Z aija,fai@j — Z aijaﬁj@,%

ijk ijk

Si tomamos u € C*°(R"™) entonces, por los teoremas de intercambio de deriva-
das de Schwartz, Ru = 0, y por tanto T[C*°(R™)] C H°(R"). Luego, como T
es continua y C°(R") es denso en H?(R") resulta

T: H*R") — H°(R")
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lo que implica que R = 0, pues de lo contrario existirfa v € H-Y(R") N ImT.
Concluimos entonces que

AN, — AN =T; — T,
por lo que no se involucran derivadas cuartas.

Para otro entero » > 1 puede probarse por inducciéon completa, utilizando
la férmula del binomio de Newton para desarrollar la expresion (A + I)".

Luego, escribiendo (A + I)"A, = Ay(A +I)" + T tenemos que
P = (A+IVA(A+ D) =N +T(A+ 1)

Observamos que T(A + I)™": H'(R") — H°(R") es un operador continuo
pues (A +1)™": HY(R") — H*TY(R") y T: H*(R") — H°(R") lo son.

Como ademads por el lema 3.6 A, es coercitivo, el lema 3.5 implica que PI(T)
también es coercitivo y por tanto esta en las hipotesis de la Parte I. Por ende,
Vv > o(r), P +~1: H*+(R") — H¥~1(R") es biyectivo. Ahora, como

P byl = (A+ I [Ag +AI)(A + 1)

el operador A, +~I: H*HR") — H?~1(R") también es biyectivo y conti-
nuo Vv > o(r).

Utilizando el teorema de interpolacion se deduce el resultado de esta etapa.
Observemos de qué manera:
Dado r € Z sabemos que existen o(r) y o(r)" de manera que

(A +1): H ¥ (B — 77 (R?)
es biyectivo y continuo Vv > o(r) y
(Ag + ’Y[)i H2r+3(Rn) _ H2r+1(Rn)

es biyectivo y continuo Vv > o(r)’. Luego, si tomamos & (r) = max{c(r),o(r)'}
obtenemos que ambos son biyectivos y continuos Vv > (r).

Luego, por el teorema de interpolacion concluimos que
(B +1): H(R") — H2(R")

también es biyectivo y continuo Vv > &(r).
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PRIMEROS RESULTADOS EN R"

Observacion: Las partes I y 2 de este teorema valen en particular cuando
los operadores tienen dominio Hj,(R™) en lugar de todo H*(R").

Parte III: (A, +~I)~': HY(R") — HY(R™) es un operador compacto y au-
toadjunto.

Observamos que, por el teorema de la aplicacion abierta, el operador
(Ag +7I)7': HR(R") — Hp(R")

es también es continuo ¥y > o con o = &(0). A su vez, por el teorema 2.15,
la inclusién i: Ha(R") — HY(R") es compacta, por lo que considerando
(A, +~I)7': HY(R") — HY(R™) como
Hp(R") ————— Hp(R") —— Hp(R")
(Agt+rD)—? i

éste resulta un operador compacto, por ser composiciéon de un continuo con un
compacto.

Veamos ahora que (A, +~I)~!: HR(R") — H%(R™) es autoadjunto:

Como C%(R™) es denso en H3(R™), D = (A, + vI)(C5(R™)) es denso en
HY%(R™). Tomemos uy y vy en D. Luego existen u, v € C¥(R") tal que
u=(Ay+~v)uyy v=(Ay+~vI)vg. Ahora,

(g +0) " u,v) = (o, (Ag +71)vo) = (A +7L)uo, vo) = (u, (&g +71)"v)

por lo que (A, +~I)~!p es simétrico y por tanto (A, + 1)~ HY(R") —
HY%(R™) también lo es. Como ademds es continuo resulta autoadjunto.

Luego, por el Teorema FEspectral para operadores compactos y autoadjuntos,
(A, +~I)~! es diagonalizable en una base ortonormal de L%(R™).

Conclusion:
Observamos que si A es un valor propio de (A, +~I)~! y u una funcién propia
asociada a A, tenemos que

1 1
(A, +9D)'u=u & 4= (Ay+vu & Aju = [X —]u

Por tanto u es una funcién propia para (A, + vI)~! si y sélo si es funcién
propia para A,. De aqui se concluye que A, es diagonalizable en una base
ortonormal de L%(R"™), formada de hecho por funciones de Hz(R™).

O
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Corolario 3.10
Las funciones propias del Laplaciano A, son de clase C°.

Demostracion:

Vimos que u es una funcién propia de A, si y sélo si es funcién propia de
(A, +~vI)7'. La imagen de (A, + vI)~! es de hecho H%(R™) y por tanto
u € Hi(R™). Ahora consideramos (A, +~vI)~': HA(R") — Hz(R™). La
funcion u sera también propia para este operador, que de hecho tiene imagen
H%(R™) y por tanto u € Hg(R™). Siguiendo esta razonamiento inductivamente,
vemos que u € H2F(R™) para todo k lo que implica que u tiene derivadas de
todos los érdenes.

O

Corolario 3.11
Todos los valores propios de A, son reales no negativos y tienen multiplicidad
finita.

Demostracion:

Ya sabemos por 3.3 que los valores propios de A, son reales no negativos. Como
(A, +~I)~" es compacto y autoadjunto, todos sus valores propios no nulos
tienen multiplicidad finita y por tanto los de A, también. Sabemos ademaés
que el valor propio 0 de A, tiene multiplicidad 1 ya que si Aju = 0 tenemos
que u € CF(R™)) y por tanto

0= <Agu> u) = <Vgu, vgu) = |||Vgu|||2

de donde u es constante, i.e.: el subespacio propio asociado a 0 es el conjunto
de las funciones constantes en C'%(R").

O

Corolario 3.12
El espectro Spec(A,) es un conjunto discreto tendiendo a infinito.

Demostracion:

Sabemos que los valores propios de (A, + vI)~' son un conjunto infinito,
discreto, acotado y acumulando en el 0. Por ende, como los valores propios de
A, vienen dados por 1 — 7, con A valor propio de (A, +~I)~!, el espectro de
A, es un conjunto infinito, discreto y no acotado superiormente.

1

O
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Capitulo 4

El Laplaciano en variedades

4.1. Localizacion

En el capitulo 1 hicimos un estudio profundo del Laplaciano en el caso M = R"
equipada con una métrica Riemanniana g. Queremos obtener ahora resulta-
dos similares definiendo el Laplaciano sobre una variedad Riemanniana M con
métrica g. Fundamentalmente, probar la existencia de una base ortonor-
mal de L*(M) formada por funciones propias del Laplaciano A,. Para
esto, es crucial la hipotesis de que la variedad M sea compacta. De lo contrario,
el resultado es en general falso. Por cuestiones técnicas, pediremos ademas que
M orientable, y sin borde. Pedimos ademas la hipotesis de conexién, que no
genera restricciones de ningun tipo, reduciéndose el caso no conexo a estudiar
cada componente conexa.

Comencemos considerando {(Ui, hy), ..., (Un, hy)} un atlas finito de M con
hi: Ui — B(0,1) € R" Vi € {1,...,n}. Trabajaremos en esta seccién con
este atlas.

Consideremos py, ..., p, una particién de la unidad C* subordinada al cu-
brimiento {Uq, ..., U, }, es decir

1. p;i: U; — R es una funcién de clase C°° con soporte compacto Vi €

{1,..n}
2. p;>0Vie{l, ..n}

3. > pilx)=1VezeM

Teorema 4.1
Dada (M, g) variedad Riemanniana compacta, conexa, sin borde y orientada,
El Laplaciano A, es diagonalizable en una base ortonormal de L*(M).
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EL LAPLACIANO EN VARIEDADES

Demostracion:
Utilizaremos varias ideas del teorema 3.9 junto con la técnica clasica de loca-
lizacion para utilizar los resultados obtenidos en el caso M = R".

Parte I: Eziste 7 € R tal que A, + I : H*(M) — H°(M) es biyectivo
Vy 27

Definamos A; en (R", g;) con g; una métrica Riemanniana tal que coincide
con la métrica Euclidea en B(0,2)¢ y en B(0,1) la definimos de la siguiente
manera: Dado z € B(0,1) y v, w € R"

(v,w)e = ((d=hi v, (dhy Dw), -,

Observacion: Definidas las métricas de esta manera, los mapas d h; : T, M —
R"™ resultan isometrias Vx € U;.

Sabemos por el teorema 3.9 que A; + yI[: H?*(R") — H°(R") es biyectivo
Vv > ;. Llamemos 7 = méax{vyi, ..., v, }. Luego, para todo i € {1,...,n}

A; +~I: H*(R") — H°(R")
es biyectivo Vv > 7.
Tomemos v > 7 y v € H°(M) y definamos

V; ‘= Piv

para todo i € {1,...,n}, y luego

. (pvoh M) (2) z¢€ B(0,1)
vilz) = { 0 2 € B(0,1)°

De esta manera, v; € H°(R") Vi € {1,...,n}. Luego sabemos que para cada i
existe 4; € H*(R™) tal que

Para cada 7 existe V; C M abierto tal que ~Uz C V;. Consideremos iLl Vi —
B(0,2) una extensién de h de manera que h; € H?(M) y sea biyectiva. Defi-
nimos entonces u;: M — R como:

(G0 h)(x) xz eV
wi(w) = { 0 e (Vi)

de donde u; € H*(V;).
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4.1 LOCALIZACION

Sabemos que uye = 0 pues 4; es 0 en la bola B(0,1) dado que 9; lo es.
Entonces, si consideramos la restriccion w;|y,, tenemos que w;|y, € H?(U;)
valiendo 0 en V;\U;. Como ademds u; es cero en (V;)¢, obtenemos que u; €
H?(M), y su férmula explicita viene dada por

f (@oh)(@) zel
(@) = { 0 v e (U

Tenemos entonces que para cada i, en U; vale

= ’Yuz—FAﬂlZth =;

Como h; es una isometria tenemos que
Agui = Ag(ﬁl o hl) = Alﬁl ®) hZ

y por tanto en U;

(7 + Ag)ui = v,

Si definimos u: M — R como u := >, u;, entonces u € H*(M) y verifica

(Y+Ay u = yu+Aju= fyZui + AgZui
i=1 i=1
= Zvui + Agu; = Zvi = Zpiv =0
i=1 i=1 i=1

Por lo que el operador A, +~I : H*(M) — H"(M) es sobreyectivo.
Como por el teorema3.3 A,: H*(M) — HY(M) es positivo, tenemos que

1Ay +yDull* = [|Agull® + 29(Agu, w) + [y lull® = [y flul?

y el operador A, + I : H*(M) — H°(M) es inyectivo.

Parte II: El operador A, +~I: H*(M) — H°(M) es continuo.
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EL LAPLACIANO EN VARIEDADES

1Ay +Dyul® =1 (A +yDull® < YAy + 7T )uil|”

=1 =1

= Z 1(Ag +T) (@ 0 B> < ail|uil|?
=1

n
< (maxa) Y [l < méxayul?
=1

Donde los «; se obtienen de la siguiente manera:
1Ay + yDuil|* = [[(Ag + ) (@ 0 hy) || = | Asit; + 7w
= 1At + 7y =y s + yu|* < (A + Al + Iy Pllaal? + vl
< (K A+ IyP)llaal® + [y Pllual® < (K =+ [y Pl 21812 + [y[P el

<AL + PRI+ 12 il

Parte III: El operador (A, + ~I)~': HY(M) — H°(M) es compacto y au-
toadjunto, ¥y > 7.

Probemos primero que es compacto. Al igual que en el caso HE(R™), la in-
clusién i: H*(M) — H°(M) es compacta. Esta afirmacién se deduce del
teorema 2.15, ya que M es compacta y por tanto las funciones de H*(M) tie-
nen soporte contenido en la bola de centro 0 € R™ y radio R = diam(M).

Por la parte IT sabemos que (A, +~I)~': HY (M) — H?*(M) es continuo vy,
al igual que en la prueba de 3.9, (A,+~I)~': H'(M) — H°(M) es compacto.

Veamos ahora que es autoadjunto. Como C*(M) es denso en H(M), D =
(A, +~I)(C=(M)) es denso en H°(M). Tomemos uy y v en D. Luego Ju,

ve C®(M) tal que ug = (Ay +y)uy vy = (A, +vI)v.
Ahora,

((Ag +~T)" g, vo) = (u, (Ag +~1)v ZU (Ag + 1) ZUJ

= (D Sy ) = (D S o0
_Z (A, + DoY) = Z<ul,((Ag+v1)v)’>

i
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4.1 LOCALIZACION

Observemos lo siguiente:

(W', (Ag +1D)v)) = | u'(@)((Ay +1)v) (x)dx

i (hi(@))((Ag +71)0(hi(x))) dwy ()

i (hi(x)) (A + 1)) (hi(x))dwy(x)  (4.1)

= [ @A+ D) @)
=

Il
ST

=

LA+ AT)o))

>

donde utilizamos la férmula de cambio de variable y el hecho de que las h; son
isometrias, implicando esto ultimo que |detJh;(z)| =1 Vo € M.
Una cuenta andloga muestra que

((Ag + D))", v') = (((As +y1)a)', o)

De la prueba de 3.9 sabemos que (A; +~I)~! es autoadjunto, por lo que

(A + 1) up, vg)

(', (Ag +71)0")

= (((Ag +7Du), ") = (ug, (A + 1) 'vp)

y por ende

((Ag + 1) ug, vo) = (uo, (Ag + 1) o)

Tenemos entonces que (A, +~I)~!p es autoadjunto, lo que implica que (A, +
vt HY (M) — H°(M) también lo es.

De esta manera concluimos que A, es diagonalizable en una base or-
tonormal de H°(M). En otras palabras, existe una base ortonormal de
L*(M) formada por funciones propias de A,.
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EL LAPLACIANO EN VARIEDADES

Obtenemos también los corolarios

Corolario 4.2
Las funciones propias del Laplaciano A, son de clase C*°.

Corolario 4.3
Todos los valores propios de A, tienen multiplicidad finita.

Corolario 4.4
El espectro Sp(A,) es discreto.

Teorema 4.5

Para todo s € Z, s > 1 el operador (A, + vI): H*T*(M) — H*(M) es

continuo y biyectivo Yy > o(s).

4.2. El Laplaciano en la esfera 5"

Adoptemos la siguiente notacion:

Si p € M notaremos B(p, ) la bola geodésica centro p y radio ¢, i.e. B(p,¢) =
exp,[B(0,¢)] y el mapa exponencial exp,: B(0,e) C T,M — B(p,e) C M es

un difeomorfismo.

Si f: B(p,e) — Ry q € M entonces el valor de f(q) sélo depende de la

distancia de ¢ a p, por tanto f se puede escribir como

f(@) = (por)(q)

Donde r(q) = d(p,q) y ¢ es una cierta funcién ¢: [0,£) — R.

Proposicién 4.6 (El Laplaciano en coordenadas Polares)

2o Op (0_’+n—1)
0 r

Donde 0 = \/det(g;;) al igual que antes.
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4.2 EL LAPLACIANO EN LA ESFERA S™

Proposicién 4.7

Consideramos la esfera (S™, go) dentro de (R™, gq), siendo gy la métrica
Euclidea de R", y para el caso de la esfera la métrica heredada. Entonces, si
f:R"™ — R es una funcion de clase C* se verifica que

of

gn or

2
(A" f)lge = A% (flsr) — 04

Sn

Demostracion:

Sea xg € S™ y consideremos 7, ..., x, tal que el conjunto {z,,z,...,x,} es
una base ortonormal de R™*'. A su vez, el conjunto {i,...,z,} es una base
ortonormal de T,,, M. Consideremos, Vi € {1,...,n}, las geodésicas de la esfera
que pasan por x con velocidad z;, es decir

vi(t) = cost - xg +sint - x;

20 f o n )
0 =~ cost o)) sintg 2 u(0)
_ sintg—i(Vi(O)) + costg—x;(%(o))
por lo que
“(foy 0 52
d (thV)(O) = —a—i( 0)+a_°§(930)
Luego
" "L 9%(fo i n 92 9
AS"(f|gn)(wo) = ‘Z%@F—D[a—éuw—a—;@@

=0

" g 9
=2 axé(%) * ”aa}f (o)

=0 t

0
Sabemos que el Laplaciano usual en R"*! viene dado por

"L 0% f N 0*f

(A5 ) = =3 Fale) = =D G + 5o ()

por lo tanto la restriccién viene dada por la misma féormula y tenemos que

nt1 " 02 0?
(A Ploulzn) = =3 T (@) + 5 (xo)
i=1 "t 0
n 0 0?
— A% (flsn) o) = n 3 a0) = T (o)
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EL LAPLACIANO EN VARIEDADES

O

Aplicacion 1.

Notemos por 7 : R*™* — R la funcién distancia al origen y consideremos para
a € R la funcién 7?®. Observamos que esta funcién es de clase C? y que su
restriccion a la esfera S™ es la funcién constante 1. Por esto, su Laplaciano en
la esfera es cero y por la proposicién anterior tenemos que

62?,.204 a,r.205
—n

AR"+1 200y — 2
( )l or? |gen or

= —2a(2a — 1) —n22a
Sn

Observamos ademas que
AR (r?) = —2a(200+ 0 — 1)r¥eY)

por lo que el Laplaciano de un polinomio homogéneo de grado 2a: es un poli-
nomio homogéneo de grado 2a — 2.

Aplicacion 2.

Consideremos P un polinomio en R*"! homogéneo, de grado k, que ademds
s . . . +1

sea armonico, es decir que verifica AR P = (0. Entonces tenemos que

0= A%"(P|gn) — k(k — 1) Plgn —nk P|gn

si y sélo si

AS"(P|gn) = k(k +n — 1)P|gn

Por lo que los polinomios homogéneos armonicos en la esfera son funciones
propias del Laplaciano A®" para cualquier k > 1.

Mas interesante aiin es el hecho de que estos polinomios constituyen todas
las autofunciones del Laplaciano, y forman por tanto una base ortonormal de
L?(S™). Probaremos esto a continuacion.

Notacion 4.1

Notaremos por Pj al subespacio de los polinomios en R"*! homogéneos de
grado k. Si f € C=(R"1), f denotaré su restriccién a la esfera S™.

El conjunto €D, Px puede ser equipado con el producto interno dado por

(p.q) = / P qdwg,

donde gy es la métrica heredada de R™*!.
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4.2 EL LAPLACIANO EN LA ESFERA S™

Notacion 4.2

Notaremos por Hj, al subespacio de los polinomios en R"*! homogéneos y
armonicos, de grado k. Si consideramos la restriccion R: Hy — C*(S™) con
R(p) = p|ls», R es un mapa inyectivo: la homogeneidad asegura que si dos
polinomios coinciden en la esfera S™ entonces coinciden en cualquier esfera
dB(0,r), y por ende en todo R™!. Por lo tanto, R es un isomorfismo sobre su
imagen, la cual notaremos Hj.

Teorema 4.8
El espectro del Laplaciano en la esfera (S™, go) es el conjunto

Spec(Ag,) ={ M =k(n+k—1): k€ Z,k>0}

Ademas, los subespacios propios E), asociados a cada valor propio A\, son exac-
tamente los conjuntos Hy.

Lema 4.9
Para todo k > 0

Por. = Hop ® 7*Haopo @ - & 1r%H,
Pory1 = Hops1 @ 2 Hop1 @ - - ®1r2*H,

donde ademas los subespacios en cada descomposicion son ortogonales dos a
dos.

Demostracion:

Haremos esta prueba por induccién completa.

Para £ = 0 y k = 1 se verifica trivialmente ya que Hy = Py, las funcio-
nes constantes, y H; = Py, las funcionales lineales. Supongamos que para
algin k > 2 vale la descomposicién P, = Hy, @ r>Py_s v probemos que vale
Pz = Hiyo ® 7Py

Veamos que la suma Hj o + 2P, C Pirio es directa y que los factores son
ortogonales:

(1) Hiro y Pi en C®(S™) son ortogonales:

Sabemos, por la aplicacion 2 de la proposicion 4.7 que ﬂk+2 C Ejyo. Tenemos
entonces, utilizando la hipdtesis inductiva, que

P CHr®Pra C Er®Pro=FEr®Hpo® Py
C EBy®E, 2B PryC---
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por lo que P, estd contenido en la suma de subespacios propios asociados a
valores propios distintos de (k +2)(n + k + 1). Como los subespacios propios
son ortogonales dos a dos, tenemos que Hyio v Pk son ortogonales.

(2) Si p € Pryo es ortogonal a Py entonces p € Hyo

Dado p € Prio, Ap € Pi. Por el lema 4.9 sabemos que P} se escribe como
suma de % Hj_o con 0 < 21 < k, por lo que Ap = 0 si y sélo si es ortogonal a
a todos los r%H},_q. Equivalentemente, Ap = 0 si y sélo si Ap es ortogonal a

Hiooor, VO < 21 < k.

Sean p € Pryo v h € Hi_o. Sabemos que

Aph = Aph+ 2(Vp, Vh) + pAh
Integrando
o—/ Aﬁz—/ Aﬁﬁ+2/ <ws,w3>+/ AR (4.2)

Como h es un polinomio armoénico de grado k — 2[ sabemos que Ah = (k —
20)(n + k — 20 — 1)h. Por tanto

/ ﬁAﬁz(k—zl)(nJrk—QZ—U/ ph=0

n

ya que p es ortogonal a Py.
Ahora, por la proposicién 4.7 sabemos que

—_— —~

o~ 0% dp —~ _
p=Ap+ 55 +ng p+(k+2)(n+k+1)p
Entonces
/Aﬁ?z:/ Avpﬁ+(k+2)(n+k+1)/ ph= | Aph
n n n Sn

Reemplazando en la ecuacion 4.2

/n&oﬁ = —2/n<v]5,vﬁ>:—2<v;5,vﬁ>

= —2(p,Ah) = —2(k — 21)(n+ k — 21 — 1)(p, h) =0

Finalmente, Ap es ortogonal a P, y por lo tanto Ap = 0.
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Lema 4.10
Sea (M, g) variedad Riemanniana y {W;}ien C C®(M) subespacios vectoriales
tal que se verifica

1. Para todo © € N existe un subespacio propio Sy, del Laplaciano A, tal
que W; C S, .

2. > . en Wi es densa en C*°(M) con la norma L*.

Entonces para todo i € N, W; = S\, y el espectro de A, es exactamente el
conjunto {\; }ien-

Demostracion:

Primero observemos que los subespacios W; deben ser de dimension finita
pues los Sy, lo son. Supongamos que existe i tal que W; C S,. Entonces existe
f € S, que es ortogonal a W;. A su vez, f debe ser ortogonal a W; para todo
j # i por la descomposicién en subespacios ortogonales que nos da el Teorema
Espectral. Luego f es ortogonal a ), W; y por tanto a C*°(M) de donde

f =0, lo que es una contradiccion.

Con respecto a la afirmacién sobre el espectro, es claro que {\; };eny C Spec(4,).
Si existiese otro valor propio A distinto de los {\;};en, entonces el subespacio
propio Sy es no trivial y es ortogonal a todos los W;. Luego es ortogonal a la
> ien Wi y por densidad a todo C*°(M), resultando entonces trivial, lo que es
también una contradiccion.

O

Demostracion del Teorema:

—_—

Por el teorema de Stone- Weierstrass, el conjunto @y>oPy, es denso en C*°(S™)
con la topologia uniforme y, como S™ tiene medida finita, también es denso en
L?(S™). Por el lema 4.9 tenemos que cada Py se escribe como suma de ciertos
H, con | < k. Ademés obtenemos que

y por tanto @x>oH}, también es denso en C*°(S™) con la norma L?. Luego, por
el lema 4.10 ‘Hy, = E para todo k > 0.

O
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4.3. El Laplaciano como fuente de informacion
geométrica.

Toda un drea de la matematica se ocupa de estudiar la relacién existente entre
el espectro del Laplaciano en una variedad y la geometria de ésta. Al estar
intrinsecamente relacionado con la métrica, el espectro del Laplaciano “codifi-
ca” de alguna manera la informacién geométrica de la variedad. “Lamentable-
mente”, esta codificacion no es lo suficientemente buena en el siguiente sentido:
el espectro del Laplaciano no caracteriza, en general, la geometria
de la variedad. Al final de la seccién probaremos sin embargo un resultado
en el cual, bajo ciertas hipotesis, si hay caracterizacion.

Proposicién 4.11 (Principio del minimo para \;.)
El primer valor propio no nulo, Ay, de una variedad (M, g) viene dado por
V 2
A= 1In | f!
sertn || f]

Demostracion:
Por un lado, si f es una funcién propia asociada a A; entonces tenemos que

| @t Vaprta, = [ 8gfrae,=x [ fa,

y por lo tanto

IV £1I?

1> in
remt () || f12

Tomemos ahora f € H'(R™). f se escribe de manera tnica como f =Y. a;u;
siendo {u;} las autofunciones del Laplaciano. Luego,

2 fr— =
/M|vgf| dwg = /M<ngavgf>dwg /M<Agfvf>dwg
= /M<;al)\luz,;ajuj>dwg:/MZQZQ)\Z|%’2
2 _ 2
y@;%—Mw

v

por lo que,

2
y< e VI
semian £
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Definicién 4.1 (Campos de Jacobi)
Sean f € C*®(M) y ~v: [0,a] — M una curva geodésica. Un campo a lo largo
de v se dice de Jacobi si satisface la siguiente ecuacién diferencial

D*J
dt?

() + R(y(t), J()) ¥ ()

Vt € ]0,a] y donde R denota al tensor de curvatura.

Observaciéon 4.1
Un campo de Jacobi queda determinado por las condiciones iniciales J(0) y

G 0).

Campos de Jacobi en la esfera S”

Sea v: [0,7] — S™ una geodésica de velocidad 1 uniendo los puntos antipo-
das v(0) y v(7). Tomemos wy € Ty )M tal que |w| =1y (w,5(0))y0) =0, y
consideremos w(t) el campo paralelo con w = w(0) a lo largo de la curva ().
Veamos que J(t) = sintw(t) es un campo de Jacobi. Sabemos que la curvatura
K =1y que |¥(0)] = 1. Tenemos entonces que

(R(3, J)y, J) = |J|?
lo que implica que

R(y, )y =J
Por otra parte, utilizando que w(t) es un campo paralelo obtenemos que

%(%Siﬂ?ﬁﬂ)(ﬂ) = %(costw(t))—l—% (Sint%w(t))

D
= —sinw(t) +costaw(t) = —sentw(t) =—J
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Proposicién 4.12 (Caracterizacién de los Campos de Jacobi)
Seaxe M,veT,MyweT,T,M. Entonces

1. El campo J(t) = (dexpy)w(tw) a lo largo de una geodésica (t) es un
campo de Jacobi

2. Todo campo de Jacobi a lo largo de una geodésica ~y es de la forma J(t) =
(dexpy)(tw)

Definicién 4.2 (Variaciones de curvas)

Sea c¢: [0,1] — M una curva parametrizada. Una Variacion diferenciable de
¢ en una funcién diferenciable K: [0,1] x (—¢,¢) — M tal que K (t,0) = c(¢),
Vt € [0,1]. Para cada s € (—¢,¢), la funcién Ks: [0,1] — M definida por
K,(t) = K(t,s) es una curva parametrizada, y la llamaremos curva de varia-
cion.

Diremos que una variacion es geodésica si la curva inicial ¢ es una geodési-
ca y todas las curvas {K;}se(—c) también lo son.

Teorema 4.13

Sea 7: [0,1] — M wuna geodésica y K: [0,1] X (—&,e) — M una variacion
geodésica. Entonces J(t) = 9%(t,0) es un campo de Jacobi. Reciprocamente,
todo campo de Jacobi a lo largo de vy es de esa forma para alguna variacion K.

Formula de la primera Variacion de la Longitud.

Sea c¢: [0,1] — M una curva parametrizada y X un campo de vectores a
lo largo de ¢. Sea K: [0,1] x (—¢,e) — M una variacién diferenciable de
tal manera que todas las curvas cs(t) = K(t,s) tienen velocidad constante.

Entonces
1 (' Dde
= - X, ——)\dt
_ r/o < " dt dt>

donde r = |é(t)].

Formula de la segunda Variacién de la Longitud para campos de
Jacobi.
Sea 7: [0,1] — M una curva geodésica y J un campo de Jacobi a lo largo de
~. Entonces

d? 1

Jal(es) = WW(D’ J'(1)) = (J(0), J'(0))]
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Definicién 4.3

Dada una funcién f € H?(M) y x € M, llamaremos matriz Hessiana de f en
z a la matriz asociada a la forma cuadratica Hess,f en T, M definida por
d*(f o)

Hess, = ———=(t

essaf(v) = =22 ()

t=to

donde v es una curva tal que y(to) = x y ¥(to) = v € T, M. Observamos que
para el caso de R™ con la métrica Euclidea, la Hessiana de f es la matriz de
las derivadas segundas, es decir, tal que la entrada a;;-ésima es 853%.
Notaremos indistintamente Hess f a la matriz y a la forma cuadratica.

Proposicién 4.14 (Férmula de Bochner - Lichnerowicz)
Para toda f € C*(M)

S AV, IP) = [Hess(P ~ 801 + (V. V)

Donde p es el tensor de curvatura de Ricci. |Hess(f)| denota la norma de la
matriz Hessiana, i.e., |Hess(f)]* = > i ag;.

Teorema 4.15 (Lichnerowicz)
St existe un numero K > 0 tal que p > K g entonces

" K

A >

n—1

Donde Ay es el primer valor propio no nulo del Laplaciano A,

Demostracion:
Sea f una funcién propia del Laplaciano A, de valor propio A. De la férmula
de Bochner - Lichnerowicz obtenemos que

S0V IP) = [Hess [P~ (Yo, Vo) + p(V,f, Vo)
= |Hess fI* = MV, f,Vof) + p(Vof, Vof)

Integrando
0= | Hess fIPP — M|V, 1P + / (Y, £V, f)deo,
M

por lo que

0> [[Hess f[|* = MV fII* + K[V, f*
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Observemos que si f es como antes
1AGFIIP = (Agf. A f) = M f. Ag) = MV f, Vo f) = MV, fI?
Por lo tanto obtuvimos que si A # 0

K
0> [[Hess fII* = 186 fI° + 5120 fI°

Consideremos B una base ortonormal de T, M y sean H y I las matrices asocia-
das a la Hessiana de f y a la métrica en la base B, respectivamente. Utilizando
la desigualdad de Cauchy-Schwartz

(Agf)* = (tr H)* = (tr I'H)* = [(H, ) < |H||I|?
= |Hess f|*trI = |Hess f|*n

Luego

Hess(FI? > (A = [Hess(DI > 1A, f]?

y concluimos que

K

1 n—1 K n
0> |= =1+ —|[Af]?> -
R

— S A>K
+)\<:> >

n—1

En particular

Teorema 4.16 (Obata)
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y A el primer valor propio no nulo del
Laplaciano A,. Si K € R verifica que p > Kg vy

n

M=K
n—1

entonces (M, g) es isométrica a (S™, go).
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Demostracion:
Parte I: Existe un mapa diferenciable f: M — R tal que

Hessf=—fg

Sabemos de la prueba del teorema de Lichnerowicz que el hecho de que se dé el
igual en la férmula A\; = K -"+ implica que las formas cuadréticas g y Hess(f)
son colineales. Luego, para cada = € M existe a(x) tal que

Hess, [ = a(z)g,

La funcién a: M — R asi definida resulta diferenciable ya que en particular
tenemos que

a(z) = 1 0*f
~ gu(r)ox

Vz € M, de donde Hess f = ag. Luego considerando las matrices asociadas
a gy a Hess en una base ortonormal de T, M y tomando trazas obtenemos que

—A,f =tr[Hess fl=na

Si tomamos f una funciéon propia asociada a A;

n

na:—)\lf:n_l

K f

Consideremos entonces una métrica ¢’ = ”T_Ig. De esta manera tenemos que
Py = pg y ademds Ay = %Ag, por lo que los dos operadores tienen las mis-
mas autofunciones con A valor propio de Ay si y sélo si )\"7_1 es valor propio
de Ay . Luego el primer valor propio no nulo de A, es n y por tanto

na=-\f=-nf

de donde o = — f y obtenemos el resultado.

Consecuencia: Si consideramos una geodésica v parametrizada por longi-
tud de arco entonces tenemos que

d*(f o)

T (1) = [Hessy f1(3(8)) = =(f o)) (3(2), 7))y = —(f o N)(D)

de donde (f o)(t) = Acost + Bsint
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Parte II:

Como M es compacta, f alcanza un maximo en el punto N, y podemos suponer
que este maximo es 1. Tomemos v: [0,a] — M una geodésica parametrizada
por longitud de arco partiendo de N.

Sabemos que (f o+)(0) =1 por lo que 1 = Acos0 + Bsin0 de donde A = 1.
Como f o+ alcanza un maximo en ¢ = 0 su derivada se anula en este instante.
Por tanto 0 = —sin 0 + B cos0 de donde B = 0. Concluimos entonces que

(fo)(t) = cost

Ahora, si tomamos un punto x € M, como M es compacta sabemos que existe
una geodésica v que une x con N y que realiza la distancia. Tenemos entonces
que

f(z) = cosd(x, N)

Llamando r(z) = d(z, N), f = cosry Vf = —4(r)sinr # 0. Esto implica que
el mapa exponencial restricto a la bola B(0,7) C T, M es inyectivo.

Fijemos un tiempo ¢ y un vector w tal que w L v y |[tw| = 1. Considere-

mos d(s) la geodésica que en tiempo s = 0 pasa por (t) con velocidad 1.
Consideremos el campo de Jacobi a lo largo de v dado por

J(t) = dy,(exp)(tw)

Con 0 <t <1,
Consideramos una variacién geodésica K: [0,1] x (—¢,e) — M con K (t,s) =
¢s(t) de manera que ¢s(0) = N para todo s € (—¢,¢) y ¢s(t) = 0(s). Notemos

c
por I(s) = (|%(0)| t) a la longitud de ¢, entre N y c,(t).
Sabemos que, como 4 es una geodésica, (f 0d)(s) = Acoss + Bsins. Al igual
que antes, A = (f06)(0) = (foco)(t) = cost y B = (1) = (7, £,5(0)) =
ya que 5(0) L vy Vyf es paralelo a v. Luego tenemos que

(fod)(s) =costcoss

Como ademés (f 0 d)(s) = (f o cs)(t) = cos[l(s)] obtenemos

cos|l(s)] = costcos s

Ahora, derivaremos dos veces respecto a s a ambos lados. Del miembro izquier-
do obtenemos que
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— — cosfi(s) (%m)

s=0

donde utilizamos que 4(0) =0y 3—2(0) = (J(t), J'(t)). Por su parte, el miem-
bro derecho resulta

d2
ﬁ[costcoss] = —COSQtCOSSS_OZ—COSQt:—|J(t)|2
S s=0 B

de donde
|J(t)|? cost = sint{J(t), J'(t))

por lo que si llamamos U(t) = |J(t)|* tenemos que

/! /t t
U(t)COSt:SintU—(t) & U_()chos

2 Ul(t) sin ¢
Integrando
log|U(t)| = 2log[sint] + ¢y <  |U(t)] = ¢ sin’t
& |J(t)| = csint
Luego

[J(&)] = [T ()] sint

Parte IlI: Eriste una isometria h entre exp,[B(0,7)] C M y expy[B(0,7)] C
Sn

Notaremos exp: T,M — M y exp: T,,S" — S™ a los mapas exponencia-
lesde M y S™ en N y x, respectivamente. De aqui en mas identificaremos los

planos tangentes TnM y T,S".

Definamos h: exp[B(0,7)] — ezp[B(0,7)] como h(y) = [exp o exp~!](y)
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Vy € exp[B(0, 7).

eap~L(x)

T Y L= lexp~(x)| por lo que |v| = 1.

Llamemos tv = exp™'(z), con v =

Ahora,

dzh = deaep—l(:zt)wz9 © dwexpil = dexp—l(x)m © (dexp—l(m)exp)_l

por lo que podemos escribir

dyh = dy,exp o (dwemp)_l

Para ver que h es isometria, primero analicemos qué pasa en el subespacio
generado por v. Observemos que exp(tv) = y(t) es la geodésica parametriza-
da por longitud de arco que en tiempo t = 0 pasa por x con velocidad v. Luego,

|dwexp(tv)| = [7(t)] = 1 = |v|

por lo que dy,exp preserva la norma en este subespacio. Una cuenta analoga
muestra que d;,exp también preserva la norma alli, y por tanto A también.

Consideremos ahora w € [v]* de manera que [tw| = 1. Tomemos u = dyexp(tw)
y por tanto, por la parte I/

lu| = |dpexp(tw)| = |w|sint

Como conocemos cémo son los campos de Jacobi en la esfera también sabemos
que

|d.h(u)| = |dwexp(tw)| = |w]|sint

de donde

|deh(u)] = [ul

si u = (diexp)(tw). Ahora, por el Lema de Gauss sabemos que

(dpexp(tv), dyexp(tw)) = (tv, tw)

por lo que

(dpexp(tv), u) = (dwexp(tv), dwexp(tw)) = (tv, tw) =0
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De aqui que v L w siy sélo si u L §(t). Notar que aqui también estamos iden-
tificando los planos tangentes T, 7,S5™ y T, 5™. Tenemos entonces la ecuacién

|deh(u)| = [ul

siempre que u | v.

Probamos entonces que

* |dweap(tv)| = 1 = [dwexp(tv)]

* |dpexp(tw)| = |w|sint = |dyexp(tw)|

* (dpexp(tv), dpexp(tw)) = 0 = (dy,exp(tv), dy,exp(tw))
De aqui concluimos

|divexp(u)| = |diezp(u)]

Vu € T,S", por lo que si z de la forma z = (dy,exp) ! (u)

2] = |dwezp o (dwewp) ™ (2)] = |dzh(2)]

Como exp es inyectivo, dy,exp es biyectivo y por tanto

|duh(2)] = |2]

Vz e T,S". Luego h es isometria local. Ademas, h es inyectiva pues los mapas
exponenciales lo son en los entornos considerados.

Parte IV: El mapa h: exp[B(0,7)] — exp[B(0,7)] se extiende a una iso-
metria sobreyectiva h: S™ — S".

Veamos que exp[B(0, 7)] cubre todo M salvo un punto. Supongamos que exis-
ten dos puntos Sy y S1 que no estén en exp[B(0, 7)]. Sean g y 71 las geodésicas

parametrizadas por longitud de arco que unen N con Sy y 5] respectivamente.

Consideremos la variacién geodésica K : [0, 7] x [0, 1] — M definida por

K(t,s) = exp(tcossy(0) + tsins41(0)) = exp(tvs)
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notando vs = cos s7o(0) + sin s 41 (0).

La variacién determina una curva c(s) = K (7, s) donde el vector tangente en
¢(s) es el vector del campo de Jacobi J(m) asociado a la variacién. Pero, por la
parte 11, sabemos que todo campo de Jacobi en M verifica |J(t)| = |J'(t)] sint,
por lo que J = 0. Luego la curva c¢ consiste en un sélo punto por lo que Sy = Sj.

Luego por continuidad extendemos h a una isometria inyectiva h: M — S™.

Esta extension debe ser ademds sobreyectiva ya que sabemos que exp|[B(0, 7)] =

ST
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