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Resumen

El espectro complementario de una matriz real cuadrada A es el conjunto
compuesto sus valores propios complementarios, concepto introducido por Seeger

en 1999. Este conjunto, además de ser invariante en la familia de matrices de
adyacencia de un grafo, reúne valiosa información espectral del mismo y de todos

sus subgrafos inducidos conexos; al d́ıa de hoy el problema de caracterizar los
grafos conexos mediante su espectro complementario se mantiene abierto. En este
trabajo introduciremos el concepto de espectro complementario de un digrafo y

generalizaremos resultados conocidos para grafos. A su vez, abordaremos el
problema de caracterizar en términos estructurales e identificar aquellos digrafos

fuertemente conexos con t = 1, 2, 3 valores propios complementarios, que
denotaremos SCDt. Finalmente, estableceremos que los digrafos en SCD1 ∪ SCD2

quedan determinados por su espectro complementario y exhibiremos familias de
digrafos no isomorfos, del mismo orden y complementariamente coespectrales en

SCD3.

Abstract

The complementarity spectrum of a real square matrix A is the set of its
complementarity eigenvalues, concept introduced by Seegeer in 1999. This set is
invariant among the family of adjacency matrices of a graph, moreover, contains

valuable spectral information of the graph and all the induced connected
subdigraphs; the characterization of graphs through this spectrum is an open

problem. In this thesis we introduce the concept of complementarity spectrum of a
digraph and generalize some known results for graphs. Furthermore, we

characterize and identify strongly connected digraphs with one, two and three
complementarity eigenvalues, which will be denoted SCDt with t = 1, 2, 3. Finally,
we establish that digraphs in SCD1 ∪ SCD2 are determined by its complementarity

spectrum, while examples of non-isomorphic digraphs in SCD3 with the same
order and complementarity spectrum will be shown.

Palabras Clave: matriz, grafos, digrafos, espectro, espectro complementario. Key
Words: matrix, graphs, digraphs, spectra, complementarity spectra.
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y Mari por estar, preguntar y festejar siempre. A Fiera y Carito por estar, preguntar
y festejar siempre, además de hacerme los “jerogĺıficos”. A Agus, Marce, Magda y
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1. Introducción

La teoŕıa espectral de digrafos asocia a cada digrafo D una familia de matrices
y estudia un invariante en particular: su espectro. Si bien este objeto algebraico
describe muchas de las propiedades estructurales de un digrafo, es sabido que existen
digrafos coespectrales no isomorfos; incluso restringiéndonos a los digrafos simétricos
(grafos), conexos y regulares. Esto nos permite afirmar que el espectro no caracteriza
a los digrafos en general, al menos para las familias de matrices conocidas.

Una familia de matrices naturalmente asociada a un digrafo D = (V,E) es la de
matrices de adyacencia A(D) ∈Mn(R), cuyas entradas aij se definen como

aij =

{
1 si (xi, xj) ∈ E,
0 si (xi, xj) /∈ E,

donde V = {x1, . . . , xn}. Entre los elementos del espectro de un digrafo, se destaca
uno en particular: el radio espectral. La importancia de este elemento, que denota-
remos ρ(D) = ρ(A(D)), radica en el Teorema de Perron-Frobenius.

El concepto de valor propio complementario de una matriz A ∈ Mn(R) es in-
troducido por Seeger en 1999 [19], y tiene múltiples aplicaciones en distintas áreas
del conocimiento. Se dice que λ ∈ R es un valor propio complementario si existe un
vector x no nulo tal que

x ≥ 0, Ax ≥ λx y 〈Ax− λx, x〉 = 0.

El conjunto de valores propios complementarios de una matriz, que será denotado
Π(A), además de ser invariante en la familia de matrices de adyacencia de un grafo [],
reúne valiosa información espectral de G y de todos sus subgrafos inducidos conexos
[7] dada por la siguiente igualdad

Π(G) = Π(A(G)) = {ρ(H) : H subgrafo inducido conexo de G}. (1)

Con estos antecedentes, Fernandes et al. en 2017 [7] proponen representar los grafos
mediante su espectro complementario y hasta el d́ıa de hoy, no se conocen ejemplos
de grafos conexos no isomorfos del mismo orden complementariamente coespectrales;
más aún, se sabe que ciertos grafos quedan caracterizados a partir de este conjunto
[20].

En este trabajo abordaremos el problema anterior para digrafos. Comenzaremos
por introducir el concepto de valor propio complementario de un digrafo y generalizar
a digrafos aquellos resultados que nos brinden información estructural, tal como se
teńıa para grafos. En particular, será posible generalizar la igualdad dada por (1),
cuya demostración original utilizaba el hecho de que la matriz A(G) fuera simétrica,
propiedad que para digrafos no se verifica.

El principal logro de este trabajo es, a partir de la mencionada generalización, no
solo caracterizar en términos estructurales, sino también identificar aquellos digra-
fos fuertemente conexos con uno, dos y tres valores propios complementarios, que
denotaremos SCD1, SCD2 y SCD3 respectivamente.
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Esto será lo que nos permita establecer que tanto los digrafos en SCD1 como
en SCD2 quedan caracterizados por su espectro complementario, aśı como exponer
pares de digrafos no isomorfos del mismo orden, complementariamente coespectrales
en SCD3. Parte de estos resultados fueron publicados en 2021 [4].

Vale la pena destacar que la identificación de los digrafos en SCD3, requerirá un
profundo análisis que cobrará valor en śı mismo, más allá del hallazgo de pares de
digrafos no isomorfos con las caracteŕısticas antes mencionadas.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma: el primer caṕıtulo está dedicado a re-
pasar los resultados de Teoŕıa espectral de digrafos más destacados [11, 3, 6] aśı como
resultados de espectro complementario de matrices [19] y espectro complementario
de grafos [7]. En particular, queda planteado el problema que motivó este trabajo.
En el siguiente caṕıtulo se introduce el concepto de espectro complementario de un
digrafo y se generalizan a digrafos resultados relevantes de espectro complementario
de grafos, a partir de los cuales se establecen caracterizaciones estructurales de los
conjuntos SCD1, SCD2 y SCD3. Si bien la identificación de los digrafos en SCD1 y
SCD2 se desprende naturalmente de la caracterización estructural, la de los digrafos
en SCD3 requiere un detallado análisis, del que nos ocuparemos en el tercer caṕıtu-
lo. En el último caṕıtulo, a partir de la identificación de los digrafos en SCD3, se
estudia el espectro complementario de los mismos, lo que permite hallar ejemplos de
pares de digrafos fuertemente conexos de tamaño arbitrario, complementariamente
coespectrales y no isomorfos; entre otros resultados.
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2. Conceptos preliminares

En este caṕıtulo introduciremos definiciones básicas y presentaremos resultados
fundamentales, algunos de ellos con sus respectivas demostraciones, que se utilizarán
a lo largo de todo este trabajo y que darán contexto al problema que presentaremos
en el caṕıtulo siguiente.

2.1. Grafos y digrafos

Cualquiera de los resultados a continuación pueden encontrarse en [11].

Definición 2.1.1. Un grafo dirigido (o digrafo) D es un par (V,E) donde V es un
conjunto finito no vaćıo cualquiera y E es un subconjunto de V ×V . Los elementos de
V se denominan vértices y los de E arcos ; los arcos de la forma (x, x) se denominan
lazos.

Decimos que un digrafo es un grafo si E es simétrico, es decir,

(x, y) ∈ E ⇔ (y, x) ∈ E,

en este caso, identificamos (x, y) con (y, x) y denotamos {x, y} a los elementos del
conjunto E que denominaremos aristas.

A lo largo de este trabajo consideraremos digrafos sin lazos, n denotará la canti-
dad de vértices del mismo (diremos que el digrafo es de orden n), a la cantidad de
arcos y para grafos denotaremos e a la cantidad de aristas.

Observación 2.1.2. Si G es un grafo tenemos que a = 2e.

Existe una representación gráfica natural de los digrafos en la cual los vértices se
representan como puntos y los arcos de la forma (x, y) como segmentos dirigidos o
flechas de x a y. En el caso de los grafos las aristas se representan como segmentos
que unen los puntos que la componen en lugar de segmentos dirigidos.

Ejemplos 2.1.3.

1. Sea V un conjunto finito no vaćıo cualquiera, G = (V, ∅) se denomina grafo
vaćıo.

2. Sean V = {1, . . . , n} y E = {{i, j} : i, j ∈ V, i 6= j}, Kn = (V,E) se denomina
grafo completo de n vértices.
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Figura 1: Representación gráfica de K5.

3. Sean V = {1, . . . , n} y E = {{i, i+1} : i = 1, . . . , n−1}∪{{n, 1}}, Cn = (V,E)
se denomina n-ciclo.

Figura 2: Representación gráfica de C5.

4. Sean V = {1, . . . , n} y E = {(i, i+ 1) : i = 1, . . . , n−1}∪{(n, 1)}, ~Cn = (V,E)
se denomina n-ciclo dirigido.

Figura 3: Representación gráfica de ~C5.

5. Sean V = {1, . . . , n} y E = {{i, i + 1} : i = 1, . . . , n − 1}, Pn = (V,E) se
denomina camino de n vértices.

Figura 4: Representación gráfica de P5.

6. Sean V = {1, . . . , n} y E = {(i, i + 1) : i = 1, . . . , n − 1}, ~Pn = (V,E) se
denomina camino dirigido de n vértices.

Figura 5: Representación gráfica de ~P5.
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7. Sean V = {1, . . . , n} y E = {{1, i} : i = 2, . . . , n}, Sn = (V,E) se denomina
estrella de n vértices.

Figura 6: Representación gráfica de S5.

8. Sean r ≥ 3 natural y mi ≥ 2 naturales para todo i = 1, . . . , r. Se denomina
grafo tipo estrella y se denota Sm1,...,mr al grafo que se obtiene de identificar un
vértice terminal de cada uno de los caminos Pm1 , . . . , Pmr .

Figura 7: Representación gráfica de S2,4,3.

9. Sean l, r naturales. Sean V = {1, . . . , l, l + 1, . . . , l + r} y E = {{x, y} : x ∈
{1, 2, . . . , l}, y ∈ {l + 1, . . . , l + r}}, Kl,r = (V,E) se denomina grafo completo
bipartito.

Figura 8: Representación gráfica de K3,2.

10. Se denomina grafo lollipop de n vértices y ciclo k y se denota Hn,k al grafo que
se obtiene de identificar un vértice de Ck con un vértice terminal de Pn−k+1.
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Figura 9: Representación gráfica de H5,3.

11. Sean V = {1, 2, 3} y E = {(1, 2), (2, 3), (3, 2)}, D = (V,E) es un grafo dirigido.

Figura 10: Representación gráfica de D.

12. Sean r, s ≥ 2 naturales. El digrafo Infinito [13, 4] ∞ =∞(r, s) consiste en dos

ciclos dirigidos ~Cr y ~Cs con un vértice de ~Cr y uno de ~Cs identificados, como
se ilustra en la Figura 11 adoptando la siguiente convención gráfica: dos flechas
de un vértice a śı mismo representa un ciclo dirigido.

Figura 11: Representación gráfica del digrafo ∞(r, s).

13. Sean a, b, c enteros no negativos. El digrafo Theta [13, 4] θ = θ(a, b, c) consiste

en tres caminos dirigidos ~Pa+2, ~Pb+2, ~Pc+2 con las siguientes identificaciones:

los vértices iniciales de ~Pa+2 y ~Pb+2 con el vértice final de ~Pc+2,

el vértice inicial de ~Pc+2 con los vértices finales de ~Pa+2 y ~Pb+2,

como se ilustra en la Figura 12 adoptando la siguiente convención gráfica: dos
flechas entre dos vértices representan un camino dirigido.
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Figura 12: Representación gráfica del digrafo θ(a, b, c).

Definición 2.1.4. Sea D = (V,E) un digrafo y x un vértice en V .
El grado de entrada y el grado de salida de x se definen respectivamente como

gr−(x) = #{y ∈ V : (y, x) ∈ E}, gr+(x) = #{y ∈ V : (x, y) ∈ E}.

Decimos que un digrafo D es r-salida (entrada) regular si el grado de salida
(entrada) de todos los vértices x en V es igual a r.

Sea G = (V,E) un grafo, decimos que dos vértices x e y en V son adyacentes o
vecinos y escribimos x ∼ y, si {x, y} es una arista. El grado de un vértice x, que
denotaremos gr(x), es el grado de entrada del vértice (que coincide con el de salida).
Decimos que un grafo G es r-regular si el grado de todos los vértices x en V es igual
a r.

Proposición 2.1.5. Sea D = (V,E) un digrafo con a arcos, entonces se cumple que∑
x∈V

gr+(x) =
∑
x∈V

gr−(x) = a.

Demostración. Cada arco aporta 1 unidad a las sumatorias consideradas.

Corolario 2.1.6. Sea G = (V,E) un grafo con e aristas, entonces se cumple que∑
x∈V

gr(x) = 2e.

Definición 2.1.7. Sea D un digrafo y x e y vértices del digrafo. Denominamos
camino de x a y a una sucesión de vértices (x0, x1, . . . , xr) donde x0 = x, xr = y y se
cumple que (xi, xi+1) ∈ E para todo i = 0, . . . , r−1, decimos que el largo del camino
es r ≥ 1. Si x = y decimos que el camino es cerrado. Decimos que dos vértices x e
y están fuertemente conectados si son el mismo vértice o existen caminos de x a y
y de y a x.

Observación 2.1.8. La relación “estar fuertemente conectado con” sobre los vérti-
ces de un digrafo es una relación de equivalencia.
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Definición 2.1.9. Sea D un digrafo. Las clases de equivalencia de la relación an-
terior se denominan componentes fuertemente conexas del digrafo y decimos que el
digrafo es fuertemente conexo si existe una única clase de equivalencia.

Si G es un grafo llamamos componentes conexas a las componentes fuertemente
conexas y grafo conexo a un grafo con una única componente conexa. Denominamos
vértice de corte a un vértice cuya remoción incremente la cantidad de componentes
conexas del grafo.

Denotaremos C al conjunto de grafos conexos y Cn al conjunto de grafos conexos
de orden n.

Definición 2.1.10. Sean D1 = (V1, E1) y D2 = (V2, E2) dos digrafos con conjuntos
de vértices disjuntos. La suma directa de los digrafos D1 y D2 es el digrafo dado por
el par

D1 ⊕D2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).

Inductivamente podemos definir la suma directa de un número finito l de digrafos
⊕li=1Di.

Sean D = (V,E) y e ∈ V × V . El digrafo unión del digrafo D con el arco e que
denotaremos D ∪ {e} se define como (V,E ∪ {e}).
Definición 2.1.11. Sea D un digrafo. Decimos que el digrafo D′ = (V ′, E ′) es
subdigrafo de D si V ′ ⊂ V y E ′ ⊂ E. El subdigrafo generado por un subconjunto
de vértices V ′ es el digrafo 〈V ′〉 = (V ′, E ′) donde E ′ = {(x, y) ∈ E : x, y ∈ V ′} =
E∩(V ′×V ′). El subdigrafo generado por la remoción de un vértice v que denotaremos
G\{v} es el digrafo generado por V \{v}, es decir, G\{v} = 〈V \{v}〉. Un subdigrafo
D′ de un digrafo D se dice inducido si existe V ′ ⊂ V tal que 〈V ′〉 = D′.

El ejemplo a continuación muestra que no todo subdigrafo es un subdigrafo in-
ducido.

Ejemplo 2.1.12.

Sean V = V ′ = {1, 2, 3}, E = {(1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 1)} y E ′ = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}.
El digrafo D′ = (V ′, E ′) es un subdigrafo de D = (V,E) no inducido (ver Figura 13)
ya que en caso de ser inducido D′ = 〈V ′〉 = 〈V 〉 = D lo cual es absurdo.

Figura 13: Representación gráfica de D (izquierda). Representación gráfica de D y en rojo el digrafo
no inducido D′ (derecha).

Definición 2.1.13. Sean D1 = (V1, E1) y D2 = (V2, E2) dos digrafos.
Decimos que D1 y D2 son isomorfos y escribimos D1

∼= D2, si existe una función
biyectiva φ : V1 → V2 que cumple que

(x, y) ∈ E1 ⇔ (φ(x), φ(y)) ∈ E2.
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Observación 2.1.14. Un camino de x a y que no repite vértices puede verse como
un subdigrafo de D isomorfo a un camino dirigido ~Pr+1 con vértice inicial x y vértice
final y.

Definición 2.1.15. Decimos que un digrafoD posee un n-ciclo o un ciclo de longitud
n si existe un subdigrafo isomorfo a un ciclo dirigido ~Cn.

Decimos que un digrafo D es lineal si es isomorfo a la suma directa de un número
finito de ciclos dirigidos ⊕li=1

~Cni .

Definición 2.1.16. Decimos que un digrafo D = (V,E) es bipartito si existen V1 y
V2 subconjuntos de V tales que

V1 ∩ V2 = ∅, V1 ∪ V2 = V,

E ⊂ (V1 × V2) ∪ (V2 × V1).
En otras palabras, un digrafo es bipartito si cumple que podemos particionar el
conjunto de vértices V en conjuntos V1 y V2 de modo tal que los arcos en el digrafo
van de un vértice en V1 a un vértice en V2 o viceversa.

Observación 2.1.17. ~Cn es bipartito si, y solo si, n es par.

Observación 2.1.18. Sean D y D′ digrafos, D′ subdigrafo de D.

1. Si D es bipartito entonces D′ también lo es.

2. Si D′ no es bipartito entonces D tampoco lo es.

Definición 2.1.19. Sea D un digrafo fuertemente conexo. La “distancia” de un

vértice x a un vértice y es una función d̃ : V × V → N definida como

d̃(x, y) =

{
mı́n{r : existe un camino de largo r de x a y} si x 6= y,

0 si x = y.

Debemos observar que en general, la función “distancia” no es simétrica por lo
cual no define una métrica en V .

Proposición 2.1.20. Sea D un digrafo fuertemente conexo. D es bipartito si, y
solo si, no posee ciclos de longitud impar.

Demostración. (⇒) Si existiera un ciclo dirigido de longitud impar en D entonces
D no seŕıa bipartito por la parte 2. de la Observación 2.1.18, lo cual es absurdo.
(⇐) Sea y un vértice fijo, y consideremos la siguiente partición en V :

V1 = {x ∈ V : d(x, y) = 0 (mód 2)} V2 = {x ∈ V : d(x, y) 6= 0 (mód 2)}.

Tenemos que V1 ∪ V2 = V por ser D fuertemente conexo, también es claro que
V1∩V2 = ∅. Veamos ahora que E ⊂ (V1×V2)∪ (V2×V1). Comencemos por observar
que

d(x, y) = 0 (mód 2)⇒ d(y, x) = 0 (mód 2),

d(x, y) 6= 0 (mód 2)⇒ d(y, x) 6= 0 (mód 2),
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pues de lo contrario podŕıamos construir un ciclo dirigido de longitud impar. Luego,
si existiera un arco en V1 × V1 (o en V2 × V2) también podŕıamos construir un ciclo
dirigido de longitud impar, lo que termina la prueba.

Ejemplo 2.1.21.

Sean V = {1, 2, 3} y E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, D = (V,E) (ver Figura 14) no es
bipartito a pesar de no contener ciclos dirigidos de longitud impar, lo que muestra
que la hipótesis de conexión fuerte es necesaria.

Figura 14: Representación gráfica del digrafo D.

2.2. Teoŕıa espectral de digrafos

Los resultados de esta sección pueden encontrarse en [11] y [6].

Comencemos introduciendo algo de notación.

Notación Descripción
Mm×n(R) matrices de tamaño m× n con entradas en R

Mn(R) matrices de tamaño n× n con entradas en R

0 matriz nula en Mm×n(R)
In ó I matriz identidad en Mn(R)

aij ó (A)ij entrada (i, j) de la matriz A en Mm×n(R)
N el conjunto {1, 2, . . . , n} para n dado

a
(k)
ij ó (Ak)ij entrada (i, j) de la matriz Ak en Mn(R)

ei i-ésimo vector de la base canónica de Rn

1 vector de Rn cuyas entradas son todas iguales a 1
A ≤ B A,B en Mm×n(R) con aij ≤ bij para todo (i, j)
A < B A,B en Mm×n(R) con aij < bij para todo (i, j)
AJ A en Mn(R), ∅ 6= J ⊂ {1, . . . , n}

AJ submatriz principal correspondiente a filas y columnas en J
H ≤ D H,D digrafos, H subdigrafo de D

Como mencionamos anteriormente, la teoŕıa espectral de digrafos consiste en
estudiar el espectro de una familia de matrices asociada a un digrafo dado, en este
trabajo consideraremos exclusivamente la familia de matrices de adyacencia.

Definición 2.2.1. Sea D = (V,E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V = {x1, . . . , xn}.

10



Denominamos matriz de adyacencia del digrafo D a la matriz A(D) = A de
tamaño n× n y entradas

aij =

{
1 si (xi, xj) ∈ E,
0 si (xi, xj) /∈ E.

Es claro que la matriz de adyacencia de un digrafo D puede no ser única ya que
dependerá de la enumeración de los vértices. Sin embargo, para dos matrices de
adyacencia A y A′ de un mismo digrafo correspondientes a distintas enumeraciones
de los vértices, existe una matriz de permutación P tal que

A′ = PAP t.

Más precisamente, a cada digrafo D se le asocia una familia de matrices que deno-
minarmeos familia de matrices de adyacencia dada por

F(D) = {PA0P
t : P matriz de permutación}

donde A0 es una matriz de adyacencia fija.

Observación 2.2.2. Sea D = (V,E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V = {x1, . . . , xn}, sea A = A(D) la matriz de adyacencia correspondiente.
H es un subdigrafo inducido (por el conjunto de vértices V ′) de D si, y solo si,
A(H) = AJ donde J está compuesto por los sub́ındices correspondientes a los vérti-
ces en V ′.

Observación 2.2.3. Sea D = (V,E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V = {x1, . . . , xn}, sea A = A(D) la matriz de adyacencia correspondiente.
La suma de los elementos de la fila i de A es el grado de salida del vértice xi y la
suma de los elementos de la columna j es el grado de entrada del vértice xj, es decir,

n∑
j=1

aij = gr+(xi),
n∑
i=1

aij = gr−(xj).

Proposición 2.2.4. Sea D = (V,E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V = {x1, . . . , xn}, sea A = A(D) la matriz de adyacencia correspondiente. Se
cumple que

(Ak)ij = #{caminos en D de largo k de xi a xj }.

Demostración. Aplicaremos inducción completa en k. Si k = 1 tenemos que

(A)ij =

{
1 si (xi, xj) ∈ E ⇔ existe un camino de largo 1 de xi a xj,

0 si (xi, xj) /∈ E ⇔ no existe un camino de largo 1 de xi a xj,

lo que prueba el paso base.
Supongamos que vale para k y veamos que vale para k + 1. Tenemos que

(Ak+1)ij = (AkA)ij =
n∑
l=1

(Ak)il(A)lj =

11



=
n∑
l=1

(#{caminos de longitud k de xi a xl})(A)lj.

Dado que todos los caminos de longitud k + 1 de xi a xj pueden descomponerse en
un camino de longitud k de xi a xl y un camino de longitud 1 (una arista) de xl a
xj para algún xl, se obtiene que

n∑
l=1

(#{caminos de longitud k de xi a xl})(A)lj =

= #{caminos de longitud k + 1 de xi a xj}

lo que prueba el paso inductivo.

Definición 2.2.5. Llamamos espectro del digrafo D al espectro de cualquier matriz
A en F(D), es decir, el multiconjunto SpD = [λ1, . . . , λn] compuesto por las ráıces
(contadas con su multiplicidad) del polinomio caracteŕıstico de cualquier matriz A
en F(D) que denominaremos polinomio caracteŕıstico del digrafo, a saber,

pD(x) = pA(x) = det(xI − A) = xn +
n∑
i=1

aix
n−i.

Llamamos ı́ndice o radio espectral del digrafo D al radio espectral de cualquier matriz
A en F(D), es decir,

ρ(D) = ρ(A) = máx{|λ| : λ ∈ SpA}.

Decimos que dos digrafos H y D son coespectrales si SpH = SpD.

Observación 2.2.6. Un digrafo D es un grafo si, y solo si, A(D) es simétrica.
Tenemos entonces que cualquiera de sus matrices de adyacencia resulta simétrica y
en consecuencia, ortogonalmente diagonalizable con valores propios reales, los cuales
ordenaremos de la siguiente forma

ρ(D) = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Observación 2.2.7. Sea D = (V,E) un digrafo y A = A(D) una matriz de ad-
yacencia; sea SpD = [λ1, . . . , λn]. Como la traza de una matriz es invariante por
semejanza obtenemos que

n∑
i=1

λki = tr(Ak) = #{caminos cerrados en D de largo k}.

En particular
∑n

i=1 λi = tr(A) = 0 y
∑n

i=1 λ
2
i = tr(A2) = 2c2, donde c2 denota la

cantidad de ciclos dirigidos de largo 2 en D, que en caso de que D sea un grafo
coincide con e.

12



La siguiente proposición nos permitirá, en muchos casos, reducir el estudio de
ciertas propiedades espectrales del digrafo al de sus componentes fuertemente cone-
xas.

Proposición 2.2.8. Sea D un digrafo y D1, . . . , Dk los subdigrafos generados por
los vértices de cada componente fuertemente conexa. Entonces, pD = Πk

i=1pDi y
SpD = tki=1SpDk .

Demostración. Sea Vi el conjunto de vértices de la i-ésima componente fuertemente
conexa y Ai = A(Di), podemos suponer que las componentes están ordenadas de
modo tal que no existan arcos de un vértice en Vi a uno en Vj para todo j < i, luego
la matriz de adyacencia tiene la siguiente forma

A =


A1 ∗ . . . ∗
0 A2 . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ak


de donde se deduce que pD = Πk

i=1pDi y SpD = tki=1SpDi .

Observación 2.2.9. Es claro que para digrafos con más de una componente fuerte-
mente conexa la igualdad de los espectros no implica que los digrafos sean isomorfos.
Esto se debe a que el espectro no captura información de lo que sucede fuera de los
digrafos generados por las componentes fuertemente conexas como se muestra en el
ejemplo a continuación.

Ejemplo 2.2.10.

Sean D1 = (V1, E1) y D2 = (V2, E2) digrafos fuertemente conexos con conjuntos de
vértices disjuntos. Sea D = D1⊕D2 = (V,E) = (V1 ∪V2, E1 ∪E2), sea A ⊂ E1×E2

y DA = (V,E∪A). Las componentes fuertemente conexas de DA son V1 y V2, luego,

SpDA = SpD1 t SpD2 para todo A ⊂ E1 × E2.

En la Figura 15 se ven distintos digrafos DA (donde los arcos de A están señalados
en verde) todos ellos no isomorfos pero coespectrales.
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Figura 15: Ejemplos de distintos digrafos DA.

La siguiente proposición permite traducir la propiedad de conexión fuerte de un
digrafo en términos de irreductibilidad de su matriz de adyacencia.

Proposición 2.2.11. Sea D = (V,E) un digrafo y A = A(D) una matriz de adya-
cencia. D es fuertemente conexo si, y solo si, A(D) es irreducible.

Demostración. (⇒) Supongamos A(D) reducible, luego, existe una matriz de per-
mutación P tal que PAP t = A′ tiene la siguiente forma(

X Y
0 Z

)
donde X tiene tamaño digamos r × r y Z tamaño (n − r) × (n − r). Luego, para
cierta enumeración de los vértices {x′1, . . . , x′n}, tenemos que no existen arcos (ni
caminos) de un vértice en {x′r+1, . . . , x

′
n} a uno en {x′1, . . . , x′r} por lo que D no es

fuertemente conexo, lo cual es absurdo.
(⇐) Supongamos ahora que D posee k ≥ 2 componentes conexas. Sea Vi el conjunto
de vértices de la i-ésima componente fuertemente conexa y Ai = A(Di). Ordenan-
do los vértices según la componente fuertemente conexa a la que pertenecen y las
componentes de modo tal que no existan arcos de un vértice en Vi a uno en Vj para
todo j < i, se obtiene que

PAP t =


A1 ∗ . . . ∗
0 A2 . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ak

 .

Considerando X = A1 y Z =

 A2 . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . Ak

 obtenemos que PAP t =

(
X Y
0 Z

)
lo que contradice que A sea irreducible.

El Teorema de Perron-Frobenius que presentamos a continuación no solo es de
vital importancia en la teoŕıa espectral de digrafos, sino que también es reconocido
por sus múltiples aplicaciones entre las cuales se destaca el pagerank de Google [14].
Dicho Teorema fue probado por Perron para matrices positivas en [15] y generalizado
a matrices no negativas irreducibles por Frobenius en [8, 9, 10].
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Teorema 2.2.12. [15, 8, 9, 10] Sea A enMn(R), A ≥ 0 e irreducible. Sea ρ = ρ(A)
su radio espectral, entonces se cumple que:

1. ρ > 0 valor propio simple de A.

2. Existe z > 0 vector propio asociado a ρ.

3. Si Ax = λx con x ≥ 0 y x 6= 0 entonces λ = ρ y x > 0.

4. El espectro de la matriz es invariante por la rotación en el plano complejo de
centro en el origen y ángulo 2π

l
siendo l = #[λ : |λ| = ρ], esto es,

R0, 2π
l

(SpA) = SpA.

5. Si B en Mn(R) verifica que 0 ≤ B ≤ A entonces ρ(B) ≤ ρ(A) y la igualdad se
da si, y solo si, B = A.

Observemos que las matrices de adyacencia de un digrafo fuertemente conexo
verifican las hipótesis del Teorema de Perron-Frobenius, luego, tenemos que el radio
espectral del digrafo es un valor propio simple y posee un vector propio asociado
estrictamente positivo. También tenemos que al considerar un subdigrafo propio de
un digrafo fuertemente conexo, su radio espectral resultará estrictamente menor que
el del digrafo. Recordemos además que la Proposición 2.2.8 nos permite reducir el
estudio del espectro de un digrafo al de sus componentes fuertemente conexas.

El siguiente Teorema constituye un pilar fundamental en la teoŕıa espectral de
digrafos, ya que nos permite calcular los coeficientes del polinomio caracteŕısitico a
partir de su estructura ćıclica. Este resultado, probado por Horst Sachs en [18], nos
permitirá a su vez establecer un v́ınculo entre el espectro del digrafo y su estructura
toda.

Teorema 2.2.13. (Coeficientes de Sachs)
Sea D un digrafo y ai con i = 1, . . . , n los coeficientes de su polinomio caracteŕıstico,

es decir, pD(x) = xn +
∑n

i=1 aix
n−i. Se cumple que

ai =
∑
L∈Li

(−1)p(L),

donde
Li = {subdigrafos lineales de D con i vértices},

p(L) = #{componentes fuertemente conexas de L}.

Demostración. Comencemos por probar la igualdad para an, tenemos que

an = pD(0) = det(−A(D)) = (−1)n det(A(D)).

Por la regla de Leibniz sabemos que

det(A(D)) =
∑
σ∈Sn

sg(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i),

15



donde Sn denota el grupo de las permutaciones de n elementos. Luego,

an =
∑
σ∈Sn

(−1)nsg(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i) =
∑
σ∈Sn

(−1)n+e(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i),

donde e(σ) es la cantidad de ciclos pares que componen σ. Sea p(σ) la cantidad
de ciclos que componen σ, luego p(σ) − e(σ) es la cantidad de ciclos impares que
componen σ.

Por otro lado se tiene que

n =

e(σ)∑
i=1

2ri +

p(σ)−e(σ)∑
i=1

2si + 1 = p(σ)− e(σ) (mód 2),

donde e(σ) denota la cantidad de ciclos pares que componen σ cuya longitud es 2ri
y p(σ) − e(σ) denota la cantidad de ciclos impares que componen σ cuya longitud
es 2si + 1. Luego,

an =
∑
σ∈Sn

(−1)p(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i).

Estudiemos aquellas permutaciones para las cuales
∏n

i=1 ai,σ(i) 6= 0,

n∏
i=1

ai,σ(i) 6= 0⇔
n∏
i=1

ai,σ(i) = 1⇔ ai,σ(i) = 1 para todo i.

Luego, (i, σ(i)) ∈ E para todo i, por lo que el subdigrafo generado por estos arcos
es un digrafo lineal (los ciclos que componen el digrafo lineal son los ciclos de la
permutación). Tenemos entonces una biyección entre los conjuntos

F = {σ ∈ Sn :
n∏
i=1

ai,σ(i) = 1} y Ln

y además, p(σ) = p(L).
Finalmente obtenemos que

an =
∑
σ∈Sn

(−1)p(σ) ·
n∏
i=1

ai,σ(i) =
∑
σ∈F

(−1)p(σ) =
∑
L∈Ln

(−1)p(L).

Probemos ahora la igualdad para ai con i < n. Por propiedades de la función
determinante sabemos que

ai = (−1)i
∑

J⊂N :|J |=i

det(AJ) =
∑

J⊂N :|J |=i

(−1)i det(AJ).

Dada la correspondencia entre las submatrices principales de una matriz de adya-
cencia y los subdigrafos generados del digrafo, obtenemos:
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ai =
∑
D̃<D

de orden i

ãi =
∑
D̃<D

de orden i

∑
L∈L̃i

(−1)p(L) =
∑
L∈Li

(−1)p(L),

donde D̃ < D denota D̃ subdigrafo generado de D y ãi el i-ésimo coeficiente de pD̃,
lo que finaliza la prueba.

Calculemos los polinomios caracteŕısticos de dos digrafos utilizando el Teorema
de Sachs.

Mantendremos la siguiente convención gráfica para el resto del trabajo: dos flechas
entre dos vértices distintos representa un camino simple dirigido que los une y dos
flechas de un vértice a śı mismo un ciclo dirigido.

Ejemplo 2.2.14.

Sea ∞(r, s) el digrafo Infinito, definido en 2.1.3. Se puede ver que los únicos

ciclos en el digrafo ∞(r, s), que a su vez resultan no disjuntos, son los ciclos ~Cr y
~Cs señalados en verde en la figura Figura 16.

Figura 16: Los ciclos ~Cr y ~Cs en el digrafo Infinito.

Tenemos entonces que

Li = ∅ para todo i 6= r, s, Lr = { ~Cr} y Ls = { ~Cs}.

Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que ai = 0 para todo i 6= r, s y
ar = as = −1. Como a su vez tenemos que n = r+ s− 1, el polinomio caracteŕıstico
resulta

p∞(x) = xn − xn−r − xn−s = xn − xs−1 − xr−1.

Sea θ(a, b, c) el digrafo Theta, definido en 2.1.3. Se puede ver que los únicos ciclos

en el digrafo θ(a, b, c), que a su vez resultan no disjuntos, son los ciclos ~Cr y ~Cs
señalados en verde en la figura Figura 17 donde r = a+ c+ 2 y s = b+ c+ 2.

Figura 17: Los ciclos ~Cr y ~Cs en el digrafo Theta.
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Tenemos entonces que

Li = ∅ para todo i 6= r, s, Lr = { ~Cr} y Ls = { ~Cs}.

Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que ai = 0 para todo i 6= r, s
y ar = as = −1. Como a su vez tenemos que n = a + b + c + 2, el polinomio
caracteŕıstico resulta

pθ(x) = xn − xn−r − xn−s = xn − xb − xa.

Proposición 2.2.15. Si D es un digrafo r-salida regular entonces ρ(D) = r.

Demostración. Tenemos que la matriz A = A(D) es irreducible y sus entradas son
no negativas por ser la matriz de adyacencia de un digrafo.

Sea 1 = (1, . . . , 1)t, se tiene que

A1 = r1.

Luego, 1 es vector propio de A asociado al valor propio r. Por el Teorema 2.2.12
de Perron-Frobenius tenemos que el único valor propio que posee un vector propio
asociado de entradas no negativas es el ı́ndice, luego, ρ(D) = ρ(A) = r.

Observación 2.2.16. Sea D es un digrafo, 1 es vector propio de A = A(D) si, y
solo si, D es salida regular.

Proposición 2.2.17. Sea D fuertemente conexo. Equivalen:

1. D es bipartito,

2. SpD es invariante por −Id (λ ∈ SpD ⇔ −λ ∈ SpD),

3. −ρ ∈ SpD.

Demostración. Sea pD(x) = xn +
n∑
i=1

aix
n−i. En primer lugar observemos que SpD

es invariante por −Id si, y solo si,

pD(x) = xδq(x2), con δ = 0, 1 y q polinomio,

esto es, si ai = 0 para todo i impar.

(1.⇒ 2.) Si D es bipartito tenemos que no posee ciclos impares, por lo cual Li = ∅
y como consecuencia ai = 0 para todo i impar, luego, SpD resulta invariante por−Id.

(2.⇒ 1.) Si SpD es invariante por −Id tenemos que ai = 0 para todo i impar.
Afirmación. No existen ciclos impares en D.
Supongamos que existen ciclos impares y sea i0 la menor longitud entre los ciclos
impares, luego, ai0 = −#Li0 6= 0 lo cual es absurdo.
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Como además D es un digrafo fuertemente conexo tenemos que D resulta bipar-
tito por la Proposición 2.1.20, como queŕıamos probar.
(2.⇒ 3.) Sabemos que ρ ∈ SpD, luego, −ρ ∈ SpD.
(3. ⇒ 2.) Si −ρ ∈ SpD, por el ı́tem 4. del Teorema de Perron-Frobenius 2.2.12 se
cumple que SpD es invariante por R0,π = −Id.

Proposición 2.2.18. Sea G = (V,E) un grafo. Se cumple que∑n
i=1 λ

2
i

n
≤ ρ.

Además, la igualdad se da si, y solo si, G es regular.

Demostración. Por ser G un grafo tenemos que A(G) es simétrica y vale el principio
de Rayleigh, luego,

utAu

utu
≤ ρ para todo u 6= 0 en R

n

y la igualdad vale si, y solo si, u es un vector propio asociado a ρ.
Considerando u = 1 tenemos que∑

i,j aij

n
=
1
tA1

1t1
≤ ρ

Por otro lado sabemos que por el Corolario 2.1.6 se verifica
∑

i,j aij =
∑

x∈V gr(x) =

2e y por la Observación 2.2.7 2e =
∑n

i=1 λ
2
i . Sustituyendo en la desigualdad anterior

obtenemos ∑n
i=1 λ

2
i

n
≤ ρ.

Además la igualdad se da si, y solo si 1 vector propio asociado a ρ, es decir, si, y
solo si G regular.

A la luz de los resultados expuestos, podemos afirmar que el espectro describe
muchas de las propiedades estructurales de un digrafo y que el radio espectral es un
valor propio que se destaca entre todos los elementos del espectro de un digrafo. Su
importancia está dada por el Teorema de Perron-Frobenius 2.2.12 para lo cual es
requisito que la matriz considerada (en nuestro caso, la matriz de adyacencia) sea
no negativa.

En un inicio, se pensaba que los digrafos pod́ıan ser caracterizados por su espectro,
es decir, digrafos coespectrales seŕıan necesariamente isomorfos; sin embargo, en 1966
Baker [1] exhibe un ejemplo de grafos conexos no isomorfos coespectrales además
de probar que son los de menor orden posible con estas caracteŕısticas y en 1971
Harary et al. [12] exhiben ejemplos tanto de digrafos fuertemente conexos como de
grafos conexos no isomorfos coespectrales.
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Vale la pena observar que otras matrices asociadas podŕıan ser consideradas como
la matriz Laplaciana o la matriz Laplaciana sin signo. Sin embargo, es sabido que sus
respectivos espectros no logran caracterizar al conjunto de digrafos en su totalidad,
incluso restringiéndonos al conjunto de grafos conexos y regulares.

2.3. Espectro complementario de una matriz

La definición de espectro complementario de una matriz cuadrada real fue intro-
ducida por Seeger en el año 1999 y está motivada por la solución de un sistema de
equilibrio [19].

Definición 2.3.1. Sea A en Mn(R). Decimos que λ ∈ R es un valor propio com-
plementario de A si existe x ∈ Rn no nulo y no negativo denominado vector propio
complementario que verifica que Ax ≥ λx y

xt(Ax− λx) = 0. (2)

Si escribimos w = Ax− λx ≥ 0, la condición (2) resulta

xtw = 0

lo que equivale a pedir

xi = 0 o wi = 0 para todo i = 1 . . . , n.

Esta condición se denomina condición de complementariedad.

El conjunto conformado por todos los valores propios complementarios de una
matriz será denominado espectro complementario de A y denotado Π(A). A diferen-
cia del espectro de una matriz, que es un multiconjunto, el espectro complementario
es un conjunto.

Seeger [19] prueba la existencia de al menos un valor propio complementarios
para cualquier matriz cuadrada.

Observación 2.3.2. 1 ≤ #Π(A) para toda A en Mn(R).

El siguiente es un primer ejemplo que muestra que la cota inferior para #Π(A)
es alcanzada, en las secciones que siguen aparecerán nuevos ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. Π(αIn) = {α} para todo α en R. En particular, #Π(αIn) = 1.

Definición 2.3.4. Sea λ un valor propio de A. Si existe x ≥ 0 vector propio asociado
decimos que λ es un valor propio de Perron, si existe x > 0 vector propio asociado
decimos que λ es un valor propio de Perron estricto.

Observación 2.3.5. Si λ es un valor propio de Perron entonces λ es un valor propio
complementario.
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Teorema 2.3.6. [19] Sea A en Mn(R). λ es un valor propio complementario de A
si, y solo si existe J , ∅ 6= J ⊂ N = {1, . . . , n} tal que λ es un valor propio de Perron
estricto de AJ y se verifica la siguiente desigualdad para todo i ∈ N \ J ,∑

j∈J

aijyj ≥ 0, (3)

donde y > 0 es un vector propio de AJ asociado a λ.

Demostración. (⇒) Sea x vector propio complementario asociado a λ y J = {i ∈
N : xi > 0} 6= ∅. Sea y ∈ R|J | definido como y = x|J > 0. Para todo i ∈ N se cumple
que

(Ax)i =
∑
j∈N

aijxj =
∑
j∈J

aijxj =
∑
j∈J

aijyj.

Si i ∈ J tenemos que xi > 0 y por la condición de complementariedad tenemos
que

(Ax)i = λxi = λyi.

Además sabemos que
∑

j∈J aijyj = (AJy)i de donde se deduce que

λyi = (AJy)i para todo i ∈ J ⇔ AJy = λy,

por lo cual λ es una valor propio de Perron estricto de AJ .
Si i ∈ N \ J tenemos que xi = 0, luego,

(Ax)i ≥ λxi = 0.

de donde obtenemos que
∑

j∈J aijyj ≥ 0.

(⇐) Sea y > 0 vector propio de AJ asociado a λ. Definimos x ∈ Rn como

xi =

{
yi si i ∈ J,
0 si i ∈ N \ J.

Es fácil ver que x ≥ 0. Por otro lado tenemos que,

(Ax)i =
∑
j∈N

aijxj =
∑
j∈J

aijxj =
∑
j∈J

aijyj.

Luego, si i ∈ J , se cumple que (Ax)i = (AJy)i = λyi = λxi, mientras que si i ∈ N \J
se cumple que (Ax)i ≥ 0 = λxi. Finalmente obtenemos que

Ax ≥ λx.

Veamos por último que xt(Ax − λx) = 0. Tenemos que xi 6= 0 ⇔ i ∈ J , veamos
entonces que (Ax − λx)i = 0 para todo i ∈ J . Efectivamente, (Ax)i = λxi lo que
termina la prueba.
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Observación 2.3.7. Si A en Mn(R) es no negativa fuera de la diagonal, es decir,

aij ≥ 0 para todo i 6= j,

entonces se cumple que los valores propios complementarios de la matriz A son los
valores propios de Perron estrictos de las submatrices principales.

Proposición 2.3.8. [19] Sea A en Mn(R), entonces

#Π(A) ≤ n2n−1.

Demostración. Por el Teorema 2.3.6 sabemos que todo valor propio complementario
debe ser valor propio de Perron estricto de una submatriz principal de A. Luego,
sabemos que cada submatriz principal de A de orden k dará lugar, a lo sumo, a k
valores propios complementarios. Tenemos entonces la siguiente desigualdad

#Π(A) ≤
n∑
k=1

k

(
n

k

)
=

n∑
k=1

k
n!

k!(n− k)!
=

n∑
k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
=

n
n∑
k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
= n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
= n2n−1

Proposición 2.3.9. [19] Sea A en Mn(R) simétrica, entonces posee (a lo sumo)
un valor propio de Perron estricto.

Demostración. Supongamos por absurdo que existen λ 6= µ valores propios de Perron
estrictos de A y v, w > 0 son vectores propios asociados. Por ser A simétrica tenemos
que los subespacios propios distintos son ortogonales, luego 〈v, w〉 = 0 lo cual es
absurdo.

Corolario 2.3.10. [19] Sea A en Mn(R) simétrica, entonces

#Π(A) ≤ 2n − 1.

Demostración. Por el Teorema 2.3.6 sabemos que todo valor propio complementario
debe ser valor propio de Perron estricto de una submatriz principal de A, mientras
que por la proposición anterior tenemos que, dada la simetŕıa de toda submatriz
principal de una matriz simétrica, las mismas no poseen más de un valor propio de
Perron estricto. Luego, sabemos que cada submatriz principal de A dará lugar, a
lo sumo, a un valor propio complementario. Tenemos entonces que la cantidad de
valores propios complementarios debe ser menor o igual a la cantidad de submatrices
principales, esto es

#Π(A) ≤
(
n

n

)
+

(
n

n− 1

)
+ . . .+

(
n

2

)
+

(
n

1

)
= 2n − 1.
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La siguiente proposición prueba que el espectro complementario es un invariante
en la familia de matrices conjugadas por una matriz de permutación.

Proposición 2.3.11. [16] Si A en Mn(R) y λ es un valor propio complementario
de A, entonces λ es un valor propio complementario de P tAP para cualquier matriz
de permutación P .

Demostración. Sea x vector propio complementario de A asociado a λ, veamos que
P tx es un vector propio complementario de P tAP asociado a λ. Tenemos que P tx es
no negativo por serlo x, a su vez, tenemos que (P tAP )(P tx)−λ(P tx) = P t(Ax−λx)
que es no negativo por serlo Ax − λx. Falta chequear que se verifique la condición
de complementariedad, efectivamente,

(P tx)t(P tAPP tx− λP tx) = (xtP )P t(Ax− λx) = xt(Ax− λx) = 0.

El siguiente Teorema generaliza un resultado probado en [7] para matrices de
adyacencia de un grafo, las cuales son además de no negativas, simétricas.

Teorema 2.3.12. [4] Sea A en Mn(R) no negativa. λ valor propio complementario
de A si, y solo si λ = ρ(AJ) donde AJ es una submatriz principal de A irreducible
o nula.

Demostración. (⇒) Por la Observación 2.3.7 sabemos que λ es un valor propio
complementario de A si, y solo si existe ∅ 6= J ⊂ {1, . . . , n} tal que λ es valor propio
de Perron estricto de AJ .
Supongamos en primer lugar AJ irreducible. El Teorema de Perron-Frobenius nos
permite afirmar que λ = ρ(AJ) por ser λ un valor propio de Perron estricto de AJ .
Supongamos ahora AJ reducible, por la Proposición 2.3.11 sin pérdida de generalidad
podemos suponer que

AJ =

(
X Y
0 Z

)
con X en Mr(R), Y en Mr×s(R) y Z en Ms(R) no negativas y Z irreducible o
nula. Consideremos K ⊂ J tal que AK = Z. Es fácil ver que λ es un valor propio
de Perron estricto de AK . Si AK es la matriz nula se tiene que λ = 0 = ρ(AK),
mientras que si AK es irreducible por Perron-Frobenius tenemos que λ = ρ(AK).
(⇐) Tenemos que λ = ρ(AJ), donde AJ es una submatriz principal de A irreducible
o nula. Si AJ es irreducible, por Perron-Frobenius sabemos que λ es un valor de
Perron estricto de AJ , y por la Observación 2.3.7 podemos afirmar que λ es un valor
propio complementario de A. Si AJ es nula tenemos que ρ(AJ) = 0 es un valor propio
de Perron estricto de AJ y nuevamente la Observación 2.3.7 muestra que ρ(AJ) es
un valor propio complementario de A.

Observación 2.3.13. Una forma alternativa de enunciar el anterior resultado es la
siguiente: sea A en Mn(R) no negativa, entonces

Π(A) = {ρ(AJ) : AJ irreducible o nula}.
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Corolario 2.3.14. [7] El conjunto de valores propios complementarios de una ma-
triz no negativa es un conjunto no negativo.

Demostración. Si bien es inmediato de la anterior observación que el conjunto de
los valores propios complementarios es un conjunto no negativo, también podŕıa
deducirse del hecho de que todo valor propio complementario λ verifica que existe
x no negativo tal que

xt(Ax− λx) = 0⇔ λ =
xtAx

xtx
≥ 0.

2.4. Espectro complementario de un grafo

En el año 2017 Fernandes et al.[7] proponen representar un grafo mediante el
espectro complementario de la familia de matrices de adyacencia. Recordemos que en
esta familia el espectro complementario resulta invariante por la Proposición 2.3.11.

Definición 2.4.1. [7] Sea G un grafo, el espectro complementario de G se defi-
ne como el espectro complementario de cualquiera de sus matrices de adyacencia,
Π(G) = Π(A) con A en F(G).

El siguiente Teorema es una consecuencia directa del Teorema 2.3.12 (que en su
versión original [7] alcanzaba a matrices de adyacencia de un grafo) y muestra que
el espectro complementario reúne información espectral de un grafo, aśı como de
todos los subgrafos inducidos conexos.

Teorema 2.4.2. [7] Sea G un grafo, entonces

Π(G) = {ρ(F ) : F subgrafo inducido de G conexo}.

Lo que puede reescribirse como Π(G) = {ρ(F ) : F ∈ S(G)} donde S(G) es el
conjunto de los grafos inducidos conexos de un grafo G dado.

El siguiente ejemplo muestra que el espectro complementario logra diferenciar
grafos conexos no isomorfos que el espectro usual no distingue.

Ejemplo 2.4.3. [1]

Los grafos conexos G y F representados gráficamente en la Figura 18 son no iso-
morfos pero śı coespectrales, ya que pG(x) = pF (x) = x6− 7x4− 4x3 + 7x2 + 4x− 1.

Veamos que śı difieren en su espectro complementario. Los subgrafos inducidos
conexos no isomorfos del grafo G (distintos de P2 y P1) se señalan en rojo en la
Figura 19. Además, todos poseen distinto radio espectral ya que cada uno de ellos
es subgrafo propio del siguiente, por lo tanto #Π(G) = 7.

Los subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo F , distintos de P2 y P1,
se señalan en rojo en la Figura 20. En este caso también puede chequearse que todos
poseen distinto radio espectral, luego sabemos que #Π(G) = 8.
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Figura 18: Grafos G y F .

Figura 19: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G, distintos de P3, P2 y P1.

Figura 20: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo F distintos de P3, P2 y P1.

Tenemos que #Π(G) 6= #Π(F ) lo que prueba que Π(G) 6= Π(F ).

La cantidad de elementos en el espectro complementario de un grafo juega un
papel importante ya que no queda dada por el orden del grafo a priori.

Definición 2.4.4. [7] Sea G un grafo. Denotaremos c(G) a la cantidad de elementos
en el espectro complementario de un grafo, es decir,

c(G) = #Π(G).

Denotaremos b(G) a la cantidad de subgrafos inducidos conexos no isomorfos de un
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grafo, es decir,
b(G) = #S(G).

Observación 2.4.5. c(G) ≤ b(G).

El siguiente ejemplo muestra que la desigualdad puede ser estricta, lo cual se
debe a que grafos no isomorfos conexos pueden poseer igual radio espectral.

Ejemplo 2.4.6.

Sea G el grafo representado gráficamente en la Figura 21.

Figura 21: Grafo G

Los subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G (distintos de P2 y P1)
se señalan en rojo en la Figura 22. Tenemos que

S(G) = {G,H5,4, S2,2,3, S5, C4, P4, P3, P2, P1}.

Luego b(G) = 9, sin embargo ρ(S5) = 2 = ρ(C4), por lo cual, Π(G) = {ρ(F ) : F ∈
S(G)}, luego c(G) ≤ 8 < b(G).

Figura 22: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G, distintos de P2 y P1.

Dada la simetŕıa de A(G), el Corolario 2.3.10 permite probar que c(G) ≤ 2n− 1,
cota que podrá ser mejorada como se muestra a continuación.

Proposición 2.4.7. [7, 20] Si G es un grafo de orden n ≥ 2 conexo se cumple que

n ≤ c(G) ≤ b(G) < 2n − 1.

Demostración. Veamos en primer lugar que n ≤ c(G). Dado que siempre es posible
extraer un vértice de un grafo conexo manteniendo la conexión, podemos construir
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una sucesión de grafos inducidos conexos Gi con i vértices, que verifican que Gi es
un subgrafo estricto de Gi+1 para todo i = 1, . . . , n− 1, luego

ρ(G1) < ρ(G2) < ρ(G3) < . . . < ρ(Gn−1) < ρ(Gn).

Por el Teorema 2.4.2 tenemos que ρ(Gi) ∈ Π(G), entonces n ≤ #Π(G) = c(G).
Resta probar que b(G) < 2n − 1. Existe un único grafo conexo con un vértice, aśı
como un único grafo conexo con dos vértices: P1 y P2 respectivamente. Los grafos
con más de dos vértices inducidos conexos del grafo G se obtienen a partir de un
subconjunto de vértices de V . Como la cantidad de subconjuntos posibles es(

n

3

)
+

(
n

4

)
+ . . .+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
= 2n − 1− n− n(n− 1)

2
,

tenemos que para todo n ≥ 2 se cumple que

b(G) ≤ 2 + 2n − 1− n− n(n− 1)

2
< 2n − 1.

Existen grafos conexos de orden n que satisfacen la igualdad c(G) = n como se
muestra a continuación:

Ejemplo 2.4.8.

1. Grafos completos

Tenemos que S(Kn) = {Kn, Kn−1, Kn−2, . . . , K3, K2, K1}. Luego,

Π(Kn) = {n− 1, n− 2, n− 3, . . . , 2, 1, 0},

por lo cual c(Kn) = n.

2. Caminos simples

Tenemos que S(Pn) = {Pn, Pn−1, Pn−2, . . . , P3, P2, P1}. Luego

Π(Pn) = {ωn, ωn−1, ωn−2, . . . , ω3, ω2, ω1}, donde ωn = 2 cos
π

n+ 1
.

Finalmente c(Pn) = n.

3. Ciclos

Tenemos que S(Cn) = {Cn, Pn−1, Pn−2, . . . , P3, P2, P1}. Luego

Π(Cn) = {2, ωn−1, ωn−2, . . . , ω3, ω2, ω1},

por lo cual c(Cn) = n.
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4. Grafos estrella
Tenemos que S(Sn) = {Sn, Sn−1, Sn−2, . . . , S3, S2, S1}. Luego

Π(Sn) = {
√
n− 1,

√
n− 2,

√
n− 3, . . . ,

√
2, 1, 0},

por lo cual c(Sn) = n.

Decimos que un grafo es elemental si es un grafo completo, un camino simple,
un ciclo o un grafo estrella de n vértices. Denotaremos En al conjunto de grafos
elementales con n vértices.

Observación 2.4.9. El radio espectral permite distinguir los grafos elementales de
orden n ≥ 6 dado que

ωn < 2 <
√
n− 1 < n− 1.

Nos dirigimos a probar un resultado de Seeger [20] que establece que En puede
caracterizarse como el conjunto de grafos conexos de orden n cuyo espectro com-
plementario posee n elementos. Para ello será necesario probar en primer lugar el
siguiente resultado.

Lema 2.4.10. Sea G en Cn con n ≥ 5. Si existe E en En−1 tal que G \ {v} ∼= E
para todo vértice v en V que no sea de corte, entonces G pertenece a En.

Demostración. Por ser G conexo sabemos que existe x vértice de E adyacente a v
en G. Estudiaremos separadamente los casos en lo cuales E es un grafo completo,
un camino simple, un ciclo o una estrella.

Si E = Pn−1 veremos que x ∈ {1, n − 1}. En efecto, si x 6= 1 y x 6= n − 1,
considerando G\{1} (si x ∼ n−1) tendremos que grG\{1}(x) = 3 lo cual es absurdo
ya que G\{1} ∼= Pn−1; análogamente, considerando G\{n−1} (si x ∼ 1) tendremos
que grG\{n−1}(x) = 3 lo cual es absurdo ya que G \ {n− 1} ∼= Pn−1. Finalmente, si
v ∼ 1 y v � n − 1 obtenemos que G ∼= Pn, al igual que si v � 1 y v ∼ n − 1. Si
v ∼ 1 y v ∼ n− 1 obtenemos que G ∼= Cn. En cualquiera de los casos obtenemos un
grafo elemental.

Si E = Sn−1 veremos que x = 1. En efecto, si x 6= 1, considerando G \ {y} con
y 6= x, y 6= 1 tendremos que grG\{y}(x) = 2 lo cual es absurdo ya que G\{y} ∼= Sn−1.
Luego, G ∼= Sn.

Si E = Kn−1 veremos que v ∼ x para todo vértice x de Kn−1. En efecto, si existe
y � v, considerando G \ {z} con z /∈ {v, y}, tendremos que grG\{z}(y) ≤ n − 3 lo
cual es absurdo ya que G \ {z} ∼= Kn−1. Luego, G ∼= Kn.

Si E = Cn−1 veremos que no puede existir tal vértice x; lo que significa que este
no es un caso posible. En efecto, si existiera x ∼ v considerando y vértice en Cn−1 no
adyacente a x y el digrafo G \ {y} tendremos que grG\{y}(x) ≥ 3 lo cual es absurdo
ya que G \ {y} ∼= Cn−1.
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Teorema 2.4.11. [20] Un grafo conexo de orden n posee n valores propios comple-
mentarios si, y solo si, es un grafo elemental.

Demostración. Podemos reescribir nuestra tesis como

{G ∈ Cn : #Π(G) = n} = En.

Por el ejemplo anterior sabemos que En ⊂ {G ∈ Cn : #Π(G) = n}. Probemos que
{G ∈ Cn : #Π(G) = n} ⊂ En para todo n ≥ 6 por inducción completa en n. Para
n = 1, 2, 3, 4, 5 puede chequearse manualmente.

Paso base Existen 143 grafos conexos no isomorfos de orden n ≤ 6 y puede che-
quearse que los únicos que verifican que #Π(G) = n son los grafos elementales de
orden n (ver Tablas 3, 4 y 5 en [20]).

Paso inductivo Probemos que si {G ∈ Cn : #Π(G) = n} ⊂ En entonces {G ∈ Cn+1 :
#Π(G) = n+ 1} ⊂ En+1.

Sea G ∈ Cn+1 tal que #Π(G) = n + 1, consideremos los grafos conexos genera-
dos por la remoción de algún vértice en G (que no sea de corte) que denotaremos
F1, F2, . . . , Fr. Veamos en primer lugar que #Π(Fi) = n, luego, por hipótesis induc-
tiva tendremos que Fi ∈ En para todo i = 1, . . . , r. En efecto, si #Π(Fi) ≥ n + 1
para algún i entonces n+ 1 + 1 ≤ #Π(G) dado que {ρ(G)} ∪ Π(Fi) ⊂ Π(G) lo que
contradice que #Π(G) = n+ 1. Veamos ahora que Fi ∼= Fj para todo i, j. En efecto,
si existieran grafos elementales de n vértices, E � E ′ tales que Fi ∼= E y Fi ∼= E ′

luego ρ(Fi) 6= ρ(Fj) dado que los grafos elementales con seis o más vértices pueden
distinguirse de acuerdo a su radio espectral (ver Observación 2.4.9). Luego, tenemos
que G \ {v} ∼= E para todo vértice v en V que no sea de corte y por el Lema 2.4.10,
G resulta un grafo elemental, lo que termina la prueba del paso inductivo.

Definición 2.4.12. [7] Sea Cn el conjunto de grafos conexos de orden n.
Denotamos por cn al valor

cn = máx
G∈Cn

c(G),

y por bn al valor
bn = máx

G∈Cn
b(G).

Es claro que n ≤ cn ≤ bn < 2n− 1, y además, Fernandes et al.[7] prueban que cn
crece más rápido que cualquier polinomio en n.

Definición 2.4.13. [17] Decimos que dos grafos G y F son complementariamente
coespectrales si Π(G) = Π(F ). Decimos que un grafo conexo G queda determina-
do por su espectro complementario (lo que abreviaremos como DCS por sus siglas
en inglés) si cualquier otro grafo conexo F complementariamente coespectral, es
isomorfo al grafo G o de distinto orden.
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Ejemplo 2.4.14. [17] Los grafos elementales quedan determinados por su espectro
complementario.

En efecto, dado un grafo elemental con n vértices, sabemos que su espectro com-
plementario posee exactamente n elementos, luego, por el Teorema 2.4.11 cualquier
grafo complementariamente coespectral y del mismo orden debe ser elemental, para
finalizar, por la Observación 2.4.9 puede verse que los distintos grafos elementales
pueden distinguirse por su espectro.

Definición 2.4.15. [17] Sea G una clase de grafos conexos del mismo orden. Decimos
que la clase G posee espectro complementario único (o abreviadamente que G es DCS)
si el espectro complementario de cada elemento en la clase es único. Es decir, para
todo F y G en G se cumple que

Π(F ) = Π(G)⇔ F ∼= G.

Si bien una clase de grafos con espectro complementario único puede no estar
compuesta por grafos determinados por su espectro complementario, śı se cumple
que un conjunto de grafos DCS debe conformar una clase de grafos DCS. Luego, la
definición de clase DCS se vuelve una condición necesaria para que un conjunto de
grafos sea efectivamente DCS.

En 2020 Pinheiro et al. [17] prueban que las clases de los grafos completos bipar-
titos de n vértices entre otras son clases DCS.

Definición 2.4.16. [20, 17] Denotemos ρi(G) con i = 1, . . . , c(G) a los elementos
de Π(G) de modo tal que ρ(G) = ρ1(G) > ρ2(G) > . . . > ρc(G)(G) = 0. Sea q ≥ 1
natural. La función que definimos a continuación recoge la siguiente información del
grafo: su cantidad de vértices y los q valores propios complemetario más grandes.
Definimos la función Ψq : C → R

q+1 como

(Ψq(G))i =


|G| si i = 1,

ρi−1(G) si 2 ≤ i ≤ mı́n{c(G) + 1, q + 1},
0 en otro caso.

Definimos entonces la relación �q en C como

F �q G ⇔ Ψq(F ) �lex Ψq(G),

donde �lex refiere al orden lexicográfico en R
q+1.

La función Ψq busca distinguir grafos mediante (algunos elementos de) su espectro
complementario, lo cual cobra sentido entre grafos del mismo orden, razón por la cual
se considera |G| como la primera coordenada de Ψq. Alternativamente podŕıamos

definir Ψ
(n)
q : Cn → R

q como

(Ψ(n)
q (G))i =

{
ρi(G) si 1 ≤ i ≤ mı́n{c(G), q},
0 en otro caso.
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Seeger [20] prueba que �2 define un orden total en el conjunto de los grafos con
no más de 6 vértices. Por otra parte, Pinheiro et al. [17] prueban que �4 define un
orden total en el conjunto de los grafos con no más de 7 vértices. Si la restricción
de la relación �q en C a una clase de grafos G resulta de orden, nos referiremos a
ella también como orden lexicográfico (en G). Puede observarse que cualquier clase
de grafos ordenada lexicográficamente, resultará DCS. En particular, los grafos con
no más de 7 vértices componen una clase DCS.

Al d́ıa de hoy no se conocen ejemplos de grafos conexos no isomorfos comple-
mentariamente coespectrales. A su vez, los resultados citados dan cuenta de que el
espectro complementario permite representar a los grafos conexos de forma adecua-
da. Sin embargo, el hecho de que la cantidad de elementos que en él crezca -con la
cantidad de vértices- mas rápido que cualquier polinomio, resulta algo desalentador.
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3. Espectro complementario de un digrafo

Como mencionamos anteriormente, el problema de establecer si los grafos que-
dan determinados o no por su espectro complementario se mantiene abierto hasta
hoy. En este trabajo ampliamos el objeto de estudio del mencionado problema al
conjunto de los digrafos en busca de un contraejemplo. Para ello comenzamos por
estudiar los digrafos más “simples”, es decir, aquellos con pocos elementos en su es-
pectro complementario. Concretamente, analizamos los digrafos con uno, dos y tres
valores propios complementarios, lo cual carece de sentido en el contexto de grafos
por la Proposición 2.4.7 que limita el análisis a grafos con uno, dos y tres vértices.
En esta sección, además de introducir el concepto de espectro complementario de
un digrafo, caracterizaremos estructuralmente los digrafos con uno, dos y tres va-
lores propios complementarios fuertemente conexos, hipótesis adicional que resulta
natural en este contexto. A su vez, probaremos que aquellos digrafos fuertemente
conexos con uno y dos valores propios complementarios efectivamente quedan de-
terminados por su espectro complementario, mientras que la tarea de identificar los
digrafos fuertemente conexos con tres valores propios complementarios a partir de la
caracterización establecida requerirá un estudio minucioso del que nos ocuparemos
en la siguiente sección y que darán lugar a distintas familias de contraejemplos.

3.1. Aspectos generales

Los resultados a continuación, ya conocidos para grafos [7], fueron generalizados a
digrafos en este trabajo. Los mismos son consecuencia directa del Teorema 2.3.12 que
como mencionamos anteriormente, generaliza a matrices no negativas un resultado
probado para matrices de adyacencia de un grafo.

Teorema 3.1.1. Sea D un digrafo y Π(D) su espectro complementario. Entonces

Π(D) = {ρ(H) : H subdigrafo inducido de D fuertemente conexo}.

Demostración. Por el Teorema 2.3.12 tenemos que

Π(D) = Π(A(D)) = {ρ(A(D)J) : A(D)J irreducible o nula}.

Luego, por la Observación 2.2.2 podemos reescribir lo anterior como

Π(D) = {ρ(A(H)) : A(H) irreducible o nula}.

Si A(H) irreducible, esto equivale a que H sea fuertemente conexo y si A(H) nula,
esto equivale a que H sea vaćıo, sin embargo, como se tiene que ρ(H) = 0 = ρ(H0)
donde H0 es un vértice aislado (digrafo fuertemente conexo) se obtiene que

Π(D) = {ρ(H) : H subdigrafo inducido fuertemente conexo}.

Proposición 3.1.2. Sea D un digrafo y sean D1, . . . , Dk los digrafos generados por
las componentes fuertemente conexas de D. Luego,

Π(D) = ∪ki=1Π(Di),
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Demostración. Por el Teorema anterior, tenemos que probar que

{ρ(H) : H ≤ D,H inducido y fuertemente conexo} =

∪ki=1{ρ(H) : H ≤ Di, H inducido y fuertemente conexo}
(⊃) Es consecuencia de que si H es subdigrafo de Di fuertemente conexo, entonces
también lo es de D.
(⊂) Consideremos ρ(H) con H subdigrafo de D fuertemente conexo, luego, H sub-
digrafo de Di para algún i lo que termina la prueba.

Observación 3.1.3. Es claro que para digrafos con más de una componente fuer-
temente conexa la igualdad de los espectros complementarios no implica que los
digrafos sean isomorfos, dado que el espectro complementario (al igual que el espec-
tro usual) no captura información de lo que sucede fuera de los digrafos generados
por las componentes fuertemente conexas. El Ejemplo 2.2.10 puede ser utilizado
nuevamente en este contexto.

Ejemplo 3.1.4.

Sean D1 = (V1, E1) y D2 = (V2, E2) digrafos fuertemente conexos con conjuntos de
vértices disjuntos. Sea D = D1⊕D2 = (V,E) = (V1 ∪V2, E1 ∪E2), sea A ⊂ E1×E2

y DA = (V,E∪A). Las componentes fuertemente conexas de DA son V1 y V2. Luego,
tenemos que

Π(DA) = Π(D1) ∪ Π(D2) para todo A ⊂ E1 × E2,

siendo los distintos digrafos DA no isomorfos si consideramos D1, D2 y A adecua-
damente.

Extendamos a digrafos los conceptos de: grafo determinado por su espectro com-
plementario, clase con espectro complementario único y orden lexicográfico de una
clase de grafos.

Definición 3.1.5. Decimos que dos digrafos D y H son complementariamente coes-
pectrales si Π(D) = Π(H). Decimos que un digrafo fuertemente conexo D queda de-
terminado por su espectro complementario (lo que abreviaremos como DCS por sus
siglas en inglés) si cualquier otro digrafo fuertemente conexo complementariamente
coespectral H es isomorfo a D o de distinto orden.

Definición 3.1.6. Sea D una clase de grafos fuertemente conexos del mismo orden.
Decimos que la clase D posee espectro complementario único (o abreviadamente que
D es DCS) si el espectro complementario de cada elemento en la clase es único. Es
decir, para todo H y D en D se cumple que

Π(H) = Π(D)⇔ H ∼= D.

Al igual que para grafos, una clase de digrafos con espectro complementario único
puede no estar compuesta por grafos determinados por su espectro complementa-
rio, pero śı se cumple que un conjunto de grafos DCS debe conformar una clase de
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digrafos DCS.

En lo que sigue, denotaremos por SCD al conjunto de digrafos fuertemente co-
nexos.

Definición 3.1.7. Denotemos ρi(D) con i = 1, . . . , c(D) a los elementos de Π(D)
de modo tal que ρ(D) = ρ1(D) > ρ2(D) > . . . > ρc(D)(D) = 0. Sea q ≥ 1 natural.
Nuevamente, la función que definimos a continuación recoge la siguiente informa-
ción del digrafo: su cantidad de vértices y los q valores propios complemetario más
grandes. Definimos la función Ψq : SCD → R

q+1 como

(Ψq(D))i =


|D| si i = 1,

ρi−1(D) si 2 ≤ i ≤ mı́n{c(D) + 1, q + 1},
0 en otro caso.

Definimos entonces la relación �q en SCD como

H �q D ⇔ Ψq(H) �lex Ψq(D),

donde �lex refiere al orden lexicográfico en R
q+1.

Cuando la relación definida restringida a una clase de digrafos resulte de or-
den, nos referiremos a ella también como orden lexicográfico. Puede observarse que
cualquier clase de digrafos donde la relación resulte de orden, resultará DCS.

3.2. Digrafos con uno y dos valores propios complementarios

En esta sección caracterizaremos aquellos digrafos con uno y dos valores propios
complementarios, sean o no fuertemente conexos. Comenzaremos con la prueba del
siguiente Lema que será de utilidad.

Lema 3.2.1. Sea D un digrafo. Si D posee un ciclo entonces D posee un ciclo como
subdigrafo inducido.

Demostración. Utilizaremos inducción fuerte en la cantidad de vértices r del ciclo
presente en el digrafo.
Paso base Si r = 2 entonces el ~C2 es un subdigrafo por los vértices del ciclo.
Paso inductivo Veamos que si vale para k = 1, . . . , r − 1 entonces vale para k = r.
Sea ~Cr subdigrafo de D, si ~Cr es un subdigrafo inducido queda probada la tesis, de
lo contrario, existe ~Cl subdigrafo de D con l < r y por hipótesis inductiva sabemos
existe un ciclo como subdigrafo inducido de D.

Proposición 3.2.2. Sea D un digrafo. D posee un ciclo si, y solo si 1 es valor
propio complementario de D.

Demostración. (⇒) Si D posee un ciclo, por el lema anterior tenemos que existe un

ciclo como subdigrafo inducido ~Cr, luego ρ( ~Cr) = 1 es valor propio complementario.
(⇐) Si D fuera aćıclico, entonces las componentes fuertemente conexas en D seŕıan
vértices aislados, luego Π(D) = {0} lo cual es absurdo.
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Proposición 3.2.3. Sea D un digrafo y Π(D) su espectro complementario. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. Π(D) = {0},

ii. #Π(D) = 1,

iii. D aćıclico.

Demostración. (i.⇒ ii.) Obvio.
(ii. ⇒ iii.) Si #Π(D) = 1 tenemos que Π(D) = {0}, luego, 1 no es valor propio
complementario lo que prueba que D es aćıclico.
(iii. ⇒ i.) Si D es aćıclico los digrafos generados por las componentes fuertemente
conexas de D son vértices aislados, luego Π(D) = {0}.

Corolario 3.2.4. Sea D un digrafo fuertemente conexo y Π(D) su espectro comple-
mentario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. Π(D) = {0},

ii. #Π(D) = 1,

iii. D es un vértice aislado.

Proposición 3.2.5. Sea D un digrafo fuertemente conexo y Π(D) su espectro com-
plementario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. Π(D) = {0, 1},

ii. #Π(D) = 2,

iii. D = ~Cn.

Demostración. (i.⇒ ii.) Obvio.
(ii. ⇒ iii.) Por ser D fuertemente conexo, sabemos que posee un ciclo como sub-

digrafo y por el lema anterior obtenemos que existe un ciclo ~Cr como subdigrafo
inducido. Si ~Cr es distinto de D por el ı́tem 5. del Teorema de Perron-Frobenius
2.2.12 tenemos que 1 = ρ( ~Cr) < ρ(D), luego, {0, 1, ρ(D)} ⊂ Π(D) lo cual es absur-

do. Obtenemos entonces que r = n y D = ~Cn.
(iii.⇒ i.) Π( ~Cn) = {0, ρ( ~Cn)} = {0, 1}

Corolario 3.2.6. Sea D digrafo y D1, . . . , Dk los digrafos generados por las com-
ponentes fuertemente conexas de D. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. Π(D) = {0, 1},

ii. #Π(D) = 2,

iii. D no es aćıclico y los digrafos generados por sus componentes fuertemente
conexas son ciclos ó vértices aislados.
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En lo que sigue denotaremos SCDt al conjunto de digrafos fuertemente conexos
con exactamente t valores propios complementarios. Por el Corolario 3.2.4 tenemos
que el conjunto SCD1 está compuesto únicamente por un vértice aislado. Análo-
gamente, por la Proposición 3.2.5 tenemos que SCD2 está compuesto por ciclos de
cualquier tamaño.

Proposición 3.2.7. Todo digrafo en SCD1 ∪ SCD2 queda determinado por su es-
pectro complementario.

Demostración. Debemos ver que los vértices aislados y los ciclos son digrafos DCS.
Sea D un digrafo fuertemente conexo con el mismo espectro complementario que
un vértice aislado, es decir Π(D) = {0}; por la Proposición 3.2.3 tenemos que
D es necesariamente un vértice aislado como queŕıamos probar. Sea D un digrafo
fuertemente conexo con el mismo espectro complementario que un ciclo de n vértices,
es decir Π(D) = {0, 1}; por la Proposición 3.2.5 tenemos que D es necesariamente un
ciclo, si la cantidad de vértices en D es igual a n entonces los digrafos son isomorfos,
lo que termina la prueba.

Hasta aqúı, hemos logrado identificar los digrafos fuertemente conexos cuyo es-
pectro complementario tiene uno o dos elementos, además de probar que son digrafos
DCS. A continuación, presentaremos un primer resultado de caracterización estruc-
tural de los digrafos en SCD3 que luego nos permitirá identificarlos, estudiar su
espectro complementario y establecer si quedan o no determinados por él.

3.3. Digrafos fuertemente conexos con tres valores propios complemen-
tarios

Comenzaremos por presentar una caracterización estructural de los digrafos en
SCD3 que nos conducirá a la identificación de los mismos.

Teorema 3.3.1. Un digrafo D pertenece al conjunto SCD3 si, y solo si, los subdi-
grafos propios inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices aislados. Además,
Π(D) = {0, 1, ρ(D)}.
Demostración. Sea D un digrafo en SCD3, veamos en primer lugar que los ciclos y
vértices aislados son subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos y en segundo
lugar que son los únicos posibles. Es claro que los vértices aislados son subdigrafos
propios inducidos fuertemente conexos. A su vez, por ser D fuertemente conexo
sabemos que existe un ciclo en él y por el Lema 3.2.1 podemos afirmar que existe un
ciclo inducido. Resta ver entonces que el ciclo no es el digrafo D, en efecto, si D = ~Cn
por el Teorema 3.2.5 tendŕıamos que D posee dos valores propios complementarios
lo que contradice nuestras hipótesis. Supongamos ahora que existe un subdigrafo
propio inducido D′ fuertemente conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado.
Sabemos que D′ posee un ciclo como subdigrafo propio inducido y por Perron-
Frobenius se tiene que 1 < ρ(D′) < ρ(D). Luego, {0, 1, ρ(D′), ρ(D)} ⊂ Π(D) y en
consecuencia 4 ≤ #Π(D) lo cual es absurdo.

Rećıprocamente, si D es un digrafo fuertemente conexo cuyos subdigrafos propios
inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices aislados, por el Teorema 3.1.1 se
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tiene que Π(D) = {0, 1, ρ(D)} y en consecuencia #Π(D) = 3.

Vale la pena observar que si bien puede haber más de un ciclo inducido, incluso
de distintos tamaños, cualquiera de ellos dará lugar al mismo elemento en el espectro
complementario: ρ(~Cr) = 1.

Una forma alternativa de enunciar el resultado anterior acorde con las equivalen-
cias planteadas en 3.2.5 y 3.2.3 es la siguiente

Proposición 3.3.2. Sea D un digrafo fuertemente conexo y Π(D) su espectro com-
plementario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. Π(D) = {0, 1, ρ(D)} con ρ(D) > 1.

ii. #Π(D) = 3

iii. Los subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices ais-
lados.

A diferencia de las equivalencias 3.2.4 3.2.5 en las que en el ı́tem iii. pudimos
identificar a qué digrafos nos refeŕıamos, en esta equivalencia hemos obtenido una
propiedad que los caracteriza. El problema de identificar qué digrafos exactamente
satisfacen dicha propiedad será abordado en la siguiente sección dado que requerirá
un análisis más exhaustivo.

37



4. Identificación de los digrafos fuertemente conexos con
tres valores propios complementarios

En esta sección nos ocuparemos de identificar el conjunto SCD3, a partir de la
caracterización estructural del Teorema 3.3.1. Comenzaremos dando ejemplos de
grafos que cumplen con dicha propiedad, agrupados en dos familias, y finalmente
probaremos que son los únicos que la verifican. Los resultados de esta sección pueden
encontrarse en [5].

4.1. Ejemplos

En primer lugar, presentaremos dos ejemplos de digrafos en SCD3: el digrafo In-
finito y el digrafo Theta. Luego, introduciremos dos familias de digrafos que surgen
de efectuar modificaciones a estos digrafos, con la restricción de que se preserve la
cantidad de valores propios complementarios, es decir, la propiedad de que sus sub-
digrafos propios inducidos fuertemente conexos sean ciclos y vértices aislados.

Digrafo Infinito
Veamos que el digrafo Infinito definido en 2.1.3 y representado gráficamente en

la Figura 23, posee exactamente tres valores propios complementarios.

Figura 23: Representación esquemática del digrafo ∞(r, s).

En efecto, puede verse que los únicos subdigrafos propios inducidos fuertemente
conexos son (además de los vértices aislados) los ciclos ~Cr y ~Cs, señalados en verde
en la Figura 24. Luego, por el Teorema 3.3.1, tenemos que

Π(∞) = {0, 1, ρ(∞)}.

Figura 24: Los ciclos ~Cr y ~Cs en el digrafo Infinito.

Como vimos en el Ejemplo 2.2.14 como consecuencia del Teorema de Sachs tene-
mos que

p∞(x) = xn − xs−1 − xr−1.
Dado que ∞(r, s) y ∞(s, r) son isomorfos podemos asumir sin pérdida de gene-

ralidad r ≤ s.
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Digrafo Theta
Veamos que el digrafo Theta definido en 2.1.3 representado gráficamente en la

Figura 25 posee exactamente tres valores propios complementarios.

Figura 25: Representación esquemática del digrafo θ(a, b, c).

En efecto, puede verse que los únicos subdigrafos propios inducidos fuertemente
conexos son (además de los vértices aislados) los ciclos ~Cr y (si a ≥ 1) ~Cs, señalados
en verde en la Figura 26, donde r = a+ c+ 2 y s = b+ c+ 2.

Figura 26: Los ciclos ~Cr y ~Cs en el digrafo Theta.

Luego, por el Teorema 3.3.1

Π(θ) = {0, 1, ρ(θ)}.

Como vimos en el Ejemplo 2.2.14 como consecuencia del Teorema de Sachs tene-
mos que

pθ(x) = xn − xn−r − xn−s = xn − xb − xa.
Dado que θ(a, b, c) y θ(b, a, c) son isomorfos y que los digrafos son simples podemos

asumir sin pérdida de generalidad a ≤ b y b > 0.
Los digrafos Infinito y Theta [13], son los únicos digrafos fuertemente conexos

bićıclicos [2]. Ambos digrafos jugarán un rol fundamental en la identificación de
los digrafos en SCD3 dado que necesariamente alguno de ellos se encuentra (como
subdigrafo) en un digrafo de estas caracteŕısticas. La siguiente Proposición también
puede ser vista como consecuencia del Teorema 7.2.2 en [2].

Proposición 4.1.1. Si D es un digrafo fuertemente conexo distinto de un ciclo y
de un vértice aislado, entonces posee un digrafo Infinito o un digrafo Theta como
subdigrafo.

Demostración. Dado que D es fuertemente conexo y distinto de un vértice aislado,
tenemos que existe un ciclo ~Cr subdigrafo de D. Por ser D distinto de un ciclo,
existen vértices x, y en el ciclo y un camino simple no trivial de x a y, con todas
sus aristas fuera del ciclo. Si x = y, tenemos que D posee un subdigrafo Infinito,
mientras que si x 6= y tenemos D posee un subdigrafo Theta.
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Observación 4.1.2. Por la caracterización de los digrafos fuertemente conexos con
uno y dos valores propios complementarios 3.2.4 3.2.5, tenemos que un digrafo fuer-
temente conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado verifica que su espectro
complementario posee al menos tres elementos. Luego, si D es fuertemente conexo
y su espectro complementario posee tres o más elementos, tendremos que posee un
digrafo Infinito o un digrafo Theta como subdigrafo.

Presentaremos a continuación ejemplos de digrafos fuertemente conexos que po-
seen un digrafo Infinito como subdigrafo propio y cuyo espectro complementario
posee cardinal igual a tres.

Por simplicidad nos referiremos a los vértices de ~Cr como 1, 2, . . . , r, y a los de
~Cs como 1′, 2′, . . . , s′, identificando 1 con 1′.

Digrafo Tipo 1
Sean r, s ≥ 2 naturales, llamaremos digrafo Tipo 1 al digrafo D1(r, s) =∞(r, s)∪

{e}, donde e denota el arco (r, 2′) representado gráficamente en la Figura 27.

Figura 27: Digrafo Tipo 1.

Los únicos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos son (además de los

vértices aislados) los ciclos ~Cr y ~Cs señalados en verde en la Figura 28. Luego por
el Teorema 3.3.1 tenemos que,

Π(D1) = {0, 1, ρ(D1)}.

Figura 28: Ciclos ~Cr y ~Cs en el digrafo Tipo 1.
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En este digrafo existe un único ciclo con n vértices como se muestra en la Figu-
ra 29, además de los ciclos ~Cr y ~Cs, todos ellos no disjuntos.

Figura 29: Ciclo ~Cn en el digrafo Tipo 1.

Tenemos entonces que

Li = ∅ para todo i 6= r, s, n, Lr = { ~Cr} Ls = { ~Cs} y Ln = { ~Cn}.

Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que ai = 0 para todo i 6= r, s, n
y ar = as = an = −1. Como a su vez tenemos que n = r + s − 1, el polinomio
caracteŕıstico resulta

pD1(x) = xn − xn−r − xn−s − 1 = xn − xs−1 − xr−1 − 1

donde n = r + s− 1.

Observemos que en un digrafo Tipo 1 el arco e distingue el ciclo ~Cr del ciclo ~Cs
como se muestra en la Figura 30 por lo que no podremos suponer r ≤ s como lo
hicimos para el digrafo Infinito.

Figura 30: Digrafos D1(r, s) � D1(s, r) si r < s.

Sin embargo, el digrafo ∞(r, s) ∪ {e}, con e = (s′, 2) resulta isomorfo a D1(s, r)
(ver Figura 31). Luego, considerando D1(r, s) = ∞(r, s) ∪ {e}, donde e denota el
arco (r, 2′) o el arco (s′, 2), podemos hacer la suposición r ≤ s.

Figura 31: Los digrafos ∞(s, r) ∪ {(s′, 2)} ∼= D1(s, r).
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Sean 2 ≤ r ≤ s naturales, llamaremos digrafo Tipo 1a a los digrafos de la forma
∞(r, s)∪ {(r, 2′)} que serán denotados D1a(r, s) y digrafos Tipo 1b a los digrafos de
la forma ∞(r, s) ∪ {(s′, 2)} que serán denotados D1b(r, s).

Digrafo Tipo 2
Sean r, s ≥ 2 naturales, llamaremos digrafo Tipo 2 al digrafo D2(r, s) =∞(r, s)∪

{e, ẽ}, donde e = (r, 2′) y ẽ = (s′, 2), representado gráficamente en la Figura 32.

Figura 32: Digrafo Tipo 2.

Este digrafo también cumple que sus únicos subdigrafos propios inducidos fuer-
temente conexos son (además de los vértices aislados) los ciclos ~Cr, ~Cs y ~Cn−1 (que
se obtiene de eliminar el vértice 1 = 1′) señalados en verde en la Figura 33. Análo-
gamente obtenemos

Π(D2) = {0, 1, ρ(D2)}.

Figura 33: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos del digrafo Tipo 2.

En este digrafo existen dos ciclos con n vértices señalados en verde en la Figura 34,
además de los ciclos ~Cr, ~Cs y ~Cn−1, todos ellos no disjuntos.

Figura 34: Ciclos ~Cn y ~C ′n en el digrafo Tipo 2.

Tenemos entonces que

Li = ∅ para todo i 6= r, s, n− 1, n,

Lr = {~Cr} Ls = {~Cs} Ln−1 = {~Cn−1} y Ln = {~Cn, ~C ′n}.
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Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que ai = 0 para todo i 6= r, s, n−
1, n, ar = as = an−1 = −1 y an = −2. Como a su vez tenemos que n = r + s− 1, el
polinomio caracteŕıstico resulta

pD2(x) = xn − xn−r − xn−s − x− 2 = xn − xs−1 − xr−1 − x− 2.

Dado que D2(r, s) ∼= D2(s, r) podemos suponer r ≤ s.

Observación 4.1.3. Dados r ≤ s, se verifica que ∞(r, s) es un subdigrafo propio
de D1(r, s) y D1(r, s) es un subdigrafo propio de D2(r, s), además, todos los digrafos
fuertemente conexos. Luego, por el Teorema 2.2.12 de Perron-Frobenius se tiene que

ρ(∞(r, s)) < ρ(D1(r, s)) < ρ(D2(r, s)),

lo que nos permite afirmar que el espectro complementario distingue estos tres di-
grafos para todo r, s, con r ≤ s.

Observemos que los digrafos Tipo 1 y Tipo 2 poseen, además del digrafo Infinito,
un digrafo Theta como subdigrafo, señalados en violeta en la Figura 35.

Figura 35: Subdigrafos Theta en los digrafos Tipo 1 y 2
.

Análogamente a lo que hicimos anterioremente, presentaremos ejemplos de di-
grafos fuertemente conexos que poseen un Theta subdigrafo propio y cuyo espectro
complementario posee cardinal igual a tres, pero en esta ocasión pediremos a su vez
que no posean un subdigrafo Infinito.

Digrafo Tipo 3
Sean 2 < i < j ≤ n naturales, llamaremos digrafo Tipo 3 al digrafo D3(i, j) =

~Cn ∪ {e, ẽ} donde e = (1, i) y ẽ = (i− 1, j), como se muestra en la Figura 36.

Figura 36: Digrafo Tipo 3.

Los únicos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos de D3 son (además

de los vértices aislados) los ciclos ~Cn−(j−i) y ~Cn−(i−2) señalados en verde en la Figu-
ra 37.
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Figura 37: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 3.

Luego, por el Teorema 3.3.1 tenemos que

Π(D3) = {0, 1, ρ(D3)}.

En este digrafo existe un único ciclo con n vértices señalado en verde en la
Figura 38 además de los ciclos ~Cn−(i−2) y ~Cn−(j−i), todos ellos no disjuntos.

Figura 38: Ciclo ~Cn en el digrafo Tipo 3.

Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que

pD3(x) = xn − xi−2 − xj−i − 1.

Digrafo Tipo 4
Sean n ≥ 4 y n

2
≥ k ≥ 2 naturales. Consideremos el digrafo D4 = ~Cn ∪

{e1, e2, . . . , ek} donde ei = (xi, yi) con 1 < yi < xi < yi+1 < xi+1 ≤ n para to-
do i = 1, . . . , k − 1. Observemos que la condición 1 < yi aśı como yi < xi previene
la aparición de un subdigrafo Infinito. La Figura 39 muestra un ejemplo de digrafo
Tipo 4 con k = 3.

Figura 39: Digrafo tipo 4.

Los únicos subdigrafos propios inducidos de D4 fuertemente conexos son los ciclos
~Cr1 , . . . , ~Crk (donde Cri es el digrafo inducido por lo vértices entre yi y xi para todo
i = 1, . . . , k) señalados en verde en la Figura 40 además de los vértices aislados.
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Figura 40: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 4.

Aplicando nuevamente el Teorema 3.3.1 tendremos que

Π(D4) = {0, 1, ρ(D4)}.

Figura 41: Ciclo ~Cn en el digrafo Tipo 4.

Si bien podemos identificar fácilmente los digrafos lineales de un digrafo Tipo
4, el planteo de su polinomio caracteŕıstico resulta muy engorroso. Dado que los
únicos ciclos en D4 son ~Cn señalado en verde en la Figura 41 y los ciclos disjuntos
~Cr1 , . . . , ~Crk ; tenemos que los digrafos lineales estarán compuestos por un único ciclo
~Cn o por l de los k ciclos ~Cri variando l entre 1 y k.

Digrafo Tipo 5
Sean 3 < i < i + 1 < j ≤ n naturales, llamaremos digrafo Tipo 5 al digrafo

D5(i, j) = ~Cn ∪ {e, e′, e′′} donde e = (1, i), e′ = (i− 1, j) y e′′ = (j − 1, 2), como se
muestra en la Figura 42.

Figura 42: Digrafo Tipo 5.

Observar que tanto la condición 3 < i como la condición i + 1 < j impide la
aparición de un subdigrafo Infinito.

Los únicos subdigrafos propios inducidos de D5 fuertemente conexos son (además

de los vértices aislados) los ciclos ~Cj−2, ~Cn−(j−i) y ~Cn−(i−2) señalados en verde en la
Figura 43.
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Figura 43: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 5
.

Aplicando nuevamente el Teorema 3.3.1 tendremos que

Π(D5) = {0, 1, ρ(D5)}.

En este digrafo existen dos ciclos con n vértices señalados en verde en la Figura 44
además de los ciclos ~Cn−(i−2), ~Cn−(j−i) y ~Cj−2, todos ellos no disjuntos.

Figura 44: Ciclos ~Cn y ~C ′n en el digrafo Tipo 5.

Luego, por el Teorema de Sachs 2.2.13 tenemos que

pD5(x) = xn − xi−2 − xj−i − xn−(j−2) − 2.

En cualquiera de los tres tipos de digrafos, el subdigrafo Theta se puede identificar
considerando un ciclo con n vértices y cualquier otro arco, se muestran algunos
ejemplos de subdigrafos Theta señalados en violeta en la Figura 45. Notar que al
igual que el digrafo Theta, cualquiera de los tres tipos de digrafos no poseen un
subdigrafo Infinito.

Figura 45: Subdigrafo Theta en los digrafos Tipo 3, 4 y 5.

Por conveniencia nos referiremos por Familia Infinito a los digrafos Infinito, Tipo
1 y Tipo 2, definidos en la sección anterior cuyas representaciones aparecen en las
Figuras 23, 27 y 32. Análogamente, nos referiremos por Familia Theta a los digrafos
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Theta, Tipo 3, Tipo 4 y Tipo 5, definidos en la sección anterior cuyas representa-
ciones aparecen en las Figuras 25, 36, 39 y 42. Es fácil ver que los siete tipos de
digrafos definidos son no isomorfos.

Nos dirigimos a probar que SCD3 = F∞ ∪ Fθ. Para ello, comenzaremos por
caracterizar parcialmente a los digrafos en SCD3 que poseen un subdigrafo Infinito
en primer lugar y a los que poseen un subdigrafo Theta, y no poseen un subdigrafo
Infinito, en segundo lugar. Finalmente, utilizando la Proposición 4.1.1 obtendremos
la caracterización general.

En lo que sigue, subdigrafo fuertemente conexo generado por la remoción de un
vértice v referirá al subdigrafo de V \{v} fuertemente conexo, maximal en el sentido
de la inclusión entre todos los subdigrafos con estas caracteŕısitcas.

4.2. Identificación de la Familia Infinito

Comenzaremos por probar que los digrafos en SCD3 que poseen un subdigrafo
Infinito, pertenecen a la Familia Infinito, obteniendo un primer resultado de carac-
terización parcial.

Teorema 4.2.1. Sea D un digrafo en SCD3. Si D posee un subdigrafo Infinito, en-
tonces pertenece a la Familia Infinito, es decir, es necesariamente un digrafo Infinito,
un digrafo Tipo 1 o un digrafo Tipo 2.

Demostración. Sea∞(r, s) el subdigrafo Infinito de D. Supongamos en primer lugar
que existe un vértice v en D exterior al subdigrafo ∞(r, s) (i.e. existen vértices
además de aquellos en la coalescencia de ciclos) y sea D′ el subdigrafo generado por
los vértices en∞(r, s). Podemos observar que D′ es un subdigrafo propio fuertemente
conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice el Teorema 3.3.1.
Tenemos entonces que los vértices en D son precisamente los vértices de ∞(r, s).

Estudiemos aquellos arcos en D distintos de los de ∞(r, s). Supongamos que

existe un arco entre los vértices de ~Cr, considerando el digrafo D′ generado por
los vértices del ciclo en cuestión obtenemos un subdigrafo propio de D inducido
fuertemente conexo, distinto de un ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice
el Teorema 3.3.1. La Figura 46 ilustra todos los posibles arcos entre los vértices de
~Cr y un subdigrafo de D′ en rojo que garantiza que D′ es distinto de un ciclo y de
un vértice aislado.
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Figura 46: Representación esquemática de todos los posibles arcos (x, y) con x, y ∈ V (~Cr).

Es claro que el mismo argumento permite descartar arcos entre los vértices de
~Cs. Luego, los únicos arcos que podremos agregarle a la coalescencia de ciclos son
aquellos con un vértice en cada ciclo.

Sea (x, y) un arco con x ∈ V ( ~Cr) e y ∈ V ( ~Cs). Probaremos en primer lugar que
para no incrementar la cantidad de valores propios complementarios, los arcos deben
comenzar en el “último”vértice de ~Cr, es decir, x = r.

En efecto, si x 6= r, podemos considerar el digrafoD′ fuertemente conexo generado
por la remoción de r. D′ es un subdigrafo propio de D fuertemente conexo, distinto
de un ciclo y de un vértice aislado ya que posee un subdigrafo distinto de un ciclo
que se representa en rojo en la Figura 47 lo que contradice el Teorema 3.3.1 por lo
que concluimos que x = r.

Figura 47: Arco añadido (x, y) con x ∈ ~Cr, y ∈ ~Cs y x 6= r.

Un argumento análogo permite probar que el arco debe culminar en el segundo
vértice de ~Cs, es decir, y = 2′ (ver Figura 48).

Figura 48: Arco añadido (x, y) con x ∈ ~Cr, y ∈ ~Cs e y 6= 2′.

En conclusión, el único arco que podemos agregar de ~Cr a ~Cs es el arco (x, y) =
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(r, 2′).

Analogamente, el único arco (x, y) que puede agregarse con x ∈ V ( ~Cs) e y ∈
V ( ~Cr) es (s′, 2).

Tenemos entonces tres posibilidades:

ningún arco es agregado, obteniendo un digrafo Infinito,

se agrega el arco (r, 2′) o el arco (s′, 2), obteniendo un digrafo Tipo 1,

se agregan ambos arcos (r, 2′) y (s′, 2), obteniendo un digrafo Tipo 2.

Corolario 4.2.2. Sea D un digrafo en SCD3 con n vértices. Si D posee un digrafo
isomorfo a ∞(r, s) entonces n = r + s− 1.

4.3. Identificación de la Familia Theta

Al igual que hicimos en la subsección 4.2 con la Familia Infinito, ahora probaremos
que los digrafos en SCD3, que poseen un subdigrafo Theta y no poseen un subdigrafo
Infinito, pertenecen a la Familia Theta; de modo de obtener un segundo resultado
de caracterización parcial.

Teorema 4.3.1. Sea D un digrafo en SCD3, que posee un subdigrafo Theta y no
posee un subdigrafo Infinito. Entonces D pertenece a la Familia Theta, es decir, D
es un digrafo Theta, un digrafo Tipo 3, Tipo 4 o Tipo 5.

Demostración. Sea θ(a, b, c) el subdigrafo Theta de D. Supongamos en primer lugar
que existe un vértice v en D exterior a θ(a, b, c) (i.e. existen otros vértices además
de los del subdigrafo Theta). Sea D′ el digrafo generado por los vértices en θ(a, b, c).
Podemos observar que D′ es un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice el Teorema 3.3.1. Tenemos entonces
que los vértices en D son precisamente los vértices de θ(a, b, c).

Analizaremos qué arcos pueden agregarse al digrafo θ(a, b, c) usando la siguiente
estrategia: para cada arco (x, y) que se agregue al digrafo θ(a, b, c) intentaremos ha-
llar un subdigrafo propio D′ inducido, fuertemente conexo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado, como lo hicimos en la sección anterior. En las figuras que ilustren
cada caso, un subdigrafo del digrafo D′ será representado con color rojo. Cuando sea
posible hallar tal digrafo, el arco (x, y) no podrá agregarse dado que contradeciŕıa el
Teorema 3.3.1. De lo contrario, tendremos que ver que el digrafo obtenido es uno de
los cuatro digrafos en la Familia Theta. Más aún, tendremos que probar que cuando
sea posible combinar arcos “permitidos”, también obtendremos uno de los cuatro
digrafos de esta familia.

Por simplicidad distinguiremos ciertos vértices del digrafo θ(a, b, c). Denotaremos

por va = pred~Pa(v) y vb = pred~Pb(v) al vértice predecesor de v en los caminos ~Pa y ~Pb
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respectivamente. Denotaremos vc = suc~Pc(v) al sucesor de v en ~Pc. Análogamente,

denotaremos por wa = suc~Pa(w) y wb = suc~Pb(w) al sucesor de w en los caminos ~Pa

y ~Pb. Denotaremos wc = pred~Pc(w) al predecesor de w en ~Pc. Ver Figura 49.

Figura 49: Digrafo Theta y algunos vértices distinguidos en él.

Para este análisis será útil estudiar los casos a ≥ 1 y a = 0 separadamente.

Caso 1 a ≥ 1
Separaremos a su vez en los siguientes cinco subcasos

1. x, y ∈ V (~Pa+2) ∪ V (~Pc+2),

2. x, y ∈ V (~Pb+2),

3. x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pc+2) o viceversa,

4. x ∈ V (~Pa+2) e y ∈ V (~Pb+2),

5. x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pa+2).

Subcaso (1). Probaremos que no pueden agregarse arcos (x, y) con x, y ∈ V (~Pa+2)∪
V (~Pc+2).

En efecto, supongamos que un arco de esa forma es agregado. Considerando D′

digrafo generado por los vértices de V (~Pa+2) ∪ V (~Pc+2) (ver Figura 50 donde un
subdigrafo de D′ se señala en rojo) obtenemos un subdigrafo propio de D inducido
y fuertemente conexo, distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice
el Teorema 3.3.1.

Figura 50: Arcos añadidos (x, y) con x, y ∈ V (~Pa+2) ∪ V (~Pc+2)
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Hemos probado que no pueden existir arcos entre vértices de ~Pa+2 o ~Pc+2. Obser-
vemos que la misma prueba puede realizarse para a = 0.

Subcaso (2). Probaremos que tampoco pueden agregar se arcos (x, y) con x, y ∈
V (~Pb+2).

En efecto, supongamos que agregamos un arco de esa forma, luego considerando el
digrafo D′ generado por V (~Pb+2)∪V (~Pc+2) (ver Figura 51 donde un subdigrafo de D′

se señala en rojo) obtenemos que existe un subdigrafo propio inducido fuertemente
conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 51: Arco añadido (x, y) con x, y ∈ V (~Pb+2).

Hemos probado que no existen arcos entre vértices de ~Pb+2. Observemos que he-
mos usado el hecho de que a ≥ 1.

Subcaso (3) Probaremos que tampoco pueden agregarse arcos (x, y) con x ∈
V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pc+2) ni viceversa.

En efecto, si agregáramos un arco de esa forma, considerando el digrafo D′ ge-
nerado por V (~Pb+2) ∪ V (~Pc+2) (ver Figura 52 donde un subdigrafo de D′ se señala
en rojo) obtenemos que existe un subdigrafo propio inducido fuertemente conexo
distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 52: Arco añadido (x, y) con x ∈ V (~Pa+2) e y ∈ V (~Pc+2), y viceversa.

Hemos probado que no existen arcos (x, y) con x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pc+2) ni
viceversa.

Subcaso (4). Probaremos que el único arco (x, y) con x ∈ V (~Pa+2) e y ∈ V (~Pb+2)
que puede agregarse es (va, wb) (los vértices v, w, va y wb pueden verse en la Figu-
ra 49).

Podemos asumir que x 6= v e y 6= w pues de lo contrario obtendŕıamos un caso

51



anteriormente estudiado.

Veamos en primer lugar que el vértice inicial x no puede ser otro que va. En
efecto, si x 6= va considereando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la
remoción de va obtenemos un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 53 en la que un subdigrafo de D′ se señala
en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1. Luego, tenemos que x = va.

Figura 53: Arco añadido (x, y), con x ∈ V (~Pa+2), x 6= va e y ∈ V (~Pb+2).

Análogamente, el vértice final y no puede ser otro que wb. En efecto, sif x = va e
y 6= wb considerando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción de
wb obtenemos un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un vértice y de
un vértice aislado (ver Figura 54 en la que un subdigrafo de D′ se señala en rojo)
lo que contradice el Teorema 3.3.1. Luego, tenemos que y = wb.

Figura 54: Arco añadido (va, y), con y ∈ V (~Pb+2) e y 6= wb.

Concluimos entonces que el único arco que puede ser agregado en este subcaso
es (va, wb). Observar que el digrafo θ(a, b, c) ∪ {(va, wb)} es un digrafo Tipo 3 como
lo muestra la Figura 55).

Figura 55: Arco añadido (va, wb), y su conversión en un digrafo Tipo 3.

Subcaso (5). Análogamente al subcaso anterior podemos probar que el único arco

(x, y) con x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pa+2) que puede ser agregado es (vb, wa) obteniendo
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un digrafo Tipo 3 (ver Figura 56).

Figura 56: Arco añadido (vb, wa) y su conversión en un digrafo Tipo 3.

Hemos probado hasta aqúı, que si D posee a θ(a, b, c) como subdigrafo con a ≥ 1,
los únicos arcos que podŕıan ser agregados son (va, wb) y (vb, wa). Si añadimos uno
de ellos obtenemos un digrafo Tipo 3 y en caso de agregar ambos obtenemos un
digrafo Tipo 5 como se muestra en la Figura 57.

Figura 57: Arcos añadidos (va, wb) y (vb, wa), y su conversión en un digrafo Tipo 5.

Caso 2 a = 0
Analizaremos separadamente la añadidura de los arcos (x, y) con

1. x, y ∈ V (~Pa+2) ∪ V (~Pc+2),

2. x, y ∈ V (~Pb+2),

3. x ∈ V (~Pa+2) e y ∈ V (~Pb+2) o viceversa,

4. x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pc+2),

5. x ∈ V (~Pc+2) e y ∈ V (~Pb+2).

Subcaso (1). De acuerdo a la observación hecha en el subcaso (1) del caso anterior

sabemos que no pueden agregarse arcos entre los vértices de V (~Pa+2) ∪ V (~Pc+2) a
pesar de que a = 0.

Subcaso (2). Consideremos en ~Pb+2 el orden natural (en las figuras, crece de de-

recha a izquierda). Probaremos que si un arco (x, y) con x, y ∈ V (~Pb+2) puede ser
agregado, sus vértices verifican que v < y < x < w, donde v y w están ubicados co-
mo en la Figura 49. Más aún, probaremos que si agregamos k de estos arcos (xi, yi)
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con i = 1, . . . , k deben verificar que w < yi < xi < yi+1 < xi+1 < v para todo
i = 1, . . . , k.

Si x < y existe z tal que x < z < y, ya que de lo contrario existiŕıan multiaristas.
Considerando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción del vértice
z éste resulta distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 58 en la que
un subdigrafo de D′ se señala en rojo), lo que contradice que el Teorema 3.3.1.

Figura 58: Arco añadido (x, y), con x ∈ V (~Pb+2), x < y.

Si y < x tenemos que w < y < x < v pues (x, y) = (v, w) se reduce al subcaso (1)
y y = w o x = v implicaŕıa la existencia de un subdigrafo Infinito, lo cual contradice
nuestras hipótesis. Luego, obtendŕıamos un digrafo Tipo 4 como se muestra en la
Figura 59.

Figura 59: Arco añadido (x, y), con x ∈ V (~Pb+2), w < y < x < v y su conversión en un digrafo
Tipo 4.

Analicemos ahora qué sucede si agregamos otro arco (x′y′) con las mismas carac-
teŕısticas. Los vértices de estos dos arcos debe verificar necesariamente una de las
siguientes opciones

w < y ≤ y′ < x′ ≤ x < v,

w < y < y′ < x < x′ < v,

w < y < x < y′ < x′ < v.

Si w < y ≤ y′ < x′ ≤ x < v, al considerar el digrafo D′ generado por los vértices
entre y y x (ambos incluidos) obtenemos un digrafo fuertemente conexo distinto de
un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 60 en la que un subdigrafo de D′ se
señala en rojo), lo que contradice el Teorema 3.3.1.
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Figura 60: Arcos añadidos (x, y) y (x′, y′) con w < y ≤ y′ < x′ ≤ x < v.

Si w < y < y′ < x < x′ < v al considerar D′ generado por los vértices entre y y
x′ (ambos incluidos) obtenemos un digrafo fuertemente conexo distinto de un ciclo
y de un vértice aislado (ver Figura 61 en la que un subdigrafo de D′ se señala en
rojo), lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 61: Arcos añadidos (x, y) y (x′, y′) con w < y < y′ < x < x′ < v.

Luego, tenemos que estos arcos necesariamente verifican que w < y < x < y′ <
x′ < v. si agregamos k de estos arcos, (xi, yi) con i = 1, . . . , k, luego w < yi < xi <
yi+1 < xi+1 < v para todo i = 1, . . . , k (reordenando en caso de ser necesario) lo que
resulta ser un digrafo Tipo 4 como se muestra en la Figura 62.

Figura 62: Arcos añadidos (xi, yi) con w < yi < xi < yi+1 < xi+1 < v, i = 1, . . . , k y su conversión
en un digrafo Tipo 4.

Subcaso (3). Este subcaso se reduce a los subcasos (1) o (2) pues por ser a = 0,
~Pa+2 contiene únicamente dos vértices que pueden ser vistos como vértices de ~Pb+2.

Subcaso (4). Probaremos que si un arco (x, y) con x ∈ V (~Pb+2) e y ∈ V (~Pc+2)
puede agregarse, entonces x = vb (ver Figura 49 para identificar vb) y solo un arco
de este tipo puede ser agregado.

En efecto, supongamos que agregamos un arco (x, y) con x 6= vb. luego, conside-
rando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción de vb, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 63 en la que un
subdigrafo de D′ se señala en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1. Luego, x = vb.

Tenemos que x = vb, luego y 6= v por ser D simple; por otra parte y 6= w dado
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Figura 63: Arco añadido (x, y), con x ∈ V (~Pb+2), x 6= vb e y ∈ V (~Pc+2).

que D no posee un subdigrafo Infinito. Finalmente, obtenemos un digrafo Tipo 3
como se muestra en la Figura 64.

Figura 64: Arco añadido (vb, y) con y ∈ ~Pc+2 y su conversión en un digrafo Tipo 3.

Observemos que solo uno de estos arcos puede ser añadido, de lo contrario, consi-
derando el digrafo fuertemente conexo D′ inducido por la remoción de v, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 65 en la que un
subdigrafo de D′ se señala en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 65: Arcos añadidos (vb, y) y (vb, y
′) con x ∈ V (~Pc+2).
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Subcaso (5). Probaremos que si un arco (x, y) con x ∈ V (~Pc+2) e y ∈ V (~Pb+2)
puede añadirse, entonces y = wb y solo un arco de este tipo puede ser agregado.

En efecto, supongamos que agregamos un arco (x, y) con y 6= wb. luego, conside-
rando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción de wb, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 66 en la que
un subdigrafo de D′ se señala en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1. Luego,
y = wb.

Figura 66: Arco añadido (x, y), con x ∈ V (~Pc+2), x ∈ V (~Pb+2) y 6= wb.

Si y = wb tenemos que y 6= v por ser D simple; por otra parte x 6= v dado que D
no posee un subdigrafo Infinito. Finalmente, obtenemos un digrafo Tipo 3 como se
muestra en la Figura 67.

Figura 67: Arco añadido (x,wb) y su conversión en un digrafo Tipo 3.

Observemos que solo uno de estos arcos puede ser añadido, de lo contrario, consi-
derando el digrafo fuertemente conexo D′ inducido por la remoción de v, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura 68 en la que un
subdigrafo de D′ se señala en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 68: Arcos añadidos (x,wb) y (x′, wb).

Hasta ahora hemos probado que en caso de que D posea un θ(0, b, c)-subdigrafo,
los únicos arcos que podrán agregarse de modo de mantener los tres valores propios
complementarios del digrafo son aquellos que se obtienen en los subcasos (2), (4)
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y (5). Estudiemos ahora que sucede si intentamos añadir simultáneamente arcos
provenientes de

Subcasos (2) y (4),

Subcasos (2) y (5),

Subcasos (4) y (5).

En primer lugar v eremos que no pueden agregarse simúltáneamente arcos prove-
nientes de los subcasos (2) y (4). Consideremos un arco (vb, y) con y ∈ V (~Pc+2) y un

arco (x′, y′) con x′, y′ en V (~Pb+2) y w < y′ < x′ < v, luego, considerando el digrafo
fuertemente conexo D′ generado por la remoción de v (ver Figura 69 en la que un
subdigrafo de D′ se señala en rojo), obtenemos un digrafo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 69: Arcos añadidos (vb, y) y (x′, y′) con y′ < x′.

En segundo lugar veremos que no pueden agregarse simúltáneamente arcos pro-
venientes de los subcasos (2) y (5). Consideremos un arco (x, y) con x, y en V (~Pb+2)

con w < y < x < v y un arco (x′, wb) con x′ en V (~Pc+2). Luego, considerando el
digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción de w (ver Figura 69 en la
que un subdigrafo de D′ se señala en rojo), obtenemos un digrafo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 70: Arcos añadidos (x,wb) y (x′, y′) con y′ < x′.

Finalmente, analizaremos qué sucede si agregamos arcos provenientes de los sub-
casos (4) y (5) simultáneamente. Supongamos que tenemos un arco (vb, y) con

y ∈ V (~Pc+2) y un arco (x,wb) con x ∈ V (~Pc+2). Asumamos el orden natural en
~Pc+2 (creciente de izquierda a derecha).

Si y ≤ x, considerando el digrafo fuertemente conexo D′ generado por la remoción
de v (ver Figura 71 en la que un subdigrafo de D′ se señala en rojo) obtenemos un
digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.
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Figura 71: Arcos añadidos (va, y) y (x,wb) con y ≤ x.

Si x < y y existe z ∈ V (~Pc+2) tal que x < z < y, considerando el digrafo
fuertemente conexo D′ generado por la remoción de z (ver Figura 72 en la que un
subdigrafo de D′ se señala en rojo) obtenemos un digrafo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado lo que contradice el Teorema 3.3.1.

Figura 72: Arcos añadidos (va, y) y (x,wb) con x < y.

Si x < y y no existe tal z, tenemos que y = suc~Pc(x) y obtenemos un digrafo
Tipo 5 como se muestra en la Figura 73.

Figura 73: Arcos añadidos (va, y) y (x,wb) con y = suc~Pc
(x) y su conversión en un digrafo Tipo 5.

Lo que termina la prueba.

4.4. Identificación de digrafos fuertemente conexos con tres valores pro-
pios complementarios

En esta subsección describiremos todos los digrafos en SCD3 a partir de los re-
sultados anteriores.
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Teorema 4.4.1. Si D un digrafo en SCD3, entonces D pertenece a la Familia
Infinito o a la Familia Theta, es decir, D es alguno de los siguientes: un digrafo
Infinito, un digrafo Theta, un digrafo Tipo 1, un digrafo Tipo 2, un digrafo Tipo 3,
un digrafo Tipo 4 o un digrafo Tipo 5.

Demostración. Dado que D es un digrafo en SCD3, sabemos que D es distinto de
un ciclo y de un vértice aislado, luego, por la Proposición 4.1.1 tenemos que D posee
un subdigrafo Infinito o un subdigrafo Theta.

Si D posee un subdigrafo Infinito por el Teorema 4.2.1 sabemos que D pertenece
a la Familia Infinito, es decir, D es alguno de los siguientes: un digrafo Infinito, un
digrafo Tipo 1 o un digrafo Tipo 2.

Si D no posee un subdigrafo Infinito entonces el digrafo D verifica las hipótesis
del Teorema 4.3.1, por lo cual D pertenece a la Familia Theta, es decir, D es alguno
de los siguientes: un digrafo Theta, un digrafo Tipo 3, un digrafo Tipo 4 o un digrafo
Tipo 5.

En vista de la Proposición 3.1.2, podemos establecer la siguiente generalización
para digrafos con tres valores propios complementarios.

Corolario 4.4.2. Si D es un digrafo con tres valores propios complementarios en-
tonces sus componentes fuertemente conexas son vértices aislados, ciclos o cualquiera
de los siete tipos de digrafos presentados anteriormente. Más aún, al menos alguno
de esos siete tipos de digrafos debe aparecer y en caso de que más de uno lo haga,
deben poseer igual radio espectral.
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5. Espectro complementario de la Familia Theta y la Fami-
lia Infinito

El problema que motivó este trabajo fue establecer si los digrafos fuertemente
conexos quedan o no determinados por su espectro complementario, pregunta que
para grafos se mantiene abierta. En este sentido, comenzamos estudiando los digrafos
en SCD1 ∪SCD2 pero concluimos que su espectro complementario śı los determina,
como se indica en la Proposición 3.2.7.

En esta sección nos ocuparemos de estudiar el espectro complementario de los
digrafos en SCD3 para poder dar respuesta al problema originalmente planteado.
Vale la pena observar que, a diferencia de los digrafos en SCD1 ∪ SCD2, el espectro
complementario de estos digrafos es a priori desconocido, aunque se reduce al estudio
de su radio espectral dado que Π(D) = {0, 1, ρ(D)} por el Teorema 3.3.2.

En primer lugar trabajaremos con la Familia Infinito y estableceremos clases de
digrafos con espectro complementario único, siendo cada uno de los tipos de digrafos
que la componen los candidatos naturales. Para algunos probaremos que constituyen
una clase DCS, mientras que para otros ofreceremos ejemplos de pares de digrafos
del mismo orden no isomorfos complementariamente coespectrales. Análogamente,
realizaremos el análisis de la Familia Theta y para dos de los cuatro tipos de digrafos
que la componen, exhibiremos familias de digrafos no isomorfos del mismo orden
complementariamente coespectrales.

En esta sección daremos respuesta al problema inicial y concluiremos que los
digrafos en general no quedan caracterizados por su espectro complementario, aún
pidiendo conexión fuerte [4].

5.1. Clases de digrafos con espectro complementario único en la Familia
Infinito

Comenzaremos con la prueba de un lema que será de utilidad.

Lema 5.1.1. Sean 2 ≤ r ≤ s, 2 ≤ r′ ≤ s′ naturales tales que r + s = r′ + s′. Si
r′ > r entonces s ≥ r + 2.

Demostración. Tenemos que s ≥ r por lo cual bastará probar que s 6= r y s 6= r+ 1.
Observemos en primer lugar que r′ > r implica s′ < s ya que r+s = r′+s′. Si s = r
tenemos que r′ > r = s > s′ lo cual contradice la desigualdad r′ ≤ s′. Por otro lado,
si s = r+1 tenemos que s ≤ r′ lo que implica que r ≥ s′ ya que r+s = r′+s′, luego,
s ≤ r′ ≤ s′ ≤ r. Como además r ≤ s tenemos que s = r′ = s′ = r, contradiciendo
que r′ > r.
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Teorema 5.1.2. Sean r, s naturales tales que 2 ≤ r ≤ s, 3 ≤ s, r + s − 1 = n. Se
cumple que ρ(∞(r, s)) > ρ(∞(r + 1, s− 1)).

Demostración. Sean p1(x) = xn − xn−r − xn−s y p2(x) = xn − xn−r−1 − xn−s+1,
los polinomios caracteŕısticos de ∞(r, s) y ∞(r + 1, s − 1) respectivamente. Sean
ρ1 = ρ(∞(r, s)) y ρ2 = ρ(∞(r + 1, s − 1)). Consideremos h(x) = p2(x) − p1(x),
tenemos que

h(x) = −xn−r−1 + xn−r − xn−s+1 + xn−s =

= xn−s(−xs−r−1 + xs−r − x+ 1) = xn−s(x− 1)(xs−r−1 − 1).

Por el Lema 5.1.1 tenemos que s ≥ r + 2, luego, es fácil ver que h(x) > 0 para
todo x > 1 y h(ρ2) > 0 por ser ρ2 > 1. Tenemos entonces que

0 < h(ρ2) = p2(ρ2)− p1(ρ2) = −p1(ρ2).

Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ2 < ρ1 pues p1(ρ2) < 0 = p1(ρ1).

Efectivamente, p′1(x) = nxn−1−(n−r)xn−r−1−(n−s)xn−s−1 que posee exactamen-
te una ráız positiva por la regla de Descartes. Sabemos que p1(0) = 0 y p1(1) = −1,
por el Teorema del valor medio de Lagrange tenemos que existe c en el intervalo (0, 1)
tal que p′1(c) = −1. Por otro lado, tenemos que p′1(1) = r − n + s = 1 > 0, luego,
existe una ráız de p′1 en (c, 1) por Bolzano, que sabemos es la única en (0,∞). Luego,
p′1(x) > 0 para todo x en (1,∞) lo que termina de probar que p1 es estrictamente
creciente y finaliza la prueba.

Corolario 5.1.3. Sean 3 ≤ n, sean ρ y ρ′ los radios espectrales de∞(r, s) y∞(r′, s′)
respectivamente, ambos de n vértices. Si r < r′ entonces se cumple que ρ > ρ′.

El resultado anterior permite establecer un orden (mediante su radio espectral)
en la clase de digrafos Infinito de orden n.

La siguiente figura muestra los digrafos de orden 9 ordenados de acuerdo a su
radio espectral (que es en definitiva el orden lexicográfico).

Figura 74: ∞(5, 5) �3 ∞(4, 6) �3 ∞(3, 7) �3 ∞(2, 8).
.

Como mencionamos anteriormente, el estudio del espectro complementario de
estos digrafos se reduce al de su radio espectral por lo que podemos enunciar el
siguiente resultado.

Corolario 5.1.4. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
Infinito. En particular, la clase de digrafos Infinito es DCS.
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El siguiente ejemplo muestra que la clase de digrafos Tipo 1 no queda caracteri-
zada por su espectro complementario.

Ejemplo 5.1.5.

Sean 2 ≤ r < s naturales. Los digrafos D1a(r, s) y D1b(r, s) representados gráfi-
camente en la Figura 75, son no isomorfos, sin embargo, cumplen que PD1a(x) =
xn−xs−1−xr−1− 1 = PD1b

(x), lo que prueba que son coespectrales y en particular,
complementariamente coespectrales dado que su radio espectral coincide.

Figura 75: Los digrafos D1a(r, s) y D1b(r, s)

El anterior ejemplo es el primero entre otros que veremos a continuación, que
muestra que el espectro complementario no permite distinguir en general los digra-
fos fuertemente conexos del mismo orden no isomorfos. Estamos en condiciones de
enunciar el siguiente resultado.

Teorema 5.1.6. La clase de digrafos fuertemente conexos de orden n no es DCS
para todo n ≥ 4.

Veamos que el espectro complementario śı distingue las clases de digrafos Tipo
1a y Tipo 1b separadamente.

Teorema 5.1.7. Sean r, s naturales tales que 2 ≤ r ≤ s, 3 ≤ s y r + s− 1 = n. Se
cumple que ρ(D1a(r, s)) > ρ(D1a(r + 1, s− 1)).

Demostración. Sean p1(x) = xn−xn−r−xn−s−1 y p2(x) = xn−xn−r−1−xn−s+1−1 los
polinomios caracteŕısticos de los digrafos D1a(r, s) y D1a(r+1, s−1) respectivamente.
Sean ρ1 = ρ(D1a(r, s)) y ρ2 = ρ(D1a(r+1, s−1)). Consideremos h(x) = p2(x)−p1(x),
tenemos que

h(x) = −xn−r−1 + xn−r − xn−s+1 + xn−s =

= xn−s(−xs−r−1 + xs−r − x+ 1) = xn−s(x− 1)(xs−r−1 − 1).

Por el Lema 5.1.1 tenemos que s ≥ r+ 2, luego, es fácil ver que h(x) > 0 para todo
x > 1 y h(ρ2) > 0 por ser ρ2 > 1. Tenemos entonces que

0 < h(ρ2) = p2(ρ2)− p1(ρ2) = −p1(ρ2).

Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ2 < ρ1 pues p1(ρ2) < 0 = p1(ρ1).

Efectivamente, p′1(x) = nxn−1− (n− r)xn−r−1− (n− s)xn−s−1 que posee exacta-
mente una ráız positiva por la regla de Descartes.
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Sabemos que p1(0) = −1 y p1(1) = −2, por el Teorema del valor medio de
Lagrange tenemos que existe c en (0, 1) tal que p′1(c) = −1. Por otro lado, tenemos
que p′1(1) = r−n+ s = 1 > 0, luego, existe una ráız de p′1 en (c, 1) por Bolzano, que
sabemos es única en (0,∞). Luego, p′1(x) > 0 para todo x en (1,∞) lo que termina
de probar que p1 es estrictamente creciente.

Corolario 5.1.8. Sean 3 ≤ n, 2 ≤ r ≤ s, 2 ≤ r′ ≤ s′. Sean ρ y ρ′ los radios
espectrales de D1a(r, s) y D1a(r

′, s′) respectivamente, ambos de n vértices. Si r < r′

entonces se cumple que ρ > ρ′.

Al igual que para los digrafos Infinito, podemos establecer un orden (mediante
el radio espectral) en la clase de digrafos Tipo 1a de orden n. La siguiente figura
muestra los digrafos Tipo 1a de orden 9 ordenados de acuerdo a su radio espectral
(que es en definitiva el orden lexicográfico).

Figura 76: D1a(5, 5) �3 D1a(4, 6) �3 D1a(3, 7) �3 D1a(2, 8).
.

Nuevamente, dado que el estudio del espectro complementario de estos digrafos
se reduce al de su radio espectral, podemos enunciar el siguiente resultado.

Corolario 5.1.9. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
Tipo 1a. En particular, la clase de digrafos Tipo 1a es DCS.

Observación 5.1.10. Los mismos resultados obtenidos para los digrafos Tipo 1a
pueden probarse de forma análoga para los digrafos Tipo 1b.

Completaremos el estudio de los digrafos de la Familia Infinito con el de la clase
de digrafos Tipo 2.

Teorema 5.1.11. Sean r, s naturales tales que 2 ≤ r ≤ s, 3 ≤ s y r + s − 1 = n.
Se cumple que ρ(D2(r, s)) > ρ(D2(r + 1, s− 1)).

Demostración. Sean p1(x) = xn − xn−r − xn−s − x − 2 y p2(x) = xn − xn−r−1 −
xn−s+1−x−2 los polinomios caracteŕısticos de los digrafos D2(r, s) y D2(r + 1, s−1)
respectivamente. Sean ρ1 = ρ(D2(r, s)) y ρ2 = ρ(D2(r + 1, s − 1)). Consideremos
h(x) = p2(x)− p1(x), tenemos que

h(x) = −xn−r−1 + xn−r − xn−s+1 + xn−s =

= xn−s(−xs−r−1 + xs−r − x+ 1) = xn−s(x− 1)(xs−r−1 − 1).

Por el Lema 5.1.1 tenemos que s ≥ r+ 2, luego, es fácil ver que h(x) > 0 para todo
x > 1 y h(ρ2) > 0 por ser ρ2 > 1. Tenemos entonces que

0 < h(ρ2) = p2(ρ2)− p1(ρ2) = −p1(ρ2).
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Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ2 < ρ1 pues p1(ρ2) < 0 = p1(ρ1).

Efectivamente, p′1(x) = nxn−1 − (n − r)xn−r−1 − (n − s)xn−s−1 − 1 que posee
exactamente una ráız positiva por la regla de Descartes. A su vez sabemos que
p′1(1) = r− n+ s− 1 = 0, luego, p′1(x) > 0 para todo x en (1,∞) lo que termina de
probar que p1 es estrictamente creciente.

Corolario 5.1.12. Sean 3 ≤ n, 2 ≤ r ≤ s, 2 ≤ r′ ≤ s′ naturales. Sean ρ y ρ′ los
radios espectrales de D2(r, s) y D2(r

′, s′) respectivamente, ambos de n vértices. Si
r < r′ entonces se cumple que ρ > ρ′.

Una vez más podemos establecer un orden (mediante el radio espectral) en la
clase de digrafos Tipo 2 de orden n, la siguiente figura muestra los digrafos Tipo 2
de orden 9 ordenados de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden
lexicográfico).

Figura 77: D2(5, 5) �3 D2(4, 6) �3 D2(3, 7) �3 D2(2, 8).

Corolario 5.1.13. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
Tipo 2. En particular, la clase de digrafos Tipo 2 es DCS.

Por la Observación 4.1.3 podemos comparar a su vez, los digrafos Infinito, Tipo
1a (o Tipo 1b) y los digrafos Tipo 2 con parámetros r y s dados. La siguiente figura
muestra los digrafos ordenados de acuerdo a su radio espectral horizontalmente (por
grosor) y verticalmente (por intensidad de color).
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En esta subsección hemos logrado probar que cada una de las clases de digrafos
Infinito, Tipo 1a, Tipo 1b y Tipo 2 son DCS. Sin embargo, hemos obtenido pa-
res digrafos no isomorfos de orden arbitrario, complementariamente coespectrales,
considerando ciertos digrafos en la clase Tipo 1a y la Tipo 1b. Esto muestra que
los digrafos Tipo 1 no constituyen una clase DCS, menos áun, la clase de digrafos
de la Familia Infinito. En particular, hemos dado respuesta (negativa) al problema
de establecer si los digrafos fuertemente conexos quedan o no determinados por su
espectro complementario.

5.2. Clases de digrafos con espectro complementario único en la Familia
Theta

En esta sección no supondremos a ≤ b sobre los parámetros del digrafo θ(a, b, c)
hasta que se explicite.

Teorema 5.2.1. Sean a, b, c enteros no negativos tales que c ≥ 1 y a+b+c+2 = n.
Se cumple que ρ(θ(a, b, c)) < ρ(θ(a+ 1, b, c− 1)).

Demostración. Sean p1(x) = xn − xb − xa y p2(x) = xn − xb − xa+1 los polinomios
caracteŕısticos de los digrafos θ(a, b, c) y θ(a + 1, b, c− 1) respectivamente. Sean
ρ1 = ρ(θ(a, b, c)) y ρ2 = ρ(θ(a + 1, b, c − 1)). Consideremos h(x) = p1(x) − p2(x),
tenemos que

h(x) = xa+1 − xa = xa(x− 1).

Es fácil ver que h(x) > 0 para todo x > 1, luego, h(ρ2) > 0 por ser ρ2 > 1.
Tenemos entonces que

0 < h(ρ2) = p1(ρ2)− p2(ρ2) = p1(ρ2).

Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ1 < ρ2 pues p1(ρ1) = 0 < p1(ρ2).

Efectivamente, p′1(x) = nxn−1 − bxb−1 − axa−1 que posee exactamente una ráız
positiva por la regla de Descartes.

Sabemos que p1(0) = 0 y p1(1) = −1, por el Teorema del valor medio de Lagrange
tenemos que existe x0 en (0, 1) tal que p′1(x0) = −1. Por otro lado, tenemos que
p′1(1) = n − b − a = c + 2 > 0, luego, existe una ráız de p′1 en (x0, 1) por Bolzano,
que además debe ser única en (0,∞). Luego, p′1(x) > 0 para todo x en (1,∞) lo que
termina de probar que p1 es estrictamente creciente.

Corolario 5.2.2. Sea n ≥ 3, sean ρ y ρ′ los radios espectrales de los digrafos θ(a, b, c)
y θ(a′, b′, c′) respectivamente, ambos de n vértices. Si b = b′ y a < a′ entonces se
cumple que ρ < ρ′.

La siguiente figura muestra los digrafos Theta de 9 vértices con b = 1 ordenados
de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden lexicográfico).
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Figura 78: θ(0, 1, 6) �3 θ(1, 1, 5) �3 θ(2, 1, 4) �3 θ(3, 1, 3) �3 θ(4, 1, 2) �3 θ(5, 1, 1) �3 θ(6, 1, 0).

Corolario 5.2.3. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
D(b0) donde

D(b0) = {θ(a, b0, c) : a, c enteros no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

Del isomorfismo entre θ(a, b, c) y θ(b, a, c), del hecho que no estemos suponiendo
a ≤ b y del Teorema anterior se desprende el siguiente resultado:

Corolario 5.2.4. Sea n ≥ 3, sean ρ y ρ′ los radios espectrales de los digrafos θ(a, b, c)
y θ(a′, b′, c′) respectivamente, ambos de n vértices. Si b < b′ y a = a′ entonces se
cumple que ρ < ρ′.

Corolario 5.2.5. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
D(a0) donde

D(a0) = {θ(a0, b, c) : b, c enteros no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

En lo que sigue śı supondremos a ≤ b para los parámetros del digrafo Theta.

Teorema 5.2.6. Sean n ≥ 3, a ≤ b y c enteros no negativos tales que a + b + c +
2 = n. Se cumple que ρ(θ(a, b, c)) < ρ(θ(a− 1, b+ 1, c)). En particular, el espectro
complementario distingue esta clase de digrafos D(n, a0) = {θ(a0, b, c) : a0 + b+ c =
n+ 2}.

Demostración. Sean p1(x) = xn− xb− xa y p2(x) = xn− xb+1− xa−1 los polinomios
caracteŕısticos de los digrafos θ(a, b, c) y θ(a − 1, b + 1, c) respectivamente. Sean
ρ1 = ρ(θ(a, b, c)) y ρ2 = ρ(θ(a− 1, b+ 1, c)). Consideremos h(x) = p1(x) − p2(x),
tenemos que

h(x) = xb+1 − xb − xa + xa−1.

Veamos que h(x) > 0 para todo x > 1: sabemos que h(x) posee no más de dos
ráıces positivas (contadas con su multiplicidad) por la regla de Descartes, además,
h(1) = 0 y h′(1) = (b+ 1)− b− a+ (a− 1) = 0 lo que prueba que 1 es ráız de h con
multiplicidad 2. Dado que además ĺımx→∞ h(x) = +∞ tenemos que h(x) > 0 para
todo x > 1. Luego, h(ρ2) > 0 por ser ρ2 > 1. Tenemos entonces que

0 < h(ρ2) = p1(ρ2)− p2(ρ2) = p1(ρ2).
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Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ1 < ρ2 pues p1(ρ1) = 0 < p1(ρ2). Efectivamente, p′1(x) = nxn−1− bxb−1−axa−1 que
posee exactamente una ráız positiva por la regla de Descartes. Sabemos que p1(0) = 0
y p1(1) = −1, por el Teorema del valor medio de Lagrange tenemos que existe x0 en
(0, 1) tal que p′1(x0) = −1. Por otro lado, tenemos que p′1(1) = n−a− b = c+ 2 > 0,
luego, existe una ráız de p′1 en (x0, 1) por Bolzano, que además debe ser única en
(0,∞). Luego, p′1(x) > 0 para todo x en (1,∞) lo que termina de probar que p1 es
estrictamente creciente.

Corolario 5.2.7. Sea n ≥ 3, sean ρ y ρ′ los radios espectrales de los digrafos
θ(a, b, c) y θ(a′, b′, c′) respectivamente con a ≤ b y a′ ≤ b′, ambos de n vértices. Si
c = c′ y b < b′ entonces se cumple que ρ < ρ′.

Corolario 5.2.8. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
D(c0) donde

D(c0) = {θ(a, b, c0) : a ≤ b enteros no negativos}.
En particular, esta clase de digrafos es DCS.

La siguiente figura muestra los digrafos Theta de 10 vértices con c = 1 ordenados
de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden lexicográfico).

Figura 79: θ(3, 4, 1) �3 θ(2, 5, 1) �3 θ(1, 6, 1) �3 θ(0, 4, 1).

A partir de los resultados 5.2.2 y 5.2.7 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.2.9. Sea n ≥ 3, sean ρ y ρ′ los radios espectrales de los digrafos
θ(a, b, c) y θ(a′, b′, c′) respectivamente con a ≤ b y a′ ≤ b′, ambos de n vértices. Si
c′ ≤ c y b ≤ b′ entonces se cumple que ρ ≤ ρ′.

Sin embargo, hay grafos cuyos radios espectrales no son comparables según el
corolario anterior como θ(2, 2, 3) y θ(3, 3, 1).

A continuación presentaremos una familia de ejemplos que muestran que la clase
de digrafos Tipo 3 no queda caracterizada por su espectro complementario, pero
antes probaremos un Lema que será de utilidad.

Lema 5.2.10. Sean D3(i, j) y D3(i
′, j′) digrafos Tipo 3 de n vértices. Se cumple

que D3(i, j) ∼= D3(i
′, j′) si, y solo si, (i, j) = (i′, j′).

Demostración. Comencemos por observar que en D3(i, j) los únicos vértices x del
digrafo que verifican

gr−(x) = 1 gr+(x) = 2,
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son 1 e i− 1. Además, podemos distinguir uno del otro debido a la existencia de un
camino simple de uno a otro compuesto exclusivamente por vértices que verifican
que gr−(x) = gr+(x) = 1 (ver Figura 80). Luego, D3(i, j) ∼= D3(i

′, j′) implica que
i = i′. A su vez, tendremos que pD3(i,j)(x) = pD3(i,j′)(x), esto es, xn−xi−2−xj−i−1 =

xn − xi−2 − xj′−i − 1, por lo cual j = j′.

Figura 80: El digrafo D3(i, j) y el camino simple al que se hace referencia señalado en rojo.

Ejemplo 5.2.11.

Sea n ≥ 5. Los digrafos D3(3, n) y D3(n− 1, n) (no isomorfos por el lema anterior)
cumplen que

pD3(3,n)(x) = xn − x1 − xn−3 − 1 = pD3(n−1,n)(x).

lo que prueba que son coespectrales y en particular, complementariamente coespec-
trales.

Al igual que para los digrafos Tipo 3, presentaremos una familia de ejemplos
de digrafos Tipo 4 no caracterizada por su espectro complementario, pero antes
probaremos un Lema que será de utilidad.

Lema 5.2.12. Sea D4(i) el digrafo Tipo 4 de n vértices definido como ~Cn∪{(2, 1), (i+
1, i)} con i = 3, . . . , n− 1. D4(i) ∼= D4(j) si, y solo si, i = j ó i+ j = n+ 2.

Demostración. Sea D4(i) representado gráficamente en la Figura 81, donde también

se señalan los caminos simples dirigidos ~Pi−1 y ~Pn−i+1. Se tiene que para i 6= j

D4(i) ∼= D4(j)⇔

{
los largos de caminos ~Pi−1 y ~Pn−j+1 coinciden,

los largos de caminos ~Pj−1 y ~Pn−i+1 coinciden.

Podemos ver que ambas condiciones se reducen a i + j = n + 2, por lo cual para
j 6= i, n+ 2− i se tiene que D4(i) � D4(j), mientras que

pD4(i)(x) = pD4(j)(x) = xn − 2xn−2 + xn−4 − 1.
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Figura 81: El digrafo D4(i) con ~Pi−1 señalado en violeta y ~Pn−i+1 señalado en verde.

Ejemplo 5.2.13. [4]

Los digrafos D4(3) y D4(j) con j 6= 3, n − 1 (no isomorfos por el lema anterior)
cumplen que

pD4(3)(x) = xn − 2xn−2 + xn−4 − 1 = pD4(j)(x).

lo que prueba que son coespectrales y en particular, complementariamente coespec-
trales.

Antes de comenzar a analizar el espectro de los digrafos Tipo 5 observaremos que
no quedan únicamente determinados por los parámetros i, j sino por los tamaños de
los ciclos en él 4 ≤ r ≤ s ≤ t < n (ver Figura 43).

Proposición 5.2.14. Sean D y D′ digrafos Tipo 5. D y D′ son isomorfos si, y solo
si son coespectrales.

Demostración. El directo es evidente, por lo cual nos concentraremos en el rećıproco.
Sean r ≤ s ≤ t < n y r′ ≤ s′ ≤ t′ < n los tamaños de los ciclos en D y

D′ respectivamente. Tenemos que pD(x) = xn − xn−r − xn−s − xn−t − 2 = xn −
xn−r

′ − xn−s′ − xn−t′ − 2 = pD′(x), luego, ser coespectral implica r = r′, s = s′ y
t = t′. Veamos ahora que esas igualdades tienen como consecuencia el isomofismo
entre ambos digrafos. Probaremos que la longitud de los ciclos r, s y t da lugar a
un único digrafo del quinto tipo constructivamente. Comencemos por observar que
cada vértice de un digrafo del quinto tipo se encuentra exactamente en dos de estos
ciclos, luego obtenemos la igualdad

r + s+ t = 2n.

Consideremos los ciclos de tamaño r y s y el subdigrafo H que posee los arcos de
ambos ciclos (ver Figura 82 donde los distintos posibles subdigrafos H se señalan
en verde).

Supongamos que H es el primero de ellos (de lo contrario la prueba es análoga),
puede verse por la Figura 83 que H = θ(r + t − n, s + t − n, n − t − 2) y por el
caso 1 del Teorema 4.3.1 tenemos que los únicos arcos que pueden ser agregados
al subdigrafo H son (va, wb) y (vb, wa), como conocemos la cantidad de arcos en H
que es n + 1 y en un digrafo Tipo 5 que es n + 3 tenemos que ambos arcos deben
agregarse lo que da lugar a un único digrafo Tipo 5.
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Figura 82: Posibles digrafos H señalados en verde.

Figura 83: El digrafo H = θ(a, b, c) donde ~Pa+2 y ~Pb+2 se señalan en rojo y violeta, mientras que
~Pc+2 se señala en verde.

De la demostración anterior se desprenden los siguientes corolarios:

Corolario 5.2.15. Sean D un digrafo Tipo 5, sean r ≤ s ≤ t < n los tamaños de
los ciclos en él. Luego,

r + s+ t = 2n.

Corolario 5.2.16. Sean D y D′ digrafos Tipo 5. Sean r ≤ s ≤ t < n y r′ ≤′ s ≤
t′ < n los tamaños de los ciclos en D y D′ respectivamente.
D y D′ son isomorfos si, y solo si r = r′, s = s′ y t = t′.

En lo que sigue, para los digrafos Tipo 5 haremos referencia a los tamaños de los
ciclos r ≤ s ≤ t < n en vez de a los parámetros i, j.

Ejemplo 5.2.17.

Los digrafos de orden 10, D5(4, 10) y D5(8, 10) son coespectrales y por la Propo-
sición 5.2.14 tenemos que D5(4, 10) ∼= D5(8, 10)

Teorema 5.2.18. Sea n ≥ 3. Sean ρ1 y ρ2 los radios espectrales de D5(r, s, t) y
D5(r

′, s′, t′). Si sucede alguna de las siguientes:

r ≤ r′ ≤ s′ ≤ t′ ≤ s ≤ t,

r ≤ s ≤ r′ ≤ s′ ≤ t′ ≤ t.

entonces se cumple que ρ1 < ρ2.

Demostración. Sean p1(x) = xn − xn−r − xn−s − xn−t − 2 y p2(x) = xn − xn−r′ −
xn−s

′−xn−t′−2 los polinomios caracteŕısticos de los digrafos D y D′ respectivamente.
Consideremos h(x) = p1(x)− p2(x), tenemos que

h(x) = −xn−r − xn−s − xn−t + xn−r
′
+ xn−s

′
+ xn−t

′
.
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Veamos que h(x) < 0 para todo x > 1: por la regla de Descartes sabemos que
h(x) posee no más de dos ráıces positivas (contadas con su multiplicidad), además,
h(1) = 0 y h′(1) = −(n− r)− (n− s)− (n− t) + (n− r′) + (n− s′) + (n− t′) = 0 lo
que prueba que 1 es ráız de h con multiplicidad 2. Luego, h(x) < 0 para todo x > 1.
Luego, h(ρ2) < 0 por ser ρ2 > 1. Tenemos entonces que

0 > h(ρ2) = p1(ρ2)− p2(ρ2) = p1(ρ2).

Si probamos que p1 es estrictamente creciente en (1,+∞), habremos probado que
ρ1 > ρ2 pues p1(ρ1) = 0 > p1(ρ2).
Efectivamente, p′1(x) = nxn−1 − (n− r)xn−r−1 − (n− s)xn−s−1 − (n− t)xn−t−1 que
posee exactamente una ráız positiva por la regla de Descartes y debe ser igual a 1
ya que p′1(1) = n− (n− r)− (n− s)− (n− t) = r+ s+ t− 2n = 0. Luego, p′1(x) > 0
para todo x en (1,+∞) lo que termina de probar que p1 es estrictamente creciente
en (1,+∞).

De la demostración del Teorema anterior se desprende el siguiente resultado:

Corolario 5.2.19. Sea n ≥ 3, sean ρ = ρ(D5(r, s, t)) y ρ′ = ρ(D5(r
′, s′, t′)), ambos

de n vértices. Si r = r′ y s < s′ entonces se cumple que ρ < ρ′.

Corolario 5.2.20. El orden lexicográfico define un orden total en la clase de digrafos
D(r0) donde

D(r0) = {D5(r0, s, t) : s, t no negativos}.
En particular, esta clase de digrafos es DCS.

Resultados análogos pueden enunciarse para las clases

D(s0) = {D5(r, s0, t) : r, t no negativos} D(t0) = {D5(r, s, t0) : r, s no negativos}.

Sin embargo, hay grafos cuyos radios espectrales no son comparables según el
Teorema anterior como los digrafos D5(6, 10, 12) y D5(8, 9, 11), ambos de 14 vértices.

En esta subsección hemos exhibido ejemplos de pares de digrafos no isomorfos
de orden arbitrario, complementariamente coespectrales en cada una de las clases
de digrafos Tipo 3 y Tipo 4. Por otro lado, tanto para la clase de digrafos Theta
como para la clase de digrafos Tipo 5 fue posible hallar clases de digrafos DCS
estrictamente incluidas en cada una de ellas, lo que puede interpretarse como un
indicio de que ambas constituyen clases DCS. Vale la pena observar que también fue
posible caracterizar los digrafos Tipo 5 en función de nuevos parámetros: el tamaño
de los ciclos en él.
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6. Conclusiones

El primer logro de este trabajo fue generalizar a digrafos el concepto de espectro
complementario de un grafo, lo cual no teńıa antecedentes. La piedra angular de
esta generalización fue el resultado 2.3.12 a partir del cual pudimos establecer que
el espectro complementario de un digrafo se compone de los radios espectrales de
sus subdigrafos inducidos fuertemente conexos, tal como se teńıa para grafos. Este
resultado nos permitió caracterizar estructuralmente e identificar los digrafos en
SCD1, SCD2 y SCD3, lo que da cuenta del estrecho v́ınculo existente entre el espectro
complementario y la estructura del digrafo. Si bien parece natural comenzar por el
estudio de los digrafos con pocos valores propios complementarios, en el contexto de
grafos esto carece de sentido dado que la Proposición 2.4.7 lo reduce al estudio de
grafos con no más de tres vértices.

Como ya fue mencionado, el análisis que dio lugar a la identificación de los digra-
fos en SCD3 cobró valor en śı mismo aunque entendemos que la estrategia empleada
se agota aqúı. Sucede que el estudio de SCD4 requeriŕıa identificar aquellos digra-
fos cuyos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos sean vértices aislados,
ciclos o alguno (eventualmente más de uno, todos con igual radio espectral) de los
siete tipos de digrafos en SCD3 identificados en el Teorema 4.4.1, lo que ampĺıa
considerablemente posibilidades y vuelve esta estrategia algo engorrosa.

La identificación de los digrafos en SCD3 nos permitió calcular el polinomio ca-
racteŕıstico de cada uno de ellos y arrojó luz sobre su espectro complementario. Esto
posibilitó el hallazgo de pares de digrafos del mismo orden, no isomorfos, complemen-
tariamente coespectrales; problema que motivó este trabajo. Vale la pena observar
que todos los ejemplos exhibidos no solo son complementariamente coespectrales,
sino también coespectrales. Estos ejemplo se encuentran en la clase Tipo 1, Tipo 3
y Tipo 4, lo que prueba que las mismas no constituyen clases DCS.

Por otro lado, fue posible establecer que cada una las clases de digrafos Infinito,
Tipo 1a, Tipo 1b y Tipo 2 śı quedan determinadas por su espectro mientras que
para las clases de digrafos Theta y Tipo 5 fue posible hallar clases de digrafos DCS
estrictamente incluidas en cada una de ellas.

Si bien el objetivo inicial del trabajo fue alcanzado, quedan planteados nuevos
problemas:

Determinar si cada una de las clases de digrafos Theta y Tipo 5 constituyen
clases DCS. Vale la pena observar que para la clase de digrafos Tipo 5, el hallaz-
go de un par de digrafos del mismo orden no isomorfos complementariamente
coespectrales implicaŕıa el hallazgo de un par de digrafos no coespectrales (por
la Proposición 5.2.14) complementariamente coespectrales.

Explorar familias de digrafos en SCDt con t ≥ 4 que generalicen la estructura
de los digrafos Infinito y Theta.

Hallar ejemplos de digrafos D de orden n con la mayor cantidad de valores
propios complementarios posible.
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[9] G. Frobenius, Über Matrizen aus positiven Elementen II, Sitzungsberichte der
Akademie der Wiss. zu Berlin (1909) 514–518.
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