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Resumen

El espectro complementario de una matriz real cuadrada A es el conjunto
compuesto sus valores propios complementarios, concepto introducido por Seeger
en 1999. Este conjunto, ademas de ser invariante en la familia de matrices de
adyacencia de un grafo, retine valiosa informacién espectral del mismo y de todos
sus subgrafos inducidos conexos; al dia de hoy el problema de caracterizar los
grafos conexos mediante su espectro complementario se mantiene abierto. En este
trabajo introduciremos el concepto de espectro complementario de un digrafo y
generalizaremos resultados conocidos para grafos. A su vez, abordaremos el
problema de caracterizar en términos estructurales e identificar aquellos digrafos
fuertemente conexos con t = 1,2, 3 valores propios complementarios, que
denotaremos SCD;. Finalmente, estableceremos que los digrafos en SCD; U SCD,
quedan determinados por su espectro complementario y exhibiremos familias de
digrafos no isomorfos, del mismo orden y complementariamente coespectrales en

SCDs.

Abstract

The complementarity spectrum of a real square matrix A is the set of its
complementarity eigenvalues, concept introduced by Seegeer in 1999. This set is
invariant among the family of adjacency matrices of a graph, moreover, contains

valuable spectral information of the graph and all the induced connected

subdigraphs; the characterization of graphs through this spectrum is an open
problem. In this thesis we introduce the concept of complementarity spectrum of a
digraph and generalize some known results for graphs. Furthermore, we
characterize and identify strongly connected digraphs with one, two and three
complementarity eigenvalues, which will be denoted SCD; with ¢t = 1,2, 3. Finally,
we establish that digraphs in SCD; U SCD, are determined by its complementarity
spectrum, while examples of non-isomorphic digraphs in SCD3 with the same
order and complementarity spectrum will be shown.

Palabras Clave: matriz, grafos, digrafos, espectro, espectro complementario. Key
Words: matrix, graphs, digraphs, spectra, complementarity spectra.
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1. Introduccion

La teoria espectral de digrafos asocia a cada digrafo D una familia de matrices
y estudia un invariante en particular: su espectro. Si bien este objeto algebraico
describe muchas de las propiedades estructurales de un digrafo, es sabido que existen
digrafos coespectrales no isomorfos; incluso restringiéndonos a los digrafos simétricos
(grafos), conexos y regulares. Esto nos permite afirmar que el espectro no caracteriza
a los digrafos en general, al menos para las familias de matrices conocidas.

Una familia de matrices naturalmente asociada a un digrafo D = (V, E) es la de
matrices de adyacencia A(D) € M,,(R), cuyas entradas a;; se definen como

1 st (x;,x;) € E,
Qij = .
0 st (x,x)) ¢ E,

donde V' = {z,...,x,}. Entre los elementos del espectro de un digrafo, se destaca
uno en particular: el radio espectral. La importancia de este elemento, que denota-
remos p(D) = p(A(D)), radica en el Teorema de Perron-Frobenius.

El concepto de valor propio complementario de una matriz A € M, (R) es in-
troducido por Seeger en 1999 [19], y tiene miltiples aplicaciones en distintas areas
del conocimiento. Se dice que A € R es un valor propio complementario si existe un
vector x no nulo tal que

x>0, Ar>Xx y (Az—)x,z)=0.

El conjunto de valores propios complementarios de una matriz, que serda denotado
I1(A), ademas de ser invariante en la familia de matrices de adyacencia de un grafo [,
retne valiosa informacion espectral de G'y de todos sus subgrafos inducidos conexos
[7] dada por la siguiente igualdad

II(G) = II(A(G)) = {p(H) : H subgrafo inducido conexo de G}. (1)

Con estos antecedentes, Fernandes et al. en 2017 [7] proponen representar los grafos
mediante su espectro complementario y hasta el dia de hoy, no se conocen ejemplos
de grafos conexos no isomorfos del mismo orden complementariamente coespectrales;
mas auin, se sabe que ciertos grafos quedan caracterizados a partir de este conjunto
[20].

En este trabajo abordaremos el problema anterior para digrafos. Comenzaremos
por introducir el concepto de valor propio complementario de un digrafo y generalizar
a digrafos aquellos resultados que nos brinden informacién estructural, tal como se
tenia para grafos. En particular, serd posible generalizar la igualdad dada por ,
cuya demostracién original utilizaba el hecho de que la matriz A(G) fuera simétrica,
propiedad que para digrafos no se verifica.

El principal logro de este trabajo es, a partir de la mencionada generalizacion, no
solo caracterizar en términos estructurales, sino también identificar aquellos digra-
fos fuertemente conexos con uno, dos y tres valores propios complementarios, que
denotaremos SCD;, SCDy y SCD;3 respectivamente.



Esto sera lo que nos permita establecer que tanto los digrafos en SCD; como
en SCD, quedan caracterizados por su espectro complementario, asi como exponer
pares de digrafos no isomorfos del mismo orden, complementariamente coespectrales
en SCDj;. Parte de estos resultados fueron publicados en 2021 [4].

Vale la pena destacar que la identificacion de los digrafos en SCDs, requerira un
profundo analisis que cobrara valor en si mismo, mas alla del hallazgo de pares de
digrafos no isomorfos con las caracteristicas antes mencionadas.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma: el primer capitulo esta dedicado a re-
pasar los resultados de Teorfa espectral de digrafos més destacados [I1}, 3], [6] asi como
resultados de espectro complementario de matrices [19] y espectro complementario
de grafos [7]. En particular, queda planteado el problema que motivé este trabajo.
En el siguiente capitulo se introduce el concepto de espectro complementario de un
digrafo y se generalizan a digrafos resultados relevantes de espectro complementario
de grafos, a partir de los cuales se establecen caracterizaciones estructurales de los
conjuntos SCD1, SCDs y SCDs. Si bien la identificacién de los digrafos en SCD; y
SCD, se desprende naturalmente de la caracterizacion estructural, la de los digrafos
en SCDj3 requiere un detallado andlisis, del que nos ocuparemos en el tercer capitu-
lo. En el dltimo capitulo, a partir de la identificacion de los digrafos en SCDj, se
estudia el espectro complementario de los mismos, lo que permite hallar ejemplos de
pares de digrafos fuertemente conexos de tamano arbitrario, complementariamente
coespectrales y no isomorfos; entre otros resultados.



2. Conceptos preliminares

En este capitulo introduciremos definiciones bésicas y presentaremos resultados
fundamentales, algunos de ellos con sus respectivas demostraciones, que se utilizaran
a lo largo de todo este trabajo y que daran contexto al problema que presentaremos
en el capitulo siguiente.

2.1. Grafos y digrafos
Cualquiera de los resultados a continuaciéon pueden encontrarse en [11].

Definicién 2.1.1. Un grafo dirigido (o digrafo) D es un par (V, E) donde V es un
conjunto finito no vacio cualquiera y F es un subconjunto de V' x V. Los elementos de
V' se denominan vértices y los de E arcos; los arcos de la forma (z, x) se denominan
lazos.

Decimos que un digrafo es un grafo si E es simétrico, es decir,

(r,y) e E< (y,z) € E,

en este caso, identificamos (z,y) con (y,x) y denotamos {z,y} a los elementos del
conjunto E que denominaremos aristas.

A lo largo de este trabajo consideraremos digrafos sin lazos, n denotard la canti-
dad de vértices del mismo (diremos que el digrafo es de orden n), a la cantidad de
arcos y para grafos denotaremos e a la cantidad de aristas.

Observaciéon 2.1.2. Si G es un grafo tenemos que a = 2e.

Existe una representacién grafica natural de los digrafos en la cual los vértices se
representan como puntos y los arcos de la forma (z,y) como segmentos dirigidos o
flechas de z a y. En el caso de los grafos las aristas se representan como segmentos
que unen los puntos que la componen en lugar de segmentos dirigidos.

Ejemplos 2.1.3.

1. Sea V un conjunto finito no vacio cualquiera, G = (V,0) se denomina grafo
vacio.

2. Sean V. =A1,...,n}y E={{i,j} :4,j € Vi # j}, K, = (V, E) se denomina

grafo completo de n vértices.



Figura 1: Representaciéon grafica de K.

3.Sean V =A{1,...,n}y E={{i,i+1}:i=1,... n—1}u{{n,1}}, C,, = (V, E)

se denomina n-ciclo.

Figura 2: Representacion grafica de Cs.

4. SeanV ={1,....nyyE={(i,i+1):i=1,.... n—1}U{(n,1)}, C, = (V, E)

se denomina n-ciclo dirigido.

Figura 3: Representacién grafica de 55.

5.8ean V ={1,....n} y B ={{i,i+1} :i1=1,...,n—1}, P, = (V,E) se
denomina camino de n vértices.

Figura 4: Representacion grafica de Ps.

6. Sean V = {1,....n} y E = {(i,i+1) :i=1,...,.n—1}, P, = (V,E) se
denomina camino dirigido de n vértices.

Figura 5: Representacién grafica de P.



7.Sean V ={1,...,n} y E ={{1,i} : i =2,...,n}, S, = (V, E) se denomina

estrella de n vértices.

Figura 6: Representacion grafica de Ss.

8. Sean r > 3 natural y m; > 2 naturales para todo ¢ = 1,...,r. Se denomina
grafo tipo estrella y se denota S, ., al grafo que se obtiene de identificar un
vértice terminal de cada uno de los caminos P,,,, ..., Py,

N

Figura 7: Representacion gréfica de S 4 3.

9. Sean [,r naturales. Sean V = {1,...,,{+1,...;l+r} y E = {{z,y} : z €
{1,2,..,l},ye{l+1,...,+7r}}, Ki,, = (V, E) se denomina grafo completo
bipartito.

Figura 8: Representacion gréfica de K3 o.

10. Se denomina grafo lollipop de n vértices y ciclo k 'y se denota H,, j al grafo que
se obtiene de identificar un vértice de C', con un vértice terminal de P, 1.



11.

12.

13.

Figura 9: Representacién gréafica de Hs 3.

Sean V ={1,2,3} y E ={(1,2),(2,3),(3,2)}, D = (V, E) es un grafo dirigido.

%

Figura 10: Representacién gréfica de D.

Sean r, s > 2 naturales. El digrafo Infinito [13 4] co = oo(r s) consiste en dos

ciclos dirigidos C. y C, con un vértice de C, y uno de C,, identificados, como
se ilustra en la Figura|lljadoptando la siguiente convencién grafica: dos ﬂechas
de un vértice a si mismo representa un ciclo dirigido.

—

C. c,

Figura 11: Representacién grafica del digrafo oco(r, s).

Sean a, b, ¢ enteros no negativos. El digrafo Theta [13| [4] = 6(a, b, ¢) consiste
en tres caminos dirigidos P,y o, Py1o, P.1o con las siguientes identificaciones:

= los vértices iniciales de P, oy P2 con el vértice final de P,
= ¢l vértice inicial de P.,5 con los vértices finales de P, 5 v Pyio,

como se ilustra en la Figura [12| adoptando la siguiente convencién grafica: dos
flechas entre dos vértices representan un camino dirigido.



Pa+2

L
<<=

Pb+2

—

B.,

Figura 12: Representacién gréfica del digrafo 6(a, b, ¢).

Definicién 2.1.4. Sea D = (V, E) un digrafo y = un vértice en V.
El grado de entrada y el grado de salida de x se definen respectivamente como

gr(z)=#{yeV:(yz) e E}, gri(x)=#{yeV:(z,y) € E}.

Decimos que un digrafo D es r-salida (entrada) regular si el grado de salida
(entrada) de todos los vértices = en V es igual a r.

Sea G = (V, E) un grafo, decimos que dos vértices x e y en V son adyacentes o
vecinos y escribimos x ~ y, si {z,y} es una arista. El grado de un vértice x, que
denotaremos gr(x), es el grado de entrada del vértice (que coincide con el de salida).
Decimos que un grafo G es r-reqular si el grado de todos los vértices x en V' es igual
ar.

Proposicién 2.1.5. Sea D = (V| E) un digrafo con a arcos, entonces se cumple que
D grt(@) =) g (v) =a.
zeV zeV

Demostracion. Cada arco aporta 1 unidad a las sumatorias consideradas. O

Corolario 2.1.6. Sea G = (V, E) un grafo con e aristas, entonces se cumple que

Z gr(z) = 2e.

zeV

Definicién 2.1.7. Sea D un digrafo y x e y vértices del digrafo. Denominamos
camino de x a y a una sucesién de vértices (zg, x1,. .., 2,) donde xy = x, z, =y y se
cumple que (z;,x;41) € F paratodo: =0,...,r—1, decimos que el largo del camino
es r > 1. Si x = y decimos que el camino es cerrado. Decimos que dos vértices x e
y estan fuertemente conectados si son el mismo vértice o existen caminos de x a y
yde y a x.

Observacion 2.1.8. La relacion “estar fuertemente conectado con” sobre los vérti-
ces de un digrafo es una relacién de equivalencia.



Definicién 2.1.9. Sea D un digrafo. Las clases de equivalencia de la relacién an-
terior se denominan componentes fuertemente conexas del digrafo y decimos que el
digrafo es fuertemente conexo si existe una tnica clase de equivalencia.

Si G es un grafo llamamos componentes conexas a las componentes fuertemente
conexas y grafo conexro a un grafo con una tinica componente conexa. Denominamos
vértice de corte a un vértice cuya remocién incremente la cantidad de componentes
conexas del grafo.

Denotaremos C al conjunto de grafos conexos y C, al conjunto de grafos conexos
de orden n.

Definicién 2.1.10. Sean Dy = (V4, Ey) v Dy = (V3, E3) dos digrafos con conjuntos
de vértices disjuntos. La suma directa de los digrafos Dy y D5 es el digrafo dado por
el par
Dy & Dy = (V1 U Vs, E1 U ES).

Inductivamente podemos definir la suma directa de un niimero finito [ de digrafos
®l_,D;.

Slean D= (V,E)yeecV x V. El digrafo unién del digrafo D con el arco e que
denotaremos D U {e} se define como (V, E'U {e}).

Definicién 2.1.11. Sea D un digrafo. Decimos que el digrafo D' = (V' E') es
subdigrafo de D si V! € V y E' C E. El subdigrafo generado por un subconjunto
de vértices V' es el digrafo (V') = (V' E’) donde F' = {(z,y) € E : z,y € V'} =
EN(V'xV"). El subdigrafo generado por la remocion de un vértice v que denotaremos
G\ {v} es el digrafo generado por V'\ {v}, es decir, G\{v} = (V\{v}). Un subdigrafo
D' de un digrafo D se dice inducido si existe V' C V tal que (V') = D'.

El ejemplo a continuacién muestra que no todo subdigrafo es un subdigrafo in-
ducido.

Ejemplo 2.1.12.

Sean V =V'={1,2,3}, E ={(1,2),(2,3),(3,2),(3,1)} y E' = {(1,2),(2,3),(3,1) }.
El digrafo D’ = (V', E’) es un subdigrafo de D = (V, E) no inducido (ver Figura[L3)
ya que en caso de ser inducido D" = (V') = (V) = D lo cual es absurdo.

Figura 13: Representacién gréfica de D (izquierda). Representacion grafica de D y en rojo el digrafo
no inducido D’ (derecha).

Definicién 2.1.13. Sean Dy = (V4, Ey) y Dy = (Vs, E3) dos digrafos.
Decimos que Dy y Dy son isomorfos y escribimos Dy = D, si existe una funcion
biyectiva ¢ : Vi — V4 que cumple que

(z,y) € By & (9(x), ¢(y)) € Es.



Observaciéon 2.1.14. Un camino de x a y que no repite vértices puede verse como
un subdigrafo de D isomorfo a un camino dirigido P,,; con vértice inicial x y vértice
final y.

Definicién 2.1.15. Decimos que un digrafo D posee un n-ciclo o un ciclo de longitud
n si existe un subdigrafo isomorfo a un ciclo dirigido C,.

Decimos que un digrafo D es lineal si es isomorfo a la suma directa de un ntmero
finito de ciclos dirigidos ®!_,C,,..

Definicién 2.1.16. Decimos que un digrafo D = (V, E) es bipartito si existen V] y
V5 subconjuntos de V' tales que

VinVe=0, Viul,=V,
EcC (Vi xVa)U(Vyx ).

En otras palabras, un digrafo es bipartito si cumple que podemos particionar el
conjunto de vértices V' en conjuntos V; y V5 de modo tal que los arcos en el digrafo
van de un vértice en V| a un vértice en V5 o viceversa.

Observacién 2.1.17. C,, es bipartito si, y solo si, n es par.
Observacién 2.1.18. Sean D y D' digrafos, D' subdigrafo de D.
1. Si D es bipartito entonces D’ también lo es.
2. Si D' no es bipartito entonces D tampoco lo es.

Definicion 2.1.19. Sea D un digrafo fuertemente conexo. La “distancia” de un
vértice  a un vértice y es una funcion d : V- x V' — N definida como

~ min{r : existe un camino de largo r de x a y} si z # v,
0 siz =vy.

Debemos observar que en general, la funcién “distancia” no es simétrica por lo
cual no define una métrica en V.

Proposiciéon 2.1.20. Sea D un digrafo fuertemente conexo. D es bipartito si, y
solo st, mo posee ciclos de longitud impar.

Demostracion. (=) Si existiera un ciclo dirigido de longitud impar en D entonces
D no seria bipartito por la parte 2. de la Observacion [2.1.18] lo cual es absurdo.
(<) Sea y un vértice fijo, y consideremos la siguiente particién en V:

Vi={x eV :dz,y)=0(méd 2)} Vo={xeV:d(z,y)#0 (méod 2)}.

Tenemos que V3 UV, = V por ser D fuertemente conexo, también es claro que
ViNVy = (. Veamos ahora que E C (V4 x V3) U (V3 x V7). Comencemos por observar
que

d(z,y) =0 (mdd 2) = d(y,z) = 0 (méd 2),

d(z,y) #0 (mdd 2) = d(y,z) # 0 (méd 2),



pues de lo contrario podriamos construir un ciclo dirigido de longitud impar. Luego,
si existiera un arco en Vi x V4 (0 en V4 x V3) también podriamos construir un ciclo
dirigido de longitud impar, lo que termina la prueba. O

Ejemplo 2.1.21.

Sean V = {1,2,3} y E = {(1,2),(1,3),(2,3)}, D = (V, E) (ver Figura[14)) no es
bipartito a pesar de no contener ciclos dirigidos de longitud impar, lo que muestra
que la hipotesis de conexién fuerte es necesaria.

Figura 14: Representacién gréfica del digrafo D.

2.2. Teoria espectral de digrafos

Los resultados de esta seccién pueden encontrarse en [I1] y [6].

Comencemos introduciendo algo de notacién.

Notacién Descripcion
Minxn(R) matrices de tamano m X n con entradas en R
M., (R) matrices de tamarno n x n con entradas en R
0 matriz nula en M., x,(R)
I, 61 matriz identidad en M,,(R)
a;j 6 (A); entrada (7, j) de la matriz A en M, x,(R)
N el conjunto {1,2,... n} para n dado
agf) 6 (AF);; entrada (4, j) de la matriz A* en M,,(R)
e; i-ésimo vector de la base canodnica de R™
1 vector de R" cuyas entradas son todas iguales a 1
A< B A, B en M,,«n(R) con a;; < b;; para todo (3, j)
A< B A, B en M,,«n(R) con a;; < b;; para todo (3, j)
A7 Aen M,(R),0#£JC{l,...,n}
A’ submatriz principal correspondiente a filas y columnas en .J
H<D H, D digrafos, H subdigrafo de D

Como mencionamos anteriormente, la teoria espectral de digrafos consiste en
estudiar el espectro de una familia de matrices asociada a un digrafo dado, en este
trabajo consideraremos exclusivamente la familia de matrices de adyacencia.

Definicién 2.2.1. Sea D = (V| E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V =A{zy,...,z,}.

10



Denominamos matriz de adyacencia del digrafo D a la matriz A(D) = A de
tamano n x n y entradas

1 st (x,x) € B,
Qij = .
0 st (z,25) ¢ E.

Es claro que la matriz de adyacencia de un digrafo D puede no ser unica ya que
dependera de la enumeracion de los vértices. Sin embargo, para dos matrices de
adyacencia A y A" de un mismo digrafo correspondientes a distintas enumeraciones
de los vértices, existe una matriz de permutacién P tal que

A= PAP".

Mas precisamente, a cada digrafo D se le asocia una familia de matrices que deno-
minarmeos familia de matrices de adyacencia dada por

F(D) = {PAyP" : P matriz de permutacién}
donde Aq es una matriz de adyacencia fija.

Observacién 2.2.2. Sea D = (V, E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V ={z1,...,2,}, sea A= A(D) la matriz de adyacencia correspondiente.

H es un subdigrafo inducido (por el conjunto de vértices V') de D si, y solo si,
A(H) = A’ donde J estd compuesto por los subindices correspondientes a los vérti-
ces en V',

Observacion 2.2.3. Sea D = (V, E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V ={zy,...,z,}, sea A = A(D) la matriz de adyacencia correspondiente.

La suma de los elementos de la fila i de A es el grado de salida del vértice z; y la
suma de los elementos de la columna j es el grado de entrada del vértice z;, es decir,

Z ai; = gr (z;), Z ai; = gr-(x;).
j=1 i=1

Proposicién 2.2.4. Sea D = (V, E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V- ={x1,...,2,}, sea A = A(D) la matriz de adyacencia correspondiente. Se
cumple que

(Ak)ij = #{caminos en D de largo k de x; a x; }.

Demostracion. Aplicaremos induccion completa en k. Si k = 1 tenemos que

(A);: 1 st (x;,x;) € E < existe un camino de largo 1 de z; a z;,
Y 0 st (z4,2;) ¢ E < no existe un camino de largo 1 de z; a z;,

lo que prueba el paso base.
Supongamos que vale para k y veamos que vale para k + 1. Tenemos que

n

(AFh);; = (AFA); = Z(Ak)ﬂ(A)lj -

=1
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= Z(#{Caminos de longitud £ de z; a x;})(A);.
=1

Dado que todos los caminos de longitud k 41 de z; a z; pueden descomponerse en
un camino de longitud &k de x; a x; y un camino de longitud 1 (una arista) de z; a
x; para algin z;, se obtiene que

n

Z(#{caminos de longitud k de x; a 2;})(A);; =

=1
= #{caminos de longitud k + 1 de z; a z;}

lo que prueba el paso inductivo. O

Definicién 2.2.5. Llamamos espectro del digrafo D al espectro de cualquier matriz
A en F(D), es decir, el multiconjunto Spp = [A1,...,A;] compuesto por las raices
(contadas con su multiplicidad) del polinomio caracteristico de cualquier matriz A
en F(D) que denominaremos polinomio caracteristico del digrafo, a saber,

pp(x) = pa(x) = det(xl — A) = 2" + Z a;x" "

i=1

Llamamos indice o radio espectral del digrafo D al radio espectral de cualquier matriz
A en F(D), es decir,

p(D) = p(A) = max{|A| : A € Spa}.
Decimos que dos digrafos H y D son coespectrales si Spyg = Spp.

Observacién 2.2.6. Un digrafo D es un grafo si, y solo si, A(D) es simétrica.
Tenemos entonces que cualquiera de sus matrices de adyacencia resulta simétrica y
en consecuencia, ortogonalmente diagonalizable con valores propios reales, los cuales
ordenaremos de la siguiente forma

Observaciéon 2.2.7. Sea D = (V, E) un digrafo y A = A(D) una matriz de ad-
yacencia; sea Spp = [A1,...,A,]. Como la traza de una matriz es invariante por
semejanza obtenemos que

Z A = tr(A¥) = #{caminos cerrados en D de largo k}.
i=1

En particular > | A, = tr(A) = 0y Y.i | A = tr(A?) = 2¢,, donde ¢y denota la
cantidad de ciclos dirigidos de largo 2 en D, que en caso de que D sea un grafo
coincide con e.
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La siguiente proposicion nos permitird, en muchos casos, reducir el estudio de
ciertas propiedades espectrales del digrafo al de sus componentes fuertemente cone-
xas.

Proposiciéon 2.2.8. Sea D un digrafo y D+, ..., Dy los subdigrafos generados por
los vértices de cada componente fuertemente conexa. Entonces, pp = ¥ pp. vy

Demostracion. Sea V; el conjunto de vértices de la i-ésima componente fuertemente
conexa y A; = A(D;), podemos suponer que las componentes estdn ordenadas de
modo tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en V; para todo j < ¢, luego
la matriz de adyacencia tiene la siguiente forma

Al * Ce *
0 A2 ce *
0 0 ... A,
de donde se deduce que pp =¥ pp. v Spp = Lk, Spp,. O

Observacion 2.2.9. Es claro que para digrafos con mas de una componente fuerte-
mente conexa la igualdad de los espectros no implica que los digrafos sean isomorfos.
Esto se debe a que el espectro no captura informacién de lo que sucede fuera de los
digrafos generados por las componentes fuertemente conexas como se muestra en el
ejemplo a continuacion.

Ejemplo 2.2.10.

Sean Dy = (Vi, Ey) y Dy = (Va, E5) digrafos fuertemente conexos con conjuntos de
vértices disjuntos. Sea D = D1 @ Dy = (V, E) = (V1 UV,, EyUE,), sea A C By X Ey
y Dy = (V,EUA). Las componentes fuertemente conexas de D, son V] y V3, luego,

Spp, = Spp, U Spp, para todo A C Ey x Ejs.

En la Figura |15]se ven distintos digrafos D4 (donde los arcos de A estén senalados
en verde) todos ellos no isomorfos pero coespectrales.

BT BN A

13



|

N N4

— <

oe———e

Figura 15: Ejemplos de distintos digrafos D 4.

La siguiente proposiciéon permite traducir la propiedad de conexion fuerte de un
digrafo en términos de irreductibilidad de su matriz de adyacencia.

Proposicién 2.2.11. Sea D = (V, E) un digrafo y A = A(D) una matriz de adya-
cencia. D es fuertemente conexo si, y solo si, A(D) es irreducible.

Demostracion. (=) Supongamos A(D) reducible, luego, existe una matriz de per-
mutacién P tal que PAP! = A’ tiene la siguiente forma

(o 7)

donde X tiene tamano digamos r X r y Z tamano (n — r) x (n — r). Luego, para
cierta enumeracion de los vértices {z,...,z} }, tenemos que no existen arcos (ni
caminos) de un vértice en {.,,,..., 2} a uno en {x},..., 2} por lo que D no es
fuertemente conexo, lo cual es absurdo.

(<) Supongamos ahora que D posee k > 2 componentes conexas. Sea V; el conjunto
de vértices de la i-ésima componente fuertemente conexa y A; = A(D;). Ordenan-
do los vértices segin la componente fuertemente conexa a la que pertenecen y las
componentes de modo tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en V; para
todo j < i, se obtiene que

Ay % Lo0 %
PAP' = 42 o
0 0 ... A
Ay .. %
Considerando X = A, y Z = S obtenemos que PAP! = (%( )Z/)
0o ... A

lo que contradice que A sea irreducible.
m

El Teorema de Perron-Frobenius que presentamos a continuacién no solo es de
vital importancia en la teoria espectral de digrafos, sino que también es reconocido
por sus multiples aplicaciones entre las cuales se destaca el pagerank de Google [14].
Dicho Teorema fue probado por Perron para matrices positivas en [15] y generalizado
a matrices no negativas irreducibles por Frobenius en [8] 9] [10].
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Teorema 2.2.12. [17,(8,[9, [10] Sea A en M,,(R), A > 0 e irreducible. Sea p = p(A)
su radio espectral, entonces se cumple que:

1. p > 0 wvalor propio simple de A.

2. Existe z > 0 vector propio asociado a p.

3. St Ar =X x conx > 0y x+# 0 entonces \=p yx > 0.
4.

El espectro de la matriz es invariante por la rotacion en el plano complejo de
centro en el origen y dngulo 2F siendo | = #[X : |A| = p, esto es,

Ro,%’f (Spa) = Spa.

5. Si B en M,,(R) verifica que 0 < B < A entonces p(B) < p(A) y la igualdad se
da st, y solo si, B = A.

Observemos que las matrices de adyacencia de un digrafo fuertemente conexo
verifican las hipdtesis del Teorema de Perron-Frobenius, luego, tenemos que el radio
espectral del digrafo es un valor propio simple y posee un vector propio asociado
estrictamente positivo. También tenemos que al considerar un subdigrafo propio de
un digrafo fuertemente conexo, su radio espectral resultara estrictamente menor que
el del digrafo. Recordemos ademas que la Proposicién [2.2.8 nos permite reducir el
estudio del espectro de un digrafo al de sus componentes fuertemente conexas.

El siguiente Teorema constituye un pilar fundamental en la teoria espectral de
digrafos, ya que nos permite calcular los coeficientes del polinomio caracterisitico a
partir de su estructura ciclica. Este resultado, probado por Horst Sachs en [18], nos
permitird a su vez establecer un vinculo entre el espectro del digrafo y su estructura
toda.

Teorema 2.2.13. (Coeficientes de Sachs)

Sea D un digrafo ya; coni = 1,...,n los coeficientes de su polinomio caracteristico,
es decir, pp(x) = 2™+ > " a;x"". Se cumple que

a; = Z (_1)p(L)a
Ley;

donde

% = {subdigrafos lineales de D con i vértices},
p(L) = #{componentes fuertemente conexas de L}.

Demostracion. Comencemos por probar la igualdad para a,,, tenemos que
a, = pp(0) = det(—A(D)) = (—1)" det(A(D)).

Por la regla de Leibniz sabemos que

n

det(A(D)) = Z sg(o) - Hai,a(i)a

gESy i=1
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donde S,, denota el grupo de las permutaciones de n elementos. Luego,

a, = Z (—1)"sg(o) - Hai’g(i) = Z yrtele) Haw (4)

gES, i=1 oESy

donde e(0) es la cantidad de ciclos pares que componen o. Sea p(o) la cantidad
de ciclos que componen o, luego p(c) — e(o) es la cantidad de ciclos impares que
componen o.

Por otro lado se tiene que

e(o)

p(o)—e(o)
n—ZQn—l— Z 2s;+1=p(o) —e(o) (mdd 2),

donde e(0) denota la cantidad de ciclos pares que componen o cuya longitud es 2r;
y p(o) — e(o) denota la cantidad de ciclos impares que componen o cuya longitud

es 2s; + 1. Luego,
= Z p(g Hai,a(i)-

ceSh i=1

Estudiemos aquellas permutaciones para las cuales [ ]\, a; -y # 0,

H i) 7 0 & H Uio@) = 1 € 6, .4 = 1 para todo 1.

i=1 i=1

Luego, (i,0(i)) € E para todo i, por lo que el subdigrafo generado por estos arcos
es un digrafo lineal (los ciclos que componen el digrafo lineal son los ciclos de la
permutacién). Tenemos entonces una biyeccion entre los conjuntos

F={oeS,: Haw(i) =1}y %,

=1

y ademaés, p(c) = p(L).
Finalmente obtenemos que

n

=Y (1P [ aiwn = Y (~1P@ = 3 (-1

o€Sn =1 ceF LeY,

Probemos ahora la igualdad para a; con ¢ < n. Por propiedades de la funcion
determinante sabemos que

> det(A) = Y (—1) det(AY).

JCN:|J|=i JCN:|J|=i

Dada la correspondencia entre las submatrices principales de una matriz de adya-
cencia y los subdigrafos generados del digrafo, obtenemos:
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w= Y@= Y YW= Y (1,

D<D D<D Le% Lez;
de orden 1 de orden 7

donde D < D denota D subdigrafo generado de D y a; el i-ésimo coeficiente de pg,
lo que finaliza la prueba.
O

Calculemos los polinomios caracteristicos de dos digrafos utilizando el Teorema
de Sachs.

Mantendremos la siguiente convencion grafica para el resto del trabajo: dos flechas
entre dos vértices distintos representa un camino simple dirigido que los une y dos
flechas de un vértice a si mismo un ciclo dirigido.

Ejemplo 2.2.14.

Sea oo(r, s) el digrafo Infinito, definido en [2.1.3| Se puede ver que los tnicos
ciclos en el digrafo co(r, s), que a su vez resultan no disjuntos, son los ciclos C.. y
., sefialados en verde en la figura Flgura 16}

OO OO

Figura 16: Los ciclos C, y C, en el digrafo Infinito.

Tenemos entonces que
% = () para todo i #r,s, £ = {(i} y L= {C’l}

Luego, por el Teorema de Sachs tenemos que a; = 0 para todo 1 # r,s y
a, = ag = —1. Como a su vez tenemos que n = r + s — 1, el polinomio caracteristico
resulta
poo(x) — T TS — e xs—l . IT_I.
Sea 6(a, b, c) el digrafo Theta, definido en Se puede ver que los tnicos ciclos
en el digrafo 0(a,b,c), que a su vez resultan no disjuntos, son los ciclos C. y C,
senalados en verde en la figura Figura|l7|donde r =a+c+2y s=b+c+ 2.

Figura 17: Los ciclos (i y ds en el digrafo Theta.
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Tenemos entonces que
% =Oparatodoi#rs, 2 ={C} y Z={C}

Luego, por el Teorema de Sachs [2.2.13] tenemos que a; = 0 para todo i # r,s
y a, = a; = —1. Como a su vez tenemos que n = a + b + ¢ + 2, el polinomio
caracteristico resulta

po(x) = 2™ — 2™ " — 2" =" — ¥ — 2%
Proposicién 2.2.15. Si D es un digrafo r-salida reqular entonces p(D) = r.

Demostracion. Tenemos que la matriz A = A(D) es irreducible y sus entradas son
no negativas por ser la matriz de adyacencia de un digrafo.
Sea 1 =(1,...,1)" se tiene que

Al = r1.

Luego, 1 es vector propio de A asociado al valor propio r. Por el Teorema [2.2.12
de Perron-Frobenius tenemos que el tnico valor propio que posee un vector propio
asociado de entradas no negativas es el indice, luego, p(D) = p(A) = r.

O

Observacion 2.2.16. Sea D es un digrafo, 1 es vector propio de A = A(D) si, y
solo si, D es salida regular.

Proposicion 2.2.17. Sea D fuertemente conexo. Equivalen:
1. D es bipartito,
2. Spp es invariante por —Id (A € Spp < —\ € Spp),
3. —p € Spp.
Demostracion. Sea pp(x) = =" + Z a;z""". En primer lugar observemos que Spp
es invariante por —Id si, y solo si,i:1
pp(x) = 2°¢(2?), con 6 = 0,1 y ¢ polinomio,

esto es, si a; = 0 para todo ¢ impar.

(1. = 2.) Si D es bipartito tenemos que no posee ciclos impares, por lo cual .Z; = ()
y como consecuencia a; = 0 para todo ¢ impar, luego, Spp resulta invariante por —Id.

(2. = 1.) Si Spp es invariante por —Id tenemos que a; = 0 para todo i impar.
Afirmacion. No existen ciclos impares en D.

Supongamos que existen ciclos impares y sea iy la menor longitud entre los ciclos
impares, luego, a;, = —#.%;, # 0 lo cual es absurdo.
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Como ademés D es un digrafo fuertemente conexo tenemos que D resulta bipar-
tito por la Proposicion [2.1.20] como queriamos probar.
(2. = 3.) Sabemos que p € Spp, luego, —p € Spp.
(3. = 2.) Si —p € Spp, por el item 4. del Teorema de Perron-Frobenius se
cumple que Spp es invariante por Ry, = —Id.
m

Proposicién 2.2.18. Sea G = (V, E) un grafo. Se cumple que

noy2
D i N <.
n
Ademds, la igualdad se da si, y solo si, G es reqular.

Demostracion. Por ser G un grafo tenemos que A(G) es simétrica y vale el principio
de Rayleigh, luego,

ut Au

utu

< p para todo u # 0 en R"

y la igualdad vale si, y solo si, u es un vector propio asociado a p.
Considerando u = 1 tenemos que

coai; 1tA1
Zz,j J _ S p
n 11

Por otro lado sabemos que por el Corolario se verifica ), s ai; = > oy gr(z) =
2e y por la Observacién 2e = > | M2, Sustituyendo en la desigualdad anterior

obtenemos
PPN
i=1 "V

n

<p.
Ademas la igualdad se da si, y solo si 1 vector propio asociado a p, es decir, si, y
solo si G regular.

O

A la luz de los resultados expuestos, podemos afirmar que el espectro describe
muchas de las propiedades estructurales de un digrafo y que el radio espectral es un
valor propio que se destaca entre todos los elementos del espectro de un digrafo. Su
importancia estda dada por el Teorema de Perron-Frobenius para lo cual es
requisito que la matriz considerada (en nuestro caso, la matriz de adyacencia) sea
no negativa.

En un inicio, se pensaba que los digrafos podian ser caracterizados por su espectro,
es decir, digrafos coespectrales serian necesariamente isomorfos; sin embargo, en 1966
Baker [I] exhibe un ejemplo de grafos conexos no isomorfos coespectrales ademés
de probar que son los de menor orden posible con estas caracteristicas y en 1971
Harary et al. [12] exhiben ejemplos tanto de digrafos fuertemente conexos como de
grafos conexos no isomorfos coespectrales.
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Vale la pena observar que otras matrices asociadas podrian ser consideradas como
la matriz Laplaciana o la matriz Laplaciana sin signo. Sin embargo, es sabido que sus
respectivos espectros no logran caracterizar al conjunto de digrafos en su totalidad,
incluso restringiéndonos al conjunto de grafos conexos y regulares.

2.3. Espectro complementario de una matriz

La definicion de espectro complementario de una matriz cuadrada real fue intro-
ducida por Seeger en el ano 1999 y esta motivada por la soluciéon de un sistema de
equilibrio [19].

Definicién 2.3.1. Sea A en M,,(R). Decimos que A € R es un valor propio com-
plementario de A si existe x € R"™ no nulo y no negativo denominado vector propio
complementario que verifica que Ax > Az y

o' (Az — \z) = 0. (2)
Si escribimos w = Az — Az > 0, la condicién (2)) resulta
r'w =0
lo que equivale a pedir
;=0 o w;=0paratodoi=1...,n.

Esta condicion se denomina condicion de complementariedad.

El conjunto conformado por todos los valores propios complementarios de una
matriz serd denominado espectro complementario de A 'y denotado II(A). A diferen-
cia del espectro de una matriz, que es un multiconjunto, el espectro complementario
es un conjunto.

Seeger [19] prueba la existencia de al menos un valor propio complementarios
para cualquier matriz cuadrada.

Observacion 2.3.2. 1 < #II(A) para toda A en M, (R).

El siguiente es un primer ejemplo que muestra que la cota inferior para #II(A)
es alcanzada, en las secciones que siguen apareceran nuevos ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. II(«al,) = {a} para todo o en R. En particular, #11(al,) = 1.

Definicién 2.3.4. Sea \ un valor propio de A. Si existe x > 0 vector propio asociado
decimos que A es un wvalor propio de Perron, si existe x > 0 vector propio asociado
decimos que A es un wvalor propio de Perron estricto.

Observaciéon 2.3.5. Si A es un valor propio de Perron entonces A es un valor propio
complementario.
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Teorema 2.3.6. [19] Sea A en M, (R). X es un valor propio complementario de A
si, y solo si existe J, ) #= J C N ={1,...,n} tal que X es un valor propio de Perron
estricto de A7 y se verifica la siguiente desiqualdad para todo i € N\ J,

Z a;;y; = 0, (3)
jeJ
donde y > 0 es un vector propio de A’ asociado a \.

Demostracion. (=) Sea x vector propio complementario asociado a Ay J = {i €
N :z; >0} # 0. Sea y € RI definido como y = z|; > 0. Para todo i € N se cumple

que
(AIE)Z = Z&ijx]’ = Zaijxj = Zaijyj.
jEN jed jed
Si i € J tenemos que z; > 0 y por la condicién de complementariedad tenemos

que

Ademads sabemos que Y e Wijlj = (A7y); de donde se deduce que
My = (A7y); para todo i € J < Aly = Ny,

por lo cual X es una valor propio de Perron estricto de A”7.
Sii€ N\ J tenemos que z; = 0, luego,

de donde obtenemos que ) ey @iy = 0.
(<) Sea y > 0 vector propio de A7 asociado a A. Definimos z € R™ como

Yy sii € J,
Ty = ..
0 siieN\.J
Es facil ver que x > 0. Por otro lado tenemos que,
(Afl?)l = Z&Z’jx]’ = Zaijxj = Zaijyj.
JEN jeJ jeJ
Luego, si i € J, se cumple que (Ax); = (A7y); = \y; = A\z;, mientras quesii € N\ J
se cumple que (Ax); > 0 = Az;. Finalmente obtenemos que

Ax > A\x.

Veamos por tltimo que x'(Ax — Ax) = 0. Tenemos que z; # 0 & i € J, veamos
entonces que (Ax — Ax); = 0 para todo i € J. Efectivamente, (Azx); = Az; lo que

termina la prueba.
O

21



Observacién 2.3.7. Si A en M,,(R) es no negativa fuera de la diagonal, es decir,
a;; > 0 para todo 7 # j,

entonces se cumple que los valores propios complementarios de la matriz A son los
valores propios de Perron estrictos de las submatrices principales.

Proposicién 2.3.8. [19] Sea A en M,,(R), entonces
#I1(A) < n2" 1.

Demostracidn. Por el Teorema [2.3.6sabemos que todo valor propio complementario
debe ser valor propio de Perron estricto de una submatriz principal de A. Luego,
sabemos que cada submatriz principal de A de orden k dara lugar, a lo sumo, a k
valores propios complementarios. Tenemos entonces la siguiente desigualdad

SZ’“(Z) :;;kwnLiw:§<k—l>7£n—k>! -
”i@—(?)_l —”Z(n_l> ”n:(n_l):“n_l

k=1 k=

]

Proposicién 2.3.9. [19] Sea A en M, (R) simétrica, entonces posee (a lo sumo)
un valor propio de Perron estricto.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existen A # u valores propios de Perron
estrictos de A y v, w > 0 son vectores propios asociados. Por ser A simétrica tenemos
que los subespacios propios distintos son ortogonales, luego (v, w) = 0 lo cual es
absurdo. O]

Corolario 2.3.10. [19] Sea A en M,,(R) simétrica, entonces
#II(A) < 2" — 1.

Demostracion. Por el Teorema [2.3.6]sabemos que todo valor propio complementario
debe ser valor propio de Perron estricto de una submatriz principal de A, mientras
que por la proposicion anterior tenemos que, dada la simetria de toda submatriz
principal de una matriz simétrica, las mismas no poseen mas de un valor propio de
Perron estricto. Luego, sabemos que cada submatriz principal de A dara lugar, a
lo sumo, a un valor propio complementario. Tenemos entonces que la cantidad de
valores propios complementarios debe ser menor o igual a la cantidad de submatrices
principales, esto es

pe < (M) () +er () (1) m 21
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La siguiente proposicién prueba que el espectro complementario es un invariante
en la familia de matrices conjugadas por una matriz de permutacion.

Proposicién 2.3.11. [16] Si A en M,,(R) y A es un valor propio complementario
de A, entonces \ es un valor propio complementario de P'AP para cualquier matriz
de permutacion P.

Demostracion. Sea x vector propio complementario de A asociado a A, veamos que
Ptz es un vector propio complementario de PAP asociado a A. Tenemos que P'z es
no negativo por serlo z, a su vez, tenemos que (P*AP)(P'z) —\(P'z) = P'(Ax—\z)
que es no negativo por serlo Ax — Az. Falta chequear que se verifique la condicion
de complementariedad, efectivamente,

(P'z)"(P*APP'z — A\P'z) = (2'P)P'(Az — \x) = 2'(Ax — \z) = 0.
[

El siguiente Teorema generaliza un resultado probado en [7] para matrices de
adyacencia de un grafo, las cuales son ademas de no negativas, simétricas.

Teorema 2.3.12. [/ Sea A en M,,(R) no negativa. A valor propio complementario
de A si, y solo si A = p(A”) donde A7 es una submatriz principal de A irreducible
o nula.

Demostracion. (=) Por la Observacién m sabemos que A es un valor propio
complementario de A si, y solo si existe ) # J C {1,...,n} tal que X es valor propio
de Perron estricto de A”.

Supongamos en primer lugar A7 irreducible. El Teorema de Perron-Frobenius nos

permite afirmar que A = p(A”) por ser A un valor propio de Perron estricto de A”.
Supongamos ahora A” reducible, por la Proposicién [2.3.11|sin pérdida de generalidad

podemos suponer que
XY
J _
v (5 7)

con X en M,(R), Y en M,+s(R) y Z en M(R) no negativas y Z irreducible o
nula. Consideremos K C J tal que AX = Z. Es f4cil ver que A es un valor propio
de Perron estricto de AX. Si AX es la matriz nula se tiene que A = 0 = p(AK),
mientras que si AX es irreducible por Perron-Frobenius tenemos que A = p(AX).

(<) Tenemos que A = p(A7), donde A’ es una submatriz principal de A irreducible
o nula. Si A7 es irreducible, por Perron-Frobenius sabemos que A es un valor de
Perron estricto de A7, y por la Observacién m podemos afirmar que A es un valor
propio complementario de A. Si A7 es nula tenemos que p(A”7) = 0 es un valor propio
de Perron estricto de A7 y nuevamente la Observacién [2.3.7 muestra que p(A7) es
un valor propio complementario de A. n

Observacién 2.3.13. Una forma alternativa de enunciar el anterior resultado es la
siguiente: sea A en M,,(R) no negativa, entonces

II(A) = {p(A7) : A7 irreducible o nula}.
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Corolario 2.3.14. [7] El conjunto de valores propios complementarios de una ma-
triz mo negativa es un conjunto no neqgativo.

Demostracion. Si bien es inmediato de la anterior observacién que el conjunto de
los valores propios complementarios es un conjunto no negativo, también podria
deducirse del hecho de que todo valor propio complementario A verifica que existe
2 no negativo tal que

t

>0,

xt(Am—)\x):O@)\:x

Ttz

2.4. Espectro complementario de un grafo

En el ano 2017 Fernandes et al.[7] proponen representar un grafo mediante el
espectro complementario de la familia de matrices de adyacencia. Recordemos que en
esta familia el espectro complementario resulta invariante por la Proposicion [2.3.11

Definicién 2.4.1. [7] Sea G un grafo, el espectro complementario de G se defi-

ne como el espectro complementario de cualquiera de sus matrices de adyacencia,
II(G) =TI(A) con A en F(G).

El siguiente Teorema es una consecuencia directa del Teorema (que en su
version original [7] alcanzaba a matrices de adyacencia de un grafo) y muestra que
el espectro complementario retine informacion espectral de un grafo, asi como de
todos los subgrafos inducidos conexos.

Teorema 2.4.2. [7] Sea G un grafo, entonces
II(G) = {p(F) : F subgrafo inducido de G conezo}.

Lo que puede reescribirse como II(G) = {p(F) : F € S(G)} donde S(G) es el
conjunto de los grafos inducidos conexos de un grafo G' dado.

El siguiente ejemplo muestra que el espectro complementario logra diferenciar
grafos conexos no isomorfos que el espectro usual no distingue.

Ejemplo 2.4.3. [1)

Los grafos conexos Gy F representados graficamente en la Figura [18| son no iso-

morfos pero sf coespectrales, ya que pg(r) = pp(z) = 2° — T2t — 423 + T2% + 42 — 1.

Veamos que si difieren en su espectro complementario. Los subgrafos inducidos
conexos no isomorfos del grafo G (distintos de P, y P;) se senalan en rojo en la
Figura [I9] Ademds, todos poseen distinto radio espectral ya que cada uno de ellos
es subgrafo propio del siguiente, por lo tanto #I1(G) = 7.

Los subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo F', distintos de P, y P,

se senialan en rojo en la Figura 20, En este caso también puede chequearse que todos
poseen distinto radio espectral, luego sabemos que #I1(G) = 8.
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Figura 18: Grafos G y F.

PR PR PP

Figura 19: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G, distintos de Ps, Py y Pi.

P P <P
P =P <P

Figura 20: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo F' distintos de Ps, Py y Pj.

Tenemos que #II(G) # #I1(F) lo que prueba que II(G) # II(F).

La cantidad de elementos en el espectro complementario de un grafo juega un
papel importante ya que no queda dada por el orden del grafo a priori.

Definicién 2.4.4. [7] Sea G un grafo. Denotaremos ¢(G) a la cantidad de elementos
en el espectro complementario de un grafo, es decir,

¢(G) = #I1(G).

Denotaremos b(G) a la cantidad de subgrafos inducidos conexos no isomorfos de un
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grafo, es decir,
b(G) = #S(G).
Observacion 2.4.5. ¢(G) < b(G).

El siguiente ejemplo muestra que la desigualdad puede ser estricta, lo cual se
debe a que grafos no isomorfos conexos pueden poseer igual radio espectral.

Ejemplo 2.4.6.

Sea G el grafo representado graficamente en la Figura [21]

Figura 21: Grafo G

Los subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G (distintos de P, y P;)
se senalan en rojo en la Figura Tenemos que

S(G) ={G, Hs4,5223,55,C4, Py, P3, Py, P }.

Luego b(G) = 9, sin embargo p(S5) = 2 = p(Cy), por lo cual, II(G) = {p(F) : F €
S(G)}, luego ¢(G) < 8 < b(G).

Figura 22: Subgrafos inducidos conexos no isomorfos del grafo G, distintos de P, y P;.

Dada la simetria de A(G), el Corolario [2.3.10| permite probar que ¢(G) < 2" —1,

cota que podra ser mejorada como se muestra a continuacién.

Proposicién 2.4.7. [7, [20] Si G es un grafo de orden n > 2 conexo se cumple que
n<¢G) <b(G) <2"—1.

Demostracion. Veamos en primer lugar que n < ¢(G). Dado que siempre es posible
extraer un vértice de un grafo conexo manteniendo la conexién, podemos construir
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una sucesion de grafos inducidos conexos G; con ¢ vértices, que verifican que G; es
un subgrafo estricto de G;41 para todoi=1,...,n — 1, luego

p(G1) < p(G2) < p(G3) < ... < p(Gn1) < p(Gr).
Por el Teorema [2.4.2] tenemos que p(G;) € II(G), entonces n < #I1(G) = ¢(G).

Resta probar que b(G) < 2" — 1. Existe un unico grafo conexo con un vértice, asi
como un unico grafo conexo con dos vértices: P, y P, respectivamente. Los grafos
con mas de dos vértices inducidos conexos del grafo G se obtienen a partir de un
subconjunto de vértices de V. Como la cantidad de subconjuntos posibles es

(g)+(z)+...+<nﬁl)+(g)zzn_l_n_@,

tenemos que para todo n > 2 se cumple que
n(n —1)

< 2" — 1.
2

b(G)<2+2"—1—n—
0

Existen grafos conexos de orden n que satisfacen la igualdad ¢(G) = n como se
muestra a continuacion:

Ejemplo 2.4.8.

1. Grafos completos

Tenemos que S(K,,) = {K,, Kyo1, Kp—a, ..., K3, Ko, K3 }. Luego,
(K, ={n—1,n—-2,n-3,...,2,1,0},

por lo cual ¢(K,) = n.

2. Caminos simples

Tenemos que S(Pn) = {Pn7 Pnflv Pn727 s 7P37 P27 Pl} Luego

I(P,) = {wn,wn-1,Wn—2, - .. ,w3,wa, w1}, donde w, = 2cos oy

Finalmente ¢(P,) = n.

3. Ciclos

Tenemos que S(C,) = {Cy, Pr_1, Py_a, ..., P5, P, P }. Luego
H(Cn) - {27wn—17wn—2a B ,wg,CUQ,Wl},

por lo cual ¢(C,,) = n.
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4. Grafos estrella
Tenemos que S(S,) = {Sn, Sn_1,Sn_2,.-.,53, 59,51 }. Luego

H(Sn):{\/n—1,\/n—2,\/n—3,...,\/§,1,0},

por lo cual ¢(S,) = n.

Decimos que un grafo es elemental si es un grafo completo, un camino simple,
un ciclo o un grafo estrella de n vértices. Denotaremos &, al conjunto de grafos
elementales con n vértices.

Observacion 2.4.9. El radio espectral permite distinguir los grafos elementales de

orden n > 6 dado que
W <2<vn—1<n-—1.

Nos dirigimos a probar un resultado de Seeger [20] que establece que &, puede
caracterizarse como el conjunto de grafos conexos de orden n cuyo espectro com-
plementario posee n elementos. Para ello serd necesario probar en primer lugar el
siguiente resultado.

Lema 2.4.10. Sea G en C, con n > 5. Si existe E en &,_; tal que G\ {v} = E
para todo vértice v en V que no sea de corte, entonces G pertenece a &,.

Demostracion. Por ser G conexo sabemos que existe x vértice de F adyacente a v
en (G. Estudiaremos separadamente los casos en lo cuales E es un grafo completo,
un camino simple, un ciclo o una estrella.

Si E = P,_1 veremos que x € {1,n — 1}. En efecto, si x # 1y x # n — 1,
considerando G'\ {1} (si # ~ n— 1) tendremos que gre 13 (2) = 3 lo cual es absurdo
ya que G\ {1} = P,_;; analogamente, considerando G\ {n—1} (si  ~ 1) tendremos
que grefn—13(x) = 3 lo cual es absurdo ya que G\ {n — 1} = P,_;. Finalmente, si
v~1ywv>n—1obtenemos que G = P,, al igual que siv » 1 yv ~n—1.Si
v~ 1ywv~mn—1obtenemos que G = C,,. En cualquiera de los casos obtenemos un
grafo elemental.

Si E = S,_1 veremos que x = 1. En efecto, si « # 1, considerando G \ {y} con
y # x,y # 1 tendremos que gre gyy () = 2 lo cual es absurdo ya que G\ {y} = S, 1.
Luego, G = §,,.

Si E = K,_1 veremos que v ~ x para todo vértice x de K,_1. En efecto, si existe
y ~ v, considerando G \ {z} con z ¢ {v,y}, tendremos que gre\y.3(y) < n—3lo
cual es absurdo ya que G\ {z} = K,,_;. Luego, G = K,,.

Si E = C),_; veremos que no puede existir tal vértice x; lo que significa que este
no es un caso posible. En efecto, si existiera z ~ v considerando y vértice en C),_; no
adyacente a x y el digrafo G \ {y} tendremos que grg\ g,y (x) > 3 lo cual es absurdo
yvaque G\ {y} = C,_1.

]
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Teorema 2.4.11. [20)] Un grafo conexo de orden n posee n valores propios comple-
mentarios si, y solo si, es un grafo elemental.

Demostracion. Podemos reescribir nuestra tesis como
{G €C,: #I1(G) =n} = &,.

Por el ejemplo anterior sabemos que &, C {G € C,, : #II(G) = n}. Probemos que
{G € C,, : #II(G) = n} C &, para todo n > 6 por induccién completa en n. Para
n =1,2,3,4,5 puede chequearse manualmente.

Paso base Existen 143 grafos conexos no isomorfos de orden n < 6 y puede che-
quearse que los unicos que verifican que #II(G) = n son los grafos elementales de
orden n (ver Tablas 3,4 y 5 en [20]).

Paso inductivo Probemos que si {G € C,, : #II(G) = n} C &, entonces {G € C,1 :
#I(G) =n+1} C &1

Sea G € Cpyq tal que #I1(G) = n + 1, consideremos los grafos conexos genera-
dos por la remocién de algin vértice en G (que no sea de corte) que denotaremos
Fi, F,, ..., F.. Veamos en primer lugar que #I1(F;) = n, luego, por hipdtesis induc-
tiva tendremos que F; € &, para todo ¢ = 1,...,r. En efecto, si #II(F;) > n+ 1
para algin i entonces n + 1 + 1 < #II(G) dado que {p(G)} UII(F;) C II(G) lo que
contradice que #II(G) = n+ 1. Veamos ahora que F; = F} para todo 4, j. En efecto,
si existieran grafos elementales de n vértices, £ 2 E’ tales que F; = F'y F; = F’
luego p(F;) # p(F;) dado que los grafos elementales con seis o mas vértices pueden
distinguirse de acuerdo a su radio espectral (ver Observacién . Luego, tenemos
que G\ {v} = E para todo vértice v en V' que no sea de corte y por el Lema
G resulta un grafo elemental, lo que termina la prueba del paso inductivo.

O

Definicién 2.4.12. [7] Sea C,, el conjunto de grafos conexos de orden n.
Denotamos por ¢,, al valor
¢, = maxc¢(G),
GeCy,

y por b, al valor
b, = max b(G).
GeCn,
Es claro que n < ¢, < b, < 2" — 1, y ademds, Fernandes et al.[7] prueban que ¢,
crece mas rapido que cualquier polinomio en n.

Definicién 2.4.13. [17] Decimos que dos grafos G y F' son complementariamente
coespectrales si II(G) = II(F'). Decimos que un grafo conexo G queda determina-
do por su espectro complementario (lo que abreviaremos como DCS por sus siglas
en inglés) si cualquier otro grafo conexo F' complementariamente coespectral, es
isomorfo al grafo G o de distinto orden.
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Ejemplo 2.4.14. [17] Los grafos elementales quedan determinados por su espectro
complementario.

En efecto, dado un grafo elemental con n vértices, sabemos que su espectro com-
plementario posee exactamente n elementos, luego, por el Teorema [2.4.11| cualquier
grafo complementariamente coespectral y del mismo orden debe ser elemental, para
finalizar, por la Observacion puede verse que los distintos grafos elementales
pueden distinguirse por su espectro.

Definicién 2.4.15. [I7] Sea G una clase de grafos conexos del mismo orden. Decimos
que la clase G posee espectro complementario unico (o abreviadamente que G es DCS)
si el espectro complementario de cada elemento en la clase es Uinico. Es decir, para
todo F'y GG en G se cumple que

(F) =1I(G) & F ~G.

Si bien una clase de grafos con espectro complementario tinico puede no estar
compuesta por grafos determinados por su espectro complementario, si se cumple
que un conjunto de grafos DCS debe conformar una clase de grafos DCS. Luego, la
definicién de clase DCS se vuelve una condicién necesaria para que un conjunto de
grafos sea efectivamente DCS.

En 2020 Pinheiro et al. [I7] prueban que las clases de los grafos completos bipar-
titos de n vértices entre otras son clases DCS.

Definicién 2.4.16. |20} [I7] Denotemos p;(G) con i = 1,...,¢(G) a los elementos
de II(G) de modo tal que p(G) = pi(G) > p2(G) > ... > pye)(G) = 0. Sea ¢ > 1
natural. La funcion que definimos a continuacién recoge la siguiente informacion del
grafo: su cantidad de vértices y los ¢ valores propios complemetario mas grandes.
Definimos la funcién ¥, : ¢ — R?™ como

|G| sii=1,
(Y (@) = pic1(G) 812 <i<min{c(G)+1,q+ 1},
0 en otro caso.

Definimos entonces la relacién <, en C como
F jq G < \IJq(F) lex ‘Ijq(G)a
donde = refiere al orden lexicografico en RI*!,

La funcién ¥, busca distinguir grafos mediante (algunos elementos de) su espectro
complementario, lo cual cobra sentido entre grafos del mismo orden, razon por la cual
se considera |G| como la primera coordenada de W,. Alternativamente podriamos

definir U{" : C, — R? como

0 en otro caso.
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Seeger [20] prueba que <, define un orden total en el conjunto de los grafos con
no méas de 6 vértices. Por otra parte, Pinheiro et al. [I7] prueban que =<, define un
orden total en el conjunto de los grafos con no mas de 7 vértices. Si la restriccion
de la relacién <, en C a una clase de grafos G resulta de orden, nos referiremos a
ella también como orden lexicogrdfico (en G). Puede observarse que cualquier clase
de grafos ordenada lexicograficamente, resultard DCS. En particular, los grafos con
no mas de 7 vértices componen una clase DCS.

Al dia de hoy no se conocen ejemplos de grafos conexos no isomorfos comple-
mentariamente coespectrales. A su vez, los resultados citados dan cuenta de que el
espectro complementario permite representar a los grafos conexos de forma adecua-
da. Sin embargo, el hecho de que la cantidad de elementos que en él crezca -con la
cantidad de vértices- mas rapido que cualquier polinomio, resulta algo desalentador.
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3. Espectro complementario de un digrafo

Como mencionamos anteriormente, el problema de establecer si los grafos que-
dan determinados o no por su espectro complementario se mantiene abierto hasta
hoy. En este trabajo ampliamos el objeto de estudio del mencionado problema al
conjunto de los digrafos en busca de un contraejemplo. Para ello comenzamos por
estudiar los digrafos mas “simples”, es decir, aquellos con pocos elementos en su es-
pectro complementario. Concretamente, analizamos los digrafos con uno, dos y tres
valores propios complementarios, lo cual carece de sentido en el contexto de grafos
por la Proposicion [2.4.7] que limita el andlisis a grafos con uno, dos y tres vértices.
En esta seccién, ademas de introducir el concepto de espectro complementario de
un digrafo, caracterizaremos estructuralmente los digrafos con uno, dos y tres va-
lores propios complementarios fuertemente conexos, hipotesis adicional que resulta
natural en este contexto. A su vez, probaremos que aquellos digrafos fuertemente
conexos con uno y dos valores propios complementarios efectivamente quedan de-
terminados por su espectro complementario, mientras que la tarea de identificar los
digrafos fuertemente conexos con tres valores propios complementarios a partir de la
caracterizacion establecida requerira un estudio minucioso del que nos ocuparemos
en la siguiente seccion y que daran lugar a distintas familias de contraejemplos.

3.1. Aspectos generales

Los resultados a continuacién, ya conocidos para grafos [7], fueron generalizados a
digrafos en este trabajo. Los mismos son consecuencia directa del Teorema[2.3.12]que
como mencionamos anteriormente, generaliza a matrices no negativas un resultado
probado para matrices de adyacencia de un grafo.

Teorema 3.1.1. Sea D un digrafo y I1(D) su espectro complementario. Entonces
(D) ={p(H) : H subdigrafo inducido de D fuertemente conexo}.
Demostracion. Por el Teorema tenemos que
(D) = II(A(D)) = {p(A(D)”) : A(D)” irreducible o nula}.
Luego, por la Observacién podemos reescribir lo anterior como
II(D) = {p(A(H)) : A(H) irreducible o nula}.

Si A(H) irreducible, esto equivale a que H sea fuertemente conexo y si A(H) nula,
esto equivale a que H sea vacio, sin embargo, como se tiene que p(H) = 0 = p(H,)
donde Hj es un vértice aislado (digrafo fuertemente conexo) se obtiene que

II(D) = {p(H) : H subdigrafo inducido fuertemente conexo}.
[

Proposicion 3.1.2. Sea D un digrafo y sean D+, ..., Dy los digrafos generados por
las componentes fuertemente conexas de D. Luego,

(D) = U, TI(Dy),
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Demostracion. Por el Teorema anterior, tenemos que probar que
{p(H) : H < D, H inducido y fuertemente conexo} =

UF_{p(H) : H < D;, H inducido y fuertemente conexo}

(D) Es consecuencia de que si H es subdigrafo de D; fuertemente conexo, entonces
también lo es de D.

(C) Consideremos p(H) con H subdigrafo de D fuertemente conexo, luego, H sub-
digrafo de D; para algin ¢ lo que termina la prueba. O

Observacién 3.1.3. Es claro que para digrafos con mas de una componente fuer-
temente conexa la igualdad de los espectros complementarios no implica que los
digrafos sean isomorfos, dado que el espectro complementario (al igual que el espec-
tro usual) no captura informacién de lo que sucede fuera de los digrafos generados
por las componentes fuertemente conexas. El Ejemplo puede ser utilizado
nuevamente en este contexto.

Ejemplo 3.1.4.

Sean Dy = (Vi, Ey) y Dy = (Va, E5) digrafos fuertemente conexos con conjuntos de
vértices disjuntos. Sea D = Dy @ Dy = (V, E) = (ViU V,, By U Ey), sea A C By X Ey
y Do = (V, EUA). Las componentes fuertemente conexas de D4 son Vi y Vs. Luego,
tenemos que

(D) =1I(D;y) UII(Dy) para todo A C Ey x Es,

siendo los distintos digrafos D4 no isomorfos si consideramos Dq, Dy y A adecua-
damente.

Extendamos a digrafos los conceptos de: grafo determinado por su espectro com-
plementario, clase con espectro complementario tnico y orden lexicografico de una
clase de grafos.

Definicién 3.1.5. Decimos que dos digrafos D y H son complementariamente coes-
pectrales si I1(D) = II(H). Decimos que un digrafo fuertemente conexo D queda de-
terminado por su espectro complementario (lo que abreviaremos como DCS por sus
siglas en inglés) si cualquier otro digrafo fuertemente conexo complementariamente
coespectral H es isomorfo a D o de distinto orden.

Definicién 3.1.6. Sea D una clase de grafos fuertemente conexos del mismo orden.
Decimos que la clase D posee espectro complementario inico (o abreviadamente que
D es DCS) si el espectro complementario de cada elemento en la clase es tnico. Es
decir, para todo H y D en D se cumple que

II(H) = II(D) & H = D.

Al igual que para grafos, una clase de digrafos con espectro complementario tinico
puede no estar compuesta por grafos determinados por su espectro complementa-
rio, pero si se cumple que un conjunto de grafos DCS debe conformar una clase de
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digrafos DCS.

En lo que sigue, denotaremos por SCD al conjunto de digrafos fuertemente co-
nexos.

Definicién 3.1.7. Denotemos p;(D) con i = 1,...,¢(D) a los elementos de II(D)
de modo tal que p(D) = p1(D) > p2(D) > ... > pyp)(D) = 0. Sea ¢ > 1 natural.
Nuevamente, la funcién que definimos a continuacion recoge la siguiente informa-
cion del digrafo: su cantidad de vértices y los ¢ valores propios complemetario mas
grandes. Definimos la funcién ¥, : SCD — R como

D] sii=1,
(W, (D)) =4 pii(D) si2<i<min{c(D)+1,q+1},
0 en otro caso.

Definimos entonces la relaciéon <, en SCD como
H jq D ~ ‘I’q(H) jlex \Ijq(D)a
donde = refiere al orden lexicografico en RI*!,

Cuando la relacion definida restringida a una clase de digrafos resulte de or-
den, nos referiremos a ella también como orden lexicogrdifico. Puede observarse que
cualquier clase de digrafos donde la relacién resulte de orden, resultara DCS.

3.2. Digrafos con uno y dos valores propios complementarios

En esta seccién caracterizaremos aquellos digrafos con uno y dos valores propios
complementarios, sean o no fuertemente conexos. Comenzaremos con la prueba del
siguiente Lema que sera de utilidad.

Lema 3.2.1. Sea D un digrafo. Si D posee un ciclo entonces D posee un ciclo como
subdigrafo inducido.

Demostracion. Utilizaremos induccién fuerte en la cantidad de vértices r del ciclo
presente en el digrafo. .

Paso base Si r = 2 entonces el C5 es un subdigrafo por los vértices del ciclo.

Paso inductivo Veamos que si vale para k = 1,...,r — 1 entonces vale para k = r.
Sea C, subdigrafo de D, si C). es un subdigrafo inducido queda probada la tesis, de
lo contrario, existe C; subdigrafo de D con [ < r y por hipdtesis inductiva sabemos
existe un ciclo como subdigrafo inducido de D. O

Proposiciéon 3.2.2. Sea D un digrafo. D posee un ciclo si, y solo si 1 es valor
propio complementario de D.

Demostracion. (=) Si D posee un ciclo, por el lema anterior tenemos que existe un
ciclo como subdigrafo inducido (7,«, luego p(Ci) = 1 es valor propio complementario.
(<) Si D fuera aciclico, entonces las componentes fuertemente conexas en D serian
vértices aislados, luego II(D) = {0} lo cual es absurdo. O
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Proposicién 3.2.3. Sea D un digrafo y II(D) su espectro complementario. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. TI(D) = {0},
ir. #I(D) =1,
115. D aciclico.

Demostracion. (i. = ii.) Obvio.

(1i. = dii.) Si #I(D) = 1 tenemos que II(D) = {0}, luego, 1 no es valor propio
complementario lo que prueba que D es aciclico.

(17i. = 1.) Si D es aciclico los digrafos generados por las componentes fuertemente
conexas de D son vértices aislados, luego I1(D) = {0}. O

Corolario 3.2.4. Sea D un digrafo fuertemente conexo y I1(D) su espectro comple-
mentario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. TI(D) = {0},
it. #11(D) =1,
115. D es un vértice aislado.

Proposicién 3.2.5. Sea D un digrafo fuertemente conexo y I1(D) su espectro com-
plementario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. 1I(D) ={0,1},
ii. #11(D) = 2,
iii. D= C,,.

Demostracion. (i. = ii.) Obvio.

(1i. = iii.) Por ser D fuertemente conexo, sabemos que posee un ciclo como sub-
digrafo y por el lema anterior obtenemos que existe un ciclo C,. como subdigrafo
inducido. Si C). es distinto de D por el item 5. del Teorema de Perron-Frobenius
tenemos que 1 = p(C,) < p(D), luego, {0,1, p(D)} C II(D) lo cual es absur-
do. Obtenemos entonces que r =ny D = C,.

(iii. = i.) I(C,,) = {0, p(C,,)} = {0,1} O

Corolario 3.2.6. Sea D digrafo y D1, ..., Dy los digrafos generados por las com-
ponentes fuertemente conexas de D. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. TI(D) = {0,1},
ii. #11(D) = 2,

1i. D mo es aciclico y los digrafos generados por sus componentes fuertemente
conexas son ciclos 6 vértices aislados.
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En lo que sigue denotaremos SCD, al conjunto de digrafos fuertemente conexos
con exactamente t valores propios complementarios. Por el Corolario tenemos
que el conjunto SCD; estd compuesto unicamente por un vértice aislado. Anélo-
gamente, por la Proposicién tenemos que SCD, esta compuesto por ciclos de
cualquier tamano.

Proposicién 3.2.7. Todo digrafo en SCDy U SCDy queda determinado por su es-
pectro complementario.

Demostracion. Debemos ver que los vértices aislados y los ciclos son digrafos DCS.
Sea D un digrafo fuertemente conexo con el mismo espectro complementario que
un vértice aislado, es decir II(D) = {0}; por la Proposicién tenemos que
D es necesariamente un vértice aislado como queriamos probar. Sea D un digrafo
fuertemente conexo con el mismo espectro complementario que un ciclo de n vértices,
es decir II(D) = {0, 1}; por la Proposicién [3.2.5 tenemos que D es necesariamente un
ciclo, si la cantidad de vértices en D es igual a n entonces los digrafos son isomorfos,
lo que termina la prueba. O

Hasta aqui, hemos logrado identificar los digrafos fuertemente conexos cuyo es-
pectro complementario tiene uno o dos elementos, ademas de probar que son digrafos
DCS. A continuacién, presentaremos un primer resultado de caracterizacion estruc-
tural de los digrafos en SCD3 que luego nos permitird identificarlos, estudiar su
espectro complementario y establecer si quedan o no determinados por él.

3.3. Digrafos fuertemente conexos con tres valores propios complemen-
tarios

Comenzaremos por presentar una caracterizacion estructural de los digrafos en
SCD;3 que nos conducira a la identificacion de los mismos.

Teorema 3.3.1. Un digrafo D pertenece al conjunto SCDs si, y solo si, los subdi-
grafos propios inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices aislados. Ademds,

(D) = {0, 1, p(D)}.

Demostracion. Sea D un digrafo en SCD3, veamos en primer lugar que los ciclos y
vértices aislados son subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos y en segundo
lugar que son los tnicos posibles. Es claro que los vértices aislados son subdigrafos
propios inducidos fuertemente conexos. A su vez, por ser D fuertemente conexo
sabemos que existe un ciclo en él y por el Lema podemos afirmar que existe un
ciclo inducido. Resta ver entonces que el ciclo no es el digrafo D, en efecto, si D = C,
por el Teorema tendriamos que D posee dos valores propios complementarios
lo que contradice nuestras hipétesis. Supongamos ahora que existe un subdigrafo
propio inducido D’ fuertemente conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado.
Sabemos que D’ posee un ciclo como subdigrafo propio inducido y por Perron-
Frobenius se tiene que 1 < p(D') < p(D). Luego, {0,1,p(D"),p(D)} C TI(D) y en
consecuencia 4 < #I1(D) lo cual es absurdo.

Reciprocamente, si D es un digrafo fuertemente conexo cuyos subdigrafos propios
inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices aislados, por el Teorema |3.1.1|se
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tiene que II(D) = {0,1, p(D)} y en consecuencia #II(D) = 3.
[

Vale la pena observar que si bien puede haber més de un ciclo inducido, incluso
de distintos tamanos, cualquiera de ellos dara lugar al mismo elemento en el espectro

=

complementario: p(C,) = 1.

Una forma alternativa de enunciar el resultado anterior acorde con las equivalen-

cias planteadas en y es la siguiente

Proposiciéon 3.3.2. Sea D un digrafo fuertemente conexo y II(D) su espectro com-
plementario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i. II(D) ={0,1,p(D)} con p(D) > 1.
ii. #I(D) = 3

1. Los subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos son ciclos y vértices ais-
lados.

A diferencia de las equivalencias en las que en el {tem iii. pudimos
identificar a qué digrafos nos referiamos, en esta equivalencia hemos obtenido una
propiedad que los caracteriza. El problema de identificar qué digrafos exactamente
satisfacen dicha propiedad sera abordado en la siguiente seccién dado que requerira
un analisis mas exhaustivo.
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4. Identificacién de los digrafos fuertemente conexos con
tres valores propios complementarios

En esta secciéon nos ocuparemos de identificar el conjunto SCD3, a partir de la
caracterizaciéon estructural del Teorema [3.3.1] Comenzaremos dando ejemplos de
grafos que cumplen con dicha propiedad, agrupados en dos familias, y finalmente
probaremos que son los tinicos que la verifican. Los resultados de esta seccién pueden
encontrarse en [5].

4.1. Ejemplos

En primer lugar, presentaremos dos ejemplos de digrafos en SCDjs: el digrafo In-
finito y el digrafo Theta. Luego, introduciremos dos familias de digrafos que surgen
de efectuar modificaciones a estos digrafos, con la restriccion de que se preserve la
cantidad de valores propios complementarios, es decir, la propiedad de que sus sub-
digrafos propios inducidos fuertemente conexos sean ciclos y vértices aislados.

Digrafo Infinito
Veamos que el digrafo Infinito definido en [2.1.3| y representado graficamente en
la Figura [23], posee exactamente tres valores propios complementarios.

Figura 23: Representacion esquemética del digrafo oo(r, s).

En efecto, puede verse que los tinicos subdigrafos propios inducidos fuertemente
conexos son (ademads de los vértices aislados) los ciclos C,. y Cj, senalados en verde
en la Figura 24 Luego, por el Teorema tenemos que

H(OO> = {O’ L, p(OO)}

OO O

Figura 24: Los ciclos C, y C, en el digrafo Infinito.

Como vimos en el Ejemplo [2.2.14] como consecuencia del Teorema de Sachs tene-

mos que

1 -1

Poo(x) = 2" —2° " — 2’
Dado que oo(r, s) y oo(s,r) son isomorfos podemos asumir sin pérdida de gene-

ralidad r < s.
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Digrafo Theta
Veamos que el digrafo Theta definido en representado graficamente en la
Figura posee exactamente tres valores propios complementarios.

Figura 25: Representacién esquemética del digrafo 6(a, b, ¢).

En efecto, puede verse que los tinicos subdigrafos propios inducidos fuertemente
conexos son (ademas de los vértices aislados) los ciclos C, y (si a > 1) Cs, sefialados
en verde en la Figura26, donde r =a+c+2y s=b+c+ 2.

O ©

Figura 26: Los ciclos C, y C, en el digrafo Theta.

Luego, por el Teorema (3.3.1

I1(0) = {0, 1, p(0)}-

Como vimos en el Ejemplo [2.2.14] como consecuencia del Teorema de Sachs tene-

mos que
p@(x) — T TS — T ill'b — .

Dado que 0(a, b, ¢) y 6(b, a, ¢) son isomorfos y que los digrafos son simples podemos
asumir sin pérdida de generalidad a < by b > 0.

Los digrafos Infinito y Theta [I3], son los tnicos digrafos fuertemente conexos
biciclicos [2]. Ambos digrafos jugardn un rol fundamental en la identificacién de
los digrafos en SCD3 dado que necesariamente alguno de ellos se encuentra (como
subdigrafo) en un digrafo de estas caracteristicas. La siguiente Proposicién también
puede ser vista como consecuencia del Teorema 7.2.2 en [2].

Proposicién 4.1.1. Si D es un digrafo fuertemente conexo distinto de un ciclo y
de un vértice aislado, entonces posee un digrafo Infinito o un digrafo Theta como
subdigrafo.

Demostracion. Dado que D es fuertemente conexo y distinto de un vértice aislado,
tenemos que existe un ciclo C, subdigrafo de D. Por ser D distinto de un ciclo,
existen vértices x,y en el ciclo y un camino simple no trivial de z a y, con todas
sus aristas fuera del ciclo. Si x = y, tenemos que D posee un subdigrafo Infinito,
mientras que si  # y tenemos D posee un subdigrafo Theta.

m
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Observacion 4.1.2. Por la caracterizacion de los digrafos fuertemente conexos con
uno y dos valores propios complementarios [3.2.4][3.2.5], tenemos que un digrafo fuer-
temente conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado verifica que su espectro
complementario posee al menos tres elementos. Luego, si D es fuertemente conexo
y su espectro complementario posee tres o mas elementos, tendremos que posee un
digrafo Infinito o un digrafo Theta como subdigrafo.

Presentaremos a continuaciéon ejemplos de digrafos fuertemente conexos que po-
seen un digrafo Infinito como subdigrafo propio y cuyo espectro complementario
posee cardinal igual a tres. .

_ Por simplicidad nos referiremos a los vértices de C; como 1,2,...,7, y a los de
C, como 1,2/, ..., ¢, identificando 1 con 1’.

Digrafo Tipo 1

Sean r, s > 2 naturales, llamaremos digrafo Tipo 1 al digrafo D;(r, s) = oo(r, s)U
{e}, donde e denota el arco (r,2') representado gréficamente en la Figura

Y

Figura 27: Digrafo Tipo 1.

vértices aislados) los ciclos C. y C., sefialados en verde en la Figura [28] Luego por

el Teorema tenemos que,
I(Dy) = {0,1, p(D1)}.

Los tinicos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos son gemés de los

Figura 28: Ciclos C, y C, en el digrafo Tipo 1.
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En este digrafo existe un tunico ciclo con n vértices como se muestra en la Figu-
ra ﬂ, ademas de los ciclos C, y Cj, todos ellos no disjuntos.

Figura 29: Ciclo C, en el digrafo Tipo 1.

Tenemos entonces que
& = 0 para todo 4 7é TS, L= {6r} L= {C_;s} y L= {6n}

Luego, por el Teorema de Sachs [2.2.13| tenemos que a; = 0 para todo ¢ # r,s,n
y a, = as = a, = —1. Como a su vez tenemos que n = r + s — 1, el polinomio
caracteristico resulta
n n—r n

pp,(r) =2 — 2" — 2" 1l =" -2 2" 1

donden=r+s—1.

Observemos que en un digrafo Tipo 1 el arco e distingue el ciclo C_",, del ciclo C’:
como se muestra en la Figura por lo que no podremos suponer r < s como lo
hicimos para el digrafo Infinito.

SORUe

Figura 30: Digrafos D;(r,s) 2 D1(s,r) sir < s.

Sin embargo, el digrafo oco(r, s) U {e}, con e = (¢',2) resulta isomorfo a D;(s,r)
(ver Figura [31). Luego, considerando Di(r,s) = oo(r,s) U {e}, donde e denota el
arco (r,2') o el arco (s',2), podemos hacer la suposicién r < s.

QO (O

Figura 31: Los digrafos co(s,r) U{(s,2)} = D1(s,r)
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Sean 2 < r < s naturales, llamaremos digrafo Tipo la a los digrafos de la forma
oo(r, s) U{(r,2')} que serdn denotados Dy,(r, s) y digrafos Tipo 1b a los digrafos de
la forma oo(r, s) U {(s',2)} que seran denotados Dy(r, s).

Digrafo Tipo 2
Sean r, s > 2 naturales, llamaremos digrafo Tipo 2 al digrafo Dy(r, s) = oo(r, s)U
{e,é}, donde e = (r,2') y é = (s, 2), representado graficamente en la Figura [32]

'
S

Figura 32: Digrafo Tipo 2.

Este digrafo también cumple que sus tnicos subdigrafos propios inducidos fuer-
temente conexos son (ademas de los vértices aislados) los ciclos Cy, Cy v C,,_1 (que
se obtiene de eliminar el vértice 1 = 1’) senalados en verde en la Figura Anélo-

gamente obtenemos

H(D2) = {O’ L, p(DZ)}'

QO QD CO

Figura 33: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos del digrafo Tipo 2.

En este digrafo existen dos ciclos con n vértices sefialados en verde en la Figura[34]
ademas de los ciclos C,., Cs y C),_1, todos ellos no disjuntos.

Figura 34: Ciclos C,, y C_",’Z en el digrafo Tipo 2.

Tenemos entonces que
% = () para todo i # r,s,n — 1,n,
£ ={C} £ ={C} ZL.={Ciu} v L =1{C.,C.}.
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Luego, por el Teorema de Sachs tenemos que a; = 0 para todo i # 1, s,n —
1,n,a=as=a,1=—1ya,=—2. Como a su vez tenemos que n =7+ s — 1, el
polinomio caracteristico resulta

T n s—1

pp,(r) =2 — " " 2" —2=a" 2"t 2"~ 2.
Dado que Ds(r,s) = Dy(s,r) podemos suponer 7 < s.

Observacién 4.1.3. Dados r < s, se verifica que oo(r, s) es un subdigrafo propio
de Dy(r,s) y Di(r,s) es un subdigrafo propio de Ds(r, s), ademas, todos los digrafos
fuertemente conexos. Luego, por el Teorema[2.2.12| de Perron-Frobenius se tiene que

p(oo(r,s)) < p(Di(r;s)) < p(Da(r, 5)),

lo que nos permite afirmar que el espectro complementario distingue estos tres di-
grafos para todo r, s, con r < s.

Observemos que los digrafos Tipo 1 y Tipo 2 poseen, ademés del digrafo Infinito,
un digrafo Theta como subdigrafo, senalados en violeta en la Figura

Figura 35: Subdigrafos Theta en los digrafos Tipo 1y 2

Anélogamente a lo que hicimos anterioremente, presentaremos ejemplos de di-
grafos fuertemente conexos que poseen un Theta subdigrafo propio y cuyo espectro
complementario posee cardinal igual a tres, pero en esta ocasién pediremos a su vez
que no posean un subdigrafo Infinito.

Digrafo Tipo 3
Sean 2 < i < j < n naturales, llamaremos digrafo Tipo 3 al digrafo Ds(i,7) =
C, U{e,é} donde e = (1,i) y € = (i — 1, ), como se muestra en la Figura

J

5

Figura 36: Digrafo Tipo 3.

Los tnicos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos de D3 son (ademds
de los vértices aislados) los ciclos C,,—(j—iy y Cp—(i—2) senalados en verde en la Figu-

ra 37
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Figura 37: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 3.

Luego, por el Teorema tenemos que
II(D;) = {0,1, p(D3)}.

En este digrafo existe un tnico ciclo con n vértices senalado en verde en la
Figura |38 ademas de los ciclos Cy,_(i—2) ¥ Cp—(j—s), todos ellos no disjuntos.

Figura 38: Ciclo C, en el digrafo Tipo 3.

Luego, por el Teorema de Sachs [2.2.13| tenemos que

pps(z) =2 — a2 — 27 — 1.

Digrafo Tipo 4 .
Sean n > 4y 5 > k > 2 naturales. Consideremos el digrafo D, = C,, U
{e1,€9,...,6x} donde e¢; = (x;,y;) con 1 < y; < z; < Yiy1 < Ty < M para to-
doi=1,...,k— 1. Observemos que la condicién 1 < y; asi como y; < x; previene
la aparicién de un subdigrafo Infinito. La Figura |39 muestra un ejemplo de digrafo

Tipo 4 con k = 3.

Y3

Figura 39: Digrafo tipo 4.

_ Los tnicos subdigrafos propios inducidos de Dy fuertemente conexos son los ciclos
Cyyy...,C,, (donde C,, es el digrafo inducido por lo vértices entre y; y x; para todo
i=1,...,k) senalados en verde en la Figura [40| ademds de los vértices aislados.
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Figura 40: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 4.

Aplicando nuevamente el Teorema tendremos que

H(D4> = {07 17 p(D4)}

Figura 41: Ciclo C_"n en el digrafo Tipo 4.

Si bien podemos identificar facilmente los digrafos lineales de un digrafo Tipo
4, el planteo de su polinomio caracteristico resulta muy engorroso. Dado que los
tnicos ciclos en Dy son €, senalado en verde en la Figura 41|y los ciclos disjuntos
Cyy,s ..., Ch,; tenemos que los digrafos lineales estaran compuestos por un nico ciclo
C, o por [ de los k ciclos éri variando [ entre 1 y k.

Digrafo Tipo 5

Sean 3 < i < i+ 1 < j < n naturales, llamaremos dzgmfo Tipo 5 al digrafo
Ds(i,7) = C, U{e, ¢, e"} donde e = (1,i), ¢ = (i —1,j) y ¢’ = (j — 1,2), como se
muestra en la Figura [42]

Figura 42: Digrafo Tipo 5.

Observar que tanto la condicién 3 < i como la condicién ¢ + 1 < j impide la
aparicion de un subdigrafo Infinito.
Los tnicos subdigrafos propios inducidos de Dj fuertemente conexos son (ademas

de los vértices aislados) los ciclos C'J 2, C’ —G—i) Y C _(i—2) senalados en verde en la
Figura [43]
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Figura 43: Subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos en el digrafo Tipo 5

Aplicando nuevamente el Teorema tendremos que

H(DB) = {07 17 p(DS)}'

En este digrafo existen dos ciclos con n vértices senalados en verde en la Figura[44]
ademas de los ciclos C,_ C’ (—i) Y C’J 2, todos ellos no disjuntos.

9 3

Figura 44: Ciclos C,, y C' en el digrafo Tipo 5.

Luego, por el Teorema de Sachs [2.2.13| tenemos que

pps(x) = 2" — 22— gf7t — U2 g,

En cualquiera de los tres tipos de digrafos, el subdigrafo Theta se puede identificar
considerando un ciclo con n vértices y cualquier otro arco, se muestran algunos
ejemplos de subdigrafos Theta senalados en violeta en la Figura Notar que al
igual que el digrafo Theta, cualquiera de los tres tipos de digrafos no poseen un
subdigrafo Infinito.

o O @

Figura 45: Subdigrafo Theta en los digrafos Tipo 3, 4 y 5.

Por conveniencia nos referiremos por Familia Infinito a los digrafos Infinito, Tipo
1 y Tipo 2, definidos en la seccién anterior cuyas representaciones aparecen en las
Figuras 23] 27 y B2l Andlogamente, nos referiremos por Familia Theta a los digrafos
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Theta, Tipo 3, Tipo 4 y Tipo 5, definidos en la seccién anterior cuyas representa-
ciones aparecen en las Figuras [25] [36] [39) v 421 Es fécil ver que los siete tipos de
digrafos definidos son no isomorfos.

Nos dirigimos a probar que SCD3 = F,, U Fy. Para ello, comenzaremos por
caracterizar parcialmente a los digrafos en SCD3 que poseen un subdigrafo Infinito
en primer lugar y a los que poseen un subdigrafo Theta, y no poseen un subdigrafo
Infinito, en segundo lugar. Finalmente, utilizando la Proposicién obtendremos
la caracterizacion general.

En lo que sigue, subdigrafo fuertemente conexo generado por la remocion de un
vértice v referird al subdigrafo de V'\ {v} fuertemente conexo, maximal en el sentido
de la inclusién entre todos los subdigrafos con estas caracterisitcas.

4.2. Identificacién de la Familia Infinito

Comenzaremos por probar que los digrafos en SCD3 que poseen un subdigrafo
Infinito, pertenecen a la Familia Infinito, obteniendo un primer resultado de carac-
terizacion parcial.

Teorema 4.2.1. Sea D un digrafo en SCD3. Si D posee un subdigrafo Infinito, en-
tonces pertenece a la Familia Infinito, es decir, es necesariamente un digrafo Infinito,
un digrafo Tipo 1 o un digrafo Tipo 2.

Demostracion. Sea oo(r, s) el subdigrafo Infinito de D. Supongamos en primer lugar
que existe un vértice v en D exterior al subdigrafo oo(r,s) (i.e. existen vértices
ademés de aquellos en la coalescencia de ciclos) y sea D’ el subdigrafo generado por
los vértices en 0o(r, s). Podemos observar que D’ es un subdigrafo propio fuertemente
conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice el Teorema/|3.3.1
Tenemos entonces que los vértices en D son precisamente los vértices de oo(r, s).

Estudiemos aquellos arcos en D distintos de los de oo(r, s). Supongamos que
existe un arco entre los vértices de Ci, considerando el digrafo D’ generado por
los vértices del ciclo en cuestién obtenemos un subdigrafo propio de D inducido
fuertemente conexo, distinto de un ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice
el Teorema .3.1] La Figura [46] ilustra todos los posibles arcos entre los vértices de
C, vy un subdigrafo de D’ en rojo que garantiza que D’ es distinto de un ciclo y de
un vértice aislado.
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Figura 46: Representacién esquemadtica de todos los posibles arcos (z,y) con x,y € V(C’}).

_ Es claro que el mismo argumento permite descartar arcos entre los vértices de
Cs. Luego, los unicos arcos que podremos agregarle a la coalescencia de ciclos son
aquellos con un vértice en cada ciclo.

Sea (x,y) un arco con & € V(C Jey € V(C ). Probaremos en primer lugar que
para no incrementar la cantidad de valores propios complementarios, los arcos deben
comenzar en el “taltimo” vértice de C,., es decir, x = r.

En efecto, si  # r, podemos considerar el digrafo D’ fuertemente conexo generado
por la remocién de r. D’ es un subdigrafo propio de D fuertemente conexo, distinto
de un ciclo y de un vértice aislado ya que posee un subdigrafo distinto de un ciclo
que se representa en rojo en la Figura [47] 1o que contradice el Teorema [3.3.1] por lo

que concluimos que =z = r.

Figura 47: Arco afadido (z,y) con z € C,, y € Cy y x # 7.

Un argumento andlogo permite probar ue el arco debe culminar en el segundo
vértice de C’S, es decir, y = 2’ (ver Flgura 48)).

CO

Figura 48: Arco afadido (z,y) con z € C,, y € Cy e y # 2.

En conclusién, el unico arco que podemos agregar de C,. a Cj es el arco (z,y) =
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(r,2').

Analogamente, el tnico arco (z,y) que puede agregarse con = € V(C_"S) ey €

—

V(C,) es (¢,2).

Tenemos entonces tres posibilidades:

= ningln arco es agregado, obteniendo un digrafo Infinito,

= se agrega el arco (r,2') o el arco (¢/,2), obteniendo un digrafo Tipo 1,
» se agregan ambos arcos (r,2') y (¢, 2), obteniendo un digrafo Tipo 2.

]

Corolario 4.2.2. Sea D un digrafo en SCD3 con n vértices. Si D posee un digrafo
isomorfo a co(r, s) entoncesn =r+ s — 1.

4.3. Identificacién de la Familia Theta

Aligual que hicimos en la subseccion 4.2/ con la Familia Infinito, ahora probaremos
que los digrafos en SCD3, que poseen un subdigrafo Theta y no poseen un subdigrafo
Infinito, pertenecen a la Familia Theta; de modo de obtener un segundo resultado
de caracterizacion parcial.

Teorema 4.3.1. Sea D un digrafo en SCDs3, que posee un subdigrafo Theta y no
posee un subdigrafo Infinito. Entonces D pertenece a la Familia Theta, es decir, D
es un digrafo Theta, un digrafo Tipo 3, Tipo 4 o Tipo 5.

Demostracion. Sea 0(a, b, ¢) el subdigrafo Theta de D. Supongamos en primer lugar
que existe un vértice v en D exterior a 6(a, b, c) (i.e. existen otros vértices ademas
de los del subdigrafo Theta). Sea D’ el digrafo generado por los vértices en 6(a, b, c).
Podemos observar que D’ es un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado, lo que contradice el Teorema |3.3.1} Tenemos entonces
que los vértices en D son precisamente los vértices de 6(a, b, c).

Analizaremos qué arcos pueden agregarse al digrafo 6(a, b, ¢) usando la siguiente
estrategia: para cada arco (x,y) que se agregue al digrafo 6(a, b, ¢) intentaremos ha-
llar un subdigrafo propio D’ inducido, fuertemente conexo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado, como lo hicimos en la seccién anterior. En las figuras que ilustren
cada caso, un subdigrafo del digrafo D’ sera representado con color rojo. Cuando sea
posible hallar tal digrafo, el arco (x,y) no podra agregarse dado que contradeciria el
Teorema |3.3.1L De lo contrario, tendremos que ver que el digrafo obtenido es uno de
los cuatro digrafos en la Familia Theta. Mas atn, tendremos que probar que cuando
sea posible combinar arcos “permitidos”, también obtendremos uno de los cuatro
digrafos de esta familia.

Por simplicidad distinguiremos ciertos vértices del digrafo 6(a, b, ¢). Denotaremos
por v, = predp (v) y vy, = predp (v) al vértice predecesor de v en los caminos F, y B,
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respectivamente. Denotaremos v, = sucp (v) al sucesor de v en F.. Andlogamente,
denotaremos por w, = sucp (w) y wy, = sucp (w) al sucesor de w en los caminos F,

y P,. Denotaremos w, = preds (w) al predecesor de w en P.. Ver Figura .

Vg, Wq

Figura 49: Digrafo Theta y algunos vértices distinguidos en él.
Para este analisis sera til estudiar los casos a > 1 y a = 0 separadamente.

Casola>1
Separaremos a su vez en los siguientes cinco subcasos

— —

1. T,y € V(Pa+2) U V(Pc+2>7

\)

- T,y € V(ﬁb+2)7

w

.z €V(Pys) ey € V(P.yy) o viceversa,
4. ¢ € V(ﬁa+2) ey e V(P;H_Q),

5. 2€V(Py)eye V(Pouy).

—

Subcaso (1). Probaremos que no pueden agregarse arcos (x,y) con z,y € V(P,.2)U

v<ﬁc+2)‘

En efecto, supongamos que un arco de esa forma es agregado. Considerando D'
digrafo generado por los vértices de V(P,;2) U V(P.y2) (ver Figura |50, donde un
subdigrafo de D’ se seniala en rojo) obtenemos un subdigrafo propio de D inducido
y fuertemente conexo, distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice

el Teorema [3.3.1]

Figura 50: Arcos afadidos (z,y) con 2,y € V(Py,ys) UV (P.12)
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Hemos probado que no pueden existir arcos entre vértices de P,.5 0 P..5. Obser-
vemos que la misma prueba puede realizarse para a = 0.

Subcaso (2). Probaremos que tampoco pueden agregar se arcos (x,y) con x,y €
V(Pyys).

En efecto, supongamos que agregamos un arco de esa forma, luego considerando el
digrafo D’ generado por V(Py12)UV (P.12) (ver Figura donde un subdigrafo de D’
se sefiala en rojo) obtenemos que existe un subdigrafo propio inducido fuertemente
conexo distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema|3.3.1

Figura 51: Arco anadido (z,y) con z,y € V(ﬁb+2).

Hemos probado que no existen arcos entre vértices de P, 5. Observemos que he-
mos usado el hecho de que a > 1.

Subcaso (3) Probaremos que tampoco pueden agregarse arcos (x,y) con z €
V(Pyi2) e y € V(Pe.y2) ni viceversa.

En efecto, si agregdramos un arco de esa forma, considerando el digrafo D’ ge-
nerado por V(Pyia) U V(P.12) (ver Figura 52| donde un subdigrafo de D’ se sefiala
en rojo) obtenemos que existe un subdigrafo propio inducido fuertemente conexo
distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema [3.3.1}

LN (L
LN

Figura 52: Arco afiadido (z,y) con z € V(P,12) e y € V(P.15), y viceversa.

Hemos probado que no existen arcos (z,y) con z € V(P,s) e y € V(P..5) ni
viceversa.

Subcaso (4). Probaremos que el tinico arco (z,y) con z € V(P,s) e y € V(P2
que puede agregarse es (v,,w,) (los vértices v, w, v, y w, pueden verse en la Figu-

ra.

Podemos asumir que x # v e y # w pues de lo contrario obtendriamos un caso
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anteriormente estudiado.

Veamos en primer lugar que el vértice inicial = no puede ser otro que v,. En
efecto, si x # v, considereando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la
remocion de v, obtenemos un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [53|en la que un subdigrafo de D’ se senala
en rojo) lo que contradice el Teorema 3.3.1:. Luego, tenemos que x = v,.

Figura 53: Arco afiadido (z,y), con z € V(P,y2), & # vg ¢ y € V(Pyi2).

Anélogamente, el vértice final y no puede ser otro que wy. En efecto, sif x = v, e
y # w, considerando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocion de
wy, obtenemos un subdigrafo propio fuertemente conexo distinto de un vértice y de
un vértice aislado (ver Figura 54| en la que un subdigrafo de D’ se senala en rojo)
lo que contradice el Teorema [3.3.1] Luego, tenemos que y = wy,.

Figura 54: Arco anadido (v,,y), con y € V(]B}H_g) ey # wyp.

Concluimos entonces que el tnico arco que puede ser agregado en este subcaso
es (vq,wp). Observar que el digrafo 6(a, b, c) U {(v,, wp)} es un digrafo Tipo 3 como

lo muestra la Figura [55)).

Figura 55: Arco afiadido (vg,ws), y su conversién en un digrafo Tipo 3.

Subcaso (5). Analogamente al subcaso anterior podemos probar que el tnico arco
(x,y) con x € V(Pyi2) e y € V(P,12) que puede ser agregado es (vp, w,) obteniendo
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un digrafo Tipo 3 (ver Figura [56).

@

Figura 56: Arco anadido (vp,w,) y su conversién en un digrafo Tipo 3.

Hemos probado hasta aqui, que si D posee a 6(a, b, ¢) como subdigrafo con a > 1,
los tinicos arcos que podrian ser agregados son (v,,wp) y (vp, w,). Si anadimos uno
de ellos obtenemos un digrafo Tipo 3 y en caso de agregar ambos obtenemos un
digrafo Tipo 5 como se muestra en la Figura [57]

S

Figura 57: Arcos anadidos (vg,wp) y (vp, ws), ¥y su conversién en un digrafo Tipo 5.

Caso 2 a=0
Analizaremos separadamente la afniadidura de los arcos (z,y) con

1. T,y - V _)a+2) U V(ﬁc+2)7

2. v,y eV

Subcaso (1). De acuerdo a la observacién hecha en el subcaso (1) del caso anterior
sabemos que no pueden agregarse arcos entre los vértices de V(P,.2) UV (P.y2) a
pesar de que a = 0.

Subcaso (2). Consideremos en P, el orden natural (en las figuras, crece de de-
recha a izquierda). Probaremos que si un arco (z,y) con 2,y € V(P,2) puede ser
agregado, sus vértices verifican que v < y < x < w, donde v y w estan ubicados co-
mo en la Figura . Maés ain, probaremos que si agregamos k de estos arcos (x;, y;)
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con v = 1,...,k deben verificar que w < y; < z; < y;41 < ;41 < v para todo
1=1,...,k.

Six < y existe z tal que r < z < y, ya que de lo contrario existirian multiaristas.
Considerando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocién del vértice
z éste resulta distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [5§| en la que
un subdigrafo de D’ se senala en rojo), lo que contradice que el Teorema m

Figura 58: Arco afiadido (z,y), con z € V(Pyy2), < y.

Siy < x tenemos que w < y < x < v pues (x,y) = (v, w) se reduce al subcaso (1)
y y = w o x = v implicaria la existencia de un subdigrafo Infinito, lo cual contradice
nuestras hipotesis. Luego, obtendriamos un digrafo Tipo 4 como se muestra en la

Figura [59]

Figura 59: Arco anadido (z,y), con = € V(ﬁb+2)7 w <y <z <oy suconversién en un digrafo
Tipo 4.

Analicemos ahora qué sucede si agregamos otro arco (z'y’) con las mismas carac-
teristicas. Los vértices de estos dos arcos debe verificar necesariamente una de las
siguientes opciones

sw<y<y < <z<o,

rw<y<y <z<a <w,

rw<y<z<y <z <w.

Siw<y<y <2 <x<w,al considerar el digrafo D’ generado por los vértices
entre y y « (ambos incluidos) obtenemos un digrafo fuertemente conexo distinto de
un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [60| en la que un subdigrafo de D’ se
senala en r0jo), lo que contradice el Teorema ﬁ
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Figura 60: Arcos anadidos (z,y) y (¢/,y) conw <y <y <z’ <z <w.

Siw<y<y <z <z <wv al considerar D’ generado por los vértices entre y y
2’ (ambos incluidos) obtenemos un digrafo fuertemente conexo distinto de un ciclo
y de un vértice aislado (ver Figuran la que un subdigrafo de D’ se senala en

rojo), lo que contradice el Teorema [3.3.1]

Figura 61: Arcos anadidos (z,y) y (¢/,y) conw <y <y <z <z’ <w.

Luego, tenemos que estos arcos necesariamente verifican que w < y < z < ¢y’ <
x’ < v. si agregamos k de estos arcos, (z;,y;) con i =1,... k, luego w < y; < x; <
Yir1 < Tiy1 < v paratodoi=1,... k (reordenando en caso de ser necesario) lo que
resulta ser un digrafo Tipo 4 como se muestra en la Figura

)

Figura 62: Arcos anadidos (z;,y;) con w < y; < ; < yir1 < Tiy1 < v, ¢ =1,...,k y su conversién
en un digrafo Tipo 4.

Subcaso (3). Este subcaso se reduce a los subcasos (1) o (2) pues por ser a = 0,
]3a+2 contiene inicamente dos vértices que pueden ser vistos como vértices de ]31,+2.
Subcaso (4). Probaremos que si un arco (z,y) con z € V(Pys) e y € V(P.ps)
puede agregarse, entonces x = vy, (ver Figura 49| para identificar v,) y solo un arco
de este tipo puede ser agregado.

En efecto, supongamos que agregamos un arco (x,y) con x # vp. luego, conside-
rando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocién de vy, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [63| en la que un
subdigrafo de D’ se senala en rojo) lo que contradice el Teorema uego7 T = Up.

Tenemos que x = vy, luego y # v por ser D simple; por otra parte y # w dado
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Figura 63: Arco afiadido (z,y), con & € V(Pyys), # # vy e y € V(Pop).

que D no posee un subdigrafo Infinito. Finalmente, obtenemos un digrafo Tipo 3
como se muestra en la Figura [64]

‘oL D

Figura 64: Arco anadido (vp,y) con y € ]36+2 y su conversion en un digrafo Tipo 3.

Observemos que solo uno de estos arcos puede ser anadido, de lo contrario, consi-
derando el digrafo fuertemente conexo D’ inducido por la remocién de v, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [65| en la que un
subdigrafo de D’ se senala en rojo) lo que contradice el Teorema [3.3.1]

Figura 65: Arcos afiadidos (vy,y) y (vp,3') con z € V(P.5).
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Subcaso (5). Probaremos que si un arco (z,y) con z € V(P,is) e y € V(Pyyo)
puede anadirse, entonces y = w; y solo un arco de este tipo puede ser agregado.
En efecto, supongamos que agregamos un arco (x,y) con y # wy. luego, conside-
rando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocién de wy, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura [66| en la que
un subdigrafo de D’ se senala en rojo) lo que contradice el Teorema . Luego,

Y = Wp.

Figura 66: Arco afiadido (x,y), con & € V(Poys), # € V(Pyya) y # wp.

Si y = w, tenemos que y # v por ser D simple; por otra parte x # v dado que D
no posee un subdigrafo Infinito. Finalmente, obtenemos un digrafo Tipo 3 como se

muestra en la Figura [67]

Figura 67: Arco anadido (z,w;) y su conversién en un digrafo Tipo 3.

Observemos que solo uno de estos arcos puede ser anadido, de lo contrario, consi-
derando el digrafo fuertemente conexo D’ inducido por la remocién de v, obtenemos
un digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado (ver Figura |68 en la que un
subdigrafo de D’ se senala en rojo) lo que contradice el Teorema

Figura 68: Arcos anadidos (z,wp) y (2, wp).
Hasta ahora hemos probado que en caso de que D posea un 6(0, b, ¢)-subdigrafo,

los tnicos arcos que podran agregarse de modo de mantener los tres valores propios
complementarios del digrafo son aquellos que se obtienen en los subcasos (2), (4)
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y (5). Estudiemos ahora que sucede si intentamos anadir simultdneamente arcos
provenientes de

» Subcasos (2) y (4),
» Subcasos (2) y (5),
= Subcasos (4) y (5).

En primer lugar v eremos que no pueden agregarse simultaneamente arcos prove-

—

nientes de los subcasos (2) y (4). Consideremos un arco (vp,y) con y € V(P.;2) y un
arco (z',y') con 2,y en V(ﬁbJrg) yw <y <2 <w,luego, considerando el digrafo
fuertemente conexo D’ generado por la remocién de v (ver Figura [69] en la que un
subdigrafo de D’ se seniala en rojo), obtenemos un digrafo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado lo que contradice el Teorema |3.3.1

Figura 69: Arcos anadidos (v, y) y (2/,y') con ¢y < .

En segundo lugar veremos que no pueden agregarse simultaneamente arcos pro-
venientes de los subcasos (2) y (5). Consideremos un arco (z,y) con z,y en V(P,y2)
conw <y < x<wyunarco («,w,) con 2’ en V(P.,,). Luego, considerando el
digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocién de w (ver Figura [69| en la
que un subdigrafo de D’ se sefiala en rojo), obtenemos un digrafo distinto de un
ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema (3.3.1|

Figura 70: Arcos afiadidos (x,wp) y (2',y") con ¢y’ < 2’

Finalmente, analizaremos qué sucede si agregamos arcos provenientes de los sub-
casos (4) y (5) simultdneamente. Supongamos que tenemos un arco (vp,y) con

y € V(P.i2) y un arco (z,wp) con z € V(P.12). Asumamos el orden natural en
P.,5 (creciente de izquierda a derecha).

Siy < x, considerando el digrafo fuertemente conexo D’ generado por la remocién

de v (ver Figura[71]en la que un subdigrafo de D’ se sefnala en rojo) obtenemos un
digrafo distinto de un ciclo y de un vértice aislado lo que contradice el Teorema|3.3.1
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Figura 71: Arcos anadidos (vg,y) y (z,wp) con y < .

—

Six < yyexiste z € V(P.y9) tal que x < z < y, considerando el digrafo
fuertemente conexo D’ generado por la remocién de z (ver Figura [72/ en la que un
subdigrafo de D’ se senala en rojo) obtenemos un digrafo distinto de un ciclo y de
un vértice aislado lo que contradice el Teorema [3.3.1

Figura 72: Arcos anadidos (ve,y) y (z,wp) con = < y.

Si z < y y no existe tal z, tenemos que y = sucp () y obtenemos un digrafo
Tipo 5 como se muestra en la Figura [73]

Figura 73: Arcos afladidos (ve,y) y (#,ws) con y = sucp (x) y su conversién en un digrafo Tipo 5.

Lo que termina la prueba.
O

4.4. Identificacién de digrafos fuertemente conexos con tres valores pro-
pios complementarios

En esta subseccion describiremos todos los digrafos en SCD3 a partir de los re-
sultados anteriores.
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Teorema 4.4.1. Si D un digrafo en SCD3, entonces D pertenece a la Familia
Infinito o a la Familia Theta, es decir, D es alguno de los siguientes: un digrafo
Infinito, un digrafo Theta, un digrafo Tipo 1, un digrafo Tipo 2, un digrafo Tipo 3,
un digrafo Tipo 4 o un digrafo Tipo 5.

Demostracion. Dado que D es un digrafo en SCD3, sabemos que D es distinto de
un ciclo y de un vértice aislado, luego, por la Proposicién tenemos que D posee
un subdigrafo Infinito o un subdigrafo Theta.

Si D posee un subdigrafo Infinito por el Teorema [4.2.T] sabemos que D pertenece
a la Familia Infinito, es decir, D es alguno de los siguientes: un digrafo Infinito, un
digrafo Tipo 1 o un digrafo Tipo 2.

Si D no posee un subdigrafo Infinito entonces el digrafo D verifica las hipdtesis
del Teorema[4.3.1] por lo cual D pertenece a la Familia Theta, es decir, D es alguno
de los siguientes: un digrafo Theta, un digrafo Tipo 3, un digrafo Tipo 4 o un digrafo
Tipo 5.

O

En vista de la Proposicion [3.1.2] podemos establecer la siguiente generalizacion
para digrafos con tres valores propios complementarios.

Corolario 4.4.2. Si D es un digrafo con tres valores propios complementarios en-
tonces sus componentes fuertemente conexas son vértices aislados, ciclos o cualquiera
de los siete tipos de digrafos presentados anteriormente. Mds aun, al menos alguno
de esos siete tipos de digrafos debe aparecer y en caso de que mas de uno lo haga,
deben poseer igual radio espectral.
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5. Espectro complementario de la Familia Theta y la Fami-
lia Infinito

El problema que motivé este trabajo fue establecer si los digrafos fuertemente
conexos quedan o no determinados por su espectro complementario, pregunta que
para grafos se mantiene abierta. En este sentido, comenzamos estudiando los digrafos
en SCD; USCD, pero concluimos que su espectro complementario si los determina,
como se indica en la Proposicién [3.2.7]

En esta seccion nos ocuparemos de estudiar el espectro complementario de los
digrafos en SCD3 para poder dar respuesta al problema originalmente planteado.
Vale la pena observar que, a diferencia de los digrafos en SCD; U SCDs, el espectro
complementario de estos digrafos es a priori desconocido, aunque se reduce al estudio
de su radio espectral dado que II(D) = {0, 1, p(D)} por el Teorema[3.3.2]

En primer lugar trabajaremos con la Familia Infinito y estableceremos clases de
digrafos con espectro complementario inico, siendo cada uno de los tipos de digrafos
que la componen los candidatos naturales. Para algunos probaremos que constituyen
una clase DCS, mientras que para otros ofreceremos ejemplos de pares de digrafos
del mismo orden no isomorfos complementariamente coespectrales. Analogamente,
realizaremos el andlisis de la Familia Theta y para dos de los cuatro tipos de digrafos
que la componen, exhibiremos familias de digrafos no isomorfos del mismo orden
complementariamente coespectrales.

En esta secciéon daremos respuesta al problema inicial y concluiremos que los
digrafos en general no quedan caracterizados por su espectro complementario, atn
pidiendo conexién fuerte [4].

5.1. Clases de digrafos con espectro complementario tinico en la Familia
Infinito

Comenzaremos con la prueba de un lema que sera de utilidad.

Lema 5.1.1. Sean 2 < r < s, 2 <1’ < § naturales tales que r +s = 1" + 5. Si
r" > r entonces s > r + 2.

Demostracion. Tenemos que s > r por lo cual bastard probar que s # ry s # r+ 1.
Observemos en primer lugar que v’ > r implica s’ < syaquer+s=7r"+s.Sis=r
tenemos que ' > r = s > &' lo cual contradice la desigualdad " < s’. Por otro lado,
si s = r+1 tenemos que s < 7’ lo que implica que r > §' ya que r+s = '+, luego,
s <71’ <s <r.Como ademéds r < s tenemos que s = ' = s’ = r, contradiciendo
que ' > 1. m
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Teorema 5.1.2. Sean r, s naturales tales que 2 <r <s,3<s,r+s—1=mn. Se
cumple que p(oo(r, s)) > p(oo(r + 1,5 —1)).

n—r __ n—r—1 n—s+1
’

Demostracion. Sean py(x) = a" — x Sy pox) =2 -2 -2
los polinomios caracteristicos de oco(r,s) y oo(r + 1,s — 1) respectivamente. Sean
p1 = p(oo(r,s)) v p2 = p(oo(r + 1,s — 1)). Consideremos h(z) = pa(z) — p1(x),
tenemos que

h([E) — _:En—r—l + T l,n—s—&—l + s —

— xn—s(_l,s—r—l Y 1) — mn—s(x o 1)($5—7’—1 _ 1)

Por el Lema tenemos que s > r + 2, luego, es facil ver que h(z) > 0 para
todo x > 1y h(ps) > 0 por ser ps > 1. Tenemos entonces que

0 < h(p2) = p2(p2) — p1(p2) = —p1(p2)-

Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1, +00), habremos probado que
pa < p1 pues pi(p2) < 0= pi(p1).

Efectivamente, p (z) = na" ' —(n—r)x —(n—s)x que posee exactamen-
te una raiz positiva por la regla de Descartes. Sabemos que p;(0) =0y py(1) = —1,
por el Teorema del valor medio de Lagrange tenemos que existe ¢ en el intervalo (0, 1)
tal que pj(c) = —1. Por otro lado, tenemos que pj(1) =r —n+s =1 > 0, luego,
existe una raiz de p) en (¢, 1) por Bolzano, que sabemos es la tinica en (0, 00). Luego,
py(z) > 0 para todo = en (1,00) lo que termina de probar que p; es estrictamente
creciente y finaliza la prueba. m

n—r—1 n—s—1

Corolario 5.1.3. Sean 3 < n, sean p y p' los radios espectrales de co(r, s) y oo(r’, s")
respectivamente, ambos de n vértices. Sir < r' entonces se cumple que p > p'.

El resultado anterior permite establecer un orden (mediante su radio espectral)
en la clase de digrafos Infinito de orden n.

La siguiente figura muestra los digrafos de orden 9 ordenados de acuerdo a su
radio espectral (que es en definitiva el orden lexicografico).

OO0 e

Figura 74: 00(5,5) <3 00(4,6) =<3 00(3,7) =3 00(2, 8).

Como mencionamos anteriormente, el estudio del espectro complementario de
estos digrafos se reduce al de su radio espectral por lo que podemos enunciar el
siguiente resultado.

Corolario 5.1.4. El orden lexicografico define un orden total en la clase de digrafos
Infinito. En particular, la clase de digrafos Infinito es DCS.
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El siguiente ejemplo muestra que la clase de digrafos Tipo 1 no queda caracteri-
zada por su espectro complementario.

Ejemplo 5.1.5.

Sean 2 < r < s naturales. Los digrafos Di4(r,s) y Dyp(r, s) representados grafi-
camente en la Figura , son no isomorfos, sin embargo, cumplen que Pp,, (z) =
2" — ¥t — g1 —1 = Pp,,(x), lo que prueba que son coespectrales y en particular,
complementariamente coespectrales dado que su radio espectral coincide.

Figura 75: Los digrafos D14(r, s) y D1p(r, s)

El anterior ejemplo es el primero entre otros que veremos a continuacién, que
muestra que el espectro complementario no permite distinguir en general los digra-
fos fuertemente conexos del mismo orden no isomorfos. Estamos en condiciones de
enunciar el siguiente resultado.

Teorema 5.1.6. La clase de digrafos fuertemente conexos de orden n no es DCS
para todo n > 4.

Veamos que el espectro complementario si distingue las clases de digrafos Tipo
la y Tipo 1b separadamente.

Teorema 5.1.7. Sean r, s naturales tales que 2 <r <s,3<syr+s—1=mn. Se
cumple que p(Di4(r,s)) > p(Dia(r+ 1,5 —1)).

Demostracidn. Sean py(z) = 2" —z""—z" =1y py(x) = 2" —x" "1 —z" 5t 1 los

polinomios caracteristicos de los digrafos D1,(r, s) y D14(r+1, s—1) respectivamente.
Sean P1 = p(Dla(ra S)) Yy p2 = p(D1a<T+1> 3_1))' Consideremos h,(il,‘) - p2(x) _pl(x)a
tenemos que

h(:z:) — _Infrfl 4 P xnfs+1 4 i

— xn—s(_xs—'r—l 4 57— 4 1) — xn—s(x . 1)(xs—r—1 o 1)
Por el Lema tenemos que s > r + 2, luego, es ficil ver que h(z) > 0 para todo
x> 1y h(py) > 0 por ser ps > 1. Tenemos entonces que

0 < h(p2) = p2(p2) — p1(p2) = —p1(p2)-

Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1, +00), habremos probado que
p2 < p1 pues pi(p2) < 0= pi(p1).

Efectivamente, p}(z) = na" ' — (n —r)x
mente una raiz positiva por la regla de Descartes.

n=r=l _ (p — s)z" 57! que posee exacta-
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Sabemos que p1(0) = —1 y pi(1) = —2, por el Teorema del valor medio de
Lagrange tenemos que existe ¢ en (0,1) tal que p}(c) = —1. Por otro lado, tenemos
que pi(1) =r—n+s=1> 0, luego, existe una raiz de p} en (¢, 1) por Bolzano, que
sabemos es tnica en (0, 00). Luego, p|(x) > 0 para todo x en (1, 00) lo que termina
de probar que p; es estrictamente creciente. ]

Corolario 5.1.8. Sean 3 < n, 2 < r < s, 2 <71 < . Sean p y p' los radios
espectrales de D14(r,s) y D14(1',8") respectivamente, ambos de n vértices. Si r < r'
entonces se cumple que p > p'.

Al igual que para los digrafos Infinito, podemos establecer un orden (mediante
el radio espectral) en la clase de digrafos Tipo la de orden n. La siguiente figura
muestra los digrafos Tipo la de orden 9 ordenados de acuerdo a su radio espectral
(que es en definitiva el orden lexicografico).

OO

Flgura 76: Dla 5 5 ‘<3 Dla 4 6 '<3 Dla 3 7 '<3 Dla

Nuevamente, dado que el estudio del espectro complementario de estos digrafos
se reduce al de su radio espectral, podemos enunciar el siguiente resultado.

Corolario 5.1.9. El orden lexicografico define un orden total en la clase de digrafos
Tipo la. En particular, la clase de digrafos Tipo 1a es DCS.

Observacion 5.1.10. Los mismos resultados obtenidos para los digrafos Tipo la
pueden probarse de forma analoga para los digrafos Tipo 1b.

Completaremos el estudio de los digrafos de la Familia Infinito con el de la clase
de digrafos Tipo 2.

Teorema 5.1.11. Sean r,s naturales tales que 2 <r <s,3<syr+s—1=n.
Se cumple que p(Da(r,s)) > p(Do(r+ 1,5 — 1)).

Demostracidn. Sean pi(x) = z™ — 2" " — 2" —x — 2y po(x) = 2" — 2" —
x5t — 2 —2 los polinomios caracteristicos de los digrafos Dy(r, s) y Da(r +1,s—1)
respectivamente. Sean p; = p(Da(r,s)) y p2 = p(Ds(r + 1,5 — 1)). Consideremos

h(z) = pa(z) — p1(x), tenemos que
h(ZE) _ _:En—’r—l + T l,n—s—&—l 4TS =
_ :L,n—s(_xs—r—l 4 57— 4 1) — xn—s(x . 1)(xs—r—1 o 1)

Por el Lema tenemos que s > 1 + 2, luego, es facil ver que h(z) > 0 para todo
x > 1y h(py) > 0 por ser ps > 1. Tenemos entonces que

0< h(pg) = pz(p2) - p1(P2) = —pl(pz)-
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Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1, +00), habremos probado que
pa < p1 pues pi(p2) <0 = pi(p1).

Efectivamente, p}(z) = nz" ' — (n — r)z —(n—9s)x — 1 que posee
exactamente una raiz positiva por la regla de Descartes. A su vez sabemos que
pi(l) =r—n+s—1=0, luego, p|(x) > 0 para todo = en (1,00) lo que termina de
probar que p; es estrictamente creciente. O

n—r—1 n—s—1

Corolario 5.1.12. Sean 3 < n, 2 <r <s, 2 <1’ < ¢ naturales. Sean p y p' los
radios espectrales de Do(r,s) y Dao(r',s") respectivamente, ambos de n vértices. Si
r < r’ entonces se cumple que p > p'.

Una vez mas podemos establecer un orden (mediante el radio espectral) en la
clase de digrafos Tipo 2 de orden n, la siguiente figura muestra los digrafos Tipo 2
de orden 9 ordenados de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden
lexicografico).

SO OL®

Flgura 7T D2 5 5 '<3 D2 4 6 ‘<3 DQ ‘<3 D2
Corolario 5.1.13. El orden lexicogrdfico define un orden total en la clase de digrafos
Tipo 2. En particular, la clase de digrafos Tipo 2 es DCS.

Por la Observacién podemos comparar a su vez, los digrafos Infinito, Tipo
la (o Tipo 1b) y los digrafos Tipo 2 con parametros r y s dados. La siguiente figura
muestra los digrafos ordenados de acuerdo a su radio espectral horizontalmente (por
grosor) y verticalmente (por intensidad de color).

OO
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En esta subseccion hemos logrado probar que cada una de las clases de digrafos
Infinito, Tipo la, Tipo 1b y Tipo 2 son DCS. Sin embargo, hemos obtenido pa-
res digrafos no isomorfos de orden arbitrario, complementariamente coespectrales,
considerando ciertos digrafos en la clase Tipo la y la Tipo 1b. Esto muestra que
los digrafos Tipo 1 no constituyen una clase DCS, menos aun, la clase de digrafos
de la Familia Infinito. En particular, hemos dado respuesta (negativa) al problema
de establecer si los digrafos fuertemente conexos quedan o no determinados por su
espectro complementario.

5.2. Clases de digrafos con espectro complementario tinico en la Familia
Theta

En esta seccién no supondremos a < b sobre los pardmetros del digrafo (a, b, ¢)
hasta que se explicite.

Teorema 5.2.1. Sean a, b, c enteros no negativos tales que ¢ > 1 ya+b+c+2 =n.
Se cumple que p(6(a,b,c)) < p(@(a+1,b,c—1)).

b b

Demostracidn. Sean pi(z) = 2" — x® — 2% y po(x) = 2™ — 2° — 2" los polinomios
caracteristicos de los digrafos 6(a,b,c) y 6(a + 1,b,c — 1) respectivamente. Sean
p1 = p(B(a,b,c)) y pa = p(6(a+ 1,b,c — 1)). Consideremos h(z) = pi(x) — pa(x),
tenemos que

h(z) = 2°tt — 2% = 2%(x — 1).

Es facil ver que h(xz) > 0 para todo x > 1, luego, h(pz) > 0 por ser ps > 1.
Tenemos entonces que

0 < h(pa) = p1(p2) — pa(p2) = p1(p2).

Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1, +00), habremos probado que
p1 < pz pues pi(p1) =0 < pi(p2).

Efectivamente, p/(z) = na™!
positiva por la regla de Descartes.

Sabemos que p;(0) = 0y p1(1) = —1, por el Teorema del valor medio de Lagrange
tenemos que existe zo en (0,1) tal que pi(xg) = —1. Por otro lado, tenemos que
pi(1)=n—>b—a=c+2 >0, luego, existe una raiz de p} en (zy, 1) por Bolzano,
que ademads debe ser tinica en (0, 00). Luego, p)(z) > 0 para todo z en (1, 00) lo que
termina de probar que p; es estrictamente creciente. ]

— ba?™! — az® ! que posee exactamente una raiz

Corolario 5.2.2. Sean > 3, sean p y p' los radios espectrales de los digrafos 6(a, b, c)
y 0(a’, b, ) respectivamente, ambos de n vértices. Si b =V y a < d entonces se
cumple que p < p'.

La siguiente figura muestra los digrafos Theta de 9 vértices con b = 1 ordenados
de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden lexicografico).
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Figura 78: 6(0,1,6) =3 6(1,1,5) <3 6(2,1,4) <5 6(3,1,3) =5 0(4,1,2) =3 6(5,1,1) =<3 6(6, 1,0).

Corolario 5.2.3. El orden lexicografico define un orden total en la clase de digrafos
D(by) donde
D(by) = {b(a, by, ) : a,c enteros no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

Del isomorfismo entre 6(a, b, c) y 6(b, a,c), del hecho que no estemos suponiendo
a < by del Teorema anterior se desprende el siguiente resultado:

Corolario 5.2.4. Sean > 3, sean p y p' los radios espectrales de los digrafos 0(a, b, c)
y 0(d', V', ) respectivamente, ambos de n vértices. Si b < b y a = a' entonces se
cumple que p < p'.

Corolario 5.2.5. El orden lexicografico define un orden total en la clase de digrafos
D(ay) donde
D(ag) = {f(ap, b, c) : b,c enteros no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

En lo que sigue si supondremos a < b para los parametros del digrafo Theta.

Teorema 5.2.6. Sean n > 3, a < b y c enteros no negativos tales que a + b+ c +
2 = n. Se cumple que p(f(a,b,c)) < p(O(a—1,b+1,¢)). En particular, el espectro
complementario distingue esta clase de digrafos D(n,ag) = {0(ag,b,c) : ag+b+c =
n+ 2}.

Demostracion. Sean pi(z) = 2™ —ab — 2% y po(x) = 2" — x 2%~ los polinomios

caracteristicos de los digrafos 6(a,b,c) y 8(a — 1,b + 1,¢) respectivamente. Sean
p1 = p(f(a,b,c)) y po = p(6(a—1,b+ 1,¢)). Consideremos h(z) = pi(z) — pa(x),
tenemos que

b+l _

h(x) — l,b—i—l o CL’b . + Ia_l.

Veamos que h(z) > 0 para todo x > 1: sabemos que h(x) posee no mas de dos
raices positivas (contadas con su multiplicidad) por la regla de Descartes, ademas,
h(1) =0y h'(1) =(b+1)—b—a+ (a—1) =0 lo que prueba que 1 es raiz de h con
multiplicidad 2. Dado que ademds lim,_,», h(x) = +00 tenemos que h(z) > 0 para
todo x > 1. Luego, h(py) > 0 por ser ps > 1. Tenemos entonces que

0< h(pg) = p1(,02) - p2(02) = p1(102)-
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Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1,400), habremos probado que
p1 < p2 pues pi(p1) = 0 < pi(p2). Efectivamente, p)(z) = na" ! — bz ! —az® ! que
posee exactamente una raiz positiva por la regla de Descartes. Sabemos que p;(0) = 0
y p1(1) = —1, por el Teorema del valor medio de Lagrange tenemos que existe zy en
(0, 1) tal que p}(z9) = —1. Por otro lado, tenemos que pj(1) =n—a—b=c+2 > 0,
luego, existe una raiz de p| en (xg,1) por Bolzano, que ademds debe ser tinica en
(0, 00). Luego, p/(x) > 0 para todo z en (1,00) lo que termina de probar que p; es
estrictamente creciente. O

Corolario 5.2.7. Sea n > 3, sean p y p' los radios espectrales de los digrafos
O(a,b,c) y 0(a’, b, ) respectivamente con a < by a’ < b, ambos de n vértices. Si
c=c yb<l entonces se cumple que p < p'.

Corolario 5.2.8. FEl orden lexicografico define un orden total en la clase de digrafos
D(co) donde
D(co) = {0(a,b,co) : a < b enteros no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

La siguiente figura muestra los digrafos Theta de 10 vértices con ¢ = 1 ordenados
de acuerdo a su radio espectral (que es en definitiva el orden lexicogréfico).

O 0
NI NI RN

Figura 79: 6(3,4,1) <3 6(2,5,1) <3 6(1,6,1) <3 6(0,4,1).

A partir de los resultados y obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 5.2.9. Sea n > 3, sean p y p' los radios espectrales de los digrafos
O(a,b,c) y 0(a’, b, ) respectivamente con a < by a <V, ambos de n vértices. Si
d <cyb<¥ entonces se cumple que p < p'.

Sin embargo, hay grafos cuyos radios espectrales no son comparables segin el
corolario anterior como 6(2,2,3) y 6(3,3,1).

A continuacién presentaremos una familia de ejemplos que muestran que la clase
de digrafos Tipo 3 no queda caracterizada por su espectro complementario, pero
antes probaremos un Lema que sera de utilidad.

Lema 5.2.10. Sean Ds(i,7) y Ds(i',j'") digrafos Tipo 3 de n vértices. Se cumple
que D3(i, ) = D3(i', j') si, y solo si, (i,7) = (7', j').

Demostracion. Comencemos por observar que en Ds(i, j) los tinicos vértices = del
digrafo que verifican

gro(z) =1 gri(z) =2,
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son 1 e ¢ — 1. Ademas, podemos distinguir uno del otro debido a la existencia de un
camino simple de uno a otro compuesto exclusivamente por vértices que verifican
que gr=(z) = gr*(z) = 1 (ver Figura [80). Luego, D3(i,5) = Ds(i, ') implica que
i = i'. A suvez, tendremos que pp, ;) (2) = Ppyij)(2), estoes, 2" —a" —zI 7T —1 =

n =2 _ le*i — ]_’ por ]_O Cual ] - j/'

r —x

Figura 80: El digrafo D3(i,j) y el camino simple al que se hace referencia sefialado en rojo.

O
Ejemplo 5.2.11.

Sea n > 5. Los digrafos D3(3,n) y D3(n — 1,n) (no isomorfos por el lema anterior)
cumplen que

Py (@) = " — 2t — 2" =1 = pp,(n_1.m)(2).
lo que prueba que son coespectrales y en particular, complementariamente coespec-
trales.

Al igual que para los digrafos Tipo 3, presentaremos una familia de ejemplos
de digrafos Tipo 4 no caracterizada por su espectro complementario, pero antes
probaremos un Lema que sera de utilidad.

Lema 5.2.12. Sea Dy(i) el digrafo Tipo 4 den vértices definido como C,\U{(2,1), (i+
1,i)} coni=3,...,n—1. Dy(i) = Dy(j) si, y solo si,i=3j di+j=n+2.

Demostracion. Sea Dy(i) representado graficamente en la Figura[81] donde también
se senalan los caminos simples dirigidos P;,_1 y P,_;11. Se tiene que para i # j

los largos de caminos F;_1 y P,—;41 coinciden,

Dy(i) = Du(j) & {

los largos de caminos Pj_; y FP,—;;1 coinciden.

Podemos ver que ambas condiciones se reducen a ¢ + j = n + 2, por lo cual para
Jj #i,n+2—ise tiene que Dy(i) 2 Dy(j), mientras que

Poati)(2) = ppagy(z) = 2 — 22" 2 + 2" — 1.
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Figura 81: El digrafo Dy(i) con P;_; sefialado en violeta y P,_;,1 sefialado en verde.

Ejemplo 5.2.13. [/

Los digrafos D4(3) y D4(j) con j # 3,n — 1 (no isomorfos por el lema anterior)
cumplen que

Poue) (@) = " = 22" + 2" =1 = pp, ) ().
lo que prueba que son coespectrales y en particular, complementariamente coespec-
trales.

Antes de comenzar a analizar el espectro de los digrafos Tipo 5 observaremos que
no quedan unicamente determinados por los parametros 7, 7 sino por los tamanos de
los ciclos en é1 4 <r < s < ¢ < n (ver Figura [43).

Proposicion 5.2.14. Sean D y D' digrafos Tipo 5. D y D’ son isomorfos si, y solo
si son coespectrales.

Demostracion. El directo es evidente, por lo cual nos concentraremos en el reciproco.

Seanr < s <t <nyr <s <t < nlostamanos de los ciclos en D y
D' respectivamente. Tenemos que pp(z) = ™ — a7 — "% — 2"t — 2 = 2" —
g — s gt 9 = pp (), luego, ser coespectral implica r =1/, s = ¢’ y
t = t'. Veamos ahora que esas igualdades tienen como consecuencia el isomofismo
entre ambos digrafos. Probaremos que la longitud de los ciclos 7, s y ¢t da lugar a
un unico digrafo del quinto tipo constructivamente. Comencemos por observar que
cada vértice de un digrafo del quinto tipo se encuentra exactamente en dos de estos

ciclos, luego obtenemos la igualdad
r+s+1t=2n.

Consideremos los ciclos de tamano r y s y el subdigrafo H que posee los arcos de
ambos ciclos (ver Figura |82 donde los distintos posibles subdigrafos H se senalan
en verde).

Supongamos que H es el primero de ellos (de lo contrario la prueba es andloga),
puede verse por la Figura 83| que H = 6(r +t —n,s+t —n,n —t —2) y por el
caso 1 del Teorema tenemos que los Unicos arcos que pueden ser agregados
al subdigrafo H son (v,, wp) y (vp, w,), como conocemos la cantidad de arcos en H
que es n + 1 y en un digrafo Tipo 5 que es n + 3 tenemos que ambos arcos deben
agregarse lo que da lugar a un tunico digrafo Tipo 5.

O
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Figura 82: Posibles digrafos H senalados en verde.

Figura 83: El digrafo H = 6(a,b,c) donde ﬁa+2 y 131)+2 se sefialan en rojo y violeta, mientras que
P.42 se sefiala en verde.

De la demostraciéon anterior se desprenden los siguientes corolarios:

Corolario 5.2.15. Sean D un digrafo Tipo 5, sean r < s <t < n los tamanos de
los ciclos en él. Luego,
r+s+t=2n.

Corolario 5.2.16. Sean D y D' digrafos Tipo 5. Seanr < s <t <n yr <' s <
t' < n los tamanos de los ciclos en D y D' respectivamente.
D y D' son isomorfos si, y solo sir =1, s=5 yt=1.

En lo que sigue, para los digrafos Tipo 5 haremos referencia a los tamanos de los
ciclos r < s <t < n en vez de a los parametros 1, j.

Ejemplo 5.2.17.

Los digrafos de orden 10, Ds5(4,10) y D5(8,10) son coespectrales y por la Propo-
sicién [5.2.14] tenemos que Ds(4,10) = D5(8, 10)

Teorema 5.2.18. Sea n > 3. Sean py y ps los radios espectrales de Ds(r,s,t) y
Ds(r', s, t'). Si sucede alguna de las siguientes:

< <<t <s<t,
nr<s<r<s <<t

entonces se cumple que p1 < ps.

,r/

Demostracidn. Sean py(z) = a™ — 2™ " — 2" — 2"t — 2y po(x) = 2™ — 2" —
2" — """ —21os polinomios caracteristicos de los digrafos D y D’ respectivamente.
Consideremos h(z) = p1(z) — p2(x), tenemos que

T S

— — _ ! g Y
h(l’):—l’n TS t—i-l’nr—i-xns—i-ﬂ?nt.
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Veamos que h(x) < 0 para todo x > 1: por la regla de Descartes sabemos que
h(z) posee no més de dos raices positivas (contadas con su multiplicidad), ademas,
h(l)=0yh(1)=—(n—1)—(n—s)—(n—t)+(n—1)+(n—-5)+(n—-t)=01Io
que prueba que 1 es raiz de h con multiplicidad 2. Luego, h(x) < 0 para todo = > 1.
Luego, h(py) < 0 por ser ps > 1. Tenemos entonces que

0> h(pg) = p1(pz) - p2(P2) = p1(P2)-

Si probamos que p; es estrictamente creciente en (1,400), habremos probado que
p1 > p2 pues pi(p1) =0 > pi(p2).

Efectivamente, p}(x) = na" ™t — (n —r)x n—s)x n —t)z" 1 que
posee exactamente una raiz positiva por la regla de Descartes y debe ser igual a 1
vaquepi(l)=n—(n—r)—(n—s)—(n—t) =r+s+t—2n = 0. Luego, pi(z) >0
para todo x en (1,400) lo que termina de probar que p; es estrictamente creciente
en (1,+00). O

n—r—1 __ ( n—s—1 __ (

De la demostracién del Teorema anterior se desprende el siguiente resultado:

Corolario 5.2.19. Sea n > 3, sean p = p(Ds(r, s,t)) y p' = p(Ds(r',s',t')), ambos
de n vértices. Sir=1"1y s < s entonces se cumple que p < p'.

Corolario 5.2.20. FEl orden lexicogrdfico define un orden total en la clase de digrafos
D(ry) donde
D(ro) = {Ds(r0, s,t) : s,t no negativos}.

En particular, esta clase de digrafos es DCS.

Resultados analogos pueden enunciarse para las clases
D(so) = {Ds(r, s0,t) : r,t no negativos} D(tg) = {Ds(r,s,to) : r, s no negativos}.

Sin embargo, hay grafos cuyos radios espectrales no son comparables segin el
Teorema anterior como los digrafos D5(6,10,12) y D5(8,9,11), ambos de 14 vértices.

En esta subsecciéon hemos exhibido ejemplos de pares de digrafos no isomorfos
de orden arbitrario, complementariamente coespectrales en cada una de las clases
de digrafos Tipo 3 y Tipo 4. Por otro lado, tanto para la clase de digrafos Theta
como para la clase de digrafos Tipo 5 fue posible hallar clases de digrafos DCS
estrictamente incluidas en cada una de ellas, lo que puede interpretarse como un
indicio de que ambas constituyen clases DCS. Vale la pena observar que también fue
posible caracterizar los digrafos Tipo 5 en funcién de nuevos parametros: el tamano
de los ciclos en él.
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6. Conclusiones

El primer logro de este trabajo fue generalizar a digrafos el concepto de espectro
complementario de un grafo, lo cual no tenia antecedentes. La piedra angular de
esta generalizacion fue el resultado [2.3.12] a partir del cual pudimos establecer que
el espectro complementario de un digrafo se compone de los radios espectrales de
sus subdigrafos inducidos fuertemente conexos, tal como se tenia para grafos. Este
resultado nos permitié caracterizar estructuralmente e identificar los digrafos en
SCDq, SCD, v SCD3, 1o que da cuenta del estrecho vinculo existente entre el espectro
complementario y la estructura del digrafo. Si bien parece natural comenzar por el
estudio de los digrafos con pocos valores propios complementarios, en el contexto de
grafos esto carece de sentido dado que la Proposicion lo reduce al estudio de
grafos con no més de tres vértices.

Como ya fue mencionado, el anélisis que dio lugar a la identificacién de los digra-
fos en SCD3 cobrd valor en si mismo aunque entendemos que la estrategia empleada
se agota aqui. Sucede que el estudio de SCD, requeriria identificar aquellos digra-
fos cuyos subdigrafos propios inducidos fuertemente conexos sean vértices aislados,
ciclos o alguno (eventualmente més de uno, todos con igual radio espectral) de los
siete tipos de digrafos en SCDj3 identificados en el Teorema [£.4.1], lo que amplia
considerablemente posibilidades y vuelve esta estrategia algo engorrosa.

La identificacion de los digrafos en SCD3 nos permitié calcular el polinomio ca-
racteristico de cada uno de ellos y arrojé luz sobre su espectro complementario. Esto
posibilito el hallazgo de pares de digrafos del mismo orden, no isomorfos, complemen-
tariamente coespectrales; problema que motivé este trabajo. Vale la pena observar
que todos los ejemplos exhibidos no solo son complementariamente coespectrales,
sino también coespectrales. Estos ejemplo se encuentran en la clase Tipo 1, Tipo 3
y Tipo 4, lo que prueba que las mismas no constituyen clases DCS.

Por otro lado, fue posible establecer que cada una las clases de digrafos Infinito,
Tipo la, Tipo 1b y Tipo 2 si quedan determinadas por su espectro mientras que
para las clases de digrafos Theta y Tipo 5 fue posible hallar clases de digrafos DCS
estrictamente incluidas en cada una de ellas.

Si bien el objetivo inicial del trabajo fue alcanzado, quedan planteados nuevos
problemas:

= Determinar si cada una de las clases de digrafos Theta y Tipo 5 constituyen
clases DCS. Vale la pena observar que para la clase de digrafos Tipo 5, el hallaz-
go de un par de digrafos del mismo orden no isomorfos complementariamente
coespectrales implicaria el hallazgo de un par de digrafos no coespectrales (por
la Proposicion complementariamente coespectrales.

» Explorar familias de digrafos en SCD; con t > 4 que generalicen la estructura
de los digrafos Infinito y Theta.

= Hallar ejemplos de digrafos D de orden n con la mayor cantidad de valores
propios complementarios posible.
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