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Resumen

En la tesis se considera el problema de estimacion de las curvas de
rendimiento en la deuda soberana mediante un enfoque dindmico. El ob-
jetivo es realizar un andlisis diferente al que predomina en la industria
financiera mediante la inclusion de una gran cantidad de informacion
historica. Los modelos se fundamentan en la evolucion de la tasa de in-
terés mediante cierta clase de procesos estocdsticos y se deduce el precio
del activo que se denomina bono cupon cero. En el avance de la tesis se
incrementa tanto la complejidad de los modelos como de las técnicas de
estimacion de los pardmetros. Las aplicaciones de la tesis son en la deu-
da soberana en Uruguay en sus tres principales monedas. Los resultados
presentan diferentes fines, entre ellos se destaca la valuacion de derivados
financieros. La tesis finaliza con el estudio del riesgo de incumplimiento
de pago presente en la deuda soberana mediante el enfoque de modelos de
intensidad, lo que permite generar un nuevo indice de riesgo pais.

Abstract

The problem studied in this thesis is the estimation of the term structure
for sovereign debt using a dynamic approach. The objective is to perform
an analysis that includes a large amount of historic information, which
1s not the usual approach in the financial industry. The models are based
in the evolution of the interest rate by a certain type of stochastical pro-
cesses, and the price of the zero coupon bond is obtained. The complezity
of both the different models used and the parameter estimation techni-
ques increases through the thesis. As an application of this methods, the
Uruguayan sovereign debt for its three main currencies is studied. The
obtained results can be applied to different ends, such as valuation of fi-
nancial derivatives. In the last part of the thesis, the default rate for the
sovereign debt is studied using intensity models, which allows the cons-
truction of a new country risk index.
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Prodlogo

D esde mis inicios en la formacion académica universitaria me encuentro interesado en temas
relacionados a la aplicacion de la matemadtica en la economia, fundamentalmente en el
area de finanzas.

De manera general, es posible establecer que la matematica financiera se basa en disci-
plinas como la teoria de la probabilidad, estadistica, programacion y ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales para proporcionar modelos y derivar relaciones entre las variables fun-
damentales como lo son el precio de activos, los movimientos del mercado y las tasas de
interés. Estas herramientas permiten obtener conclusiones que de otra manera son dificiles
de encontrar, en especial al utilizar nuevas técnicas computacionales que almacenan grandes
cantidades de datos y modelan diversas variables al mismo tiempo, al brindar la resolucion
de sistemas complejos.

En cuanto a los trabajos de investigacion que desarrollé en el area, en la tesis de Licencia-
tura en Matemadtica me propuse estudiar uno de los resultados tedricos méas importantes en
finanzas, en el cual se establece, bajo ciertas hipdtesis, la valuacion de un derivado financiero
que se denomina opcién europea. El resultado tedrico se obtuvo en 1973 por Fisher Black y
Myron Scholes y se publicé en el trabajo [10]. El modelo junto a sus extensiones, presentan el
cometido de valuar una opcién europea en el cual existe un activo subyacente (activo sujeto
a riesgo) cuya evolucién del precio no es conocida en ningin instante de tiempo futuro. Se
asume ademds, como contraposiciéon a la evolucién incierta del precio, la existencia de un
activo sin riesgo (cuenta de ahorro) con una tasa de interés constante, lo que resulta en una
evolucién determinista respecto al tiempo. Esta hipétesis se basa en el argumento de que la
variacion en las tasas de interés sélo genera un efecto de segundo orden en comparacién a la
variacion del precio del activo.

En la tesis de Maestria en Ingenieria Matematica, me propuse generalizar la tesis de la
Licenciatura en Matematica, a un modelo que proporcione la posibilidad de discontinuidades
en la evolucion futura del precio del activo. En el trabajo se estudia la evolucién del ddlar en
el mercado uruguayo en el cual existe un riesgo inherente de devaluacién (aumento abrupto
en su precio) en algin momento del tiempo. Los modelos estocasticos utilizados fueron los
procesos de Lévy, los cuales son una herramienta importante para construir modelos en tiem-
po continuo con trayectorias discontinuas. El enfoque del trabajo permitié estimar el riesgo
cambiario crediticio, que se define como la pérdida esperada al otorgar préstamos en moneda
extranjera a agentes que tienen sus ingresos en moneda nacional.



Tesis de Doctorado

De manera general, los activos financieros en el mercado se clasifican en dos categorias.
Los activos que se definen como renta variable, que son aquellos que se caracterizan por no
existir certeza en los precios en ningin instante de tiempo. Esta situaciéon provoca que no se
conozcan las ganancias o las pérdidas (la tasa de rendimiento de la inversién) que genera el
activo. La ausencia de certeza en la evolucion del precio se debe a diversos factores, tanto
internos como externos al propio activo. Vale destacar que los activos analizados en la tesis
de Licenciatura y en la tesis de Maestria corresponden a esta categoria.

En la segunda categoria se encuentran los activos que se denominan de renta fija. Estos
activos financieros se caracterizan por la obligacion del emisor a realizar una cierta cantidad de
pagos, de montos conocidos en determinados periodos de tiempo establecidos con anterioridad.
Estos pagos se conciben como la devolucién del capital junto a sus intereses.
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Capitulo 1
Introduccion

1 objetivo principal de la tesis de Doctorado en Matematica se basa en el analisis de un
E activo financiero que pertenece a la categoria de renta fija. De manera muy simplificada
es posible establecer que los activos de renta fija presentan similares caracteristicas que los
préstamos, con la diferencia de que la deuda total del emisor se reparte entre una gran canti-
dad de agentes que poseen parte de ella.

Es de destacar, que el nombre de esta categoria se debe a que la tasa de rendimiento que se
obtiene en la inversién es determinista si se conserva el activo financiero hasta su vencimiento.
Sin embargo en el transcurso del tiempo, el precio del activo en el mercado presenta incerti-
dumbre ya que depende de la evolucién de diferentes variables. Por lo cual, existe un riesgo
asociado a este tipo de activos debido a desconocer el precio en cualquier tiempo anterior a
su vencimiento, por lo cual se torna necesario obtener métodos de valuacién.

En la categoria de renta fija existen diversas clasificaciones de los activos financieros que
la integran, la més destacada para la tesis es la que divide segin la caracteristica del emisor
entre deuda publica y deuda privada.

Deuda Soberana

La tesis se centra en los activos financieros de renta fija que emite un pafs. Se define la
deuda soberana como el conjunto de la deuda publica que mantiene un pais con respecto a
sus acreedores.

Los paises al elaborar sus presupuestos nacionales, establecen tanto los ingresos como los
egresos esperados en cierto periodo de tiempo. De manera general es posible establecer que
la principal causa de ingresos es el cobro de impuestos y de egresos es el gasto vinculado a los
servicios brindados por el estado. Es muy frecuente que se produzcan desajustes entre ellos y
en el caso que los egresos sobrepasan a los ingresos sucede lo que se denomina déficit fiscal.
Este déficit es necesario que se asimile de alguna manera, una de las posibles medidas que se
aplica es recurrir al endeudamiento piblico.

En cada pais existen entidades que se encargan de gestionar la emision de deuda, al esta-
blecer los tipos de contratos a emitir, las fechas de emisiones, los plazos de vencimientos, la
cantidad de deuda neta y las condiciones en el repago. Esto se debe a que es necesario que el
gobierno controle la evolucién de su endeudamiento para equilibrar sus metas y los niveles de
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1.1. Deuda Soberana Tesis de Doctorado

deuda presentes y futuros.

En cuanto a la gestién de la deuda soberana, el estado tiene una variedad de activos fi-
nancieros disponibles para emitir, destacdndose la emisién del activo que se denomina bono
soberano. Estos activos de renta fija se dividen principalmente en dos categorias: bono cupén
cero y bono con cupén. En el primero se determina un tnico pago en el vencimiento y en
el segundo el emisor se compromete a pagar una cierta cantidad que se denomina cupon en
determinados periodos de tiempo y una cantidad final denominada principal o valor nominal.

El mercado financiero en que se emite la deuda soberana se denomina mercado primario,
siendo el inico momento en el que los paises emisores adquieren los fondos. Los mecanismos
para la emisién de la deuda soberana son diversos, actualmente la subasta piublica es una de
las principales, en la cual cada agente realiza ofertas al emisor y se adjudica a los mejores
oferentes procurando minimizar el costo total. Existen procesos especificos en diferentes paises
pero de manera general se establece que en la subasta ptblica se pueden presentar dos clases
de solicitudes de compra por parte de los agentes: las competitivas y las no competitivas. En
la primera se presenta el precio al que esta dispuesto a comprar el activo y el emisor decreta
el precio minimo que acepta recibir y rechaza todas las propuestas a precios inferiores. En la
segunda se acepta el precio promedio ponderado que resulte de la emisién. Por mayor infor-
macién en este mecanismo de emisién de deuda soberana ver [21].

Los activos soberanos que se emitieron con anterioridad se transan en el mercado secunda-
rio. En este mercado, el precio de los activos varia en cada transaccion lo que provoca cambios
en la tasa de rendimiento de la inversion. Esta circunstancia es la que da origen a la tesis
al proponer analizar de manera dindmica la evolucién de las tasas de interés de los activos
financieros de renta fija.

Los factores que inciden en la evolucion de las tasas de interés resultan tanto del andlisis
de las variables en el mercado primario como secundario. La demanda de activos soberanos
de renta fija es influenciada por el nivel crediticio del emisor, la liquidez de los activos que la
integran, el nivel de incertidumbre en la evolucion del repago por parte del emisor, el tipo de
cambio y las tasas de interés esperadas en las diferentes inversiones. En cuanto a la oferta de
activos soberanos se destacan las finanzas de los estados, las oportunidades de costos y be-
neficios en el momento de emision y el valor esperado de diversas variables macroeconémicas
como lo pueden ser la tasa de inflacién y el tipo de cambio.

Una de las caracteristicas mas importantes del mercado secundario es el nivel de liquidez
que presenta por la relevancia que genera en el avance del mercado primario. En el mercado
secundario existen diferentes agentes involucrados, diferentes regulaciones y plataformas para
realizar la transaccion de los activos. De manera general es posible establecer que existen dos
clases de mercados: el mercado organizado y el mercado no organizado (over the counter).
En el primero, las transacciones se realizan a través de cierta institucion financiera denomi-
nada cdmara de compensacion que es la encargada de realizar los pagos y la liquidacién de
las transacciones. En el segundo caso, generalmente existen contratos de caracter individual
entre dos agentes.
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Deuda soberana en Uruguay

Desde el origen como estado la deuda soberana en Uruguay tiene una gran importancia en
las finanzas publicas. El endeudamiento publico se comenzd a utilizar para la reconstruccién
de los danos provocados por guerras civiles y de financiacién de los grandes déficit fiscales
que se generaron especialmente por la existencia de un sistema tributario fragil. Existen re-
gistros que en 1864 y en 1871 se realizaron préstamos en Londres, pero fue a partir de 1883
que la deuda soberana pasé a ser la principal forma de endeudamiento publico. La cronologia
histoérica de la deuda desde los inicios se describe en varios trabajos académicos, entre ellos
se destacan [4], [21] y [50].

En la historia reciente de la evolucion de la deuda, el andlisis se enfoca posterior a la crisis
econémica de 2002. Durante esta crisis, el endeudamiento neto se desplazé desde los 9100
a 11400 millones de ddélares, valor que representaba aproximadamente el 120 % en relacién
al Producto Bruto Interno (PBI). La elaboracién de politicas publicas de gestién de deuda
permitieron mejorar estos umbrales, las cuales se examinan en el trabajo [47].

En los cambios que se generan en el perfil de la deuda en los ltimos 15 afios se destacan
fundamentalmente dos caracteristicas: la nueva estructura de deuda soberana a vencimientos
largos, ver figura [1.1} v el cambio en la composiciéon de la deuda por moneda, ver figura [1.2
La primera se debe a las grandes emisiones de deuda a mediano y largo plazo y la segunda
a las emisiones de los ultimos anos en activos en moneda nacional. Si se adiciona al andlisis
la cantidad de reservas que preserva el estado y la disponibilidad de créditos contingentes
con organismos internacionales se vislumbra que la deuda soberana presenta bajo riesgo de
liquidez en la actualidad. Es decir, se encuentran disponibles los activos necesarios para hacer
frente al pago de los interéses y las amortizaciones de la deuda.
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Figura 1.1: Perfil de la deuda soberana en Uruguay en marzo de 2018.

Con el fin de comprender la situacién actual de la deuda soberana, se destaca que Uruguay
presenta un alto déficit fiscal, el cual es persistente en los tiltimos anos y provoca un aumento
en la deuda soberana. En los ultimos 10 anos, la deuda bruta crecié més del doble de manera
nominal. Sin embargo, la evolucién de referencia para el andlisis no es la deuda nominal sino
que es la deuda en relacién al PBI. En 2005, la deuda neta representé el 64.7 % del PBI y en
setiembre de 2017 el 42.0 %, lo que se justifica en parte por el crecimiento del PBI en estos
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Figura 1.2: Evolucién trimestral de la composiciéon de la deuda soberana por moneda desde
2007.
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anos que evolucioné desde 17403 a 57047 millones de ddlares. Este valor presenté su minimo
en 2013 al alcanzar el 33.5% y en los ultimos anos aumenté de manera regular.

A su vez, segun el reporte publicado en marzo de 2018 por la Unidad de Deuda del Mi-
nisterio de Economia, el monto de la deuda uruguaya alcanza los 29364 millones de délares.
La deuda estd compuesta por 2505 millones de délares en préstamos (9 %) y 26859 millones
de ddlares en la emisién de activos soberanos (91 %). Sélo el 25% de la deuda uruguaya se
encuentra bajo la jurisdiccién uruguaya, el restante 75% de la deuda se encuentra en una
jurisdiccién distinta, basicamente en Estados Unidos. También se establece en el reporte que
1.788 millones de ddlares se amortizan en el ano 2018 y se pagan de interéses 1.724 millones
de ddlares. En lo que refiere a la composicién de la deuda por moneda, el 52 % est4 nominada
en moneda nacional (Pesos, Unidades Indexadas y Unidades Reajustables) mientras que el
restante 48 % se encuentra en monedas extranjeras (Délares, Euros y Yenes). Otras referencias
a la deuda soberana se encuentran en la figura [1.3

W Bows Globaes VIE (39%)
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B TasaVarable ME O <laio 0 Bows Locales VE (2%)
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Figura 1.3: Diferentes clasificaciones de la deuda soberana en Uruguay. A la izquierda mediante

tipo de tasa de interés, al centro mediante plazo de vencimiento y a la derecha mediante
instrumento.
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Bolsa de Valores en Uruguay

A partir de la ley No 18.627 (Ley de Mercado de Valores), las bolsas de valores se encuen-
tran reguladas y supervisadas por la Superintendencia de Servicios Financieros del Banco
Central del Uruguay (BCU). De acuerdo a la ley, las Bolsas de Valores son entidades que
tienen por objeto proveer a sus miembros los medios necesarios para que puedan realizar de
manera eficaz las transacciones de valores.

En la actualidad, las bolsas de valores autorizadas en el Uruguay son la Bolsa de Valores
de Montevideo (BVM) y la Bolsa Electrénica de Valores del Uruguay Sociedad Anénima
(BEVSA). Estas instituciones presentan como principal funcién la de brindar la plataforma
necesaria para la realizacién de los procesos de colocacién, transaccién y custodia de valores
publicos y privados.

Curvas de Rendimiento

En la seccidn [1.1] se establece que la evolucion temporal en las tasas de interés depende
tanto de las nuevas emisiones en el mercado primario, como de las transacciones de activos
financieros que integran la deuda soberana en el mercado secundario. En cada mercado fi-
nanciero existen una gran cantidad de activos que se diferencian entre si esencialmente por
la moneda de emisién y el vencimiento. Los activos que presentan el mismo riesgo crediticio,
misma liquidez y mismas caracteristicas en las clausulas del contrato tienen diferentes tasas
de rendimiento lo que se debe principalmente a sus diferentes vencimientos. Por esta razon, el
vencimiento del activo se percibe como un importante determinante en la tasa de rendimiento.

Se establece que la curva de rendimiento (term structure) es la funcién que relaciona la
tasa de rendimiento con el vencimiento en el bono soberano en una determinada moneda. En
este caso, se entiende tasa de rendimiento (yield to maturity) como aquella tasa de interés
que iguala el valor presente del flujo futuro del activo al precio que se transa en el mercado.

La utilidad de la curva de rendimiento presenta varias perspectivas. Desde el andlisis ma-
croeconomico, las autoridades monetarias extraen informacién sobre las expectativas de tasas
de interés y tasas de inflacion futuras del mercado con el fin de planificar politicas ptublicas.
Desde el analisis financiero existen diferentes alternativas, entre ellas se destacan los estudios
de sensibilidad en activos dentro de un portafolio de renta fija y la valuacién de otros activos
como son los derivados financieros.

La curva de rendimiento es una funcién con respecto al vencimiento que de manera empiri-
ca se observa solo en ciertas fechas especificas de vencimiento. En las ultimas décadas, la pro-
fundizacién en los modelos tedricos y los métodos de estimacién se transformé en un area de
desarrollo matemaético. La pregunta natural es, si existen modelos que presentan propiedades
especificas con respecto a los demdas. La respuesta general es que no existen tales modelos y
que dependen de su utilidad y de la naturaleza de los datos que son utilizados en la estimacion.
Esta situacién presenta como consecuencia que si bien los agentes financieros tienen su mo-
delo de referencia para el analisis, se encuentran interesados en la investigacion en estos temas.
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En una exploracién del mercado uruguayo, las bolsas de valores en Uruguay publican
estimaciones diarias de curvas de rendimiento en el mercado. Cada institucién, presenta un
informe técnico en el cual se establece la metodologia de estimacién y ciertos criterios que
emplean en la construccién de las curvas de rendimiento. También existe una metodologia im-
plementada en el Banco Central del Uruguay, que si bien no se comporta como una habitual
curva de rendimiento, es un criterio de fijaciéon de precios para todos los activos emitidos por el
estado uruguayo. Los precios se publican de manera diaria y presentan una vital importancia
en el mercado financiero uruguayo debido a que las Administradoras de Ahorro Previsional
(Afap) y las empresas de Seguros y Reaseguros se encuentran obligadas a utilizar tales precios
para la valuacién contable de los activos que se forman parte de sus portafolios de inversién.

Existe evidencia empirica de relacién entre la fijacion de precios y la eficiencia que pre-
senta el mercado financiero debido a que criterios adecuados en la valuacién de los activos
permiten comprender los riesgos asociados. La propuesta de la tesis se basa en realizar un
analisis profundo tanto en los modelos como en los métodos de estimacion de las curvas de
rendimiento en el Uruguay. Por este motivo, la tesis se fundamenta en una amplia btisqueda
de modelos y de métodos de estimacion.

Modelos Estaticos

En las dltimas décadas, el estudio en temas relacionados a la estimacion de las curvas de
rendimiento se generaliz en busca de diferentes alternativas. El problema principal radica en
que en el mercado de renta fija no existen activos para todos los vencimientos posibles, por lo
cual se transforma en un problema de interpolacion.

La perspectiva mas utilizada en los mercados financieros es la estimacion estdtica en la
cual se analiza de manera transversal a todos los activos transados en un determinado mo-
mento. Es decir, no se explora la evolucién histérica de las tasas de interés

Dentro de los modelos estaticos existen diferentes enfoques para abordar el problema. En
la presente seccién se analizan los dos métodos mas utilizados en la industria, que a su vez
coinciden con los utilizados por las bolsas de valores en Uruguay. Es importante destacar que
cada uno de los modelos se desarrolla en el contexto de todas las diferentes definiciones de
tasas de interés aunque, en esta seccion, se establece la teoria de cada método en su entorno
mas habitual. En el primer método, los modelos se desarrollan con respecto a su funcién de
descuento (en el precio de los bonos cupén cero) y en el segundo método con respecto a las
tasas forward instantaneas.

Métodos de estimacion mediante splines

En el inicio de la investigacion en esta area se utilizaron técnicas de ajuste de curvas (spli-
nes) con el fin de extender a todos los tiempos lo que sucede en el mercado. Estas técnicas
presentan gran valor por su caracter general aunque ellas tienen como critica que en ciertas
circunstancias cuanto mayor ajuste a los precios de mercado se obtiene menor regularidad en
las diferentes curvas asociadas de tasas de interés. Los movimientos bruscos que pueden pro-
ducirse en las curvas de rendimiento no tienen sentido econémico, es decir se espera que todas
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1.3. Modelos Estaticos Tesis de Doctorado

las curvas de rendimiento presenten movimientos graduales con respecto a los vencimientos.

El método es general y se basa en encontrar una funcién d(7") desconocida desde un con-
junto de N + 1 coordenadas {to,...,tn} (puntos vértices) con sus correspondientes valores
{d(to),...,d(tn)} al imponer ciertas restricciones de suavidad en el intervalo [to, tx]. En este
andlisis, la funcién d(T") representa la funcién de descuento del mercado, es decir, el precio de
un bono cupdén cero para todos los vencimientos.

Existen diferentes técnicas para abordar el problema desde esta perspectiva, las mas sim-
ple es considerar a la funcién d como aquel polinomio de grado N que pasa por todos los
puntos considerados. Esta opcién tiene como critica principal la forma de la funcién que se
obtiene en muchos casos estimados. Debido a esto, la propuesta es ajustar varios polinomios
de menor grado que pasen por determinados puntos, que en principio pueden ser diferentes
a las coordenadas de los puntos de los datos. En el caso en que estos conjuntos de puntos
coincidan, lo que hace los splines es unir los valores de la funciéon en esos puntos mediante
polinomios de grado k (k = 1 lineales, k = 2 cuadréticos, k = 3 ctbicos, entre otros). De
acuerdo a la cantidad de parametros establecidos en la funcién, es necesario agregar ciertas
condiciones, que tienen el objetivo de suavizar las funciones en los puntos vértices.

Si se considera un conjunto de gran dimensién de puntos vértices el nimero de parametros
a estimar es excesivo, por lo cual con el fin de reducir dicho niimero se desarrolla el método que
se denomina B-splines cubicos. En este método se fija con anterioridad una base de polinomios
de grado 3 y se establece que la funcién d(T") es una combinacién lineal entre los polinomios.
Se consideran ¢ + 1 puntos diferentes g < t; < ... < ¢, en el perfodo de tiempo de andlisis
y se agregan tres puntos mas antes del inicio t_3 < t_o < t_; y tres puntos més después del
final t441 < tg42 < tg43. Los ¢ + 3 polinomios que forman parte de la base B-spline son las
funciones 1)y, en el intervalo [tg,t,] dadas mediante

k+4

¢%CT)==§:( II

i=h =kt

1
)ah¢ﬁ$ k=—3,-2... ,q—1.
—

El elemento ¢, de la base de B-splines es un polinomio cibico que toma valores estricta-
mente positivos en el intervalo [tg,tx+4] ¥ es cero fuera de él. En cada valor de T' del dominio
[to, tq] existen sdlo cuatro polinomios diferentes de cero. Por mas detalles en el método de
B-spline ctbicos, ver [28] y [35].

Se establece que la curva de descuento del mercado se obtiene mediante una combinacién
lineal de las funciones de la base, es decir la funcién

q—1

k=—3

Si se denota a P como el vector de precios del mercado de los n activos que se utilizan en
la estimacién; a C' como la matriz de dimensién n x N (N es la cantidad total de tiempos de
pagos entre todos los activos) en la cual la fila j establece los flujos de fondos del activo j;
a ¥ como la matriz de dimensién N x m (m = ¢ + 3) donde la columna ¢ es la funcién
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evaluada en cada tiempo y a © como el vector de dimensién m x 1 de parametros del modelo.
El problema resultante es estimar los parametros mediante la optimizacion

min |P — CTO%
©eR™
En el caso de Uruguay, la mayoria de los activos son bonos soberanos de vencimientos a
largo plazo que presentan pagos intermedios mediante los cupones, por lo cual se obtiene que
q < N. Si se aumenta la cantidad de puntos ¢ la capacidad de ajuste mejora no obstante no
sélo se agregan mas parametros en la estimacién sino que se repite el compromiso entre ajuste
y suavidad en las curvas de rendimiento.

Métodos de estimacién mediante funciones

El segundo método que se establece es el que considera el ajuste de la funcién desconocida
a curvas paramétricas predeterminadas. Estos modelos no utilizan varios polinomios para el
ajuste sino que existe una tunica funcién definida en todos los vencimientos. Las dos ventajas
que presentan estos modelos frente a los modelos de splines es la menor cantidad de parame-
tros involucrados en la estimacién y la suavidad de la curva de rendimientos que se obtiene.
El desarrollo de estos modelos se realiza en la tasa de interés forward instantanea (se define
matematicamente en la seccién , la cual es la tasa de interés que genera una inversién que
se realiza en un tiempo futuro con horizonte temporal que tiende a cero.

La diferencia entre los modelos en este método de estimacién radica en la eleccién de
la funcién. En esta seccion se desarrollan los dos modelos mas utilizados en la estimacion
de curvas de rendimiento mediante este enfoque. La estimacion de los pardmetros se realiza
mediante la minimizacién de diferencia entre las tasas de interés del mercado y las tasas de
interés del modelo, que se ejecuta a través de algoritmos de optimizacién no lineales.

En el trabajo [51], Charles Nelson y Andrew Siegel asumen que la forma de la funcién de la
tasa de interés forward instantdnea f(t,7') en el momento t para tiempo 7" es dada mediante

_T T _T
f&.T)=a+pe n +y—e m; (1.1)
T1
donde los parametros «a, 3, v y 71 son coeficientes que cumplen 71 > 0.

La funcién que se determina mediante la ecuacion es capaz de capturar una variada
gama de formas de curvas de rendimiento que se observan en el mercado. Esto se debe a que
la funcién f(¢,T") consta de tres sumandos en el cual cada uno aporta diferentes caracteristi-
cas. El primer sumando es una funcién constante que tiene su mayor importancia en el largo
plazo; el segundo sumando es una funcién exponencial decreciente que tiene importancia en
la pendiente de la funcién y el tercer sumando es una funcién positiva que comienza en cero,
tiene limite cero en infinito y que presenta un tnico maximo el cual tiene importancia en la
curvatura.

Al analizar el rol de cada parametro, se examina la ecuacién (|1.1)). Cuando el vencimiento
T tiende a infinito, la pendiente y la curvatura tienden a cero, por lo cual se observa que el
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pardmetro « se interpreta como la tasa de rendimiento de largo plazo. En cambio, cuando
el vencimiento tiende a cero sdlo la curvatura tiende a cero y se obtiene que la suma de los
pardmetros (a+ ) se interpreta como el rendimiento a corto plazo. Por lo tanto, si es negativo
tiene pendiente inicial positiva y si es positivo tiene pendiente inicial negativa. La curvatura
se controla a través del pardametro v y el maximo o minimo de la funcién a través el parametro
71. En general, si se cumple |3] > |y| la funcién es mondtona y en caso contrario existe un
punto estacionario, el cual cuanto mayor sea la diferencia en valor absoluto entre || y |3| més
se realza la curvatura (concavidad o convexidad) de la funcién.

Desde la existencia de este modelo, varios otros han sido propuestos al incorporar mayor
flexibilidad. La extensién mas popular es el modelo propuesto por Lars Svensson en el trabajo
[52] bajo el costo de agregar dos pardmetros més al modelo. En el modelo propuesto, a
la ecuacién (1.1) se le agrega un sumando responsable de permitir otro punto de inflexién
adicional. Es decir,

_T T _T T _ T
f&,T)=a+pe 7 +y—e ™ +0—e 72;
71 T2

donde los pardmetros «, 3, 7y, §, 71 y T2 son coeficientes que cumplen 71 > 0y 7 > 0.

Los roles que cumplen los parametros en este nuevo modelo son similares a los que cumplen
en el modelo de Nelson-Siegel. A causa de la gran flexibilidad que presentan las funciones
exponenciales el modelo tiene como consecuencia la posibilidad de obtener resultados de curvas
monotonas crecientes, decrecientes, formas de U y formas de S.

Estimacion de Modelos Estaticos en Uruguay

En la seccién [I.3] se establece que existen diferentes métodos de estimacion estdtica de las
curvas de rendimiento y se desarrollan los dos enfoques que utilizan las bolsas de valores para
la publicacién de las curvas de rendimiento en el mercado uruguayo.

En el caso de la BEVSA se publican a diario las curvas de rendimientos en las tres prin-
cipales monedas de emisién de la deuda soberana en Uruguay (délares, unidades indexadas y
pesos uruguayos). El enfoque de estimacién que utilizan es el método de spline, en particular
B-spline. En el caso de la BVM, la tinica la curva de rendimiento diaria que se publica es en
unidades indexadas. El enfoque de estimacion que utiliza es el método mediante funciones, en
particular el método de Svensson. A su vez, el BCU publica de manera diaria los precios de
todos los activos que circulan en el mercado mediante la aplicacién de un criterio de valuacién
preestablecido, en el denominado Vector de Precios.

Para analizar las dos curvas de rendimiento publicadas en el mercado en Uruguay y las
tasas de rendimiento inducidas por los precios publicados por el BCU se considera el caso de
la deuda soberana en unidades indexadas el dia viernes 09 de marzo de 2018. En esta fecha,
existen en circulaciéon 5 bonos globales con vencimiento entre los anos 2018 y 2037 y 11 notas
de tesoreria con vencimiento entre los anos 2018 y 2030. En la figura se encuentran las
curvas publicadas por ambas bolsas de valores y las tasas de rendimiento derivadas de los
precios de los activos publicados por el BCU.
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Como se deduce de la figura|[1.4] existe una gran disparidad entre las curvas de rendimien-
tos publicadas en ambas bolsas de valores para un mismo dia. Las tasas de rendimiento de los
precios publicados por el BCU se encuentran en niveles razonables salvo la nota de tesoreria
serie 16 que presenta un alto rendimiento para su vencimiento el 27 de enero de 2019 (menos
de un ano).

w
9
g +
o -
§ g 7] R c /"‘/’
E A
S y,
§ w /‘4'
C o7 a /
S
; i
& g _ ‘F.f + ---- Curva BVM
7
2 Curva Bevsa
th/ + Notas de Tesoreria
[ & Bonos Globales
o T T \ T
0 5 10 15 20

Vencimientos

Figura 1.4: Informacion publicada en el mercado uruguayo por distintos agentes el dia viernes
09 de marzo de 2018.

En el mercado uruguayo existe el portal Mercado Bursdtil del Uruguay, el cual tiene co-
mo proposito la consolidacién de la informacién que se genera en ambas bolsas de valores.
El portal establece que en el dia analizado, los tinicos activos en unidades indexadas que se
transaron en el mercado local fueron cuatro bonos globales de vencimientos en los anos 2018,
2027, 2028 y 2037 y la nota de tesoreria serie 19 (vencimiento en el afio 2022).

En la actual seccidn se implementan el método de B-spline, el método de Nelson-Siegler
y el método de Svensson con el fin de comparar los resultados con la informacién publicada
en el mercado. Se estiman en diferentes casos las curvas de rendimiento en los tres mode-
los implementados. En todas las estimaciones se utilizan los cinco activos transados en el
mercado y se adicionan otros en cada caso. En la primera estimacién, se agregan las cinco
notas de tesoreria que presentan mayor circulante (sin utilizar la serie 16). En la segunda
estimacién, se agregan el bono global de vencimiento en el afio 2030 y cuatro notas de te-
soreria que si bien no son las de mayor circulante son las que generan mejor distribucién de
vencimientos en los activos utilizados. En la tercera estimacion, se utilizan todos las tasas de
rendimiento inducidas por el Vector de Precios publicadas por el BCU (sin utilizar la serie 16).

Las curvas de rendimiento estimadas se encuentran en la figura y los parametros aso-
ciados a las estimaciones mediante funciones se encuentran en el cuadro [[L1l Las conclusiones
que se obtienen en la implementacion de las estimaciones realizadas en los tres modelos es que
las curvas de rendimiento mediante el método estatico dependen fuertemente de los activos
utilizados sin importar cual sea el método que se aplique y que las diferencias en magnitud en
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Figura 1.5: Estimaciones de curvas de rendimiento en modelos estaticos para el dia
09/03/2018. A la izquierda la primera estimacion, a la derecha la segunda estimacién y abajo
la tercera estimacion.

ciertas tasas de rendimiento son notorias en todos los casos. Vale destacar que la forma de las
curvas de rendimiento se conservan tanto en el modelo de B-spline como en el modelo de Svens-
son. A su vez, los pardmetros estimados en los métodos mediante funciones se encuentran en el
cuadro[I.I]y se obtiene una gran variabilidad entre ellos dentro del mismo modelo. Los cuales
no coinciden con la interpretacion teérica de cada pardmetro que se establece en la seccién|1.3

Para finalizar, al comparar las estimaciones en el modelo de B-spline con la curva de
rendimiento publicada por BEVSA (que se estima mediante este modelo) se advierte que si
bien la forma es la misma, ninguna de las tres estimaciones presentan tasas de rendimiento
similares en todos los vencimientos. En el caso de las estimaciones en el modelo de Svensson
con la curva de rendimiento publicada por BVM, se obtiene que ni la forma ni las magnitudes
coinciden en ningin caso. Esto se debe a que si bien las bolsas de valores establecen los
criterios generales que son utilizados en la construccién de las curvas de rendimiento, existen
aspectos en la elaboracién que no son aportados; motivo por el cual no es posible reconstruir
sus curvas publicadas. Uno de los inconvenientes més visible que se presenta y que genera
variabilidad en las curvas de rendimiento, es no establecer de manera certera cuales son y
bajo que circunstancias se utilizan los diferentes activos del mercado.
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| |NS.1| Sv.1 |[NS.2| Sv.2 |N.S.3| Sv. 3
a| 3572 | 7.251 | 0.046 | 11.564 | 0.673 | 14.067
B | 35793 | -3.981 | 1.738 | -8.353 | 0.835 | -11.751
v | -50.421 | -8.595 | 8.124 |-11.631 | 7.662 | -10.501
T | 0213 | 1213 | 9.613 | 1413 | 8013 | 1.813
5| — |-1132| — |-23171| — | -29.836
| — |15613 ] — |13013 | — | 13813

Cuadro 1.1: Estimacién de pardmetros en los modelos de Nelson-Siegel y Svensson.
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Capitulo 2
Modelos Dinamicos (Gaussianos

n el desarrollo de la tematica en curvas de rendimiento es importante abordar el problema
E desde el punto de vista dinamico. Existen grandes desarrollos tedricos que intentan captar
el comportamiento dindmico de las tasas de interés desde diferentes enfoques. La valuacién
dindmica de activos de renta fija se denomina modelos de curva de rendimiento dindmicos o
modelos de tasas de interés.

El objetivo general es establecer modelos tedricos estocéasticos que tiendan a represen-
tar el comportamiento de las diferentes curvas de rendimiento respecto al vencimiento. La
comprension en los procesos estocasticos que se utilizan se torna de vital importancia para
interpretar la evolucién en cada uno de los modelos, lo que permite tal vez establecer ventajas
comparativas en alguna clase de modelos.

Este andlisis implica el estudio de algunas series de tiempo de tasas de rendimiento de cier-
tos activos financieros en contraposicién a los modelos estaticos en los cuales se analizan las
tasas de rendimiento de varios activos de manera transversal. El objetivo es que la estimacién
de las curvas de rendimiento no dependa de manera considerable de los activos seleccionados;
lo que se aspira mediante el aumento de la informacién que se utiliza.

En el capitulo se introducen de manera gradual una variedad de modelos de tasas de in-
terés que permiten valuar desde precios de bonos cupoén cero a derivados financieros exéticos
que presenten como activo subyacente las tasas de interés. El capitulo se inicia con la investi-
gacion sobre que caracteristicas en los modelos son posibles aplicar en el mercado uruguayo.
Se plantea una primera aproximacion al problema de modelacién de manera estocéstica, el
cual se restringe a los modelos gaussianos que presentan férmulas cerradas para los precios
de los bonos cupdn cero. La principal ventaja que presentan estos modelos es su tratabilidad
analitica pero la principal desventaja es la probabilidad no nula de que las tasas de rendi-
mientos sean negativas. Parte de los resultados que se presentan en el capitulo dieron origen
al trabajo [48].

Definiciones Previas

Para desarrollar la teoria sobre las tasas de interés es necesario brindar el marco matemaéti-
co adecuado para realizar varias definiciones basicas que deben ser introducidas de manera
consistente las cuales se originan desde un activo financiero base que se denomina bono cupdn
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cero. Estas definiciones permiten utilizar herramientas de cédlculo estocastico en los modelos.

Definicion 1. Un bono cupon cero de vencimiento en tiempo T es un activo financiero que
garantiza a su propietario el pago de una unidad de dinero en tiempo T sin pagos intermedios.
El precio de este activo en tiempo t < T se denota mediante P(t,T).

Desde la definicién [1] se obtiene que el bono cupoén cero es una funcion de dos variables que
son t y T, en el cual cada uno juega un rol diferente. Al fijar el tiempo ¢, la funcién P(¢,T)
es una funcién que cumple ciertas propiedades de regularidad. En cambio al fijar T, P(¢,T)
es un proceso aleatorio cuya trayectoria es irregular.

Se destaca que el bono cupoén cero se considera la base de la teoria de las tasas de interés
debido a que es muy importante para establecer el valor presente de cualquier otro activo
financiero. Para que las definiciones tengan sentido, es necesario establecer tres hipdtesis que
garantizan la existencia de un mercado teérico de bonos cupén cero:

= existen bonos con vencimiento en tiempo T', para cada T > 0;
» la relacién p(t,t) = 1 se cumple para todo ¢ > 0;
» para cada t fijo, el precio p(t,T') es diferenciable con respecto al vencimiento 7.

La primera hipétesis se establece para que las definiciones tengan sentido en todos los
vencimientos, la segunda hipétesis es necesaria para evitar el arbitraje en el mercado que se
genera y la tercera hipdtesis se considera con el fin de que las curvas de precios cumplan
propiedades de regularidad.

Desde este mercado de bonos cupén cero es posible establecer las definiciones de tasas de
interés. Las tasas de interés se clasifican de varias maneras pero en el capitulo se utilizan dos
distintas. La primera es de acuerdo al tiempo en que se realiza la inversién (spot o forward)
y la segunda es de acuerdo a si los intereses que se obtienen se agregan o no al capital para
generar nuevos intereses (simple o compuesta). Las definiciones se establecen al respetar la
primera clasificacion, aunque también la segunda presenta un importante rol. En cada una, se
incluye entre paréntesis una forma alternativa que en varias oportunidades es de gran utilidad
para comprender su origen.

Definicién 2. La tasa de interés spot simple L(S,T) en tiempo S con vencimiento en tiempo
T > S cumple

1 1-p(S,T) o 1
TS 5T <1+L(S,T)(T S)_p(s,T)>'

Definicién 3. La tasa de interés spot compuesta anualmente Y (S,T) en tiempo S con ven-
cimiento en tiempo T > S cumple

L(S,T) :=

V(S,T) = — 1, <(1 Y8, T) TS = ! )
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Definicion 4. La tasa de interés spot compuesta k veces en el anio Yk(S, T) en tiempo S con
vencimiento en tiempo T > S cumple

Y*Q&Jﬂ::—————k——T—f—k; <(1+_Y*0&73)MT—S): 1 >'
[p(S, T)|FT=5)

Definicién 5. La tasa de interés spot compuesta R(S,T) en tiempo S con vencimiento en
tiempo T > S cumple

R(S,T) := _w; (eR(S,T)(TS) _ 1 >

T-S p(S,T)

Existen relaciones entre las definiciones de las tasas de interés, entre ellas se destaca que
la tasa de interés spot compuesta es posible alcanzarla como el limite de la tasa de interés
spot compuesta k veces en el afio al hacer k tender a infinito.

Al progresar en las definiciones de otras tasas de interés, se establece una estrategia basada
en argumentos de arbitraje al agregar un tiempo adicional ¢ que cumple ¢ < S < T. La
estrategia se construye mediante cuatro pasos los cuales consisten en comprar y vender bonos
cupo6n cero de distintos vencimientos sin invertir ningtin capital inicial:

» en tiempo ¢ se vende un S-bono por el cual se obtiene p(t,.S) délares;
» se invierte el ingreso para comprar p(t, S)/p(t,T) T-bonos;

= en tiempo S se paga 1 délar;

» en tiempo T se recibe p(t,S)/p(t,T) ddlares.

Definicién 6. La tasa de interés forward simple L(t,S,T) en tiempo t para el tiempo inicial
S con vencimiento en tiempo T cumple

Lt 5.7) = gy PR (1 LS. D) - 5) = b S)).

(T-5) pt,T) p(t,T)

Definicién 7. La tasa de interés forward compuesta R(t,S,T) en tiempo t para el tiempo
iicial S con vencimiento en tiempo T cumple

R(t, S, T) — _logp(t, T) - logp(t, S) . <6R(t,S,T)(T—S) _ p(t, S) > .

T-S ’ p(t,T)

Las definiciones de las tasas de interés forward se consideran la generalizacién de las de-
finiciones de las tasas de interés spot, debido a que estas coinciden cuando el tiempo t en
las tasas de interés forward es el tiempo S en las tasas de interés spot, es decir por ejemplo

L(S,T) = L(S, S, T).

Para finalizar las definiciones de tasas de interés, se establecen las dos definiciones que son
pilares fundamentales en la modelacién que se aplica en la tesis. La primera corresponde a la
categoria de tasa forward y la segunda a la categoria de tasa spot. Estas tasas de interés se
obtienen cuando S — T en la definicién[7]y en la definicién [5]respectivamente. Las definiciones
corresponden a las tasas de interés que se generan en inversiones a muy corto plazo.
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Definicién 8. La tasa de interés forward instantdnea f(t,T) en tiempo t con vencimiento en
tiempo T cumple

dlogp(t,T)
t,T)=———"~—-,
Definicién 9. La tasa de interés spot instantdnea r(t) en tiempo t cumple
r(t) = f(t,1).

La tasa de interés spot instantanea del mercado (deﬁnicién@, permite definir la cuenta de
ahorro que es de gran utilidad en la modelacion. Este proceso representa las ganancias de las
inversiones libres de riesgo que se realizan en el mercado, las cuales se acumulan de manera
continua a la tasa de interés spot instantdnea que prevalece en el mercado en cada instante.

Definicién 10. La cuenta de ahorro en tiempo t, que se denota mediante B(t), es aquel
proceso cuya evolucion es dada mediante la ecuacion

dB(t) = r(t)B(t)dt, B(0) =1;
donde r(t) es la tasa de interés spot instantdnea del mercado en tiempo t.

A pesar de que todas las definiciones que se establecen se originan desde el activo finan-
ciero bono cupén cero (definicién , de manera empirica se confronta que en los mercados
financieros sélo una reducida proporciéon de la deuda soberana se encuentra emitida en este
activo (se asocia fundamentalmente a vencimientos a corto plazo). La gran proporcién de la
deuda soberana se emite en el activo financiero que se denomina bono con cupones, en el cual
existen pagos intermedios en el contrato y un pago final correspondiente al valor nominal.

Definicion 11. Un bono con cupones es un activo financiero que garantiza a su propietario
el pago de n cantidades c; en tiempos T; y un pago final en tiempo T,,. El precio de este activo
en tiempo t < T se denota como p(t,T).

Los pagos intermedios ¢; pueden ser fijos o variables. En la tesis se utilizan bonos con
cupones fijos y que la diferencia de tiempo entre los pagos intermedios A; = T; — T;_1 es
constante.

La generalizacion de algunas de las definiciones de tasas de interés al caso de bonos con
cupones es compleja, debido a que los pagos intermedios tienen que ser descontados mediante
diferentes tasas de interés en cada momento de tiempo. Sin embargo, es posible extender la
definicién tasa de interés spot compuesta (definicién 5) en bonos con cupén.

Definicién 12. El rendimiento al vencimiento z(S,T,,) en tiempo S de un bono con cupones

¢; que se pagan en tiempo T;, con i =1,...,n, cumple
i=n

p(S, Tn) = Z Ciefz(szTn)(Tz'*S)‘
i=1

Es decir, la tasa de rendimiento de un bono con cupones es la tasa de interés constante
2(S,T,) que iguala el precio del bono con el valor presente de los flujos futuros del activo. El
concepto de valor presente del flujo de pagos futuros es de gran utilidad debido a que admite
dividir un bono con cupones en n bonos cupon cero. Este atributo permite analizar los bonos
con cupones en el marco tedrico de los bonos cupén cero.
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Diferentes Enfoques de Modelacién de Tasas de Interés

La teoria de la modelacion dinamica en tasas de interés evoluciond en el tiempo al adecuar-
se a los nuevos activos que se desarrollaron en el mercado. En esta seccién, se destacan tres
enfoques en la modelacién que presentan caracteristicas diferentes y utilizan distintas clases
de datos del mercado para su estimacion. En la actualidad, se avanza de manera profunda
en los modelos que incluyen precios de derivados financieros en tasas de interés de acuerdo
al gran progreso en los mercados internacionales de renta fija. Sin embargo, la presente tesis
se basa fundamentalmente en los modelos de tasa de interés spot instantinea a causa de la
naturaleza de los datos disponibles para analizar la deuda soberana en Uruguay.

En cada enfoque, es esencial entender el comportamiento en la dindmica de varios de los
modelos que lo forman con el fin de comprender lo que engloba el mismo. Se desarrollan de
manera breve cada uno de los enfoques.

Modelos de tasa de interés spot instantanea

Este enfoque fue el pionero, en el cual se modela la tasa de interés spot instantanea
(definicién @ mediante una ecuacién diferencial estocastica. La dindmica que presentan los
modelos dependen de la complejidad de dicha ecuacién. Los primeros modelos se desarrollaron
en los trabajos [18] y [54]. En la seccién [2.3] se extiende su desarrollo.

Modelos de tasa de interés forward instantanea

En este enfoque se consideran técnicas de célculo estocastico con el fin de construir un
modelo general para la evolucién de la tasa de interés forward instantdnea (definicién . La
principal caracteristica que presentan los modelos en este enfoque es obtener la curva de ren-
dimiento actual del mercado.

El modelo general considera un proceso estocastico de difusion que se define en un espacio
de probabilidad filtrado (2, F,F, P)

df (s,t) = a(s,t) ds+ o(s,t) dWs; (2.1)

donde {Ws, s > 0} es un movimiento browniano d-dimensional y los procesos «a(s,t) y o(s,t)
son procesos Fg-adaptados .

En términos generales, el modelo genera procesos que cumplen la propiedad de no ser mar-
kovianos, ver [I1]. Sin embargo, la importancia de este enfoque se intensifica en la publicacién
del trabajo [30], en el cual David Heath, Robert Jarrow y Andrew Morton establecen que
la evolucién estocastica de la tasa de interés forward instantdnea se determina unicamente
con la estructura de volatilidad o(s,t) al asumir que no existe oportunidad de arbitraje en el
modelo. El resultado, en su versién elemental, se establece en el teorema

Teorema 1. Si la dindmica de la tasa instantdnea forward es dada por la ecuacion (2.1) y
no existe oportunidad de arbitraje, entonces se cumple que

a(s,t) = a(s,t)/ o(s,u) du. (2.2)

27



2.2. Diferentes Enfoques de Modelacion de Tasas de Interés Tesis de Doctorado

donde o(s,u) establece el vector traspuesto de o(s,u).

Demostracidn. A partir de la definicién [ se obtiene que
t
log P(s,t) = —/ f(s,u)du;
S

por lo cual, al utilizar la ecuacién (2.1]) y las definiciones auxiliares o*(s,t) := fst a(s,u) duy
o*(s,t) = fsta(s,u) du se cumple que

t
dlog P(s,t) = f(s,s) ds —/ df (s,u) du
t
=75 ds — / (Q(S,U) ds + o(s,u) dWs)du =rsds —a*(s,t) dt —o*(s,t) dWs;

en la cual se aplica el teorema de Fubini estocéstico que intercambia el orden de las integrales.
Dado que P(s,t) = exp(— f; f(s,u)du), mediante el lema de It6 se obtiene

dP(s,t) = P(s,t)dlog P(s,t) + %P(s, t)(dlog P(s,t))*

1 /

= P(s,t)(rs — a*(s,t) + 5(0*(8,75) o*(s,t))ds — P(s,t)o™ (s, t)dWs. (2.3)

Al aplicar la hipdtesis de que no existe oportunidad de arbitraje, se debe cumplir que la

tasa de retorno instantdanea esperada en la ecuacion (2.3)) es igual a la tasa de interés spot
instantanea 7. Por lo cual, se cumple que

* 1 * * 4

a*(s,t) = 2° (s,t)o*(s,t) . (2.4)

Para obtener la ecuacién ([2.2)) se debe diferenciar la ecuacion (2.4)) con respecto a la variable

t. O

Desde esta perspectiva es posible obtener una gran variedad de modelos en los cuales es
necesario especificar solamente la curva forward inicial del mercado f(0,t) y la estructura de
volatilidad o(s,t) con 0 < s < t.

Modelos de Mercado

El tercer enfoque en la modelacién en tasas de interés se denomina modelos de mercado.
Su objetivo es modelar la tasa de interés forward compuesta (definicién [7]) en contraposicién
a los dos enfoques anteriores en los cuales se modelan las tasas de interés instantaneas.

Este enfoque se origina en la bisqueda de un marco teérico adecuado para las préacticas
habituales en la valuacién de activos financieros que emplean los agentes en el mercado. Estas
practicas consisten en utilizar ciertos modelos de los enfoques anteriores y efectuar varias
simplificaciones con el fin de aplicar la conocida “férmula de Black” que permite valuar deri-
vados financieros, ver el trabajo [7]. Por lo cual, este nuevo enfoque se destaca al proporcionar
modelos en los cuales la valuacién de los derivados se realiza mediante dicha férmula.
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Los modelos de mercado se utilizan principalmente para valuar opciones en renta fija como
son los caps, floors y swaptions, los cuales son los derivados financieros mas transados en los
mercados internacionales. Estos derivados protegen al propietario del activo (brinda el dere-
cho pero no obligacién) frente a cambios en las tasas de interés porque el activo subyacente
es el forward rate agreement o es el swap en tasas de interés. Las definiciones de estos activos
se encuentran en [11].

Existen dos modelos de referencia en este enfoque que se denominan modelos de mercado
Libor y modelos de mercado swap, en los cuales la idea principal es aplicar la técnica denomi-
nada cambio de numerario, ver [5]. Esta técnica propone modificar la utilizacién de la cuenta
de ahorro (definicién [10]) por el precio de mercado de un determinado activo. El cambio a una
nueva medida de probabilidad que se denomina medida forward, logra que la tasa de interés
forward compuesta tenga distribucién log-normal. En el modelo, cada tasa de interés tiene
asociada una estructura de volatilidad determinista y existe correlaciéon temporal entre las
tasas de interés para diferentes tiempos.

Si se desarrolla de manera breve una versién general del modelo de mercado Libor, se asume
un espacio de probabilidad filtrado (Q2, F,F,P) y un conjunto de tiempos Ty < ... < Ty
y se denota 7, = T, — T)—1. La tasa de interés forward compuesta R(t,T;—1,T})) se modela
mediante la ecuacién diferencial estocéstica

dR(ta Tk’—17Tk’) = Gk(t)(z)(R(t’Tk—lka))thka t<Ty1, VeE=1,...M;

donde {W}, t > 0} es un movimiento browniano bajo la medida de probabilidad que presenta
como numerario al precio de un bono cupén cero de vencimiento en tiempo Tj. Es claro que
la tasa forward R(t,Ty_1,T})) es una martingala bajo dicha medida de probabilidad. A su vez,
se asume que la correlacién es constante con respecto del tiempo

AW dWF = pydt; Vi, j=1,..., M.

La eleccién de la funcion ¢ determina la distribucion de la tasa de interés forward. En la
mayoria de los casos se utiliza la funcién ¢(z) = x; mediante la cual se obtiene la distribucién
log-normal que permite aplicar la férmula de Black. Es posible seleccionar también otras
funciones, como por ejemplo ¢(z) = 2P donde p € (0,1) en el cual se obtiene una distribucién
chi-cuadrado no central.

Modelos en Tasas de Interés Spot Instantanea

Como se establece en la seccién este enfoque es el principal para el progreso de la
tesis, el cual modela de forma dindmica la tasa de interés spot instantdnea (definicién E[)
mediante un proceso estocastico. En esta seccion, se desarrolla tedricamente el enfoque de
modelos y se observa que al aplicar los principios de ausencia de arbitraje se arriba a una
ecuacién diferencial en derivadas parciales que debe cumplir el precio del bono cupén cero.
Este marco tedrico permite la generacién de varios modelos que son utilizados en la literatura.

Este enfoque utiliza la nocién que se emplea de manera frecuente en las practicas de mer-
cado que es la técnica del valor presente de los flujos de pagos futuros con el fin de valuar los
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diferentes activos financieros. El precio de un activo se obtiene al descontar sus flujos mediante
cierta tasa de interés que tiene la caracteristica de no ser determinista.

Al desarrollar los modelos se asume que la tasa de interés spot instantanea {r;, ¢t > 0}
cumple la ecuacién diferencial estocéastica

dry = p(t,r)dt + o(t,r)dWy; (2.5)
donde {W;, ¢t > 0} es un movimiento browniano en un espacio de probabilidad filtrado

(Q7 ‘F’ F’ P)'

El precio de un bono cupén cero P(t,T') se considera que es una funcién de dos variables
(r,t) asi como un pardmetro 7" que expresa el vencimiento del bono; es decir P(t,T) = gr(t,r)
siendo gp(t,r) al menos dos veces diferenciable con respecto a ambas variables.

Al aplicar el lema de It6 a la funcién gr(t,7), se obtiene

dgr gr 1%y

dgr(t,r) = == dt+ = dr + 5 == (dr)®
8 15) 1 62
= St I (ult,v) dt + o(tr) AW + 5 S5 (ultr) dE+ ot r) AW
0 0 19?2 9
= (% + %u(t )ty 65502(15, r)) dt + %a(t r) dW,. (2.6)

Si se consideran dos bonos cupén cero de vencimientos en tiempo S y tiempo T y se
construye un portafolio dindmico que unicamente los incluye. Sea ag(t) y ar(t) la fraccién
respectiva de cada bono en tiempo ¢ en el portafolio. La tasa de retorno V; de este portafolio,
es la suma proporcional de las tasas de retornos de cada bono, por lo cual se obtiene

ng(ta T) dgT(t7 T)
gS(taT) gT(tvr) '

avi

v = as(t)

ar(t) (2.7)

Si se sustituye la ecuacién (2.6)) en la ecuacién ([2.7)) se obtiene

W ag®is(®)dt + as)os(E)dWs + ar()jir(£)dt + ar(@)or@)dW;

Vv
= (as®is(t) + ar®)ir(t) )t + (as®)ds(t) + ar(t)or(t) ) dw;

donde

(e s e + S e
/Lz()_ gi(tar) 7

i={S,T}

o1 (¢, 7)o (t,r)dW;
Gi (tv 7”) ’
Al imponer la restriccién que el portafolio dindmico sea considerado libre de riesgo en una

medida de probabilidad de riesgo neutral, se debe cumplir que el factor con respecto al mo-
vimiento browniano sea cero. Ademads al asumir que se realizan estrategias autofinanciantes

Gi(t) =
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(es decir, no ingresa ni egresa ningun dinero al portafolio), se cumple

as +ar =1,

agbs + apopr = 0.

Estas dos ecuaciones tienen como solucién

—or(t) —ds(t)
as(t) = —————, ar(l) = ————~-
s(t) G5(t) — o7(t) r(t) G5(t) — o7(t)
Si se sustituye en la ecuacién ([2.7)), se obtiene
dv; —or(t) s(t)

7 (s Vo5 =65 W5 - &T(t)>dt'

Como el portafolio es libre de riesgo, al asumir la condicién de ausencia de arbitraje se debe
cumplir que la tasa de retorno del portafolio es el misma que la tasa de retorno instantanea
en la cuenta de ahorro. Por lo cual, se obtiene

(2.8)

Tt

Al reescribir la ecuacién (2.8), se alcanza

fis(t) —re _ fur(t) —re,

os(t) — or(t)
lo que permite definir el proceso A(t) que se denomina el proceso de riesgo de mercado,
mediante la ecuacion

At = s = (2.9)
s(t)

En la ecuacién , el proceso riesgo de mercado se interpreta como el exceso en la tasa
de retorno que presenta el bono cupén cero con respecto al activo libre de riesgo (cuenta de
ahorro) por unidad de volatilidad instantdnea. Si se sustituyen los valores de fi(t) y &(t) en
la ecuacion se obtiene que el proceso riesgo de mercado se expresa

d fé) 192 2
Gt )+ 5kt r)ultr) + 553 )0 (t,r) rig(t,7)
A t) = ot or 2 Or _ ) 2.10
W S(t,r)a(t,r) GL(t,r)o(t,r) (210

Si se reescribe la ecuacién (2.10)), se obtiene

dg dg 1 0%

o (6) + (ult.r) = MBo(t,r) 52 (L) + 555

la cual al expresarse en funcién del precio del bono cupén cero de vencimiento en tiempo 7T,
es la ecuacion diferencial en derivadas parciales

(t, 7)o (t,r) — reg(t, ) = 0;

oP OP 1, %P
E(t’T) + (p(t,r) — )\(t)a(t,r))ﬁ(t,T) +30 (t,r)w(t,T) -rnP(t,T)=0. (2.11)
La ecuacién (2.11)) presenta caracteristicas similares a la que se obtiene en el modelo de

Black-Scholes en la aplicacion a activos de renta variable. En este caso, el activo subyacente
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es la tasa de interés spot instantdnea y el bono cupédn cero es el derivado financiero. Para
especificar de manera completa el modelo, es necesario establecer una condicién de borde. En
este caso se aplica una de las hipétesis en la generacién del mercado de bonos, por lo cual para
cualquier tasa de interés spot instantanea r se cumple que el precio del bono en el vencimiento
coincide con su valor nominal, es decir P(T,T') = 1.

La ecuacion diferencial en derivadas parciales brinda la relacion entre la valuacion
de derivados financieros en tasas de interés y el enfoque se denomina riesgo neutral. Es decir,
la utilizacién del teorema de representacién de Feynman-Kac (para mas detalles, ver [3]) en la
ecuacion nos permite obtener el precio del bono cupodn cero en tiempo ¢t con vencimiento
en tiempo T' como el valor esperado del pago final del bono (en este caso el valor nominal) que
se descuenta a su valor presente al utilizar la dindmica de la tasa de interés spot instantanea.
Es decir, se obtiene la férmula de valuacién

P(t,T) = Eq (e_ s ds 1|]-'t); (2.12)

en la cual la medida de probabilidad Q denominada de riesgo neutral es equivalente a la
medida de probabilidad histérica P y se establece mediante el teorema de Girsanov, ver [11],
en el cual el proceso riesgo de mercado juega un rol fundamental en la derivada de Radon-
Nikodym. Es decir, se obtiene que la dindmica de la tasa de interés spot instantanea r;, bajo
la nueva medida Q se representa

dr = (u(t,r) = A(t)a(t,r)) dt + o (r,t) dWi; (2.13)
donde W, = W, + fg A(s)ds es un movimiento browniano bajo la medida Q.

En la ecuacién se obtiene que el mercado que se genera de tasas de interés es incom-
pleto, es decir existen diferentes maneras de valuar los bonos cupdn cero que son consistentes
con la dindmica estocastica de r; y la medida de probabilidad P. Estas formas de valuar los
activos financieros de manera consistente entre ellos se encuentran univocamente relacionadas
con la manera de establecer el proceso de riesgo de mercado. Esto es a causa de que al fijar el
proceso A(t) se establece un tinico cambio de medida de probabilidad Q lo que produce una
Unica manera de valuar los activos.

Al analizar en profundidad la ecuacién , se obtiene que es irrelevante en la modelacién
la forma especifica de los procesos u(t,r) y A(t) siendo el término verdaderamente importante
p(t,r) — A(t)o(t,r), que es la tendencia de la ecuacién. Por lo cual, en la tesis se utiliza el
procedimiento denominado modelacion de martingala que en vez de especificar u(t,r) y A(t)
en la medida de probabilidad P, se establece tinicamente p(¢, ) en la medida de riesgo neutral

Q.

Modelos a considerar

En este enfoque para la seleccién de un modelo particular lo que se debe determinar son las
funciones paramétricas p(t,r) y o(t,r) en la ecuacién en la medida de probabilidad Q, de
cuya consideracién resultan las ventajas y desventajas que presentan los modelos. Es necesario
comprender distintos aspectos que el enfoque permite tanto para el desarrollo de la teoria
como para su implementacion practica. Entre las propiedades més destacables se encuentran
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la existencia de férmulas cerradas tanto para los precios de bonos como para los precios de
ciertos derivados financieros; si las tasas de interés generadas para el instante inicial coinciden
con las tasas de interés observadas en el mercado; el estudio de la estructura de volatilidad en la
evolucién; la posibilidad de generar tasas de interés que cumplan ser estrictamente positivas y
establecer la disponibilidad de técnicas estadisticas que sean adecuadas para aplicar a causa de
la naturaleza de los datos disponibles. Los modelos que se consideran en el capitulo comparten
la propiedad de ser gaussianos. La literatura es amplia en estos temas, entre ellos se destacan
los libros [11] y [49].

Modelo de Vasicek

El modelo propuesto por Oldrich Vasicek en el trabajo [54], modela la tasa de interés spot
instantdnea mediante un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de pardmetros constantes en una
dimension mediante

dry = a(b—ry)dt + odWy, 7(0) = ro; (2.14)

donde a, b, o son constantes positivas y {W;, ¢t > 0} es un movimiento browniano.

Como la tasa de interés instantdnea {r;, ¢ > 0} se modela mediante un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, es posible obtener la ecuaciéon que describe la evoluciéon r,,, dado el con-
junto de informacién hasta el tiempo t que cumple ¢ < wu. Si se considera la funcién auxiliar
g(t,r) = re® y se aplica el lema de Ito se obtiene

dg = are® dt + e dr
=are™ dt + e (a(b —r)dt + o dW) = e™ab dt + oe™ dW;.

Por lo cual, se cumple que

g(u,ry) — g(t,m) = ab/ e ds + O’/ e dWy
t t
e™ry — ery = b(e™ — ™) + 0/ e dWs
t
T = e L p(1 — gm0y 4 a/ 50 qw,. (2.15)
t

La ecuacién ([2.15) permite concluir que la tasa de interés spot instantdnea r, tiene dis-
tribucién normal con los momentos

2

E (ry|F;) = ree @@t 4 b(l - e_“(“_t)>; Var (r,|F:) = g—a (1 — e‘Qa(“_t)>. (2.16)
Para analizar la incidencia de los parametros en la evolucion de la tasa de interés spot
instantdnea, es posible discretizar la ecuacién mediante el método de Euler y estudiar el
efecto de modificarlos en cierta cantidad. Si se aumenta el parametro a, no se modifica la tasa
de interés de largo plazo pero se observa una modificacién en la evolucién en el corto plazo
que depende si la tasa de interés se encuentra por debajo o por encima de la tasa de largo
plazo. Si se considera un aumento en el parametro b, en el tiempo posterior se incrementa la
tasa de interés instantdnea y se obtiene ademas que aumenta la tasa de interés en el largo
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plazo. Si se considera un aumento en el parametro o, el cambio en el corto plazo puede ser
positivo o negativo al depender del término aleatorio, sin embargo el efecto en el largo plazo
no sucede sobre la esperanza de la tasa de interés pero si sobre la variabilidad en su evolucion.

Al examinar la situacion a largo plazo, una de las principales caracteristicas que presenta
este modelo es la reversién a la media. Esta propiedad establece que cuando la tasa de interés
spot instantanea se encuentra por encima de la tasa de largo plazo, la tendencia toma el signo
negativo lo cual genera estimulos para que la tasa disminuya hacia su valor b. Lo contrario
ocurre, si la tasa de interés spot instantanea estd por debajo de la tasa de largo plazo. La
velocidad que presenta esta convergencia depende de la magnitud del pardmetro a. En cuanto
a la interpretacion de la propiedad, existen argumentos econémicos a favor de incluirla en los
modelos a causa de que si no se considera, las tasas de interés pueden desviarse de manera
permanente al alza o a la baja lo cual no se observa de manera empirica en el mercado en el
largo plazo.

Al conocer la evolucion de la tasa de interés spot instantanea r; en el modelo de Vasicek
mediante la ecuacion , es posible derivar el precio del bono cupén cero. Existen diferentes
enfoques para la valuacién de este activo, en el trabajo [45] se proponen tres maneras distintas
de abordar el problema. En este caso se considera a la tasa de interés spot instantanea r; como
una variable en la ecuacién , por lo que se cumple

or
Tu _ —a(u—t).
87‘,5 € ’

por lo tanto
T or, T et 1 —a(T—1)
—du = e du=—-(1—e ):= B(t,T).
¢ Or t a
Si se utilizan los precios de bonos cupdn cero que se establecen en la ecuacién (2.12), se
obtiene

8P(t,T) . T Ory —ftT Ty du
(977} =Eq (—( t 877} du)e )
— _ 2(1 _ e_a(T_t)) EQ (6_ ftT Tu du) = —B(t,T)P(t, T)

Al resolver la ecuacién diferencial el precio del bono cupén cero se expresa
P(t,T) = C(t,T)e” B&T) e, (2.17)

para cierta funcién C(t,T). Al aplicar técnicas similares que en la deduccién de la ecuacién
(2.11)), se obtiene que la ecuacién diferencial en derivadas parciales que cumple el precio del
bono cupén cero en el modelo de Vasicek se expresa

0 0 % 92

aP(t, T) + a—np(t, T)(a(b—ry)) + ?aT,?P(t’ T) —rP(t,T) = 0; (2.18)

junto a la condicién final P(T,T) = 1.
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Desde la ecuacion (2.17)), las tres derivadas parciales que se necesitan en la deduccién son

oP . oC —B#tT)re 0B —B#tT)re. oP . —B(t,T)rt. 82P P2 —B(t,T)r¢.
ot ot * —Ogre I g2 =8 Ce ’

por lo cual, se obtiene que la ecuacién (2.18) se expresa

B 2
%E_B” - C’%—trte_B” — BCe Pt (a(b—1y)) + %BQCe_B” —rCe Bt = 0;

la cual se simplifica

oC 0B o?
a — Cgrt — BC(CL(b — Tt)) + 7320 — th =0. (219)

Si se cumple que r; = 0 entonces P(t,T) = C(t,T) y la ecuacién (2.19)) se reduce a

oC
— —a
ot

La solucién de la ecuacién (2.20) con condicién final C(T,T) =1 es la funcién

2
bBC + %320 —0. (2.20)

T 2 T
Ct,T) = exp(—cilb/ (1- e*a(T*“))du + U/ (1- efa(Tfu))zdu)
t t

2a?
b —a(T—t) o
:exp<—b(T—t)+a(1—e )—&—ﬁ(T—t)
+ 0—2(1 — e 2a(T=t)) _ ‘12(1 - e—a<T—t))). (2.21)
4a? a3

Si se denota a la funcién A(t,T) = logC(¢,T) y se ordenan los términos en la ecuacién
(2.21)), se obtiene que la férmula del precio del bono cupén cero en el modelo de Vasicek es

P(t,T) = AT =BT, (2.22)

donde

AL, T) = (b — ;;) (B(t,T) ~T+ t) — :B(t,T)2;

B(t,T) = 1(1 - e*a(T*U).
a

Para analizar la incidencia de los parametros en el precio del bono cupdn cero se estudia
la ecuacion . Un incremento en el pardmetro a disminuye el precio del bono, aunque
la disminucién se torna cada vez menos relevante al aumentar dicho parametro. Se cumple
ademds que la incidencia de este parametro depende de la magnitud del pardmetro o. En
cuanto al pardmetro b, un aumento en su magnitud provoca el comportamiento esperable de
disminuir el precio y un aumento en el pardmetro ¢ provoca un aumento en el precio del bono
aunque el cambio relativo en el precio depende de su magnitud.
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Modelo Ho-Lee

Al analizar el modelo de Vasicek resulta que la curva de rendimiento inicial que genera el
modelo no se ajusta de manera adecuada a las tasas de rendimiento observadas en el mercado.
Esta propiedad se considera una desventaja relativa del modelo. La razén de que esto suceda
es que con tres pardmetros es imposible ajustar la curva en su totalidad, lo que motiva a am-
pliar la busqueda a otros modelos gaussianos en una dimensién que incorporen esta propiedad.

En 1986, Thomas Ho y Sang Bin Lee desarrollan un modelo en el marco de un arbol
binomial (modelo discreto) de precios de bonos, en el trabajo [31]. El modelo es uno de los
primeros que se construye con el fin de replicar todos los precios de bonos observados en el
mercado.

En 1998, Philip Dybvig extendié dicho modelo a tiempo continuo en el trabajo [26]. La
evolucién de la tasa de interés spot instantanea se expresa mediante

d’l"t = H(t) + O'th;

donde o es la volatilidad de su evolucién y 6(t) es una funcién que representa la tendencia del
proceso. Esta funcion tiene el objetivo de ajustar la curva de rendimiento inicial del modelo
a la que se observa en el mercado, la cual se determina de manera analitica desde la manipu-
lacion de los datos observados.

En el modelo, se demuestra que la ecuacién (2.11)) presenta como solucién la ecuacién
(2.22)), aunque en este caso las funciones involucradas cumplen las ecuaciones diferenciales

0A(t,T) 1 5. 9
—_— = B(t,T)— =c°B“(t,T);
o = 0()B(.T) — S0 B2, T);
oB(t,T) 1
oo 7
que tienen como soluciones a las funciones
1
/ O(s)(T — s)ds + i 2T —t)3, (2.23)
B(t,T) = (2.24)

Mediante la ecuacién ([2.23)), la ecuacién (2.24) y la informacién del mercado es posible
obtener la forma funcional de (). Sin pérdida de generalidad, se asume que el tiempo inicial
corresponde a t = 0, por lo cual la tasa de interés spot compuesta (definicién [5) cumple

—TR(0,T) = A(0,T) — rB(0,T). (2.25)
Si se deriva la ecuacién ([2.25)) dos veces con respecto a la variable T, se obtiene
0(t) = f1(0,T) + 0°T:

donde f3/(0,T) es la tasa de interés forward instantdnea del mercado que resulta de la inter-
polacién de los datos disponibles. Por lo cual la férmula del precio del bono cupoén cero en el
modelo de Ho-Lee es

Py (0,7) o2

PT) =l e ((T — ) far(0,8) = ST = 1) — (T - t)rt>.
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Modelo Hull-White

En la busqueda de modelos que cumplen el ajuste a la curva observada del mercado,
John Hull y Alan White, en el trabajo [32], desarrollaron una propuesta que se percibe como
la extensién natural del modelo de Vasicek que cumple dicha propiedad. Se asume que la
dinamica de la tasa de interés spot instantanea es

dry = a(6(t) — r¢)dt + odWr; (2.26)

donde los parametros a y o cumplen el mismo rol que en el modelo de Vasicek y la dife-
rencia consiste en que 0(t) es funcién del tiempo. En el modelo, la ecuacién presenta
como solucién la ecuacién en el que las funciones involucradas cumplen las ecuaciones
diferenciales

‘%@’T) — 0(O)B(t,T) — 50232@,11);
GB(att T) aB(LT) — 1;
que tienen como soluciones a las funciones
A(t,T) = / 0(s)B(s,T) ds + & 37 / B(s, T)?ds; (2.27)
B(t,T) = a(l—e aT=0), (2.28)

Mediante la ecuacién , la ecuacién y una deduccién similar a la que se realiza en
el modelo Ho-Lee, es posible obtener la funcién 6(t). Se asume que el tiempo inicial corresponde
at = 0y acausa de la ecuacién la tasa de interés forward compuesta cumple la ecuacién
. Al derivar la ecuacién dos veces con respecto a la variable T, se obtiene

0() = Fie(0.7) +af (0.7) + 5-(1 = e=7);

donde fa(0,T) es la tasa de interés forward instantdnea del mercado. Por lo cual la férmula
del precio del bono cupoén cero en el modelo de Hull-White es

Py (0,7) o?

P(,T) =l e (B(t,T) Far(0,8) — (1 — e 2)B(¢, T)? B(t,T)rt>.

4a

Modelo G2++

Los tres modelos que se desarrollaron previamente comparten la propiedad de ser unidi-
mensionales. Al considerar estos modelos, se asume de manera implicita que los cambios en
las tasas de interés con vencimiento en tiempo S se encuentran perfectamente correlaciona-
dos con los cambios en las tasas de interés con vencimiento en tiempo 7' (para todo S y T).
Esta situacién provoca que una perturbacion en alguna parte de la curva de rendimiento se
expanda a todos los vencimientos de manera similar. Sin embargo, de manera empirica se
observa que la correlacién que existe entre los cambios en las tasas de rendimiento de bonos
de distintos vencimientos no es perfecta. Lo que motiva a utilizar algiin modelo que tenga en
consideracién esta circunstancia.
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En el modelo G2++, ver [I1], se propone incrementar la dimensién en la tasa de interés
spot instantdnea pero sin resignar la capacidad de ajuste inicial a la curva observada en el
mercado. Este modelo se compone de dos procesos gaussianos y una funcién determinista que
tiene como propésito el ajuste inicial.

La dindmica de la tasa de interés spot instantanea se modela mediante
Tt =T + Y+ o(1);
donde los procesos {:pt, t> O}, {yt, t> O} y el vector (W}, W2) cumplen que
dry = —ax; dt + o thl; dys = —by dt +n thQ; thI de = p dt;
siendo a, b, o, constantes positivas y —1 < p < 1.

Si se utilizan argumentos similares que en la deduccién de la ecuacion (2.15), se obtiene
que la evolucién de la tasa de interés spot instantanea r, en el modelo es

u u

o = e~ T g et 4 O‘/ e~ sl gl + 77/ e W2 + o(u). (2.29)

t t

La ecuacion ([2.29) permite deducir que la tasa de interés spot instantdnea r, presenta
distribucién normal de momentos

E (14| F) = zre W 4 yte_b(u_t) + o(u);
2

2
o oa(u— n —b(u— 2pan —(a+b)(u—
Var (Tu|ft):%(1—6 2af t))+?b(1—€ 2b( t))+m(1—€ (a+b)( t))

En el desarrollo se obtiene que la formula del precio del bono cupén cero en el modelo de
G2++ es

T 1 — e—a(T-1) 1— e—b(T—t) 1
P(t,T) = exp ( — / o(u)du — T — ye + V(¢ T)); (2.30)
‘ a b 2
donde
2
_ 0 —a(T=t) L _oar—y 3
Vi T) a? (T bt a 2a° 2a>
2
n -ty L oy 3
T (7 _ “ _ L _ 2
T (r-1+ b° 2 2b>
2[007,’ efa(Tft) -1 e*b(Tft) -1 ef(aer)(Tft) -1
— (T — - 2.31
+ ab ( b a + b a+b ) (2.31)

Si bien la ecuacién 12.301 es la deduccion del precio del bono cupdén cero mediante la
utilizacién de la ecuacion (2.29), no se concibe la manera de establecer a la funcién ¢(t). Si
existe ajuste a las tasas de interés forward del mercado fys(0,t), se debe cumplir que

2

2
o —a n - pon —a -
p(t) = fu(0,0) + 5 5(1—e H?+ gpa(l—e b2 4 ol H(1 —e).
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Por lo cual, se obtiene que la férmula del precio del bono cupén cero es

PM(0,T)

A (0]

exp (A(t, T)); (2.32)

donde PM(0,T) denota el precio de mercado del bono cupén cero en tiempo inicial ¢ = 0 con
vencimiento en Ty la funcién A(t,T') se expresa mediante

1— efa(Tft) 1— e*b(Tft)

A, T) = %(V(t,T) - V(0,T)+ V(o,t)) — - Ty — ;

Yt-

Métodos de Estimaciéon

Los modelos que se desarrollan en la seccién se basan en las definiciones de tasas de
interés instantaneas. Al examinar el mercado financiero en Uruguay, no existen aquellas tasas
de interés que presenten dicha caracteristica salvo la denominada tasa de interés overnight.
Esta tasa de interés se determina como el promedio ponderado de los préstamos en moneda
nacional que se negocian entre los bancos con vencimiento al dia hébil posterior. No obstante,
la teoria econémica sugiere que esta tasa de interés no es adecuada para ser considerada como
la tasa de interés spot instantanea del mercado, a causa de que en diversas oportunidades
se encuentra sujeta a propdsitos de liquidez de las instituciones bancarias participantes y no
presenta relacién directa con el comportamiento del mercado de deuda soberana.

En la seccién [1.1] se analizan algunas caracteristicas de la deuda soberana en Uruguay. Se
establece que los principales activos financieros que la integran son los bonos soberanos y que
no existe un mercado desarrollado de derivados financieros en tasas de interés. Por lo tanto,
los tinicos datos disponibles para la estimacién de las curvas de rendimiento en Uruguay son
los precios de los bonos transados en ambas bolsas de valores y los bonos transados en el
exterior. Por esta razon, en esta seccién se proponen dos metodologias clasicas de estimacion:
la primera es el método del jacobiano y la segunda es la calibracién. Vale destacar que en
paises que existe un mercado desarrollado de derivados financieros es posible aplicar otras
propuestas tanto de modelaciéon como de estimacion.

Método del Jacobiano

El primer método de estimacién que se describe es el método del jacobiano, el cual tiene
como objetivo estimar los pardmetros del modelo en base a los precios histéricos de mercado
de ciertos bonos.

Los modelos que se utilizan presentan la propiedad de que el precio depende de sus parame-
tros y es funcion de la tasa de interés spot instantanea r;. Este método utiliza la férmula de
precios de manera inversa, es decir interpreta a la tasa de interés como un factor desconocido
y a los precios de bonos cupdn cero como conocidos al utilizar la herramienta de cambio de
variable mediante su matriz jacobiana en la funcién de méaxima verosimilitud.

El requerimiento de este método es utilizar como minimo la misma cantidad de series
historicas de precios de bonos que dimensiones en el modelo. En las aplicaciones se utilizan
la misma cantidad; por lo cual se asume un conjunto de panel de precio de un bono cupén
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cero en tiempo ¢ de vencimiento T que se denota como PM = (PM(t, T(i))) coni=1,...,1
yt=1,...,5 y se describe a (r,gz)) cont=1,...,5 como el vector de tasas de interés spot
instantanea que se considera no observable en el mercado.

Los modelos que se desarrollan en la seccién [2.3] cumplen la propiedad de Markov, por lo
cual se cumple que la densidad conjunta de P2M yen ,Pé\/[ necesaria para definir la funcién de
verosimilitud satisface

S
npy, ... Ps'IPM, 0) = TT n(BY P, 0)
k=2

Al utilizar el cambio de variable en cada funcién de densidad condicional, se obtiene

9
h(PM|PM,,0) = h(ri|rs_1,0) ‘(9;’;
opr, |t 1
= h(rk‘rk—h@) 877“: = h(rk|7’k7179)m;

donde Jj es la matriz jacobiana de cambio de variable de dimensién I x I que resulta de la
férmula de precios de bonos de cada modelo. Por més detalle, ver el trabajo [16].

Método de Calibracién

Fl segundo método que se describe es la calibracion de los parametros en base a los precios
de mercado de diversos bonos al utilizar un enfoque transversal.

En este método se asume que se observan en un tiempo fijo ¢ los precios de mercado de
los bonos soberanos en una determinada moneda. Por lo cual, la base de datos que se utiliza
son los precios de un conjunto de N activos financieros en un mismo momento. Se denota la
base de datos en tiempo ¢ como PMe" = (PM”(t, T(i))), i=1,...,1, donde PMer(t, T() es
el precio de mercado en tiempo ¢ de cada uno de los bonos con vencimiento en 7' v a los
precios de los mismos activos computados mediante el modelo como PMo? = (PM od(¢, T(i)))

La propuesta del método se centra en encontrar los valores de los parametros que mini-
mizan la diferencia entre los precios de mercado y los precios del modelo. Para realizar la
calibracion, se selecciona resolver el problema de minimos cuadrados

i=1
min ; S (P (e, 1) - pYed(s, 7))
=1

Datos y Resultados

Las bases de datos que se utilizan en la busqueda de los pardmetros en los modelos se
encuentran relacionadas al método de estimacién. En el primer método de estimacion se em-
plean el modelo de Vasicek y el modelo G24++ y en el segundo método se emplean el modelo
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de Ho-Lee y el modelo de Hull-White.

En el primer anélisis, se estudia la deuda soberana en Uruguay en ddlares desde enero de
2010 a octubre de 2013 al aplicar el modelo de Vasicek mediante el método del jacobiano. El
modelo es en una dimensién por lo cual para obtener los pardmetros es necesario utilizar por
lo menos una serie histérica de precios de un activo soberano. Se selecciona el bono global en
dolares con vencimiento en enero de 2033.

En este andlisis se consideran dos casos diferentes. En primera instancia se realiza la esti-
macién de pardmetros con los precios del bono publicados por el BCU de manera semanal los
dias miércoles. Esta base presenta la caracteristica (salvo algunos dias feriados) que el dife-
rencial de tiempo es constante en toda la estimacion y que existen precios publicados que no
fueron transados. Los precios no transados son estimados por el BCU al utilizar sus criterios
de valuaciéon. En segunda instancia se realiza la estimacién de los parametros al utilizar los
precios del bono en los dias en que se transé el bono en el mercado local. En esta base de
datos se puede establecer que los precios del bono son los que determina el mercado aunque
si en determinados dias el activo se transé a diferentes precios se utiliza el precio promedio.
Los resultados obtenidos se encuentran en el cuadro 2,11

a = 0.3876 | b=0.0832 | o= 0.0196
a = 0.4527 | b=0.0851 | 0=0.0243

Cuadro 2.1: Pardmetros obtenidos en el modelo de Vasicek en los dos casos analizados. Arriba:
base de datos de frecuencia semanal. Abajo: base de datos con precios transados en el mercado
financiero local.

La comparacién entre la magnitud de los parametros estimados al utilizar las dos bases
de datos, brinda una aproximacién al problema de intercambiar datos que se utilizan en la
estimacién. Al establecer las curvas de rendimiento estimadas en ambos casos se obtiene que
los cambios en los parametros no parecen ser representativos, por lo tanto es un avance de los
modelos dindmicos al problema que se enfrenta el enfoque estatico. En los préximos andlisis
se utiliza la base semanal completa de los precios de los bonos.

Los precios de los bonos cupén cero que generan ambos modelos presentan un buen ajuste
en los vencimientos a mediano plazo (cercanos al vencimiento del activo utilizado) aunque
existen diferencias notorias en los precios de largo plazo. A su vez, en todo el periodo anali-
zado, los precios de activos de vencimientos a corto plazo en el mercado mostraron mayores
variaciones que los que se obtiene en el modelo. Esto deriva a que los errores cuadratico medio
entre los precios de mercado y los precios del modelo sean elevados en ambos casos. Lo cual
permite inducir que es necesario agregar mayor cantidad de dimensiones en los modelos a
utilizar.

Al considerar la conclusién del primer anélisis, en el segundo se aplica el modelo G2++.
Al ser un modelo de dos factores es necesario agregar a la base de datos del primer anélisis por
lo menos una serie histérica de precios de algiin otro bono soberano en délares. Se adiciona
el bono global en délares con vencimiento en setiembre de 2025. Los pardmetros obtenidos
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en la estimacién se encuentran en el cuadro En los resultados se destaca que el primer
factor presenta ambos parametros de menor magnitud que el segundo factor y el valor del
parametro p muy cercano a —1.

| a =0.1301 | b= 0.3526 | 0=0.2062 | = 0.4892 | p=-0.9915 |

Cuadro 2.2: Pardmetros obtenidos en el modelo G2++.

Los parametros estimados se utilizan para representar las curvas de precios de bonos cupén
cero en la deuda soberana en Uruguay mediante la ecuacién (2.32)). En la figura se en-
cuentran las curvas de precios en todo el periodo de tiempo.

1 =~

075=

Precie 0,50 -
0,25~

5 " Enero - 13
15"'”“‘55 " Enera - 12
e i
o “Energ - 11
encimiento 25 Fechas

Figura 2.1: Curvas de precios de bonos cupén cero en el modelo G2++.

Al analizar los resultados y la forma de las curvas de precios que se obtienen en la esti-
macién, se observa en la figura que en algunos dias del segundo semestre de 2012 dichas
curvas de precios de bonos cupén cero presentan pendiente no negativa en algunos periodos
de vencimientos. Esta situacién introduce arbitraje en los resultados del modelo al existir pre-
cios de bonos cupén cero inferiores con menor vencimiento. Es decir, el ajuste que se obtiene
del modelo proporciona parametros que brindan como resultado el aumento de los precios
de bonos en algunos intervalos de vencimiento 7', situacién que no acontece en los mercados
financieros en los cuales las tasas de interés son estrictamente positivas. Por esta razén, se
extiende el andlisis de esta circunstancia con el fin de comprender bajo que condiciones la
ecuacion genera oportunidad de arbitraje.
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A la ecuacién ([2.31)) es posible expresarla mediante integrales

o (T —a(T—u)\2 772 4 —b(T—u)\2
Vt,T)=— [ (1-e )du+b—2 (1—e ) du
as Ji t
9 T
+ ZZU /t (1 — e T~ (1 — e bT=w) gy,

lo que permite inducir que V(¢,7) > 0 para todo t < T y es V(t,T) =0 sblo si t = T. Si se
aplica la funcién logaritmo y se diferencia en la ecuacién (2.32)) en la variable T" se obtiene

2 o P(1.T) = 2105 PM(0.7) + ”2((1 — T2 (1~ emeT)?)
oT ’ oT ’ 202
2
(1 =b(T=tN\2 _ (g _ —bT\2
+ (= e Ty (1 0T 2)
+ %((1 —emalT=0) (] _ e UT=0)y _ (1 — emaT) (] — e_bT)>
a
_ ey, _ o=HT=t)y, (2.33)

En la ecuacién los primeros tres sumandos son negativos, el cuarto tiene el signo opues-
to de p y los ultimos dos dependen de los signos de z; y y:. En la estimacion p es cercano a
—1, por lo que el cuarto sumando es negativo y provoca que en cierto intervalo de tiempo este
sea el mas influyente en la ecuacién. Por lo tanto como resultado se alcanza que la derivada
sea positiva.

Al finalizar se aplican los modelos de Ho-Lee y Hull-White mediante el método de calibra-
ciéon. En los dos andlisis, se utilizan los precios diarios de los diez bonos globales en délares
disponibles durante todo el ano 2013. El menor vencimiento corresponde a marzo 2014 y el
mayor vencimiento corresponde a noviembre de 2045. Para obtener una aproximacion a la
tasa de interés a corto plazo se utiliza el vencimiento 3 meses de la curva de rendimiento
publicada por BEVSA. También se utiliza dicha curva para el ajuste inicial de las tasas de
interés forward instantanea en el dia inicial del analisis que corresponde al 5 de enero de 2013.

En la aplicacién del modelo de Ho-Lee, se obtiene la calibracién del pardmetro o en cada
dfa analizado. Los resultados se encuentran en la figura[2.2] El valor medio de las estimaciones
del pardmetro es 0.0232 y presenta una desviacién estdandar de 0.0094. En la aplicacién del
modelo Hull-White, se obtiene la calibraciéon de los parametros a y ¢ en cada dia analizado.
La evolucién de cada parametro se encuentra en la figura El valor medio de las estima-
ciones del parametro a es 0.0693 y presenta una desviacion estandar de 0.0257. En el caso del
pardmetro o el valor medio de las estimaciones es 0.0177 y presenta una desviacién estdandar
de 0.0079. Si bien las estimaciones de ambos pardmetros presentan diferentes magnitudes
la evolucién en el tiempo se puede establecer como semejante. En particular, se cumple que
el maximo y el minimo en las estimaciones de los parametros se encuentran en los mismos dias.

Los dos modelos calibrados permiten obtener las curvas de rendimiento del mercado en
dolares en cada dia. En la figura se encuentran las curvas para el caso del modelo Hull-
White, que es el que presenta menor error cuadratico medio con respecto a los precios publi-
cados por BCU. Esto se debe a que los insumos en los modelos son muy similares y el modelo
Hull-White presenta un pardmetro adicional que permite mejorar los resultados.
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Figura 2.2: Evolucién del parametro a en el modelo de Ho-Lee en el ano 2013.
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Figura 2.3: Evolucién de los pardametros en el modelo de Hull-White en el afio 2013. A la
izquierda el parametro a y a la derecha el parametro o.
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Figura 2.4: Curvas de rendimiento en el modelo Hull-White en el ano 2013.
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Capitulo 3
Modelos en Varias Dimensiones y
Aplicaciones

uando se analizan en profundidad los resultados del capitulo [2] resultan que son satisfac-
torios en una primera instancia de modelacién, aunque presentan varios problemas que
deben ser perfeccionados.

En primer lugar, existe la necesidad de utilizar modelos con mayor cantidad de dimensio-
nes (factores), lo que coincide con gran parte de la literatura que pondera la modelacién en
varias dimensiones, entre ellos se destacan los trabajos [16] y [42]. En segundo lugar, desde la
perspectiva que se adopta no se concibe conveniente modelar de manera dinamica la curva de
rendimiento en todos los vencimientos mediante la utilizaciéon de una o dos series histéricas
de precios de bonos, al existir en el mercado una amplia variedad de activos soberanos.

Por lo cual, la idea central del capitulo se basa en encontrar una clase de modelos de va-
rias dimensiones y desarrollar nuevas técnicas de estimacién que permitan ampliar de manera
significativa la cantidad de informacién a utilizar. La doble bisqueda genera un compromiso
entre el avance en los modelos y los problemas computacionales que surgen al utilizar una
mayor cantidad de pardmetros y de series histéricas de precios de bonos.

Los resultados expuestos en este capitulo son similiares a los que dieron origen a los
trabajos [44] y [53] (salvo el periodo de tiempo analizado).

Clase de Modelos Afines

Al utilizar el enfoque de modelacién mediante la tasa de interés spot instantdnea se de-
duce que los precios de los bonos cupén cero cumplen una ecuacién diferencial parcial dada
mediante la ecuacién . En una gran cantidad de modelos es necesario aplicar técnicas
de resolucién numérica a causa de su complejidad y la no existencia de férmulas cerradas en
los precios de los bonos cupén cero. En el desarrollo del capitulo sélo se incluye una clase
general de modelos, en la cual la solucién de la ecuacion diferencial parcial se descompone en
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelven de manera asequible a pesar
de la cantidad de dimensiones involucradas. La clase de modelos que se utiliza se denomina
modelos afines y la principal ventaja que presenta es su tratabilidad analitica a causa de la
estructura funcional en la formula de precios. La bibliografia en estos modelos es extensa,
entre ellos se destacan los trabajos [22] y [24].

45



3.1. Clase de Modelos Afines Tesis de Doctorado

Para desarrollar el marco tedrico, como es usual se establece un espacio de probabilidad
filtrado (2, F,F, Q) y un proceso {y;, t > 0} que se define en algiin conjunto abierto D c RV
que presenta la dinamica

dyr = p(y)dt + o (ye)dWy; (3.1)

donde p: D — RN y o : D — RV*N ge les exige las caracteristicas de regularidad suficientes
para obtener una tinica solucién y {W;, ¢ > 0} es un movimiento browniano en RY. Para
la obtencién de la férmula del precio del bono cupdén cero en tiempo ¢ con vencimiento en
T = t+ 7 se asume que es posible expresarla mediante cierta funcién g(7,y;) que cumple
g € CH2([0,+0) x D).

Definicion 13. Un modelo estocdstico de tasa de interés spot instantdnea, es un modelo afin
si existen las funciones A : [0,+00) — [0,+00) y B : [0,4+00) — [0,+00) de clase C' que
cumplen que el precio del bono cupon cero se determina mediante

P(t,T) = P(7) = g(r,y;) = *+P 0w, (3-2)

En esta clase de modelos no sélo se impone la existencia de férmulas cerradas en el precio
del bono cupén cero sino también su estructura funcional. Al utilizar la definicién[5] se obtiene
que la tasa de rendimiento del bono cupén cero es

A(r) | B(7) i :
2(1) = — + yr = A(T) + B(T)ys;
T T
la cual es una funcién lineal del proceso ;. Esta cualidad es una ventaja comparativa frente
a otros modelos en cuanto a su implementacién computacional y a la posibilidad de aplicar
nuevas técnicas estadisticas de estimacién de parametros.

La pregunta que surge al establecer un modelo es conocer las condiciones que deben
cumplir las funciones u(y) y o(y) en la ecuacién para que el modelo pertenezca a la
clase de modelos afines (definicién . La respuesta se establece en el trabajo [23], la que se
sintetiza en la proposicién |1y la proposicién [2| En sus deducciones, se utiliza el resultado que
establece que si Vy € D se satisface que o + By = 0 en algiin conjunto abierto no vacio de R
se cumple simultaneamente que a =0y 8 = 0.

Proposicion 1. Si el modelo estocdstico de tasa de interés es afin y satisface que existen M
vencimientos en los cuales la matriz C(myq,...,mpr) en la ecuacion (3.6) cumple que es no
singular, se obtiene que las funciones u(y) y o(y)o (y) son afines.

Demostracion. Como se cumple que g(0,y) = 1 para todo y € D se obtiene que los valores
iniciales de las funciones son A(0) = 0 y B(0) = 0. Similar al resultado que se obtiene en el
caso unidimensional en la ecuacién , se obtiene que la férmula de precios del bono cupén
cero cumple

2

dgr(t,) = (S 0) + G + 5ir (G 1) 0)ow)) )dt + FE (e o)W
(3.3)
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Por hipoétesis el modelo es afin, por lo cual la tendencia en la ecuacién (3.3)) se representa
1 /
g(t.y) (—A’(T —t) = B'(T = t)y+ BT = t)u(y) + 5 Y, D BT = 1)B;(T — t)oi(y)o; () );
i

y al utilizar la ecuacién (2.12]) se obtiene que en la clase de modelos afines se cumple

0=—A'(r)=B'(r)y+B(r ZZB ai(y)oj(y) —r(y);  (ry) € [0,00)x D,

(3.4)
Desde la ecuacion (3.4]) se define la funcién a(r,y) : [0,+00) x D — R como aquella que
cumple

a(r,y) :=r(y) + A'(r) + B'(r)y = Y_ Bi( Z Z Bi(r)Bj(1)i(y);  (3.5)

i=1
donde se denota a v;;(y) = 0i(y)o;(y)’. La funcién a(r,y) cumple que es afin en la variable y.

Si se considera el valor M = 2N + (N? — N)/2, se define la funcién H : D — RM que
cumple

/

H(y) = (m(y),---,un(y)ml(y),m(y),---,%m(y)) ;

en la cual Unicamente se asignan aquellos 7;; donde ¢ < j (elementos de la matriz superior
triangular). Si se demuestra que cada coordenada de la funcién H es afin en y se obtiene la
proposicién. Se considera a la funcién c : [0, +00) — RM como aquella que permite observar
a la ecuacion como un sistema de ecuaciones

/

a(r,y) =c(r) H(y);  (1,y) €[0,00) x D.
Al repetir con los diferentes vencimientos myq, ..., my; se obtiene

a(m1,y)

a(m'g, v) =C(my,...,my)H(y); (3.6)

a(mJQ, y)

en la cual C(myq,...,myps) es una matriz de dimensién M x M cuya i-ésima fila estd formada
por el vector c(mi)/. La matriz es no singular por hipétesis, salvo en un conjunto cerrado de
medida nula. Por lo cual es posible utilizar la generalizacion del resultado que se establece
en el trabajo [12] y se obtiene que cada coordenada de la funcién H es afin. Lo que permite

concluir que las funciones u;(y) y Ui(y)a;-(y) son funciones afines.

O]

Proposicién 2. Si se cumple que las funciones u(y) y o(y)o(y) son funciones afines y existen
soluciones finitas para la ecuacion (3.7)), entonces se cumple que el modelo estocdstico de tasa
de interés es afin.
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Demostracion. Sea g(7,y) la funcién candidata a solucién que satisface la ecuacién (3.2)) para
las funciones A y B. Si se consideran todos los términos en y; de la ecuacién (3.4) para algin
i fijo se expresa

(=Bi(r) + Bi(B())y's
donde B;(B(7)) = a+ 3_;b;B;(7) + >_ ;1 djxB;j(7)Bi(7) para ciertos coeficientes a, b;, djk, lo

que provoca que B¢ sea una funcién cuadrética lineal. Dado que la ecuacién (3.4) se cumple
para todo y abierto se debe cumplir que —B;(7) + B(B(7)) = 0. Al extender a todo i y a todo
7 se da origen a la ecuacién diferencial (ecuacién diferencial de Ricatti)

B'(t) =B(B(r)),  B(0) =0; (3.7)

donde B : RY — R es una funcién cuadratica lineal. En una gran cantidad de casos los coefi-
cientes de esta ecuacion no son Lipschitz por lo cual existen problemas no triviales en cuanto
a la existencia de soluciones finitas.

De forma anéloga, los términos que no involucran al proceso y; en la ecuacién (3.4]) son
de la forma —A’(7) + A(B(7)) donde A : RN — R es también una funcién cuadrética lineal,
por lo cual se obtiene

Al(r) = A(B(1)),  A(0) =0;

la cual tiene una unica solucién dada por la férmula

A(r) = /0 " A(B(s))ds:

donde B es la solucién de la ecuacién (3.7) en caso de existir. O

La proposicién (1] y la proposicién [2] establecen que bajo ciertas hipdtesis de regularidad
existe una relacién univoca entre los modelos estocasticos de tasas de interés afines y la de-
terminacién de las funciones p(y) y o(y). Sin embargo, este andlisis se restringe tinicamente a
funciones homogéneas en el tiempo. Si se extiende el andlisis anterior a funciones dependien-
tes del tiempo u(t,y) y o(t,y) se generan nuevos modelos de tasas de interés afines que no
provienen de funciones u(t,y) y o(t,y) afines.

Bajo este marco tedrico, Qiang Dai y Kenneth Singleton extendieron la teoria en el trabajo
[19] en el que se establece una caracterizacion de los modelos afines de dimensién N. La espe-
cificacién general de los modelos afines (definicién expresa que la tasa de interés spot ins-
tantdnea r; es una funcién affn de un vector de variables no observables y; = (yf, yZ, ..., v ),
es decir

re=yp by by (3.8)

en el cual el vector y; sigue un proceso afin que se representa

dy, = a(b — yo)dt + S\/SEAW;; (3.9)

donde {W;, t > 0} es un movimiento browniano N-dimensional bajo la medida de riesgo
neutral Q; @ y ¥ son matrices de dimensién N x N; S(t) es una matriz diagonal de dimensién
N x N en la cual cada entrada de la diagonal cumple S(t);; = a; + ﬁ;yt y b es un vector de
dimensién N. Con el fin de facilitar la notacién, se define la matriz B = (81, f2,...,0n) la
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cual se forma por los vectores f; en la ecuacién (3.9)).

Los modelos afines que se representan mediante la ecuacién y la ecuacion son
pardmetricos. Aunque no toda eleccién de parametros es adecuada para la generacién de
modelos a causa del requisito de que en la ecuacion la varianza condicional S(t); sea
positiva. Lo que se propone en el trabajo [19], es establecer la propiedad de que el modelo sea
admisible, la cual establece ciertas restricciones en la eleccién de parametros con el fin de que
la ecuacion se encuentre bien definida. Estas restricciones imponen limitaciones en la
interaccion entre las variables no observables. En el trabajo se obtiene que la clase de modelos
afines de dimensién N se divide en N + 1 subfamilias de modelos. Dentro de cada familia,
los modelos se caracterizan mediante el grado de dependencia de la varianza condicional en
el nimero de factores, es decir mediante el valor m = rank(B).

La divisiéon en subfamilias genera un compromiso entre la dependencia en la matriz de
covarianza de cada factor 3! y la estructura admisible de la matriz de correlacién para v;.
En un extremo de la clasificacion se encuentra la familia de los modelos gaussianos, la cual
permite gran flexibilidad en las correlaciones bajo el costo de asumir varianza constante y del
extremo opuesto se encuentra la familia de los modelos de raiz cuadrada en los cuales todos
los factores dirigen la volatilidad condicional. Entre estas dos, se encuentran todas las familias
en las cuales las volatilidades estocasticas del vector 1; se controlan mediante determinados
factores en la modelacion.

Modelos de Vasicek en Varias Dimensiones

En la clase de modelos afines que se establece en la seccién la familia que se selecciona
para modelar las curvas de rendimiento es la gaussiana. Esta eleccién se fundamenta en el
objetivo de avanzar en el analisis del capitulo [2| a fin de obtener conclusiones en los resul-
tados que se obtienen en el aumento en la dimension del modelo y en las nuevas técnicas de
estimacién que se proponen.

El modelo para analizar las curvas de rendimiento cumple la ecuacién (3.8]) y la ecuacién
(3.9) en la cual las matrices y los vectores que forman parte se representan mediante

aq 0 0 1 g12 -+ O1IN b1
0 as - 0 0921 1 s+ 09N ~ b2
a= ;Y= ;b= . |;

0 0 st QAN ON1 ON92 -*° 1 bN
o2 0 0
0 o2 -+ 0

se=|. 2. .| B=o (3.10)

0 0 o3

El modelo afin propuesto por la ecuacién (3.8)), la ecuacion (3.9) y la ecuacion (3.10) es

una generalizacién del modelo de Vasicek en varias dimensiones. Si se realiza una deduccién
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andloga a la formulacion de la ecuacién ([2.22) pero en el caso de multidimensional, la férmula
del precio del bono cupén cero en tiempo ¢ con vencimiento en T es

P(t,T) = A=Y Bi(T)yi; (3.11)
donde
Bilr) = —(1— ")
i\T) = a; € y
=N 2 2 2
o* ofB:(T)
A = i — _t Bz _ )
(7= 3= G —7) = P
+ Y 297 - Bi(r) - Bj(r) (1 — e~(@tanTy ).
ity Y it a

Desde la féormula del precio mediante la ecuacién (3.11)), es posible obtener la tasa de
interés spot compuesta (definicién , que al ser un bono cupédn cero coincide con la tasa de
rendimiento del bono mediante

N .
_log P(r) _ —A(7) N > ey Bi(m)y;

Z(T) - T - T T

La ecuacion y la ecuacion forman un sistema dinamico integrado por dos va-
riables de diferentes caracteristicas. Por un lado, las variables no observables (factores) que
describen el comportamiento de la tasa de interés spot instantanea sujeta a incertidumbre
mediante un proceso de Markov. Por el otro lado las variables observables que corresponden a
las tasas de rendimiento de los activos financieros del mercado. Ambas variables se relacionan
mediante una funcion lineal paramétrica. Esta circunstancia se enmarca en los modelos que
se denominan modelos de espacio-estado, los cuales provienen del area de la ingenieria de con-
trol. Por lo cual, la idea principal es reformular el modelo gaussiano propuesto a través de las
premisas de este enfoque de modelos. Es necesario deducir las ecuaciones que caracterizan los
modelos espacio-estado que se denominan la ecuacion de transicion y la ecuacion de medida.

(3.12)

Al discretizar el modelo, el intervalo de tiempo en el que se realiza el andlisis [t1, S] se divide
en m tiempos t; = iS/m para i € {1,...,m} que cumplen que la longitud de los intervalos
es constante Ay, = ;41 — t;. Por un lado, la ecuacién de transicién se obtiene mediante la
dindmica de cada variable no observable (factor) y* de la ecuacién . En el caso general
de los modelos afines es posible realizar diferentes acercamientos de la dinamica de los factores
como por ejemplo utilizar la aproximacion de Euler de la solucién o discretizar la solucién de
la ecuacién diferencial estocdstica en caso de disponerla. En el modelo propuesto la solucién es
un proceso de Ornstein Uhlenbeck, el cual presenta momentos que se observan en la ecuacién
(2.16)). Por lo cual, la ecuacién matricial de transicién se expresa

ytll bl(l - efa1At) e*CLlAt 0 - 0 ytli,l 'u’%z

2 I U I I Vi, ui, |

w) \ow e 00 oead ) gy f

Yt « ¢ Yt;_q ot
(3.13)
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donde pu,|F;, | =~ N(0,Q) siendo

%(1 _e—2a1At) 0
o3 —2a5A
Q= 0 2ag (L= €770 0 . (3.14)
0 0 %(1f€—2aw&)

En la ecuacion se adiciona una hipétesis al modelo que establece que los parame-
tros o;; con i # j son cero, lo que genera que la matriz 3 de la ecuacién sea la matriz
identidad. El supuesto se incluye con el fin de disminuir en N? — N la cantidad de pardme-
tros en el modelo que es de utilidad en cuanto a la convergencia del algoritmo que se desarrolla.

Por el otro lado, la ecuacién de medida se obtiene al utilizar la funcién lineal que relaciona
las tasas de rendimiento de los bonos cupdn cero con la evolucién de la tasa de interés spot
instantanea en la ecuacién . Se asume que en del mercado es posible extraer un panel
de datos de n > N tasas de rendimiento de bonos cupén cero en tiempo t € [t1, 5] de venci-
mientos T, ..., T" que se denotan mediante 2(7), 2(77), ..., 2(7*) donde 7§ = T7 —¢.

En el inicio del capitulo se establece que uno de los objetivos es utilizar un conjunto de
datos mas robustos que en el capitulo 2] el cual consiste en los precios de una mayor cantidad
de activos financieros en la modelacion, es decir n > N. Esta resolucién presenta como con-
secuencia la introduccién de errores de medida entre las tasas de rendimiento observadas en
el mercado y las estimadas en el modelo, ver el trabajo [16]. En el caso contrario, los modelos
generan relaciones deterministas entre las tasas de rendimiento de bonos estimados, situacion
que no sucede en los mercados financieros. A su vez, la introduccién de errores también es po-
sible justificarla de manera econémica en caracteristicas del mercado como lo es la diferencia
que existen entre los precios de compra y los precios de venta de los activos. Por lo cual, la
ecuacién matricial de medida se expresa

(r1) Bl(Ttli) B2(Tt1i) BN(Ttll-)
—A(T T T o T
1 t T, T, T, 1
z(Tt t; t; t . 1%
( tg’) o Bi(r}) Ba(r}) Bn(77) yt2’ 4
2(73;) —A(r2). " p e 2 Y, Vi,
_ N i t; ti . + B (3'15)
Ti; . . . . : :
A(T]) : : ’ :
() e Bi()  Balr) sy | \vo ) \vi
o \_Zt,_/ Tt": Tg;j ng Ve, Vi,
i Bti
donde 14, ~ N (0, R) siendo
e 0 0
0 €& -+ 0
R=1. 7 - (3.16)
0 0 --- ¢

n

La ecuacién (3.13]) y la ecuacién (3.15) representan la forma de espacio-estado del modelo
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propuesto mediante la ecuacién (3.10|). Estas ecuaciones son posibles resumirlas en el sistema

Y, = 0+ Yty + fty
Zt; = Ati + Btiyti + Vi,

donde y;,, o, pu;, 21, y V¢, son vectores de dimensién N, ¢ es una matriz de dimensién N x N
y By, es una matriz de dimensién n x N.

La determinacion del modelo espacio-estado se completa al realizar dos supuestos adicio-
nales. El primer supuesto se basa en el vector inicial y;, y establece que tiene distribucién
normal de pardmetros E(yo) = Y, ¥ Var(yy,) = Pyt El segundo supuesto es que los
errores vy, y i, estdn incorrelacionados en todos los tiempos e incorrelacionados al vector de
estado inicial, es decir

E(v, ) =0, Vi, t;€{l,...,8}

E(i, Yyy0) =0 ¥ E(wnyy,,) =0, Ytie{l,....S}

Filtro de Kalman

En la seccién se establece el modelo que se utiliza en las aplicaciones, lo que resta
es establecer el método de estimacién adecuado. Se trata de seleccionar un método que sea
manipulable computacionalmente y que permita utilizar una gran cantidad de datos en la
modelaciéon de varias dimensiones. El método debe ser capaz de solucionar el problema de
estimar las variables no observables en la ecuacién y los parametros del modelo en la
funcién lineal de la ecuacién . Existen varios métodos para aplicar al problema y en la
presente seccion se selecciona el método que se denomina filtro de Kalman; el cual se desarrollé
en la mitad del siglo XX y sus precursores fueron Norbert Wiener, Rudolf Kalman y David
Luenberger en los trabajos [57], [39] y [43] respectivamente.

El filtro de Kalman es de suma importancia en diversas areas de las ciencias. En economia,
presenta una amplia gama de aplicaciones y de manera especifica en el area de matematica
financiera se utiliza en formular modelos econémicos como también establecer superficies de
volatilidad y curvas de credit default swaps. En la estimacion de curvas de rendimiento, el
filtro de Kalman se utiliza en algunos modelos dindmicos, entre ellos ver los trabajos [17] y [36].

El filtro es un conjunto de ecuaciones que implementan un sistema predictor-corrector pa-
ra las estimaciones que se actualizan mediante el ingreso de nueva informacién. En el modelo,
la prediccién se obtiene a través de la distribucién de la tasa de interés spot instantanea con-
dicional a las estimaciones previamente establecidas. Esta prediccion se actualiza al utilizar
los datos de las tasas de rendimiento diarios del mercado. En el modelo propuesto el filtro de
Kalman resulta ser éptimo, a pesar de que esta propiedad no se cumple en todos los modelos
de la clase afin.

En la seccion el modelo propuesto se expresa en su forma espacio-estado mediante la

ecuacién (3.13)), la ecuacion (3.14)), la ecuacion (3.15) y la ecuacién (3.16]). Como los errores

presentan distribucién normal es posible aplicar la proposicién [3| para derivar las ecuaciones
que forman parte del método.
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Proposicién 3. Sea el vector (y, z) el cual tiene distribucion conjunta normal de media p y
matriz de covarianza ¥ dada mediante

p= [My} ; ¥ = [Zyy Zyz] .
Mz E?«’y Y2z
Se cumple que la distribucion del vector y condicional a z presenta distribucion normal de

media fi,, y matriz de covarianza Xy, dada mediante

/'Ly|z =y + 2yzzz_zl (Z - :U’Z); Eyy\z = Eyzzz_zlzzy- (317)

Demostracion. La forma funcional de la densidad p(y|z) de la variable y condicionada a z es

p(y, 2) 1 |S,.|V2 exp(—%(y — Uy, Z — u )Xy —uy, 2 — uz))
plylz) = ©) M g S E— . (3.18)
P exp(—i(z — )Yz (2 — uz)>
Al realizar algunas deducciones se observa que se cumple
Id @ -%,.%;} Id : 0 Syy — Sy2Xoi 8.y ¢ 0
......... I = . ;
0 : Id ~-S)y,, ¢ Id 0 Y
que permite deducir las dos préximas igualdades
Z] = [Eyy — Eyzzgzlzzy”z)zzh
y
Id 0 (Byy — X208, ! 0 Id —X,, — S}
sTh= e
—¥y, P Id 0 sxt)\o Id

Por lo tanto, al utilizar la notacién de la ecuacién (3.17)), se cumple

/ !

— uz)Zfl(y — Uy, 2 — uz)
= (y/ - u;;lz) (Byy — Eyzz?zlzzy)_l (v — uylz) + (Z/ - “/z)z;zl (2 = uz).

Por lo tanto, la ecuacién (3.18]) se expresa

(y/ —u;,z

1

1 ! - -1
) = i, 5, exp (=5 (= ) (S = BeE00) =) )

donde se concluye que vector y condicional a z presenta distribuciéon normal de media fi,), y

matriz de covarianza %,,..

El método es inductivo entonces en la derivacién de las ecuaciones en tiempo t; se asume
que la estimacién de la variable no observable y;, , en el instante ¢;_; es conocida y se denota
como Yz, 14, - Al utilizar la ecuacién de transicion (3.13)), se obtiene que y;, se expresa como
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la suma de dos vectores aleatorios de distribucién normal, por lo cual la variable y;, es un
vector normal de media

yti|ti,1 =a+ ¢yti,1‘ti,1; (319)

y matriz de covarianza del error

Pti|tz‘4 = ¢Pti71|tifl¢/ +Q. (3.20)

Las estimaciones que se obtienen desde la ecuacién (3.19)) y la ecuacién (3.20) se originan
tinicamente con la variable no observable en tiempo t;_;. Para adecuar las estimaciones al
arribo de nueva informacion de la variable observable z;, en tiempo ¢;, se reescribe el sistema

Y, = Ytltiy T Yti — Ytyfti_15
Rt; = Ati + Btiytiltiq + By, (yti - yti‘ti—l) + Vs

en el cual se deduce que el vector aleatorio (yti, Z’ti) tiene distribucién normal multivariada
de media

(yti|ti717 Atz‘ + Btiyti\ti,l)S

y matriz de covarianza

< Pti‘ti,1 Pti‘tifl'Blgi )
Btipti\ti,1 Btipti‘ti—lBti +R

Si se aplica la proposicién [3|al vector (yy,, z,) condicional al valor observado del vector z;,
en tiempo t;, se obtiene

Ytilt: = Ytiltioy T K, (zti — Ay, — Btiymti,l); (3.21)
donde la matriz K, se denomina ganancia de Kalman, tiene dimension N X n y se expresa
mediante

Ky, = Py, By, (B, Py, By, + R) . (3.23)

Hy,

K3

El sistema que se representa mediante la ecuacién y la ecuacion @ se denomina
ecuacion de prediccion y el sistema que se representa mediante la ecuacién @D, la ecuacién
y la ecuacion se denomina ecuacion de actualizacion. En su deduccién, se asume
que la media condicional de la variable aleatoria z;, sujeto a la informacién en tiempo ¢;_1 es

Ziilti = At + Bt Yty
por lo cual se define el error de prediccion o innovacidn, como
Cti = Rty T Rty|ti_1)
que presenta distribucién normal de media 0 y matriz de covarianza Hy,.
Al analizar la ecuacion , el valor de la ganancia de Kalman depende de la especifi-

cacién de la ecuacion de transicién y de la ecuacién de medida, asi como de la covarianza de
los errores de prediccién. La ganancia de Kalman se interpreta como la importancia relativa
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que se brinda al error de prediccién en la estimacion de la variable no observable. Es decir,
una baja ganancia de Kalman implica mayor ponderacion en las predicciones, mientras que
una alta ganancia significa que el sistema es mas sensible a la ecuacién de medicion.

En el modelo propuesto resulta relevante no sélo encontrar un procedimiento de estimacién
de la variable no observable sino también de los parametros que lo forman. En el caso de series
de tiempos, la funcién de verosimilitud se expresa

i=m

p(18) = T p(z,16); (3.24)

i=1

donde p(z,|60) denota la distribucién de z;, condicional a la informacién en tiempo t;—; y al
conjunto de pardmetros 6.

En la deduccién de las ecuaciones del filtro de Kalman se observa que la distribucién
condicional tiene distribucién normal a causa de que el vector aleatorio z;, se expresa como

2ty = Ati + Btiytihfi_l + Bti (yt, - yti‘ti_l) + Vt;;

siendo su media Ay, + By, yy,;,_, y su matriz de covarianza Hy,. Por lo cual, la funcién de
log-verosimilitud (3.24]) se establece

log p(z Zlogp z,]0) = ——log (2m) — fZIOg|Ht | — fZCtTH .. (3.25)

Los elementos que forman parte de la ecuacién se obtienen al aplicar el filtro de
Kalman y mediante técnicas usuales de maximizaciéon pueden ser estimados los parametros.
Sin embargo, la maximizacion puede resultar ser un problema complejo de implementar por
lo cual en varias oportunidades es necesario aplicar algiin procedimiento numérico. Por més
detalles en las propiedades del filtro de Kalman y sus posibles extensiones ver [29].

Esperanza Maximizacion

En esta seccion se propone utilizar el método iterativo que se denomina esperanza-mazximi-
zacion (EM) con el objetivo de facilitar la busqueda de los pardmetros que maximizan la
funcién de verosimilitud al existir variables no observables. En 1977, Arthur Dempster, Nan
Laird y Donald Rubin proponen utilizar una funcién aproximada en caso de no ser posible de
manera directa maximizar la funcién de verosimilitud en el trabajo [20].

Este método tiene la caracteristica principal de no calcular ni aproximar las derivadas de
la funcién de verosimilitud que son necesarias en los métodos tradicionales de optimizacion
como lo son el método de Newton y del gradiente conjugado. Para determinar los pasos que
forman parte de la técnica, se utilizan las notaciones de los conjuntos y como la clausura de
los puntos (y,z) donde se cumple que p(y,z|0) > 0y x(z) como la clausura de los puntos
(y,z) donde se cumple que p(y|z,60) > 0.
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El método se basa en la acotacién de la ecuacién (3.24)), cuyo calculo exacto se hace muy
complejo. La funcién log-verosimilitud cumple que

p(y, z|0)
log p(z0) = / q(y) log —=———dy;
x(2) q(y)
para cualquier distribucién ¢. El algoritmo consiste en maximizar la cota con respecto a ¢ (al
fijar A) y con respecto a 6 (al fijar ¢) de manera iterativa. Se conoce que si se fija 6 = (™) el
maximo con respecto a ¢ se obtiene en el caso

a(y) = p(ylz,00™);

por lo cual se cumple que

m p(y, z|0)
p(ylz,00™) log =2 dy
/x(z) (’ pylz,60m)

:/ MWﬁWW®MJW@—/ p(yl=,6) log p(y, 26™)dy.
x(z) x(2)
(3.26)

En la ecuacién , el segundo término es independiente de 6 por lo cual no se considera
al maximizar con respecto a los parametros. El primer sumando en dicha ecuacién es la
definicién de la esperanza condicional de la funcién log p(y, z|#) con respecto a (z,6™) la
cual se denota mediante Q(0]0(™),

Q@W%:/’mwmamwmwm@:E@wwwmwﬂm) (3.27)
x(2)

Entonces, el problema de maximizar la funciéon de verosimilitud se encuentra relacionado a
la estimacién y maximizacién de la funcién Q(6|6™). Por lo cual, los dos pasos en la iteracién
se expresan en:

(E) Esperanza en el paso (m + 1) de la iteracion: mediante la estimacién previa de los
pardmetros en el paso (m) junto con los datos observados z se estima la funcién Q(6|6™)
que es la esperanza condicional de la funcién de verosimilitud. Este paso es el que permite
obtener estimaciones de las variables no observables.

(M) Mazimizacion en el paso (m + 1) de la iteracion: mediante los resultados del paso (E)
se encuentran los pardmetros ("1 que maximizan la funcién Q(#|0™). Este paso es
el que permite obtener estimaciones de los parametros.

La proposicién [4] junto al corolario |1 establecen que en cada paso de la iteracién no
disminuye la funciéon de verosimilitud, pero ni existe un criterio general de convergencia ni se
establece un criterio de parada en el algoritmo. Es de destacar que bajo ciertas circunstancias
de regularidad, se demuestra que existe una convergencia lineal a un punto estacionario que
no se asegura que sea el maximo global, es decir

IM >0y 0<C<1 talque [0 —9®) <[]0t —0@),  vm > M;

siendo ™) un valor estacionario del conjunto de pardmetros . Por més detalles en cuanto a
las propiedades de convergencia del algoritmo ver el trabajo [58] y en sus aplicaciones ver los
trabajos [41] y [56].
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Proposicion 4. Sean las variables aleatorias y y z que tienen distribucion paramétrica 0 € ©
que cumplen que p(z|y,0) = p(zly). Para 6 € © y cualquier z tal que x(2) # 0 se cumple que
si Q(0]00™) > Q0™ |9(™)) se obtiene que log p(z|0) > log p(z|6™).

Demostracion.

log p(2160) = log / plu A0y ~tog [ LUZA
(2) x(z) P(yfzae(m))

y,2|9 (m) p(y,z|9) (m)
—logE 0m) > g (log L2 g
o8 ( p(ylz, 6m = ) - <Og p(ylz,00m) = )

=E (log (y,Z|9(m)) | 2,0 >

—E (log p(y,210) | 2,0 ) —E (log ply, 216™) | 2,60™) + log p(]0"™)
= Q(016"™) — Q(6"™|6™) + log p(=]0™).

p(y|z,0™)dy

Corolario 1. En el paso (m) de la iteracion del método de EM se cumple
log p(=107™D) > log p(2[6™)).

Demostracién. En el paso (M) del algoritmo se cumple que 1) = arg maxgeq Q(0]0(™),
por lo cual

QO V[0 = Q(6"|6™)) = log p(=(0"" V) = log p(=]6"™).
O

Como no existe certeza en la determinacién del caracter del punto estacionario existen
diferentes enfoques heuristicos para intentar alcanzarlo. El que se utiliza es el algoritmo de-
nominado escalada simple, en el cual se realizan varias estimaciones con condiciones iniciales
aleatorias.

En la deduccién del paso (E) de la iteracién, se utiliza la ecuacién (3.27)) que es la es-
peranza condicional de la funcién log p(y, z|f) a los datos observados y a los pardmetros que
se obtienen en la iteracién previa. Por lo cual, en este paso no es posible aplicar de manera
directa el filtro de Kalman dado que en su deduccion sélo se utilizan los datos hasta el tiempo
actual.

Es necesario aplicar una técnica que se considera una ramificaciéon del filtro de Kalman
que se denomina suavizado de intervalo fijo, en el cual se utilizan los datos completos para
la estimacion de la variable no observable. El algortimo se respalda en el filtro de Kalman al
recalcular cada una de sus estimaciones mediante un sistema de ecuaciones recursivo hacia
atras. La deduccién de las ecuaciones se encuentran en [2], las cuales se expresan en el
sistema

* .
yti‘s = yti‘ti + Pti|ti (yt¢+1|s - yti+1|t¢)7
* 'p—-1 .
Pti‘ti - Pti|ti¢) Pti+1‘ti’
’

Pti\s = Pti|tz‘ + Ptt-|ti (Pt¢+1|5 - Pti+1|ti)Pt>:|ti; (3'28)
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donde yy,j;, y P, son las estimaciones obtenidas en la aplicacion del filtro de Kalman y la
inicializacion en tiempo S también se realiza mediante las estimaciones del filtro, es decir yg|5
y Ps)s. Las estimaciones de las variables no observadas y;,|s son las que forman parte de la

ecuacion (3.27)).

Al analizar el sistema de ecuaciones , se infiere que el suavizado es la estimacién
realizada por el filtro de Kalman ajustada por un término de error ponderado. Este término
de error es la diferencia entre la estimacién en el tiempo posterior realizada por el suavizado
y la prediccién del valor que otorga el filtro. En general, las nuevas estimaciones para la
variable no observada al aplicar el suavizado presentan menor matriz de covarianza del error
de estimacion.

Implementaciéon del Modelo

Los modelos se implementan en el software R. El cédigo consiste de varias funciones que
pretenden obtener un algoritmo en el cual sélo sea necesario ingresar los precios de los bonos
con sus respectivas fechas de vencimiento y obtener como respuesta los pardmetros estimados
en la cantidad de factores seleccionados.

Para analizar la eficiencia del algoritmo que se implementa, se realizan mediante la dis-
cretizacion de Euler, simulaciones de las tasas de interés spot instantdneas r; con parametros
conocidos, para calcular precios de bonos cupoén cero correspondientes a dichas tasas de interés
y se adicionan pequenos errores en los mismos. Con estos precios, se estiman los pardmetros
en modelos de un factor, dos factores y tres factores para percibir algunas propiedades de
regularidad en las estimaciones.

Todas las simulaciones se realizan en base a datos diarios en un periodo de tiempo de tres
anos. La preferencia por estas caracteristicas en los datos generados se debe a que es el marco
en el cual se producen las aplicaciones en el mercado uruguayo. A su vez, los parametros
seleccionados para realizar las simulaciones son similares a pardmetros estimados en biblio-
grafia relacionada. De acuerdo a la cantidad de factores en la simulacion se utilizan distintas
cantidades de precios de bonos; en el caso de un factor se establecen 5 vencimientos de bonos,
en el caso de dos factores se establecen 7 vencimientos de bonos y en el caso de tres factores
se establecen 10 vencimientos de bonos.

Para cada modelo se simulan 100 escenarios posibles en la evolucién de la tasa de interés
spot instantdnea y se ejecuta la estimacién en cada caso. En el cuadro en el cuadro y
en el cuadro se establecen algunos estadisticos en las estimaciones de cada pardmetro en
el modelo de un factor, dos factores y tres factores respectivamente. La media en las estima-
ciones proporciona alguna nocién de la existencia de cierto sesgo en la técnica de estimacion
mientras que los demads estadisticos restantes proporcionan alguna intuiciéon en la precision
de las estimaciones.

En el caso del modelo de un factor es posible establecer que existe una muy buena estima-
cién en los tres pardmetros. Afirmacién que se basa en el valor de la media de las estimaciones
y su desviacion estdandar. En el caso del modelo de dos factores también se obtiene muy bue-
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‘ ‘ Real Media Des. Est. Min. Max.
ai | 0.350 0.350858  0.005267  0.337005 0.367020
by | 0.040 0.039989  0.000109  0.039716 0.040254
oy | 0.015 0.014911  0.000775  0.012829 0.016983

Cuadro 3.1: Estadisticos de los
factor.

parametros estimados en la simulaciéon en el modelo de un

‘ Real Media Des. Est. Min. Max.
ai; | 0.100 0.099809  0.002045 0.093744 0.104007
as | 0.500 0.500312  0.029822  0.439937 0.587124
by | 0.060 0.059148 0.018708  0.009195 0.099169
by | 0.010 0.010129 0.001870  0.006136 0.014375
o1 | 0.020 0.020051  0.000690 0.018497 0.021471
oo | 0.010 0.009812  0.000924  0.007454 0.011857

Cuadro 3.2: Estadisticos de los pardametros estimados en la simulacién en el modelo de dos

factores.

\ | Real Media Des. Est.  Min. Max.
a1 | 0.800 0.828985  0.093937  0.604075 1.000000
as | 0.350 0.350462  0.024452  0.288603 0.418681
as | 0.040 0.040006 0.001154 0.037660 0.042797
by | 0.010 0.013718 0.004701  0.001411 0.024348
by | 0.020 0.023549  0.009700  0.004808 0.041841
bs | 0.050 0.043908  0.008061  0.027419 0.065545
o1 | 0.020 0.019937  0.000561  0.018499 0.020915
oy | 0.015 0.015117  0.001635 0.011430 0.017913
o2 | 0.010 0.009501  0.001723  0.006195 0.013275

Cuadro 3.3: Estadisticos de los parametros estimados en la simulacién en el modelo de tres

factores.
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nos ajustes en todos los parametros, salvo en el pardmetro as que si bien la media en las
estimaciones es muy cercana al parametro real se observa que el minimo y el maximo de las
estimaciones del pardametro difieren en niveles considerables del valor real. En cambio, en el
modelo de tres factores existen algunos parametros en los que se obtienen buenas aproxima-
ciones y otros en las que no. En los tres parametros relacionados a la tasa de largo plazo se
obtienen diferencias entre los valores reales y la media de las estimaciones. Los parametros
relacionados a la volatilidad tienen un muy buen ajuste y los pardmetros de reversion a la
media existe uno sélo que presenta reducida diferencia.

En resumen, es posible establecer mediante las estimaciones realizadas en los casos simula-
dos que se logra un algoritmo sofisticado que determina los pardmetros con buena precisién.

Datos

En la seccién [1.1] se establece que la deuda soberana uruguaya se encuentra dividida en
moneda extranjera y moneda nacional. En la primera categoria se destaca la deuda en ddla-
res y en la segunda categoria se encuentran especialmente la deuda en unidades indexadas y
en pesos uruguayos. En esta seccién, se describen los datos que se utilizan en los diferentes
mercados que se analizan: ddlares, unidades indexadas y pesos uruguayos.

La informacién disponible en el mercado son los precios de activos financieros que se emi-
ten en el mercado primario y se transan en el mercado secundario. La razén principal para
seleccionar estos datos es que en el precio de los activos se encuentra subyacente la informa-
cién sobre las expectativas que tienen los agentes que participan del mercado. En caso de
disponibilidad en el mercado de derivados financieros de tasas de interés (swaps y repos entre
otros) es posible utilizarlos para realizar las estimaciones pero en el caso de Uruguay no existe
un mercado profundo en esta clase de activos.

Las bases de datos son de cardcter diario y todas abarcan el mismo periodo de tiempo
comprendido entre el 2 de enero de 2014 y el 31 agosto de 2016. Se establecen de manera
detallada los activos disponibles en cada mercado.

El mercado en délares es el méas diversificado a causa de la gran cantidad de activos emiti-
dos (en su mayoria bonos soberanos) con vencimientos a mediano y largo plazo. En el analisis,
se brinda prioridad a las emisiones internacionales por lo que se utilizan los seis bonos globales
que se encuentran vigentes en todo el periodo de andlisis. Desde el ano 2015 hasta la actuali-
dad se emitieron 3 nuevos bonos globales que corresponden a vencimientos en los anos 2027,
2050 y 2055. En el analisis se incorporaron los precios de dos bonos locales de vencimiento
en 2019 y 2020 con el fin de obtener mayor precisién en los vencimientos a corto plazo en
las curvas de rendimiento estimadas. Los bonos soberanos que se utilizan en el mercado en
délares se encuentran en el cuadro 3.4

En lo que refiere a la deuda en moneda nacional, tanto en unidades indexadas como pesos
uruguayos, su valor nominal aumento en los dltimos 10 anos debido al objetivo planteado de
disminuir la dolarizacion de la deuda soberana posterior a la crisis financiera del ano 2002.
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‘ Activo Financiero ‘ Emisién ‘ Vencimiento ‘ Cupén ‘ Amortizaciones ‘
Bono Local 2019 29/03/03 23/03/19 7.500 Al vencimiento
Bono Local 2020 29/05/03 28/02/20 9.750 Al vencimiento
Bono Global 2022 | 18/11/05 |  18/11/22 8.000 | (33.3%) 18/11/20 - 18/11/21 - 18/11/22
Bono Global 2024 | 14/08/13 |  14/08/24 4.500 | (33.3%) 14/08/22 - 14/08/23 - 14/08/24
Bono Global 2025 | 28/09/09 |  28/09/25 6.875 | (33.3%) 28/09/23 - 28/09/24 - 28/09/25
Bono Global 2033 29/05/03 15/01/33 7.875 Al vencimiento
Bono Global 2036 21/03/06 21/03/36 7.625 | (33.3%) 21/03/34 - 21/03/35 - 21/03/36
Bono Global 2045 | 20/11/12 |  20/11/45 4125 | (33.3%) 20/11/43 - 20/11/44 - 20/11/45

Cuadro 3.4: Bonos soberanos que se utilizan en el mercado en dolares.

Por un lado, en el mercado en unidades indexadas la primera emision de activos indexados
a la inflacion la realizé el BCU al emitir letras de regulacion monetaria en setiembre de 2002.
En la actualidad existen en el mercado letras de regulaciéon monetaria, notas de tesoreria,
bonos locales y bonos globales. En el analisis tienen prioridad los precios de los cinco bonos
globales vigentes en todo el periodo de tiempo. Ademas, se incorporan a la base de datos dos
notas de tesoreria, que son las que presentan mayor circulante en el mercado. El detalle de

los activos soberanos que se utilizan en el mercado de unidades indexadas se encuentra en el
cuadro 3.5

‘ Activo Financiero ‘ Emision ‘ Vencimiento ‘ Cupén Amortizaciones
Notas de tesorerfa Serie 14 | 10/06/10 10/06,/20 4.000 Al vencimiento
Notas de tesorerfa Serie 16 | 27/01/11 27/01/19 3.250 Al vencimiento
Bono Global 2018 14/09/06 14/09/18 5.000 Al vencimiento
Bono Global 2027 03/04/07 | 05/03/27 4250 | (33.3%) 05/04/25 - 05/04/26 - 05/04/27
Bono Global 2028 15/12/11 |  15/12/28 4375 | (33.3%)15/12/25 - 15/12/27 - 15/12/28
Bono Global 2030 10/07/08 | 10/07/30 4.000 | (33.3%) 10/07/28 - 10/07/29 - 10/07/30
Bono Global 2037 26,/06/07 26,/06/37 3.700 | (33.3%) 26/06/35 - 26/06/36 - 26/06/37

Cuadro 3.5: Bonos soberanos y notas de tesoreria que se utilizan en el mercado en unidades
indexadas.

Tanto en el mercado en ddlares como en el mercado en unidades indexadas es de destacar
que todos los activos utilizados presentan pagos intermedios de manera semestral (cupones).
Por lo cual, se descomponen los flujos futuros de cada activo con el fin de obtener el precio
del bono cupdn cero equivalente.

Por el otro lado, el mercado en pesos uruguayos es el que presenta menor proporcion
circulante en comparacién a los otros dos mercados. Esto se debe a que luego de la crisis
economica del ano 2002, las emisiones en pesos uruguayos se realizaron fundamentalmente en
activos con vencimientos a corto plazo (no superaban los tres afios). A partir del ano 2011,
se emitieron notas de tesoreria a plazos maximos de 5 anos y en el ano 2017 se emitieron dos
bonos globales con vencimientos en 2022 y 2028.

En la actualidad la emisién en el mercado local en pesos uruguayos se ajusta a la imple-
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mentacion de calendarios semestrales, lo genera una oferta continua de titulos en el mercado.
La deuda soberana en pesos uruguayos se encuentra conformada por emisiones de letras de
regulacién monetaria con vencimiento que oscilan entre 1 mes y 1 ano, dos series de Notas
de Tesoreria con vencimientos en 2018 y en 2019 y dos bonos globales con vencimientos en
los anios 2022 y 2028. Por lo cual, en esta moneda no existe la cantidad suficiente de activos
vigentes en el periodo analizado (2014-2016) y se decide generar la base de precios de bonos
cupon cero sintéticos que se deducen de las curvas de rendimientos que publica BEVSA para
los plazos de 1 mes, 3 meses, 6 meses, 1 ano, 3 afos y 5 afnos.

Resultados

En esta seccién se estiman los pardmetros en tres modelos afines en las principales mone-
das de la deuda soberana uruguaya. Es de destacar, que si bien los modelos que se utilizan
presentan probabilidad no nula que la tasa de interés spot instantanea 7; sea negativa, se
verifica que esta caracteristica no suceda en las aplicaciones.

En el caso de los modelos de un factor, los resultados presentan una interpretacion signi-
ficativa de acuerdo a la magnitud de los pardmetros estimados. Lo cual permite comparar el
comportamiento de las tasas de rendimiento en los diferentes mercados analizados. La prin-
cipal desventaja que soportan es que las tasas de rendimiento se encuentran perfectamente
correlacionada en los vencimientos. Esta propiedad tedrica no se cumple de manera empirica
en las curvas de rendimiento del mercado por esta razén es neceseario agregar mayor cantidad
de factores al modelo. Esta accién origina un mejor ajuste en los precios diarios del mercado.
No obstante, al agregar factores en la modelacion puede surgir un problema de sobreajuste al
adicionar mayor cantidad de parametros. Este planteamiento equivale a buscar un equilibrio
entre el ajuste de los datos y el nimero de pardametros del modelo. Para su andlisis existe
una amplia variedad de criterios de informacién que pretenden buscar el modelo més simple
posible que ajuste en buena medida a los datos. Los criterios usuales en el problema de esti-
macién de las curvas de rendimiento son los que se componen de dos términos: el relacionado
a la bondad de ajuste en los estimadores de maxima verosimilitud y el que penaliza el niimero
de parametros.

Las estimaciones de los pardmetros se encuentran en el cuadro para el mercado en
ddlares, en el cuadro [3.7] para el mercado en unidades indexadas y en el cuadro [3.8| para el
mercado en pesos uruguayos. También se exhibe el valor de la funcién de verosimilitud y el
criterio de Akaike (AIC) y el criterio bayesiano (BIC).

En cuanto a la interpretacién de los pardmetros obtenidos en los modelos de un factor se
percibe que la velocidad de reversién a la media es mayor en el mercado en unidades indexa-
das escoltado por el mercado en pesos uruguayos. En cambio, el mercado en pesos uruguayos
es el que presenta mayor volatilidad y el mercado en délares el de menor volatilidad. Para
finalizar, los pardametros estimados en cuanto a la tasa de largo plazo se encuentran ordenados
en relacion a lo que se cumple en el mercado, siendo el de menor valor el mercado en unida-
des indexadas secundado de manera cercana por el mercado en ddélares. Estos resultados se
encuentran de acuerdo a lo esperado.
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‘ Un Factor | Dos Factores | Tres Factores

a1 | 0.216268 0.664686 0.738662
as — 0.253509 0.255514
as — — 0.113262
by 0.069803 0.065406 0.051941
by — 0.003866 0.016902
by — — 0.001163
o1 | 0.012315 0.015400 0.013778
o9 — 0.012303 0.012621
o3 — — 0.008802
€ 0.005385 0.001947 0.001492
€ 0.004778 0.001434 0.002133
€3 0.004066 0.001366 0.002617
€1 0.003595 0.002596 0.000815
e 0.003873 0.003425 0.000975
€6 0.003358 0.003854 0.001212
er 0.003931 0.003385 0.001834
e 0.003161 0.003042 0.001772

In L | 3404.48 3660.60 3861.42

AIC | -6784.96 -7293.20 -7688.84

BIC | -6713.01 -7201.63 7577.65

Cuadro 3.6: Estimacién de parametros en el mercado en ddlares.

‘ Un Factor | Dos Factores | Tres Factores

ai 0.683704 0.478106 0.548472
az — 0.035019 0.243667
as — — 0.071716
b1 0.045365 0.033008 0.039433
by — 0.018637 0.007103
b3 — — 0.004344
o1 0.016890 0.015759 0.014621
09 — 0.012805 0.015328
03 — — 0.009955
€1 0.006501 0.006441 0.000170
€ 0.002315 0.002132 0.000100
€3 0.002445 0.000343 0.000196
€4 0.002301 0.001550 0.000270
€5 0.001794 0.001551 0.000460
€6 0.000903 0.000668 0.000784
€7 0.003155 0.000697 0.000920
In L 8022.55 11077.84 11636.06
AIC | -16025.09 -22129.68 -23240.12
BIC | -15961.02 -22046.38 -23137.60

Cuadro 3.7: Estimacién de pardmetros en el mercado en unidades indexadas.
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‘ ‘ Un Factor | Dos Factores | Tres Factores ‘

ai 0.347851 0.539109 0.828961
az — 0.214363 0.112517
as — — 0.176157
b 0.124560 0.096547 0.080659
b — 0.028565 0.013274
bs — — 0.032058
o1 0.041862 0.021231 0.011983
fop) — 0.022710 0.024487
o3 — — 0.020811
€1 0.004186 0.014921 0.007830
€ 0.004049 0.009378 0.002432
€3 0.009932 0.006441 0.000902
€4 0.004888 0.002132 0.001890
€5 0.003245 0.000343 0.001689
€6 0.002651 0.001550 0.001686
In L 2521.14 2744.65 2851.37
AIC -5024.29 -5465.30 -5672.73
BIC -4968.01 -5390.26 -5578.93

Cuadro 3.8: Estimacién de pardmetros en el mercado en pesos uruguayos.

Como los coeficientes asociados a y;, , en el proceso autoregresivo dado por la ecuacién
son e~%%t se cumple que si el pardmetro a; es cercano a cero el coeficiente es cer-
cano a uno lo cual es equivalente a tener raices cercanas al circulo unidad. Por lo cual, los
parametros a; de valores reducidos presentan un comportamiento en el proceso similar al de
un camino aleatorio, siendo los principales responsables de explicar las variaciones en las tasas
de rendimiento de largo plazo. En los modelos estimados en varios factores, se cumple que el
primer factor es el que presenta mayor reversién a la media siendo el que acapara la dindmica
en el nivel de la tasa de rendimiento de corto plazo. Los restantes factores se encargan de
explicar los movimientos en el mediano y largo plazo. Si se consideran los parametros b; en
cada estimacién en varios factores, los valores estimados estan de acuerdo en cuanto a su
interpretacién con sus respectivos modelos en un factor.

Para todo los modelos estimados se construyen las curvas de rendimiento en cada dia ana-
lizado. La figura [3.1] corresponde al mercado en ddlares, la figura corresponde al mercado
en unidades indexadas y la figura corresponde al mercado en pesos uruguayos.
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Figura 3.1: Curvas de rendimiento estimadas en el mercado en délares.
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Figura 3.2: Curvas de rendimiento estimadas en el mercado en unidades indexadas.
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Figura 3.3: Curvas de rendimiento estimadas en el mercado en pesos uruguayos.
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En las curvas de rendimiento estimadas en los mercados se perciben diferencias notorias
entre los modelos en un factor y los modelos en varios factores. Esto se debe a la rigidez en
las estructuras de las curvas de rendimiento en los modelos de un factor, lo que provoca un
ajuste adecuado en el corto plazo pero no asi en el largo plazo.

En cambio, al comparar las curvas de rendimiento estimadas en modelos de varios factores
no es posible establecer un parecer sobre las ventajas relativas entre los modelos al coincidir
de manera visual de manera general. Sin embargo, existen tiempos en los cuales las curvas
de rendimiento estimadas en ambos modelos se diferencian. En la figura se establece en
cada mercado el dia en el cual se genera la mayor diferencia entre ambos modelos. El error
cuadratico medio entre las curvas de rendimiento estimadas en cada modelos y las tasas de
rendimiento de los activos utilizados en cada estimacién se encuentran en el cuadro 3.9 Lo
que sucede es que el modelo en tres dimensiones permite a las curvas de rendimiento mayor
variabilidad en los vencimientos lo que produce diferentes curvaturas. Si bien se podria es-
tablecer que los modelos en tres dimensiones son mejores debido a esta propiedad es posible
que se pierda parte de la suavidad deseada en la estimacién de curvas de rendimiento. Vale
destacar, que no es necesario establecer de manera grafica el dia de menor diferencia entre los
modelos porque practicamente son idénticas las curvas de rendimiento.

-~ Dos Facoras ;‘ ---- Dos Faclores i ---- Dos Faciores

Tres Factotes Tres Factores Tres Factores
0 Activos Utlizados 0 Activos Utilizados o G Actives Utlizzoes

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 § 10 15 20 2% 0 0 5 10 15 2 % 0 0 1 2 3 4 5

a.0

Figura 3.4: Mayor diferencia entre las curvas estimadas en los modelos de dos factores y los
modelos de tres factores. De izquierda a derecha el mercado en ddlares, en unidades indexa-
das y en pesos uruguayos. Las fechas corresponden a 25/03/2014, 16/10/2015 y 22/06/2016
respectivamente.

\ DOLAREs | U. INDEXADAS | P. URUGUAYOS

UN FACTOR 0.001288 0.004092 0.008181
Dos FAcCTORES | 0.000861 0.001285 0.001498
TRES FACTORES | 0.000575 0.000087 0.000733

Cuadro 3.9: Error cuadratico medio en cada uno de los modelos estimados.
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Aplicacion: Precios de Opciones Europeas

Los sistemas financieros de los paises emergentes se profundizaron de manera importante
en los ultimos anos aunque la mayoria se encuentran por debajo de los niveles de las economias
avanzadas. En particular, en el mercado de derivados financieros, las economias emergentes
se encuentran en crecimiento aunque comparadas con las economias desarrolladas, el mercado
es reducido, presenta menos liquidez y los activos transados presentan menor sofisticacion.
Se estima que sélo el 10 % del volumen transados en derivados financieros es en activos cuyo
subyacente son de paises emergentes.

En los mercados emergentes mas de la mitad de los contratos se basan en derivados fi-
nancieros sobre monedas, en especial en futuros y swaps. Esto es debe al riesgo inherente que
presentan estas economias al tipo de cambio. En América Latina el mercado de derivados es
relativamente pequeno, en el cual se destacan México en el mercado de derivados de tipo de
cambio y Brasil en el mercado de derivados de tasas de interés. En otros paises de la region
se ha desarrollado un incipiente mercado de opciones en tasas de interés.

En lo que refiere a Uruguay, se avanzd en el desarrollo del mercado de derivados financieros
sobre moneda porque es el de mayor impacto en el sistema financiero. El derivado financiero
mas transado en los tltimos afios es el contrato a futuro sobre el tipo de cambio. En cuanto al
negocio de swaps y opciones de tipo de cambio existe pero no se genera un mercado liquido.

El desarrollo del mercado de derivados financieros sobre tasas de interés en un pais, bene-
ficiaria a los agentes locales en el manejo de los diferentes riesgos asociados a sus portafolios,
como lo es el riesgo de cobertura en activos en las Administradoras de Fondos de Ahorro
Previsional (Afap) y las companias aseguradoras. El trabajo [1], se basa en el problema de
optimizacion que presentan las Afaps al considerar un gran portafolio de activos principal-
mente a largo plazo.

Este desarrollo seria importante para la optimizacién de los portafolios especialmente en
ciertos momentos de incertidumbre; como por ejemplo en el ano 2013, que frente a un anuncio
de la Reserva Federal (Banco Central de Estados Unidos) las curvas de rendimiento de bonos
soberanos en el mercado en unidades indexadas en Uruguay se incrementaron en un breve
periodo de tiempo. En particular, la tasa de rendimiento en el bono a 10 anos aumentd en
2% lo que provocé grandes pérdidas contables en algunas Afaps al representar un costo apro-
ximado del 5% del total del portafolio. También, se destaca que el desarrollo del mercado de
derivados afecta en una mayor profundidad al mercado secundario de bonos soberanos debido
a la existencia de activos financieros que proporcionan cobertura para mitigar los diferentes
riesgos en las tasas de interés. Por estos motivos, es esencial la utilizacién de diferentes me-
todologias de valuacién en esta clase de activos con el objetivo de impulsar el mercado de
derivados sobre tasas de interés en el Uruguay.

Una aplicacién de los modelos estimados en la seccién [B.7] es establecer una propuesta me-
todolégica para la valuacion de los derivados financieros que se denominan opciones europeas
de compra y opciones europeas de venta. En estos activos financieros, el activo subyacente es
un bono soberano de vencimiento en tiempo 7' y otorga el derecho a comprar (vender) en
cierto tiempo S (vencimiento de la opcién) que satisface S < T el bono soberano a cierto
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precio prefijado K (precio de ejercicio). Farshid Jamshidian derivé la férmula de precios de
opciones en el modelo de Vasicek en el trabajo [36], al utilizar argumentos similares a los
establecidos en el trabajo [10]. Las férmulas de precios de opciones de compra (O.C.) y de
opciones de venta (O.V.) en el modelo de Vasicek son

0.C.(t,S,K,T) = P(t,T)N(h) — KP(t,S)N(h — 0,); (3.29)
O.V.(t,8,K,T) = KP(t,S)N(o — h) — P(t, T)N(—h); (3.30)
donde
1. PET) N op R N b e
h_JPIOg(KP(t,S))+ i o= ) 2

Es posible extender de manera general la valuacién de opciones en la ecuacién (3.29) y
la ecuacién (3.30) para los modelos propuestos en varias dimensiones. La modificacién en la
fémula del precio sucede en el factor de varianza correspondiente, mediante

N
o; i (T— 1— e—2ai(5’—t)
O'p:z*,(l_e (=) P

Con los resultados obtenidos en las estimaciones de la seccion se establece el valor de
las opciones europeas de compra y las opciones europeas de venta en el dia 31 de agosto de
2016 para diferentes precios de ejercicio y diferentes vencimientos de las opciones (3, 6 y 12
meses).

Se selecciona como alternativa el cldsico modelo propuesto por Fischer Black, Emanuel
Derman y Bill Toy en el trabajo [9] para comparar los resultados a causa de que no exis-
ten precios transados en el mercado en esta clase de activos. El modelo BDT es uno de los
modelos méas utilizados por los agentes financieros para valuar precios de bonos y opciones
europeas y americanas. El modelo se desarrolla en el enfoque libre de arbitraje y se emplea
un arbol binomial para calibrar sus pardmetros con el propésito de ajustar tanto la curva
de rendimiento del mercado como su estructura de volatilidad historica. En la aplicacion del
modelo, los datos que se utilizan para la valuacién del precio de opciones son las curvas de
rendimiento publicada por BEVSA para el mismo periodo de tiempo que se considera en la

seccién 3.6

En el caso del mercado en ddlares el activo subyacente es el bono cupén cero equivalente
al Bono Local 2019 con vencimiento el 23 de mayo de 2019 que tiene el precio 94.84 (tasa de
rendimiento de 1.94 %) al momento del andlisis; en el caso del mercado en unidades indexadas
es el bono cupoén cero equivalente al Bono Global 2018 con vencimiento en 14 de setiembre de
2018 que tiene el precio 89.97 (tasa de rendimiento de 5.19 %) al momento del anélisis y en el
caso del mercado en pesos uruguayos es el bono cupoén cero equivalente a la Nota de Tesoreria
serie 7 con vencimiento en 08 de abril de 2018 que tiene el precio 79.49 (tasa de rendimiento
de 14.35%) al momento del andlisis. En los tres mercados, se establece el precio de opciones
para cinco precios de ejercicios, los cuales corresponden a variaciones en 0%, £1 % y 2% en
las tasas de rendimiento del activo subyacente.
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Los resultados se encuentran en el cuadro para el mercado en délares, en el cuadro
B.11] para el mercado en unidades indexadas y en el cuadro [3.12] para el mercado en pesos
uruguayos. Si bien, los precios de las opciones de compra y los precios de opciones de venta
son calculados mediante sus respectivas metodologias (la ecuacién y la ecuacién ([3.30))
en los modelos de factores y el arbol binomial en el modelo BDT) se verifica que se cumpla
en todos los casos la conocida “férmula de paridad call-put”. Como se cumple dicha paridad
alcanza so6lo con discutir los resultados en los precios de las opciones de compra.

En el mercado en ddlares, la diferencia mas notoria entre ambas metodologias es que
las opciones que tienen precio de ejercicio mas alto (frente a una disminucion en la tasa de
rendimiento) en el modelo de BDT los precios de opciones son cercanos a cero y en los modelos
de factores no se cumple en ninguno de los vencimientos de la opcién. Ademds se verifica que
el precio de las opciones aumenta cuando se considera un factor adicional en la modelacion.
En el mercado en unidades indexadas, el modelo de un factor genera precios de opciones
similares a los genera el modelo BDT. A su vez, estos precios se diferencian en gran medida
a los precios generados en los modelos de dos y tres factores (que se aproximan entre ellos)
al ser menores en todas las situaciones analizadas. En el mercado en pesos uruguayos, se da
la particularidad de que al agregar factores al modelo los precios de las opciones disminuyen.
Los precios en el modelo BDT se posicionan entre los precios de opciones del modelo de dos
factores y del modelo de tres factores.
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Precio de Opciones a 3 meses
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
97.69 | 0.003 | 0.012 | 0.029 | 0.000 | 2.649 | 2.658 | 2.675 | 2.646
96.48 | 0.048 | 0.095 | 0.149 | 0.006 | 1.487 | 1.533 | 1.587 | 1.444
95.48 | 0.317 | 0.408 | 0.494 | 0.256 | 0.578 | 0.669 | 0.755 | 0.526
94.13 | 1.029 | 1.098 | 1.170 | 1.043 | 0.122 | 0.191 | 0.262 | 0.136
92.97 | 2.076 | 2.096 | 2.126 | 2.096 | 0.011 | 0.032 | 0.062 | 0.032
Precio de Opciones a 6 meses
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
97.92 | 0.017 | 0.046 | 0.088 | 0.000 | 2.611 | 2.640 | 2.682 | 2.594
96.83 | 0.097 | 0.167 | 0.247 | 0.009 | 1.619 | 1.690 | 1.770 | 1.533
95.76 | 0.355 | 0.464 | 0.574 | 0.223 | 0.809 | 0.919 | 1.029 | 0.679
94.70 | 0.901 | 1.007 | 1.113 | 0.850 | 0.301 | 0.407 | 0.512 | 0.250
93.65 | 1.721 | 1.784 | 1.858 | 1.732 | 0.077 | 0.139 | 0.213 | 0.089
Precio de Opciones a 1 ano
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
98.39 | 0.043 | 0.091 | 0.155 | 0.000 | 2.369 | 2.418 | 2.482 | 2.327
97.54 | 0.131 | 0.215 | 0.310 | 0.003 | 1.628 | 1.712 | 1.806 | 1.497
96.70 | 0.330 | 0.444 | 0.562 | 0.101 | 0.997 | 1.111 | 1.229 | 0.768
95.87 | 0.682 | 0.806 | 0.929 | 0.473 | 0.530 | 0.652 | 0.776 | 0.320
95.05 | 1.201 | 1.304 | 1.413 | 1.085 | 0.238 | 0.341 | 0.451 | 0.122

Cuadro 3.10: Precios de opciones de compra y venta en el mercado en ddélares.
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Precio de Opciones a 3 meses

Opr. DE COMPRA OpP. DE VENTA
VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
92.79 | 0.003 | 0.063 | 0.088 | 0.003 | 1.631 | 1.692 | 1.717 | 1.631
91.96 | 0.048 | 0.204 | 0.248 | 0.053 | 0.861 | 1.018 | 1.062 | 0.867
91.14 | 0.284 | 0.506 | 0.558 | 0.316 | 0.291 | 0.513 | 0.565 | 0.309
90.33 | 0.842 | 0.999 | 1.043 | 0.874 | 0.049 | 0.206 | 0.249 | 0.081
89.52 | 1.589 | 1.649 | 1.675 | 1.601 | 0.003 | 0.064 | 0.089 | 0.016

P.E.

Precio de Opciones a 6 meses

Opr. DE COMPRA OpP. DE VENTA
VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
93.75 | 0.021 | 0.159 | 0.203 | 0.012 | 1.415 | 1.5553 | 1.597 | 1.382
93.03 | 0.106 | 0.334 | 0.393 | 0.095 | 0.799 | 1.028 | 1.086 | 0.599
92.32 | 0.348 | 0.619 | 0.682 | 0.349 | 0.346 | 0.617 | 0.681 | 0.351
91.61 | 0.796 | 1.023 | 1.080 | 0.807 | 0.104 | 0.331 | 0.388 | 0.115
90.91 | 1.397 | 1.532 | 1.576 | 1.403 | 0.020 | 0.156 | 0.199 | 0.026

P.E.

Precio de Opciones a 1 ano

Opr. DE COMPRA OpP. DE VENTA
VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
95.75 | 0.052 | 0.233 | 0.283 | 0.002 | 1.012 | 1.193 | 1.243 | 0.958
95.26 | 0.144 | 0.379 | 0.436 | 0.107 | 0.634 | 0.869 | 0.927 | 0.383
94.77 | 0.321 | 0.579 | 0.639 | 0.292 | 0.344 | 0.602 | 0.663 | 0.269
94.28 | 0.598 | 0.835 | 0.893 | 0.589 | 0.156 | 0.394 | 0.452 | 0.148
93.79 | 0.962 | 1.147 | 1.197 | 0.969 | 0.058 | 0.243 | 0.293 | 0.065

P.E.

Cuadro 3.11: Precios de opciones de compra y venta en el mercado en unidades indexadas.
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Precio de Opciones a 3 meses
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
83.50 | 0.219 | 0.101 | 0.001 | 0.038 | 1.551 | 1.434 | 1.334 | 1.140
82.94 | 0.364 | 0.212 | 0.019 | 0.121 | 1.153 | 1.001 | 0.808 | 0.806
82.38 | 0.568 | 0.396 | 0.117 | 0.291 | 0.816 | 0.645 | 0.366 | 0.535
81.83 | 0.836 | 0.666 | 0.392 | 0.576 | 0.548 | 0.378 | 0.104 | 0.30
81.28 | 1.168 | 1.020 | 0.837 | 0.960 | 0.347 | 0.199 | 0.016 | 0.189
Precio de Opciones a 6 meses
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
86.30 | 0.381 | 0.212 | 0.025 | 0.106 | 1.414 | 1.246 | 1.058 | 1.139
85.82 | 0.530 | 0.341 | 0.084 | 0.216 | 1.120 | 0.931 | 0.674 | 0.806
85.35 | 0.716 | 0.516 | 0.218 | 0.386 | 0.865 | 0.665 | 0.368 | 0.535
84.88 | 0.939 | 0.742 | 0.453 | 0.619 | 0.650 | 0.453 | 0.165 | 0.330
84.41 | 1.199 | 1.017 | 0.783 | 0.914 | 0.474 | 0.292 | 0.058 | 0.189
Precio de Opciones a 1 ano
PE Op. DE COMPRA OP. DE VENTA

7| VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT | VK-1 | VK-2 | VK-3 | BDT
92.30 | 0.364 | 0.222 | 0.019 | 0.137 | 0.947 | 0.806 | 0.603 | 0.720
92.03 | 0.454 | 0.304 | 0.055 | 0.216 | 0.798 | 0.648 | 0.399 | 0.560
91.75 | 0.559 | 0.405 | 0.129 | 0.321 | 0.663 | 0.509 | 0.234 | 0.426
91.48 | 0.678 | 0.524 | 0.252 | 0.451 | 0.544 | 0.390 | 0.117 | 0.317
91.20 | 0.812 | 0.663 | 0.421 | 0.604 | 0.440 | 0.292 | 0.049 | 0.233

Cuadro 3.12: Precios de opciones de compra y venta en el mercado en pesos uruguayos.
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Capitulo 4
Modelos con Riesgo de
Incumplimiento de Pago

1 problema que aborda este capitulo es la modelacion de las curvas de rendimiento al
E incluir en la valuacién el riesgo de incumplimiento de pago por parte del emisor del activo
financiero. El objetivo es extender el andlisis previo, en el cual no se considera de manera
explicita la existencia de este riesgo.

El riesgo de incumpliento de pago o riesgo de crédito es la posible pérdida que asume un
agente econémico como consecuencia del impago de un activo financiero por parte del emisor.
El riesgo de crédito afecta de manera negativa la valuacién del activo a causa de no existir
certeza en que el emisor cumpla con los flujos de pagos futuros. El riesgo de crédito soberano
varia en el tiempo, en general se incrementa en etapas en las que el pais se enfrenta tanto
a problemas en el sistema financiero local como internacional. Aunque los determinantes de
este riesgo pueden ser no sélo de caricter econémico sino también politico, por tal motivo es
una variable de dificil estimacién y prediccion.

La gran globalizacién que existe en la actualidad en el mercado financiero mundial permite
a los agentes inversores considerar un amplio espectro de activos financieros para integrar a
su portafolio, entre ellos se encuentran todos los activos de renta fija soberanos. La incorpo-
racion del riesgo de crédito en la valuacion de deuda soberana es de vital importancia por la
informacién econémica que se obtiene de su andlisis. Los inversores se encuentran interesados
en los retornos esperados en las distintas deudas soberanas al considerar su riesgo de incum-
plimiento de pago.

Existen distintos enfoques en la valuacién del riesgo de crédito a nivel soberano. En el
capitulo se analiza la perspectiva que surge de la clase de modelos que se denominan modelos
reducidos o modelos de intensidad. En estos modelos se impone una especificacién exdégena
en la probabilidad de incumplimiento de pago mediante un nuevo proceso que se denomina
proceso del riesgo. La razén principal para utilizar este enfoque es que se considera la exten-
sién natural de la modelacién que se desarrolla en el capitulo [2] y en el capitulo 3} El marco
matematico y las herramientas computacionales en ambos capitulos son la base en este nuevo
analisis. En la literatura existe una amplia gama de trabajos sobre la tematica, entre ellos
se destacan [25] y [40]. En el Uruguay, el primer estudio aplicado a la deuda soberana se
encuentra en el trabajo de tesis [27].
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Modelos Estaticos

En la actualidad los agentes inversores analizan los diferentes indicadores que existen en
cuanto al riesgo de crédito y al retorno esperado de los activos financieros con el fin de decidir
sus futuras inversiones o de supervisar el riesgo existente en sus portafolios.

En el mercado existen numerosas formas de medir el riesgo de crédito tanto de manera
cualitativa como cuantitativa. Determinadas valuaciones las brindan las calificadoras de ries-
go, que son agentes financieros que tienen entre sus objetivos analizar la capacidad de repago
de la deuda que presenta el emisor mediante alguna medida cualitativa. Su fijacién de manera
general consiste en la aplicacion de algiin modelo en el cual participan variables como son la
solvencia financiera, la situacién econdémica, los shocks externos y el marco legal que regula
al pais.

En este capitulo se utilizan métodos cuantitativos que intentan estimar la probabilidad
de que el pais no pague a sus acreedores sus obligaciones asumidas en los tiempos estableci-
dos. Una de las alternativas mas utilizadas en este enfoque es la que evalta la variable que
se denomina riesgo pais. El valor de esta variable expresa la sobretasa promedio que existe
en las tasas de rendimiento en una canasta de bonos soberanos del pais con respecto a una
canasta de bonos de similares caracteristicas de otro pais (que en teoria) no presenta riesgo
de incumplimiento de pago.

El riesgo pais es una variable econémica fundamental en especial en los paises emergentes
que expandieron su participacion en la economia mundial. Desde el punto de vista del inversor
la informacién que brinda la variable es de utilidad para la gestion de su portafolio al permitir
la comparacion entre varias alternativas a causa de que se analizan de manera similar los
distintos emisores soberanos. Desde el punto de vista del emisor se obtiene informacion sobre
las expectativas de los participantes del mercado respecto a su deuda y entre otras acciones
permite la planificacién de futuras emisiones debido a que es posible predecir el mayor o menor
costo de financiamiento que debe afrontar el pais.

Desde esta perspectiva se interpreta que la tasa de rendimiento de los bonos soberanos en
moneda extranjera se descompone en dos partes. En primer lugar, la tasa de rendimiento libre
de riesgo de incumplimiento de pago, que por convencién se considera a la deuda soberana
en Estados Unidos y en segundo lugar, la tasa de rendimiento que compensa la existencia del
riesgo de incumplimiento de pago. Por lo cual al analizar la evolucién, las variaciones se deben
tanto a los cambios en los bonos soberanos en Uruguay como también a los cambios en los
bonos soberanos en Estados Unidos.

El indice internacional de riesgo pais mas difundido en la actualidad es el que se denomina
Emerging Markets Bond Index (Embi) y es desarrollado por J.P. Morgan. En la construccién
del indicador se evalian las tasas de rendimiento de bonos, préstamos y eurobonos nominados
en dolares que se emiten en una gran cantidad de paises, los cuales se ponderan en funcién
de la capitalizacién al utilizar ciertos requisitos de liquidez y vencimiento. A su vez, existen
varios indices de similares caracteristicas en los sistemas de informacién como Bloomberg y
Reuters.
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En el mercado financiero de Uruguay, existen dos indices de referencia, que utilizan los
mismos fundamentos en su evaluaciéon que el indice Embi pero sus diferencias radican en
los métodos de estimacién de la curva de rendimiento (seccién . Es decir, los indices se
construyen mediante la estimacién de las respectivas curvas de rendimiento y se pondera (de
acuerdo al circulante) las diferencias entre la curva de rendimiento en Uruguay y la curva de
rendimiento en Estados Unidos en determinados tiempos que corresponden al vencimiento de
bonos soberanos uruguayos que cumplen ciertas restricciones. Los dos indices son publicados
con frecuencia diaria por BEVSA y Republica Afap y se denominan Indice de Riesgo Uruguay
de BEVSA (Irubevsa) y Uruguay Bond Index (Ubi) respectivamente.

Con el fin de analizar la evolucién de los principales indicadores del mercado uruguayo
se utilizan las series histéricas de Embi, Irubevsa y Ubi de frecuencia diaria desde enero de
2010 hasta agosto de 2016. Entre los tres indices existen diferencias aunque su evolucién en el
largo plazo es similar. La diferencia maxima en todo el periodo fue de 62 puntos bésicos entre
los indices Irubevsa y Ubi que corresponde al 33 % del valor del mayor indice. Las diferencias
entre los valores se deben principalmente a los diferentes métodos de estimacion de las curvas
de rendimiento y de los precios de activos que se utilizan. En el cuadro se expresan las
correlaciones en los datos diarios entre los distintos indices por ano.

\ NDICES [ CompLETO | 2010 | 2011 [ 2012 | 2013 | 2014 [ 2015 | 2016 |
Ubi vs Irubevsa 0.9674 [ 0.9722 | 0.9853 | 0.9906 | 0.9816 | 0.9403 | 0.9840 | 0.9929
Ubi vs Embi 0.9755 | 0.8430 | 0.9907 | 0.9942 | 0.9881 | 0.9843 | 0.9933 | 0.9963

Irubevsa vs Embi 0.9595 0.8355 | 0.9872 | 0.9930 | 0.9823 | 0.9259 | 0.9822 | 0.9922

Cuadro 4.1: Correlaciones entre los principales indices de riesgo pais en Uruguay.

Marco Teédrico

El objetivo de la presente seccién es establecer el marco tedrico general para introducir el
riesgo de incumplimiento de pago en los modelos. El enfoque adoptado tiene como finalidad el
estudio de lo que se denomina diferencial de crédito (credit spread). Este valor es una medida
del exceso de la tasa de rendimiento que paga un activo sujeto a riesgo de incumplimiento de
pago en comparacién a un activo que presenta las mismas caracteristicas en el caso libre de
riesgo de incumplimiento de pago.

En el capitulo [2] se utiliza el activo financiero bono cupén cero como elemento base en el
desarrollo del estudio de la deuda soberana. En este capitulo, se utiliza un activo financiero
de similares propiedades salvo que se encuentra sujeto a riesgo de incumplimiento de pago.

Definicion 14. Un bono cupdn cero en tiempo t sujeto a riesgo de crédito con vencimiento
en tiempo T es un activo financiero que paga una unidad de dinero en tiempo T sin pagos
intermedios en caso de mo existir incumplimiento de pago y paga cero en caso de existir el
imncumplimiento de pago en algin momento de tiempo entre t y T'.

De la definicién se infiere que existe algin proceso adicional que se encarga de esta-
blecer el momento del incumplimiento de pago y que el precio de este activo se transforma en
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P(t,T) = 0 inmediatamente después de suceder el evento de incumplimiento de pago.

Se asume que existe un espacio de probabilidad (€2, F, Q), que presenta una filtracién F en
la cual la medida de probabilidad Q es la probabilidad de riesgo neutral. Este marco tedrico
es similar al que se establece en el capitulo [2] en el que la cuenta de ahorro (definicién se
define al utilizar la tasa de interés spot instantanea r; que cumple que es F-progresivamente
medible. También se asume la existencia de un tiempo de incumplimiento de pago 7, que es
una variable aleatoria positiva que cumple Q (7 =0) =0y que Q (7 > t) > 0 para cualquier
t € Ry. La segunda condicion se establece para que el tiempo de incumplimiento de pago no
se encuentre acotado por ningin valor constante, en el caso contrario implicaria conocer que
sucede en algin tiempo anterior a uno predeterminado.

Bajo las premisas del capitulo [2 se pretende extender el concepto de riesgo de incumpli-
miento de pago para todos los activos financieros. Se propone la existencia de ciertas variables
aleatorias y ciertos procesos estocdsticos en el espacio de probabilidad (€2, F, Q) que se en-
cuentran relacionados al flujo de caja de los activos.

= Una variable aleatoria X, que representa el pago en tiempo T en caso de no existir
incumplimiento de pago.

= Un proceso Ay, que refleja el flujo de dividendos que paga el activo.

» Una variable aleatoria X , que representa el pago en tiempo 7" en caso de incumplimiento
de pagoen 7 < T.

= Un proceso Z;, que establece el pago del activo en el momento de incumplimiento de
pago si ocurre en t < T

Definicién 15. Un activo ﬁnanczem sujeto a riesgo de crédito en tiempo t de vencimiento en
tiempo T es un vector (X, A, X Z, 1) en el cual las variables aleatorias X y X cumplen que
son Fr-medibles; el proceso Ay es F-predecible, de variacion finita y cumple que Ay = 0; el
proceso Zy es F-predecible y T es el tiempo aleatorio que define el momento de incumplimiento
de pago.

La interpretacion de cada variable aleatoria y de cada proceso en la definicién [L5| se ma-
nifiesta de manera precisa en la definicion [22| del flujo de pagos del activo financiero sujeto a
riesgo de crédito, en la cual se desarrollan todos los posibles pagos asociados hasta el venci-
miento. Vale destacar que los procesos en la definiciéon [15] satisfacen condiciones adecuadas de
integrabilidad necesarias para cumplir con las propiedades que se les exigen.

El tiempo de parada 7 se torna de gran importancia en la modelacién de los activos
financieros sujetos a riesgo de incumplimiento de pago. La definiciéon la definicién [17] y
la definicion permiten construir procesos a partir de cierto tiempo aleatorio que son de
utilidad en el desarrollo del capitulo.

Definicion 16. Dado un tiempo aleatorio T, para cualquier t € Ry se demomina proceso de
mortandad F : [0,T] — [0,1] a la funcion de distribucion de T respecto a la filtracion de F

Py =Q (7 < t|FR).
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Definiciéon 17. Dado un tiempo aleatorio T, para cualquier t € Ry se denomina proceso de
supervivencia G : [0,T] — [0, 1] como

Gtzlth:Q(T>t|]:t).

Definicion 18. Dado un tiempo aleatorio T, para cualquier t € Ry se denomina proceso
indicador del incumplimiento de pago Hy como

Hi = lir<yy

La proposicién [5| permite afirmar que el proceso F; (definicién [16) es una submartingala
con respecto a la filtracién F. Como corolario de este resultado se concluye que el proceso Gy
es una supermartingala.

Proposicion 5. El proceso F; es una F-submartingala, no negativa y acotada bajo la medida

Q.

Demostracion. Para todo 0 <t < s se cumple que {7 <t} C {r < s}y

Eq (F\F) =Eq (Q(r <s|F)IF) = Q (- <s1F) > Q (r <t|F) = F.
Ul

A partir de la definicién del proceso H; se obtiene una nueva filtracion H = (H:)>0,
la cual corresponde a la filtracién natural generada por dicho proceso; es decir Hy = o(H,, :
u<t)=oc({r <u}:u<t). De acuerdo a las propiedades que se pretenden en la generacién
del modelo, las filtraciones F y H pueden coincidir o no. En los modelos que se utilizan en
este capitulo, ambas filtraciones no coinciden a causa de que el tiempo aleatorio 7 no es un
F-tiempo de parada, lo que motiva que el evento de incumplimiento de pago sea un suceso
imprevisto para los participantes del mercado.

Se define la filtracion agrandada G = FVH mediante G = F; V Hy; en esta nueva filtracién
se cumple que el tiempo de incumplimiento de pago 7 es un G-tiempo de parada. La interpe-
tacién en el modelo en cuanto a la informacion del mercado es que la filtracién F representa
la informacién que tienen los inversores y la filtracién H representa la informacién sobre el
riesgo de incumplimiento de pago que no es conocida en F.

La nueva filtracién G es posible expresarla mediante
G={AecF:dBec F, An{r >t} =Bn{r >t}};

lo que permite una forma de caracterizar a los eventos de la o-dlgebra G; en el conjunto
{T > t}. Esta propiedad tiene como consecuencia que para cualquier variable aleatoria Y; que
es G;-medible existe una variable aleatoria Yt que es J;-medible tal que Y; = Y/} en {1 > t}.
Esta situacion es relevante en el cambio de filtracién de G a F que es esencial en la valuacion
de activos financieros sujetos a riesgo de crédito.

Lema 1. Sea la variable aleatoria Y que es G-medible y t € Ry. Se cumple que

EQ (]]‘{T>t}Y”Ft)
Q (’7’ > t‘ft)

EQ (]I{T>t}Y|gt) =Q (T > t‘gt)
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En particular,

Eq (Iir>yY|F)
Eq (Li=0Y10:) = 1> Ba (YI9) = L0 o 2 iy

Demostracion. Para probar la ecuacion (4.1)), alcanza con verificar que se cumple
Eq (LigY QUT > tHA)IG:) = Eq (L Ba (Liay YIF)IG:):
lo que es equivalente a que se cumpla para cualquier A € G;
[ 1m0 YQUUr > 0170 dQ = [ 12 B (129 Y17) dQ.

Se sabe que para cualquier A € G, existe B € F; tal que AN{r >t} = BN {r > t},
entonces se cumple

(4.2)

/A Loy YQ({r > 1}|7)dQ = YQU{r > t}F)dQ = YQ({r > t}|7) dQ

An{r>t} Bn{r>t}

= [ Megvalr > 017 4@ = [ Bq(inYIFQUr > 117) i

- / EqQ(1 (o0 Eq(lysn Y| F)|F) dQ = Eq(1(,-nY|7) dQ
B Bn{r>t}

:/ Eq(l{;>yY|Ft) dQ = / L EqQ(lrsyY|F) dQ.
An{r>t} A
La demostracién de (4.2) es un corolario de (4.1)). O

Definicion 19. Dado un tiempo aleatorio T, se denomina el F-proceso del riesgo con respecto
a Q, al proceso que cumple

I''=—-InGy=—-In(l - F), teRy.
Corolario 2. Sea una variable aleatoria Y que es G-medible yt < s. Se cumplen que
Eq (1{T>S}Y|Qt> =Q (7> 1G;) Eq (1{T>s}€FtY|ft>; (4.3)
Eq (1{T>5}Ylgt> =1(>nEq (1{T>s}€FtY!}}); (4.4)
Eq (]l{t<r§s}y|gt> = ]l{‘r>t} Eq (]]'{t<7'§s} e”YIFt)- (4.5)
Ademds, si'Y cumple que es Fs-medible
Eq <]l{T>s}Y‘gt) = 1>y Eq (ert’FSY!ft)- (4.6)

Demostracion. Al considerar la ecuacion (4.1)), para demostrar que se cumple la ecuacién (4. 3))
es suficiente observar la igualdad 1~y 1 r~s = {75, La ecuacién (4.4)) y la ecuacion (4.5)
i3

son consecuencias de la ecuacién ). Para demostrar la ecuacién (4.6)), se observa que
mediante la ecuacién (4.4) se cumple

EqQ (1> Y1G) = Lirsy Eq (Lirsgye 'YIF) = 1y Eq (Q(r > 5|F)e Y| F)
=15 Eq (1 FO)e''Y|F) =15y Eq (7Y F).
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En las aplicaciones de este capitulo, el proceso del riesgo I'y del tiempo de incumplimiento
de pago 7T es un proceso absolutamente continuo con respecto a la medida de Lebesgue.

Definicion 20. Dado un tiempo aleatorio T, se denomina proceso de intensidad del riesgo de
mcumplimiento de pago al proceso v que es F-progresivamente medible y cumple

t
I‘t:/’yu du, teRy.
0

Al aplicar de manera directa el corolario [2 se establece la interpretacién del proceso de
intensidad del riesgo de incumplimiento de pago dada la informacion que tienen los agentes
participantes del mercado en el corolario

Corolario 3. Si el proceso I'y que es el F-proceso del riesgo de un tiempo aleatorio T que
cumple que es absolutamente continuo, para cualquier t < s se obtiene

Q (7 > 5l6:) = Loy Ba (o 1 "7);
Q (t <7< 5|gt) = ]1{7—>t} EQ (1 — e Ie Wdu|ft>.

Tanto el proceso del riesgo (definicién como el proceso de intensidad del riesgo de
incumplimiento de pago (definicién presentan un rol clave en el enfoque de martingala
que tienen los modelos de riesgo de crédito. Para obtener algunas de las propiedades que
cumple el proceso I'; se define un nuevo proceso.

Definicion 21. Dado el proceso Hy, el proceso Ly es dado por

1— Hy

—F Vt € Ry.

Lt =15 " = (1 - Hy) " =

Lema 2. El proceso L; es una G-martingala.

Demostracion. Es necesario probar que para cualquier ¢ < s se cumple
Eq (1{T>5}6F(8)\gt) S T L)
En vista de la ecuacién , se puede observar que
1-0e OEq (1{T>S}er(5)\ft> = 1oy ®,
Para completar la demostracién se suficiente obtener
Eq (]1{7>s}er(s)lft> =Eq (er(S)EQ (]1{T>s}!fs)|ft) =1
O

Proposicién 6. Si el proceso I'y es el F-proceso del riesgo de un tiempo aleatorio 7 que cumple
que es continuo y creciente. El proceso My, que se define mediante My := Hy — I'ypnr, €s una
G-martingala. Es decir, cumple que

Mt = —/ €7FudLu.
(0,¢]
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Demostracion. Como el proceso I'; es continuo, se tiene que gs =1 — Hy y hy = el son dos
procesos adaptados, continuos a la derecha con limite a la izquierda se aplica la integracion
por partes para procesos de variacién finita y se obtiene

Lt:(l—Ht) ert:1+/

el (1 - H,) dl, —/ el dH,
]

(0s¢]

=1 +/ e’ ((1—H,) dly — dH,).
(0,4]
Por lo cual se cumple

Mtth—rmz/

(dH, — (1 — H,) dT,) = / et dLy;
(0.4

(0,4]
que por el lema |2 se cumple que M es una G-martingala. 0

Todos los resultados permiten generar la valuacién de activos financieros en el marco de
riesgo de incumplimiento de pago mediante la existencia de un tiempo aleatorio 7. Como
la valuacién es de riesgo neutral, se obtiene que el proceso de precios descontados de los
activos financieros que no pagan dividendos al utilizar la cuenta de ahorro cumple que es
una G-martingala respecto de la medida de probabilidad Q. En la deduccién de los precios,
se comienza con la valuacién de los activos financieros sujetos a riesgo de crédito de manera
general con el objetivo de adicionar hipétesis para arribar a la valuaciéon del bono cupén cero
sujeto a riesgo de crédito que es el activo base en el analisis de la deuda soberana.

Definicion 22. El proceso D; que se denomina flujo de pagos de un activo financiero que se
establece a través de la definicion [15 es dado por

Dy = XUT) Lysry + /

(1-H,) dA, +/ Zy dHy;
(0,77

(0.7]
donde XU(T) = X 1ory + X Lip<ry.

Definiciéon 23. El proceso S; que se denomina precios descontados de un activo financiero
que se establece a través de la definicion[15 es dado por

St — B, Eq (/ B1dD,|G,).
(t.T]
Al aplicar la definicién [22[en la definicién el proceso de precios descontados S} es dado

S; = B; Eq < B' (1-H,) dAu+/

B;'Z, dH, + B;le(T)|gt). (4.7)
(1)

(t.7]

El alcance de la ecuacién es general en los activos financieros sujetos a riesgo de
incumplimiento de pago. Como el objetivo del capitulo es el andlisis de la deuda soberana
en Uruguay, se asumen ciertas hipotesis adicionales con el fin de aproximar la valuacién del
bono cupén cero sujeto a riesgo de incumplimiento de pago (definicién . En si, existen
diversas clausulas en los contratos de los activos financieros que pueden ser consideradas en
la modelacién. En la definicién los valores mas relevantes son la cantidad de activo que
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se recupera en caso de incumplimiento de pago y en que momento del tiempo se concreta
su recupero. Luego de la tltima crisis econémica en Uruguay, en abril de 2003 se realizé un
canje voluntario de una fracciéon importante de la deuda soberana, en la cual una cantidad
de activos financieros emitidos con anterioridad en Uruguay podian ser intercambiados por
nuevas emisiones de activos con vencimiento a largo plazo, ver el trabajo [47]. Esta decisién
es posible interpretarla como el pago parcial de la deuda en el momento de incumplimiento
de pago mediante la emisiéon de nuevos bonos soberanos y que no existe pago alguno en el
vencimiento de los bonos originales. Por lo cual, la primera aproximaciéon que se considera es
que la variable aleatoria X de la definicién [15] es 0 y que el reintegro de parte de la deuda es
en el momento del incumplimiento de pago.

Teorema 2. El proceso S} de precios descontados de un activo financiero (X, A, Z,T) previo
al momento de incumplimiento de pago, cumple que

Si =l Gy B Eq (/ B Y Gy dAy — Zy dGy) + GTBEIX]]-}).

(,T]

En el caso que el proceso de supervivencia Gy sea continuo, se cumple que el proceso del
riesgo I'y también es continuo, por lo cual

S; = 1oy Bi Eq (/

BrelTu(dA, + Z, dUy) + B;left—FTxm).
(t.7]

Antes de realizar la demostracién del teoremaf2]es importante especificar tres proposiciones
que permiten facilitar su demostracion.

Proposicion 7. Sea una funcion h : Ry — R continua y acotada y sea t < s < oo. Entonces
se cumple que

Eq (Lji<r<sy P(7)|Gt) = oy €' Eq ( / h(u) dFulft)- (4.8)

(t.s]

Demostracion. En vista de la ecuacién (4.5)), para establecer la ecuacién (4.8) es suficiente
observar que

Eq (]l{t<r§s}h(7)|]:t) =Eq ( » h(u) dFu|]-"t>.

Al considerar funciones constantes a trozos de la forma h(u) = Y71 hil gy, cu<y,, 3, donde
to =t <...<tpy1 = s. Entonces se obtiene

Eq (11{t<7'§s}h(7—)’]:t> = ZEQ ( Eq (hiﬂ(ti,ti+1 |ft2+1 ‘]:t>
1=0

n

=Eq (i hi(FtHl th)|]:t> = ( / ] ) dFy ‘th>
tistit

=0 1=0

~ Eq ( h(w) dFu|gt).

(t:s]

Al aproximar h mediante funciones constantes a trozos se completa la demostracion. O
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Proposicion 8. Sea un proceso Z; que es F-predecible y acotado yt < s < oo. Entonces se
cumple que

Eq (]l{t<7§s} Zr\gt> = lrsy €' Eq (/ Zy dFU|]:t>- (4.9)

(t,s]
Demostracion. Para demostrar la ecuacion (4.9)), se asume que el proceso Z; es F-predecible
y constante a trozos; es decir Z, = Y ;" Zy Ly cu<tyy, donde t <u<sytp=1t<...<
tn+1 = s siendo Z;; una variable aleatoria F;,-medible para ¢ = 0,...,n. Entonces se cumple

Eq (1{t<r§s} Zr|ft) =Eq (Z Eq (L{t<r<ti i1} Zt¢|]:ti+1)|]:t)
=0

= Eq <; ]1{(ti<7'§ti+1} Zti“Ft> =Eq (Z; Zt, (th'+1 - Fti)’ft);

por lo cual se obtiene la conclusién para los procesos constantes a trozos. Si se repite el
razonamiento de aproximar el proceso Z por una sucesion de procesos constantes a trozos se
obtiene la conclusién en el caso general. Vale destacar que es necesario que los procesos Z; y
F; sean acotados para la convergencia de la sucesion de esperanzas condicionales. O

Proposicion 9. Sea el proceso Ay que es F-predecible, acotado y de variacion finita. Se cumple
que para cada t < s

Eq (/ (1— H,) dAu|gt) = Trapy ¢ Eq (/ 1-F) dAu|]-"t>; (4.10)
(t,8] (t,8]

o equivalentemente

EQ(/(t,s] (1-H,) dAu|gt) =115 Eq (/

(:’Ft_ru dAu |-7:t> .
(t,s]

Demostracion. Sea el proceso A, que se define mediante A, = A, — A para u € [t,s]. Este
proceso es F-predecible, acotado, de variacién finita y sea el proceso A;— (limite a la izquierda).
Por lo cual,

J, == Eq (/Mu —H,) dAu|gt) ~ Eq (/(t,s] Lirou dA\gt)

:EQ (]l{t<‘r§s} AT* + ]l{T>s} As|gt> = ]1{7'>t} el EQ (/

A, dF, + Ay(1 - Fs)yft);
(t,9]

donde la ultima igualdad se deduce desde la ecuacién (4.6) y la ecuacion (4.9). Al utilizar la
definicién [I7] se obtiene
A,-dF, + Ay(1 - Fs)m) ~ Eq (f

Eq ( Ay dGy + 4G F).

(t,8] (t,s]

Dado que el proceso Ay es de variacién finita, la regla del producto de It6 establece

AGs = A,Gy + A, dG, + Gu dA,.
(t,8] (t,8]
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Como el proceso cumple A, = 0, se obtiene
Eq ( A,-dF, + Ay(1 - FS)\}}> = Eq (/ (1-F,) dAu|}‘t>;
(t,8] (t,s]

lo que prueba la ecuacién (4.10)). O

Al utilizar la proposicién [7} la proposicién [§ y la proposicién [J] es posible establecer la
demostracién del teorema [21

Demostracion. El proceso S} se divide en la suma de tres procesos S; = I;(A) + Jy(Z) + K,
que son dados mediante las ecuaciones

I(A) = B, Eq ( BI' (1- Hy) dAu\gt>;

(t.7]
Jt(Z) = Bt EQ (II'{t<T§T} .BT_1 ZT|gt>’

Ki = BiEq (Br' X 1(<)[G:).

Al aplicar la proposicién |9 al proceso de variaciéon acotada B;'dA,, se obtiene
( u

0,4]

I(A) =1 G BiBq ([ B Gy dAFR):

(8,T]

o equivalentemente

I(4) = (o) Bi Eq ( /

Bt et Tu dAu]ft).
(t.1]

Al aplicar la ecuacién (4.9) de la proposicién [§ se cumple

JZ) = Vi GV BiEq ([ B 2, dGuF);

(t,T]

y si el proceso de sobrevivencia G} es continuo se cumple

Ji(Z) = 1154 Bi Eq (/tT Bt el T 7, dl“ulft).
Para culminar, desde la ecuacién se cumple
Ky =1y G7' Bi Eq (L) Br' X|F).
Como las variables X y Bp son Fi;-medibles, al utilizar la ecuacion se obtiene

K; =14y G;' B Eq (GT By' X|F) = 145y By Eq (B;l e+ T7 X|]—“t>.

85



4.3. Tiempos Aleatorios y Procesos de Poisson Condicionales Tesis de Doctorado

Corolario 4. Si el tiempo aleatorio T admite un proceso ~; de intensidad del riesgo de in-
cumplimiento de pago, el proceso S§ de precios descontados de un activo financiero sujeto a
riesgo de crédito cumple

S =1y Eq (/

e~ Ji (rotw)dv (dAy + Y2y du)|ft>
(¢,T)

+ 10 Eq (6_ S ko let)- (4.11)

Si bien la valuacién de precios mediante la ecuacion admite la existencia de pagos
intermedios en el activo financiero, es importante obtener la valuacion de los bonos cupén cero
sujetos a riesgo de crédito a causa de ser el elemento base en la modelacién. De esta manera,
la ecuacién en el caso del bono cupén cero sujeto a riesgo de crédito (definicién en
tiempo t con vencimiento en tiempo 71" es

T T
PY(t,T) = 17>y Eq (67 Ji (”””)d”!ft) =150 Eq (6’ Ji ’"”dvlft)- (4.12)

Al analizar la ecuacién , se obtiene que la valuacién de bonos soberanos sujetos a
riesgo de incumplimiento de pago se encuentra relacionada a la valuacién de bonos soberanos
en los modelos que no consideran de manera explicita este riesgo. En este caso, el proceso de
descuento en el pago futuro del bono se realiza mediante una nueva tasa de interés, la que
tiene el objetivo de ajustar la valuacion al riesgo de incumplimiento de pago, es decir la nueva
tasa de interés de descuento se expresa 7y = r¢ + V4.

Tiempos Aleatorios y Procesos de Poisson Condicionales

En la seccién se desarrolla la valuacién de activos financieros sujetos a riesgo de incum-
plimiento de pago mediante la existencia de un tiempo aleatorio 7 que se establece de manera
exdgena. Sin embargo, en el enfoque de los modelos que se proponen utilizar en el capitulo no se
establece el tiempo aleatorio sino que se construye a partir de un proceso estocastico asociado.

Para la construccién del tiempo aleatorio 7 asociado a un proceso ®; en un espacio de
probabilidad filtrado (£2,G, G, Q), se asume otro espacio de probabilidad filtrado (Q, F,F, Q)
en el cual existe un proceso ®; tal que sea F-adaptado, continuo y creciente que cumple que
Dy =0y &y = 00. A su vez, se asume la existencia de una variable aleatoria e uniforme en
el intervalo [0, 1] en otro espacio de probabilidad (Q, F, Q) Se considera el espacio producto
Q=0x00=Fr®F,Q=QRQ) en el cual se define el tiempo de espera 7 mediante

r=if{tc R, :e ¥ < e} =mf{t e R, : By > —Ine}; (4.13)
y sea H la filtracién generada por 7.

En la propiedad 1| se establece que el proceso del riesgo (definicién asociado al tiempo
de espera dado mediante la ecuacién es el mismo proceso ;.

Propiedad 1. Se considera un proceso ®¢. El F-proceso del riesgo del tiempo de espera T
asoctado al proceso ®; es si mismo; es decir el proceso Py.
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Demostracion. Sea el proceso F; (definicién que genera el tiempo aleatorio 7 que se esta-
blece mediante la ecuacién (4.13). Se cumple que el conjunto {7 > ¢} coincide con {e~®t > €}
por lo cual se cumple que Q(7 > t|Fs) = e~ 2.

Entonces,
1= F =Q (r>117) = Eq (Q (7 > t|F)|F) = ™™

y se obtiene que el proceso F; es F-adaptado creciente y continuo. A su vez,
Fi=1-e®=Q (1 <t|Fx) =Q (1 < t|F);
por lo cual se concluye que ®; coincide con el proceso [F-proceso del riesgo de 7 bajo Q. [

La propiedad [1| hace énfasis en un tnico tiempo aleatorio que define el momento de in-
cumplimiento de pago. Se plantea proponer modelos que extiendan esta construcciéon a una
sucesion de tiempos aleatorios asociados a un proceso al utilizar premisas similares que en la
construccion anterior del tiempo aleatorio. Los modelos se propone realizar mediante los pro-
cesos que se denominan procesos de Poisson condicionales o procesos de Poisson doblemente
estocdsticos. Para su definicién es necesario introducir algunas definiciones previas.

Definicién 24. Un proceso N; en un espacio de probabilidad (Q2,G,Q), es un Proceso de
Poisson de pardmetro A con respecto a G, si para cualquier tiempo 0 < s < t se cumplen las
condiciones

] NO = 0;
» ¢l incremento Ny — Ny es independiente de la o-dlgebra Gs;
» el incremento Ny — Ny tiene distribucion de Poisson de pardmetro A(t — s).

Se denota a 19 = 0 y 71,72,... los G-tiempos de parada que se establecen mediante la
ecuacion 7,41 = Inf{t > 7, : Ny # N;,} que son los tiempos aleatorios de los sucesivos saltos
de N;. Se define la sucesion de variables aleatorias positivas €, mediante €, = 7, — Tp,—1, Vk.
Estas variables aleatorias cumplen que son independientes e igualmente distribuidas de dis-
tribucion exponencial de parametro .

Esta propiedad establece la base para la existencia y la construccién de un proceso es-
tocéstico Ny en un espacio de probabilidad (€2,G, Q) que cumple la definicién Se realiza
mediante una sucesién de variables aleatorias mutuamente independientes de distribucion ex-
ponencial de parametro A al definir Ny como Ny = 0 si {t < €;} y para cualquier k € N se
cumple que Ny = k si y solo si Zle 6 <t< 2211 ¢;. La demostracién que el proceso que
cumple dichas propiedades es un proceso de Poisson de pardmetro A se encuentra en [6].

Si se considera la funcién lineal ®(t) = At, el tiempo de parada dado por el primer salto
del Proceso de Poisson de pardmetro A cumple que tiene como proceso del riesgo a ®(t). Es
mas, es posible probar que la funcién ®(¢) = At es el compensador del proceso N, es decir el
proceso Ny = Ny — Mt cumple que es G-martingala.

La construccion del proceso de Poisson de parametro A es posible generalizarla al caso en
la que existe una funcién ® : Ry — R4 que cumple que es creciente, continua a la derecha
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y toma los valores ®(0) = 0 y ®(o0) = oo. En este caso se incluye la situacién en la que la
funcién ®(t) admita una funcién ¢(t) localmente integrable y no negativa que cumple que

O(t) = [5 d(u)du.

Definicién 25. Un proceso Ny en un espacio de probabilidad (2,G,Q) es un proceso de
Poisson de intensidad dada mediante la funcion ®(t) con respecto a G si para cualquier
0 < s <t se cumplen las condiciones

] NO = 0;
» el incremento Ny — Ny es independiente de la o-dlgebra Gg;
» el incremento Ny — Ny tiene distribucion de Poisson de pardmetro ®(t) — ®(s).

La existencia y construcciéon de este proceso se realiza mediante cambios de tiempo, al
considerar un proceso de Poisson N de intensidad A = 1 con respecto a una filtracién F y se
establece el proceso Ny := N¢,(t) vVt € R. En este proceso, se obtiene que el tiempo aleatorio
dado por el primer tiempo de salto tiene como proceso del riesgo a la funcién ®(t) y a su vez
cumple que la funcién ®(t) es el compensador del proceso estocdstico IV;.

Con el objetivo de finalizar la seccién, se presenta la definicién del proceso estocastico
denominado proceso de Poisson condicional. En él, se cumple que el proceso del riesgo es
un proceso estocéstico en si. Se asume un espacio de probabilidad filtrado (©2,G, G, Q) y una
cierta subfiltracién F de G en el que se considera un proceso estocédstico ®; que es F-adaptado,
creciente, continuo a la derecha y que cumple &9 = 0 y &, = co. En este caso se incluye la
situacién en la que el proceso ®; se establece mediante un proceso ¢; que es F-progresivamente
medible de trayectorias localmente integrables y cumple que ®; = fg ¢y du.

Definicién 26. Un proceso Ny en un espacio de probabilidad (2,G,Q) es un proceso de
Poisson condicional asociado al proceso de riesgo ®; con respecto a G, si Ng = 0 y para
cualquier 0 < s <t se cumple

((I)t - (I)S)k
k!

donde Foo = 0(Fy :u € Ry).

Este proceso se interpreta como un procedimiento de asignacién de azar en dos pasos
debido a que el tiempo donde se mide el proceso de Poisson es por si mismo otro proceso
estocastico.

La existencia y la construccién de un proceso que presenta estas caracteristicas se basa
en un cambio de tiempo asociado al proceso estocdstico creciente ®;. Es evidente, que el
nimero de saltos en un proceso de Poisson condicional es no acotado con probabilidad 1. Sin
embargo, en los modelos que se establecen en la seccién [£.4] para el andlisis de las curvas de
rendimiento con riesgo de incumplimiento de pago, se cumple que el tiempo aleatorio es dado
por el primer salto del proceso de Poisson condicional que tiene como proceso de riesgo al
proceso ®;. Como los procesos de Poisson condicional son esencialmente procesos de Poisson,
varios de sus resultados presentan la contrapartida en los procesos de Poisson condicional, ver
[6].
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Modelos de Riesgo de Incumplimiento de Pago

Para la construccién de los modelos de valuacion de riesgo de incumplimiento de pago en
Uruguay se utiliza el mismo enfoque de variables no observables (factores) que en el capitulo
y el capitulo 3| Se considera un espacio de probabilidad (€2, G, Q) y un proceso estocéstico
y; € R¥ que es Markov bajo la medida de probabilidad Q. Se denota a F¥ la filtracién natural
generada por el proceso y;. Se considera la funcién v : R¥ — R, y aquel proceso estocéstico
vt que se obtiene mediante v, = y(y;). Por medio de este, es posible establecer el proceso de
Poisson condicional (definicién que presenta al proceso 7, como su proceso de intensidad
de riesgo de incumplimiento de pago. Este proceso estocastico determinado se denomina pro-
ceso de Cox asociado al proceso y; v al proceso de intensidad ;. Por lo tanto se concluye que
el tiempo de incumplimiento de pago T no aparece de manera explicita en los modelos aunque
se define mediante el tiempo del primer salto del proceso de Cox.

En el corolario [5] se establece los resultados del corolario [d] mediante la utilizacién de un
proceso de Cox en la definicién del tiempo aleatorio de incumplimiento de pago. Este enfoque
impone un nuevo proceso que se denomina cuenta de ahorro ajustada al riesgo de crédito, que
tiene caracteristicas similares a la cuenta de ahorro By (definicién y se denota mediante
B;. El nuevo proceso se representa

B, = exp (/Ot(rv + ) dv).

Corolario 5. La valuacion de los activos financieros en la ecuacion (4.11) y en la ecuacidn
(4.12) mediante este enfoque se representan

S; = 1oy B Eq ( Bl (dAy + Zoy(y) do + B;1X|ft);

(t.7]
T

PH(6T) = 1esy Br Bq (Bp'172) = T(ag B (e h "|7).
donde 7t = 1+ ¢ se denota a la tasa de interés spot instantdinea ajustada a riesgo de crédito.

De acuerdo al marco tedrico que se establece, los modelos se basan en la existencia de dos
procesos estocasticos, uno para la dinamica de la tasa de interés spot instantanea y el otro
para la dindmica del riesgo de incumplimiento de pago. El primero se interpreta como la tasa
de interés del mercado libre de riesgo de incumplimiento de pago y el segundo se interpreta
como la sobretasa de interés que se genera al analizar el mercado que presenta riesgo de in-
cumplimiento de pago.

En esta seccién, se plantean dos modelos que difieren entre si en la relaciéon que cum-
plen los procesos estocdsticos 1, y ;. Se considera el espacio de probabilidad (2,G,Q) y el

vector de proceso y; = (yi,yZ,...,y") que cumple la ecuacién (3.9) y la ecuacién (3.10).

Este vector se divide en dos componentes y; = (yt(r), yf/)), los que se representan mediante

yy) = (ytl,
res de M < N.

M)y g = (M

vy, = ,...,yY). En las aplicaciones se seleccionan distintos valo-
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En el Primer Modelo, se consideran los dos procesos estocasticos 74 v 7 de manera inde-
pendiente siendo cada uno un proceso afin de algunas de las componentes del vector ;. Es
decir,

re=r(") =yt + -+ M

v =v(y7) = Myl

En este modelo, la derivacién del precio del bono cupén cero se ajusta a la que se establece
en la seccién por lo tanto se cumple la ecuacion , en la que cada componente del
vector del proceso agrega a la férmula del precio del bono cupdn cero un término como el de
la ecuacion ([2.22)).

No obstante, existe evidencia empirica de relaciéon entre las tasas de rendimiento libre de
riesgo de incumplimiento de pago y el diferencial de tasas de rendimiento. Por lo tanto, se
propone el Segundo Modelo que considera esta situacién. La dinamica de la tasa de interés
libre de riesgo de incumplimiento de pago r; presenta idéntica modelacién que en el Primer
Modelo. La diferencia radica en la dindmica del diferencial de tasas de rendimiento que se
modela mediante el proceso

=+l
En este modelo se agrega un parametro adicional ¢ que es el responsable de capturar la re-
lacién que existe entre los dos procesos.

Si se utilizan solo los datos del mercado en délares de la seccién [3.6] no es posible estimar
todos los pardametros en ambos modelos. Esto se debe a que no es posible extraer informacién
de las tasas de rendimiento libre de riesgo de incumplimiento de pago. Por esta razén, es
necesario agregar a la base de datos de la deuda soberana uruguaya en délares, informacién
de las tasas de rendimiento en Estados Unidos (se considera que no presenta riesgo de incum-
plimiento de pago). Vale destacar que en ambos modelos no existen restricciones sobre si los
procesos deben ser positivos, sin embargo en la construcciéon del proceso de intensidad en la
seccién se requiere que el proceso y; lo cumpla. Por lo cual, en cada aplicacion se examina
que se cumpla esta propiedad, es decir que ¢ >0 ¢ > 0.

Datos

La valuacion de las tasas de rendimiento de los activos financieros sujetos a riesgo de in-
cumplimiento de pago mediante el enfoque de la seccion es posible aplicarla inicamente
en el mercado en ddlares en la deuda soberana uruguaya. El motivo es que los dos restantes
mercados que se analizan en el capitulo [3| pertenecen a la categoria de moneda nacional y no
existen los datos suficientes para su estimacion.

Los datos que se utilizan en las estimaciones de los parametros se extraen de diferentes
fuentes. En el caso de la deuda soberana uruguaya en dolares la base de datos es la que se
encuentra en el cuadro para el periodo de tiempo entre el 02 de enero de 2014 y el 31
de agosto de 2016. En el caso de la deuda soberana en Estados Unidos, la base de datos se
encuentra integrada por las tasas de rendimiento denominadas Constant Maturity Treasury
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que publica la Reserva Federal. Estos valores se generan mediante un indice que se basa en la
tasa de rendimiento promedio de varios activos financieros de caracteristicas similares emiti-

dos por Estados Unidos.

Para estudiar, en primera instancia, si existe relacién en la evolucion temporal de las tasas
de rendimiento en Estados Unidos y en Uruguay se realiza un estudio de correlaciones. Los
datos que se consideran para la deuda soberana en Uruguay son las tasas de rendimiento
en délares que publica BEVSA. Las correlaciones se estiman en los diez vencimientos que
coinciden ambas bases de datos. Los resultados se encuentran en la figura La principal
conclusién del andlisis es que en su diagonal se obtienen valores positivos y estadisticamente
significativos salvo en la tasa de rendimiento a 20 afios.

M _6M 1A 2A 3A 5A

3M

6M

1A

2A

3A 002

5A -053-051 -0.46 -042 -0.3

7A 061 -059 -0.54 0.5 -0.38

10A -0.65-0.64 -0.58 -0.54 -0.42

20A -0.68 -0.67 -0.61 -0.56 -0.44

30A -0.64 -061 -0.54 -0.45 -0.32

7A 10A 20A 30A _

.02 0.35

0.2

-0.16

0.15

0.16

.14

012

Figura 4.1: Correlacién entre las tasas de rendimiento establecidas en Constant Maturity
Treasury (en horizontal) y las tasas de rendimiento publicadas en la Curva Uruguay en Délares

(en vertical).
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Resultados

En los dos modelos de la seccién las tasas de rendimiento en los bonos soberanos
en dolares en Uruguay se explican en parte por las tasas de rendimiento libres de riesgo de
incumplimiento de pago (que se representa a través de la deuda soberana en Estados Unidos)
y en parte por el diferencial de tasas de rendimiento entre ambos mercados. La estimaciéon de
los parametros en cada uno de los modelos se realiza en dos etapas. En la primera etapa, se
estiman los parametros de la deuda soberana en Estados Unidos al considerar tiinicamente la
informacién de su mercado. En la segunda etapa, se estiman los parametros de la diferencia
entre las tasas de rendimiento al considerar los precios de bonos emitidos en Uruguay y los
parametros obtenidos en la primera etapa.

Las aplicaciones que se realizan, abarcan los casos de los modelos en un factor y en dos
factores en cada uno de los mercados en los dos modelos propuestos en la seccién Los
resultados se encuentran divididos en dos: en el cuadro se exhiben los casos que analizan
las tasas de rendimiento libres de riesgo de incumplimiento de pago mediante un factor y en
el cuadro se exhiben los casos que analizan las tasas de rendimiento libres de riesgo de
incumplimiento de pago mediante dos factores. En cada uno se realizan cuatro estimaciones
de parametros: las primeras dos corresponden a utilizar el Primer Modelo y las otras dos
corresponden a utilizar el Segundo Modelo. Es decir, en total se realizan ochos estimaciones
de parametros distintos modelos.

Primer Modelo Segundo Modelo
Estapos UNipos || |[ Dir 1 Fac [ Dir 2 Fac || Dir 1 Fac | DiF 2 Fac
a 0.249183 ay 0.462682 0.653504 1.031167 1.122362
a — 0.023770 — 0.004866
b 0.031936 b 0.035713 0.014348 0.034477 0.010494
— — b2 — 0.023185 — 0.016018
o 0.003431 o1 0.023220 0.015740 0.014763 0.013853
— — o2 — 0.026122 — 0.014121
P 0.08702 0.327490
€1 0.000514 €1 0.001459 0.001013 0.000947 0.000809
€ 0.000676 € 0.001231 0.001175 0.001124 0.001030
€3 0.001040 €3 0.001690 0.001454 0.001449 0.000946
€4 0.001069 €4 0.001882 0.001324 0.001606 0.001021
€5 0.001568 €5 0.002096 0.001172 0.001789 0.001384
€6 0.002608 €6 0.002249 0.001558 0.001999 0.001145
€7 0.003085 €7 0.001475 0.000983 0.001263 0.000949
€3 0.002132 €3 0.001580 0.001345 0.001492 0.001018
€9 0.002495 — — — — —
€10 0.002951 — — — — —
In L — — 12926.50 13258.54 13003.18 13344.20
AIC — — || -25805.00 | -26463.08 -25956.36 -26632.40
BIC — — || -25642.66 -26280.45 -25787.26 -26443.01

Cuadro 4.2: Resultados en los modelos que consideran la tasa libre de riesgo de incumplimiento

de un factor.
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Primer Modelo Segundo Modelo

EsTapos UNIDOS || | Dir 1 Fac | Dir 2 Fac [ Dir 1 Fac | Dir 2 Fac
al 0.319650 al 1.399440 1.313931 1.789204 1.190081
as 0.037311 ao — 0.103552 0.103065
by 0.017365 by 0.037837 0.016763 0.034424 0.008009
by 0.016145 by — 0.020187 0.005950
o2l 0.008863 o1 0.014973 0.015253 0.011285 0.014160
o9 0.008112 o9 — 0.014022 0.019631
0 — - 0.094660 0.681380
€1 0.000749 €1 0.001632 0.000622 0.001373 0.000509
€9 0.000391 €9 0.000946 0.000939 0.000835 0.000967
€3 0.001054 €3 0.000908 0.000986 0.000909 0.000846
€4 0.001178 €4 0.001704 0.000808 0.000730 0.000847
€5 0.000827 €5 0.001594 0.001202 0.001114 0.001081
€6 0.001574 €6 0.001855 0.001357 0.001470 0.000967
€7 0.001729 €7 0.001177 0.000853 0.001007 0.000689
€3 0.001085 €3 0.001089 0.000750 0.000789 0.000693

€9 0.000974 — — — — —

€10 0.001077 — — — —
In L — — 13908.77 14082.74 13962.29 14179.85
AIC — — || -27763.54 -28105.48 -27868.58 -28297.70
BIC — — -27580.91 -27902.56 -27679.19 -28088.01

Cuadro 4.3: Resultados en los modelos que consideran la tasa libre de riesgo de incumplimiento
de dos factores.

Al observar los parametros en las estimaciones de la deuda soberana en Estados Unidos
se concluye que los parametros asociados a su evolucion son sensiblemente inferiores en mag-
nitud a los pardmetros estimados en todos los modelos de la deuda soberana uruguaya en la
seccién [3.7] Al comparar los resultados del modelo de un factor con el modelo de dos factores
en dicha deuda, se obtiene (como era de esperar) que las curvas de rendimiento en el modelo
de dos factores se ajustan mejor a los datos utilizados. El efecto se acentia tanto en las tasas
de rendimiento a largo plazo como también en las tasas de rendimiento a corto plazo debido
a que el modelo de un factor no refleja el incremento que sucedié en noviembre de 2015. Las
curvas de rendimiento en ambos casos se encuentran en la figura

En el analisis de los parametros asociados al proceso de intensidad en el cuadro se
obtiene que en el Primer Modelo el cambio de pardmetros en el traspaso de los modelos de
un factor al modelo de dos factores es similar al cambio de pardametros reflejado en el caso de
los modelos de la deuda soberana en ddlares en Uruguay. En los pardmetros de reversion a la
media, al aumentar la cantidad de factores aparece un parametro de menor magnitud que se
encarga del ajuste en los vencimientos a largo plazo. Los parametros asociados a la tasa de
rendimiento de largo plazo en ambos casos se encuentran relacionados a los obtenidos en el
cuadro En los parametros asociados al Segundo Modelo, si se compara el modelo de un
factor con el modelo de dos factores se advierte que el parametro ¢, que si bien es positivo en
ambos casos, difieren de manera evidente en su magnitud. A su vez, los restantes pardmetros
se alteran de manera esperable. La funcién de verosimilitud se incrementa en los dos modelos
al cambiar del modelo de un factor al modelo de dos factores en el proceso de intensidad.
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Figura 4.2: Curvas de rendimiento estimadas en la deuda soberana en Estados Unidos.

Al comparar entre el Primer Modelo y el Segundo Modelo en el cuadro [4.2] se obtiene
que la mayor diferencia radica en que los parametros b; en el Segundo Modelo son de menor
magnitud. La razon de que esto suceda es que estos pardametros se encuentran influenciados
por el parametro adicional ¢. Con respecto a la funcién de verosimilitud, el Segundo Modelo
proporciona valores mayores aunque dicho aumento es exiguo. Sin embargo, el aumento per-
mite establecer preferencia por el Segundo Modelo en los dos criterios de informacién. Esto
se debe a que el cambio en la funcién de verosimilitud es mayor que el cambio en el factor de
penalidad al agregar un parametro adicional.

Con relacién al andlisis de los parametros del proceso de intensidad en el cuadro
se obtiene que no existe en los parametros en el Primer Modelo un comportamiento similar
a los correspondientes a la deuda en délares en Uruguay, principalmente se debe a que los
pardmetros a; presentan magnitudes mayores (en el caso de dos factores uno es de menor
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magnitud). Los pardametros b; asociados a las tasas de rendimiento a largo plazo, en ambos
casos se encuentran relacionados a los que se obtiene en el cuadro En el Segundo Mo-
delo, el pardmetro ¢ vuelve a aumentar en magnitud del modelo de un factor al modelo de
dos factores, aunque en este caso el incremento es de mayor proporcién. La funcién de verosi-
militud en el Segundo Modelo produce valores mayores aunque el aumento vuelve a ser escaso.

Si se confrontan el Primer Modelo y el Segundo Modelo en el cuadro se obtienen
conclusiones similares que en el cuadro Por lo cual, se concluye que en todos los casos
analizados se alcanzan mejores resultados al agregar un factor adicional en los modelos en
cualquiera de las dos deudas soberanas y no al cambiar de modelo. El principal motivo es que
al incorporar un factor en la modelacién se adicionan tres parametros y al cambiar del Primer
Modelo al Segundo Modelo sélo se adiciona un pardmetro. Sin embargo, en todos los casos en
los que se tiene la misma cantidad de factores en los modelos en ambas deudas soberanas, el
Segundo Modelo presenta mayor funcién de verosimilitud con respecto al Primer Modelo y es
el que se selecciona en ambos criterios de informacién.

El analisis permite obtener la evolucién del proceso de intensidad para cada estimacién.
Este resultado es importante para identificar la probabilidad instantanea de incumplimiento
de pago de la deuda soberana en Uruguay en cada momento de tiempo. En la figura [4.3] se
encuentra la evolucién del proceso para el modelo que presenta mayor funcién de verosimilitud.

05

Proceso de Intensidad del Riesgo (%)

r T T 1
02/01/14 1911114 0711015 31110116
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Figura 4.3: Estimacién del proceso de intensidad de riesgo en el Segundo Modelo en todo el
periodo de tiempo.
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Aplicacion: Generacion del Indice de Riesgo Pais

En la seccién [4.1] se establece que el riesgo pafs es una variable importante en el anélisis de
la economia. Si bien existen diferentes métodos de estimacién de esta variable, en su mayoria
utilizan como insumo principal las curvas de rendimiento de activos soberanos.

En esta seccion, se estiman dos indices de riesgo pais que surgen de los resultados del pri-
mer modelo y del Segundo Modelo en el caso de dos factores en la deuda soberana en Estados
Unidos y de dos factores en el diferencial de tasas de rendimiento entre ambas deudas. Es
decir, los parametros que se utilizan se encuentran en el cuadro

El indice se calcula mediante un promedio ponderado de las diferencias en las curvas de
rendimiento estimadas en ambos mercados en determinados vencimientos. En esta aplicacion
se utilizan los vencimientos de los ocho bonos soberanos uruguayos que se establecen en el
cuadro Los agentes financieros que estiman el indice de riesgo pais en Uruguay ponderan
las diferencias por el monto circulante de cada bono. Para replicar esta metodologia es nece-
sario contar con la informacién diaria del circulante de la deuda pero esta informacién no se
logré obtener. Por lo cual, en la estimacién del indice se decide ponderar en dos categorias
arbitrarias: a los bonos locales se le asigna una ponderacién de 8 % a cada uno y a los bonos
globales se le asigna una ponderacién de 14 % a cada uno.

En la figura [£.4] se establecen las estimaciones de las curvas de rendimiento en los dos
modelos en el dia 30 de octubre de 2015. Si bien entre ambas representaciones no existe di-
ferencia evidente, la maxima diferencia en tasas de rendimiento en todos los vencimientos es
de 0.12%. En cada modelo se obtiene que el indice de riesgo pais para el dia que se analiza
es 265 puntos basicos en el primero y 258 puntos bésicos en el segundo.
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Figura 4.4: Diferencial entre tasas de rendimiento en ambas deudas soberanas. A la izquierda
el Primer Modelo y a la derecha el Segundo Modelo en el dia 30/10/2015.

En la figura[4.5]se exhibe la evolucién de ambos indices en el periodo de tiempo considerado
y la ampliacién de 100 dias centrada en la fecha 30 de octubre de 2015, con el fin de visualizar
de mejor manera la diferencia entre ambos indices. La correlacién entre ambos indices es
0.9756. Para comparar la evolucién de estos indices generados con los publicados en el mercado,
se selecciona el indice Irubevsa para realizar el analisis. Se establece que la correlacién entre
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el indice Irubevsa y el indice generado a través del Primer Modelo es 0.9404 y con el indice
generado a través del Segundo Modelo es 0.9749.
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Figura 4.5: Evolucién de los indices de riesgo pais estimados. Arriba se considera todo el
periodo de tiempo. Abajo se considera los 100 dias centrados en el dia 30/10/2015.
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Capitulo 5
Conclusiones

n la segunda mitad del siglo XX, se desarrollé una nueva rama de la matematica que
Ese denomina matemadtica financiera. En esta area, se propusieron una gran variedad de
modelos matematicos y métodos estadisticos con el objetivo de describir el funcionamiento
de los mercados financieros. En la actualidad la investigacion abarca diferentes tematicas,
particularmente las relacionadas con la valuacién de los activos financieros que se encuentran
sujetos a incertidumbre, los cuales inciden en decisiones estratégicas de inversién por parte de
los agentes econémicos.

En la presente tesis, el objeto de estudio fundamental es la curva de rendimiento de activos
soberanos y se aborda el problema a partir de sus precios transados en el mercado. La pers-
pectiva propuesta permite cambiar el enfoque habitual que se utiliza en la industria, el cual se
basa en modelos estdticos, por modelos dindmicos que permiten utilizar una mayor cantidad
de informacién, generalmente disponible en el mercado. Los modelos que se desarrollan exigen
la utilizacién de instrumentos analiticos potentes, los cuales deben ser capaces de generar, en
cada momento del andlisis, una determinada curva de rendimiento. Cabe agregar ademas, que
la modelacién de activos de deuda soberanos (renta fija) involucra un nivel de complejidad
superior a la modelacién de acciones (activos de renta variable), los cuales asignan en cada
momento Unicamente el precio del activo seleccionado.

En sintesis, el presente trabajo de tesis tiene el objetivo de modelar la deuda soberana en
Uruguay, a través de la estimacion de las curvas de rendimiento, mediante modelos dinamicos
que permitan estudiar su evolucién en el tiempo.

Para demostrar las diferencias que presenta el enfoque mediante modelos estaticos, se rea-
liza un anélisis de las curvas de rendimiento publicadas por distintos agentes en el mercado en
Uruguay con sus respectivas metodologias. En particular se comprueba que las diferentes es-
timaciones de curvas de rendimiento (independientemente del método estatico que se utilice)
dependen fuertemente en los activos soberanos seleccionados para la estimacion. Este resulta-
do es uno de los fundamentos del cambio de enfoque propuesto en la tesis a modelos dindmicos.

Al introducir de manera gradual las herramientas mateméticas y los conceptos econémicos
necesarios, es posible realizar en primera instancia, una modelacién dindmica del mercado de
deuda nominada en délares. Se utilizan cuatro modelos gaussianos, aunque entre ellos existen
diferencias en sus dimensiones y en el ajuste inicial a la curva de rendimiento del mercado. El
método de estimacién en cada modelo se selecciona de acuerdo a la calidad de la naturaleza
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de los datos disponibles. El primer método corresponde al método del jacobiano, en el cual
se realiza un cambio de variable en la funcién de verosimilitud. La informacién que se utiliza
para su estimacién es tinicamente una o dos series histéricas de precios de bonos. El segundo
método corresponde a la calibracion de los parametros del modelo mediante la optimizacion
de minimos cuadrados entre los precios de mercado y los precios del modelo. En este segundo
método, se utiliza una mayor cantidad de informacién, aunque los parametros relevantes se
estiman de manera diaria.

A partir de los resultados que se obtienen en las estimaciones, se concluye que, si bien
los resultados son satisfactorios, es necesario orientar mayores esfuerzos en solucionar dos
problemas claves en la modelacién. En primer lugar, es imprescindible utilizar modelos que
contengan mas dimensiones. En segundo lugar, es necesario utilizar una mayor cantidad de
series historicas de precios de activos soberanos. Estos dos objetivos introducen la dificultad
de aumentar de manera considerable tanto la diversidad en los modelos como la complejidad
computacional.

En la tesis se propone entonces, utilizar la clase de modelos afines debido a la relacion
lineal que se presenta entre la tasa de interés spot instantdnea y las tasas de rendimiento de
los activos. Para la estimacién de los parametros del modelo se utiliza como base la técnica del
filtro de Kalman, la que supera en gran medida a las técnicas que se utilizaron anteriormente,
al emplear en forma simultdnea una gran cantidad de series histéricas de precios de activos.
Sin embargo, la funcién de verosimilitud que resulta no permite una maximizacién directa
por la existencia de variables no observables. Se debe recurrir entonces a la metodologia de
esperanza-maximizacién para la optimizacion.

Bajo el entorno descrito se aplican los modelos en una, dos y tres dimensiones para los
tres mercados de deuda més relevantes en Uruguay: délares, unidades indexadas y pesos uru-
guayos. Los resultados que se obtienen del andlisis se aplican a la valuacién de los precios
de opciones financieras de una manera consistente con las curvas de rendimiento estimadas.
Esta aplicacién es relevante al ofrecer una metodologia de valuacién de precios necesaria para
el desarrollo de un mercado en derivados financieros en tasas de interés. Esto permitiria una
mejor gestion de los portafolios de los agentes financieros locales al reducir el riesgo de sus
principales activos.

Por dltimo, en la tesis se considera la existencia del riesgo de incumplimiento de pago de
la deuda soberana (default). Este riesgo afecta de manera negativa el precio de los activos.
Es decir, si se analiza desde el punto de vista de las preferencias de los agentes inversores, los
activos emitidos en paises con mayor riesgo de incumplimiento de pago deben pagar mayores
tasas de rendimiento. En la tesis se desarrolla el enfoque de modelos reducidos (mediante
un proceso de intensidad) debido a que permite extender la teoria matemadtica previa. Se
proponen entonces, dos modelos para el andlisis en el Uruguay y se utiliza informacién que
proviene de la deuda soberana de Estados Unidos como referencia (tedrica) de activos libre
de incumplimiento de pago. Se realizan varias estimaciones de pardmetros en el mercado en
dolares y se obtiene la probabilidad instantanea de incumplimiento de pago que reflejan los
precios transados de los activos soberanos en Uruguay. La aplicacién de estos modelos permite
generar nuevas estimaciones de la variable riesgo pais.
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En resumen, como el monto y el nivel de complejidad de la deuda soberana en Uruguay
aumento significativamente en los tltimos afios, los avances que se producen en la investigacion
podrian ser importantes tanto para las instituciones financieras como para las instituciones
académicas. Se espera que la tesis, motive el acercamiento entre la investigacion y las practicas
habituales de los agentes participantes del mercado, al reducir la distancia entre los dos
ambitos en Uruguay.
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Apéndice

1 trabajo de tesis fue dedicado de manera integra al problema de valuacién de la deuda
E soberana en Uruguay mediante el incremento tanto de la complejidad en los modelos que
se utilizan como en las técnicas de estimacién de parametros. En particular, se finaliza la tesis
en el capitulo 4] al analizar la valuacién de la deuda soberana en ddlares mediante la hipdtesis
de existencia de riesgo de incumplimiento de pago por parte del emisor. Los modelos que se
utilizan forman parte de la clase denominada modelos reducidos o modelos de intensidad. Sin
embargo, existe otra clase de modelos que se denominan modelos estructurales, que pretenden
estudiar el riesgo de crédito al analizar la economia en su conjunto. Estos modelos se encargan
de ajustar la evolucién incierta del valor de los activos del agente emisor para determinar si
existe incumplimiento de pago al no cubrir los pasivos contraidos.

El modelo propuesto por Robert Merton, en el trabajo [46], es el primer modelo estruc-
tural. En el modelo se supone que el agente emisor presenta incumplimiento de pago si sus
activos se encuentran por debajo de su deuda en el momento de pago. Su principal ventaja es
que se aplican técnicas similares al desarrollo del modelo Black-Scholes. Sin embargo, presenta
dos desventajas esenciales que son la restricciéon del incumplimiento de pago al tiempo final
(momento de pago de la deuda) y la hipétesis de que las curvas de rendimiento son constantes
en todos los vencimientos.

Un modelo posterior que se desarrollé en esta clase fue propuesto por Fischer Black y John
Cox en el trabajo [§]. El modelo se centra en la primera desventaja del modelo de Merton al
permitir que el momento de incumplimiento de pago suceda en cualquier instante de tiempo,
en el que el valor de los activos del agente se encuentren por debajo de cierta barrera. En esta
clase de modelos, el avance se extendioé de gran manera al permitir propiedades muy versatiles
en cuanto a la evolucion de los activos del deudor y al momento de incumplimiento de pago.
En la actualidad, los modelos mas relevantes en este enfoque son aquellos que relacionan el
riesgo de crédito con la situacién financiera, tanto del agente deudor como de la economia en
su conjunto. Es decir, los cambios en el nivel crediticio del emisor se vinculan a las variables
macroecondémicas del mercado.

Los modelos de estas caracteristicas se desarrollan en gran medida en el ambito de los ban-
cos centrales con el fin de determinar las pérdidas esperadas que enfrenta el sistema bancario.
El Banco de Inglaterra en [I3], utiliza este enfoque para estimar las tasas de incumplimiento
de pago en préstamos a empresas no financieras, a particulares en la compra de vivienda me-
diante hipoteca y en diferentes carteras de tarjetas de crédito. Estas tasas se estiman mediante
la utilizacién de ciertas variables macroeconémicas como lo son el producto bruto interno, la
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tasa de interés real, la tasa de desempleo y nivel de endeudamiento de los agentes. En el caso
del Banco de Finlandia en [55], utiliza un modelo empirico basado en una regresién logistica
para analizar la tasa de incumplimiento de pago en los diferentes sectores de la economia
mediante variables macroeconémicas.

La hipotesis de linealidad en los modelos son razonables cuando las variaciones que se con-
sideran son reducidas, pero en otro caso es necesario introducir factores no lineales. El Banco
de Canadd en [15], se basa en esta premisa al analizar la relacién en una transformacién
logistica de la tasa de incumplimiento de pago en los diferentes sectores de la economia con
dos variables macroeconémicas (producto bruto interno y tasa de interés) las cuales se trans-
forman mediante funciones polinomiales. El Banco de Japén en [3], utiliza una transformacién
probit de las probabilidades en las transiciones de las calificaciones crediticias mediante las
variables producto bruto interno y la relacién entre los pasivos y los activos de los agentes. El
Banco de Espana en [38], analiza una transformacién probit de la tasa de incumplimiento de
pago y las variables que utiliza son el producto bruto interno, las tasas de interés, el diferencial
de tasas de interés con respecto a otros mercados, algunas variables sectoriales y dos factores
latentes.

En América Latina, hay muy pocas referencias disponibles sobre la aplicacién de modelos
estructurales. Se destaca el trabajo [14], en el cual el riesgo de crédito se cuantifica al aplicar
el modelo de Merton en empresas en el mercado colombiano entre los anos 2005 y 2007. En el
caso de Uruguay, no se encuentran trabajos sobre la estimacién de la tasa de incumplimiento
de pago al utilizar este enfoque.

El objetivo del apéndice es proponer y estimar un modelo estructural del riesgo de crédito
en una cartera de préstamos en Uruguay. En la tesis se estudia inicamente el segmento de
crédito consumo en pesos uruguayos, siendo el segmento uno de los principales en el sistema
bancario en Uruguay. Los resultados obtenidos junto al anélisis en otros segmentos de créditos
dieron origen al trabajo [33].

Modelo

El modelo estructural que se propone asume un portafolio de préstamos homogéneo en la
economia. El logaritmo de los retornos (estandarizado) del agente ¢ en tiempo ¢ satisface

RY = \/pF + /1= pU; (A1)

donde F' corresponde al logaritmo de los retornos en la economia que es independiente del
agente i (factor sistematico de la economia) que tiene distribucién normal estandar. A su vez,
el valor U® es el retorno especifico del agente i que se asume presenta distribucién normal
estandar y sea el factor p aquel parametro que representa la sensibilidad del retorno del ac-
tivo al factor no observable de la economia. Ademés se considera la independencia entre las
variables F'y U.

El evento de incumplimiento de pago del agente ¢ ocurre cuando el retorno Rgz) cae por
debajo de cierta barrera 7. Si se define la variable aleatoria Y como aquella variable binaria
que toma el valor 1 si el deudor se encuentra en incumplimiento de pago y 0 en otro caso, se
obtiene que la probabilidad de incumplimiento de pago del agente ¢ en tiempo ¢ es
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) =P =1)=P(R <T).

La barrera T puede ser determinada mediante cualquier condicién que se seleccione. En
el modelo se utilizan variables macroeconémicas relevantes para la economia que de acuerdo
a su evolucién temporal esta barrera se actualice. Se asume que es una combinacion lineal de
N variables macroeconémicas

N N
p) =P =1) = P(yoF + V1-pU" < Bo+ Y Biaje) = 8(Bo + > Bjwze):
j=1

j=1

donde @ es la funcién de distribucién de la variable normal estandar.

La probabilidad de incumplimiento de pago condicional al valor del factor no observable
ft es dada mediante

N g _ N B
20 (f) = P(Ut(i) Lt Ea‘:llﬂﬂ_x;t Wft) _ ¢<ﬁ0+ Za=1151_$;t Wft); (A2)
la cual es posible expresar
N . .
o (pW(f) = ot Pt e Je- (A3)

Vi-p  VI-p

Al asumir que los agentes son homogéneos, si el nimero de agentes aumenta la tasa de
incumplimiento de pago DR; converge a su probabilidad condicional. Esto permite estimar
dicha tasa del portafolio mediante la probabilidad individual.

El modelo asume que el nimero de incumplimientos de pagos condicional D(f;) tiene
distribucién binomial de probabilidad de incumplimiento de pago condicional p¥) ( f;) y niimero
total de agentes n;. Entonces la probabilidad no condicional se obtiene al integrar sobre el
factor aleatorio no observable

+o0

P(D; = di) — / C (p(f))™ (1 = p(f))" =% (i)t (Ad)

—00

donde ¢ es la densidad de la distribuciéon normal estdndar.

Los pardmetros de la ecuacion se obtienen mediante la maximizacién de la funcién de
verosimilitud; a través de una base de datos que contiene los casos de default (d;), el nimero
total de los agentes de la economia (n;) y las variables macroeconémicas mas relevantes (x¢).
Es de interés la variable aleatoria Dy, por lo cual el logaritmo de la funciéon de verosimilitud
tiene la forma
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e ng dy ns—dy
=2 log /_ _ Car ()™ (= pUf)m o (fr)de

][ oo e

vVi-p

N iTip — | ne—dy
<1 - @(ﬁo t Zjﬁllﬁj_ ; V! )) ¢(ft)dt] . (A5)

El problema se centra en encontrar los pardmetros 3 y p que maximizan la funcién de
verosimilitud /. La mayor dificultad que se presenta en la estimacion es aproximar la integral
de la ecuacién porque no es posible calcular su funcién primitiva. Esta circunstancia
se examina en el trabajo [37] y el método de la cuadratura gaussiana se selecciona para su
resolucién.

Datos

Existen varias variables macroecondémicas capaces de ajustar el modelo. El objetivo es
seleccionar aquellas variables que mejor se adaptan a las hipétesis de normalidad de F; en
la ecuacion v la independencia de la probabilidad condicional del incumplimiento de
pago en la ecuacién . Por lo tanto, es necesario encontrar una forma de seleccién de las
variables macroeconémicas x; con el fin de ajustar el modelo.

Dado el conjunto de variables macroecondmicas, se evalia el ajuste a las hipdtesis al
realizar las regresiones lineales correspondientes a la ecuacion l) al considerar a 1% como
una buena aproximacién de p(’)( ft) vy que el término

| P ..
1_pft7

es una variable aleatoria normal con media 0 y varianza pequena (al asumir que se espera
que el pardmetro p sea pequeno). De esta manera, las hipétesis del modelo son equivalentes
a que se cumpla la normalidad en la serie y la independencia de los residuos en las regresiones.

Por lo tanto, en el conjunto de las variables macroeconémicas que presentan importan-
cia tedrica para explicar las probabilidades p(¥), se ejecutan las regresiones del vector p(i)( 1)
contra diferentes elecciones de subgrupos de variables. Se elige el subconjunto que mejor se
ajusta a las pruebas estadisticas. Ademads, es adecuado verificar que los coeficientes 3; sean
significativos y que sus signos sean coherentes con la intuiciéon econémica.

Para realizar el ajuste del modelo se utiliza una base de datos mensuales desde diciembre
de 2001 hasta mayo de 2013. El periodo de tiempo abarca los mayores valores de morosidad
del sistema bancario en Uruguay en las ultimas décadas, a causa de la crisis econémica que
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sucedié en el ano 2002. Posterior a este periodo, se observa una tendencia decreciente en la
tasa de morosidad debido al crecimiento econémico. La variable dependiente es la proporcién
de préstamos con capacidad de pago comprometida en el sistema bancario privado. En esta
variable se asume que los préstamos se conceden por el mismo monto con el fin de ponderar
de manera adecuada la trascendencia de los agentes en el incumplimiento de pago y de res-
petar la hipétesis de homogeneidad. Vale destacar que, como la funciéon de verosimilitud de
la ecuacién no es lineal, los resultados dependen en menor proporcién de la fraccion de
dinero seleccionada en cada préstamo.

Se considera una gran cantidad de variables macroeconémicas y las seleccionadas para
estudiar el segmento de crédito consumo en moneda nacional son:

» Indicador de actividad basado en el Producto Bruto Interno (PBI). Fuente: BCU.
= Indice de salario real (SR). Fuente: Instituto Nacional de Estadistica (INE).
» Riesgo pais del Uruguay (RP). Indice Embi. Fuente: JP Morgan.

» Tasa activa de interés en el segmento crédito consumo en moneda nacional (TA). Fuente:
BCU.

» Tasa de desempleo (TD) - Tasa de desempleo en localidades de 5.000 o mas habitantes.
Fuente: INE.

» Tasa de inflacién (TI). Fuente: INE.
» Tipo de cambio nominal (TCN). Fuente: BCU.
» Tipo de cambio real (TCR). Fuente: BCU.

Las variables macroecondmicas también exhiben una gran volatilidad en los anos 2002-2003
a causa de la crisis econémica en Uruguay. Asimismo, en algunas de las variables en los anos
2008-2009, se presenta una gran variacién debido a la crisis financiera mundial, al ser Uruguay
una pequeiia economia abierta no significativa en los mercados internacionales pero vulnerable
a diferentes impactos externos. También, es posible considerar variables macroeconémicas de
caracter internacional que son relevantes en la evolucién de la economia uruguaya. Entre ellas
se encuentran los precios de las materias primas, los tipos de interés extranjeros y ciertas
medidas de volatilidad externa. Sin embargo, se asume que los efectos que pueden provocar
estas variables en el Uruguay se captan en gran medida en las variables seleccionadas.

Resultados

Al aplicar el criterio de seleccién de variables, el conjunto més adecuado de variables ma-
croecondmicas para el segmento de crédito analizado es la tasa de desempleo con un rezago de
6 meses, la tasa activa en crédito consumo en moneda nacional con un rezago de 3 meses y la
tasa de inflacién con un rezago de 3 meses. Los resultados para la regresiéon lineal se encuen-
tran en el cuadro La prueba de normalidad de chi-cuadrado para los residuos establece
un p-valor de 0.532, por lo cual no se rechaza la normalidad de los residuos.

Al obtener que los pardmetros estimados en la regresién lineal son significativos, sus signos
se ajustan a la intuicién econdmica y los residuos se pueden considerar normales, se aplica
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Parametro Desviaciéon Estandar Estadistico t p-valor
Constante -2.4450 0.0514 -47.59 0.00
TD (-6) 6.8737 0.5884 11.68 0.00
TT (-3) -2.1353 0.6946 -3.08 0.00
TA (-3) 0.7988 0.1170 6.83 0.00

Cuadro Al: Regresion Lineal en las variables seleccionadas para el ajuste del modelo.

a este subconjunto de variables macroeconémicas el modelo propuesto. Los resultados del
modelo se encuentran en la cuadro

Pardmetro
Constante -2.3846
TD (-6) 6.1568
TI (-3) -2.3524
TA (-3) 0.8742
P 0.0045

Cuadro A2: Parametros estimados en el modelo propuesto. El valor de la funcién log-
verosimilitud es 9529,93.

En el modelo se obtiene que el pardmetro p es cercano a cero, lo que se encuentra de
acuerdo con lo esperado en este segmento de crédito segin lo sugerido en el método basado
en calificaciones internas propuesto en la reglamentacion de Basilea II. En otros sectores, se
espera un parametro p de mayor magnitud. Otras alternativas en la modelacién en este seg-
mento de crédito se analizan en el trabajo [33].

Una de las principales aplicaciones de este modelo, es utilizar la estimacion de sus parame-
tros en un andlisis de sensibilidad. Se consideran diferentes escenarios en las variables macro-
econémicas que forman parte del modelo y se evalia de que manera impactan estos cambios
en la tasa de incumplimiento de pago. Los resultados se encuentran en el cuadro

El principal resultado en el cuadro es que la variable macroeconémica con mayor im-
pacto en el modelo es la tasa de desempleo. A su vez, se enfatiza la propiedad de no linealidad
del modelo debido a que un aumento de uno por ciento en la tasa de desempleo genera mayo-
res efectos a medida que aumenta la tasa de desempleo. Desde un punto de vista econémico
es posible explicar este resultado al considerar un mayor efecto de primer y segundo orden
cuando la tasa de desempleo se incrementa. En contraste, el impacto de la tasa de interés en
el modelo es limitado.
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Tasa de Desempleo (TD)
% | 8% | 9% |10% [11% | 12% | 13% | 14%

TI | TA

25% | 32% [ 3.7% | 42% | 4.8% | 54% | 6.1% | 6.9% | 7.8%
28% [ 34% [ 39% | 44% | 5.0% | 5.7% | 6.4% | 7.3% | 8.1%
5% (31% | 36% | 41% | 47% | 53% | 6.0% | 6.8% | 7.6% | 8.5%
34% | 38% | 43% | 49% | 56% | 63% | 7.1% | 8.0% | 9.0%
37% | 4.0% | 46% | 52% | 5.9% | 6.7% | 7T.5% | 84% | 94 %

28% | 32% [ 3.7% | 42% | 48% | 54% | 62% | 6.9% | 7.8%
31% | 34% | 39% | 45% | 51% | 57% | 65% | 7.3% | 82%
34% | 3.6% | 41% | 47% | 53% | 6.0% | 6.8% | 7.7% | 8.6%
37% | 3.8% | 44% | 5.0% | 5.6% | 6.4% | 7.2% | 8.0% | 9.0%

6 %

31% | 32% | 3.7% | 42% | 4.8% | 55% [ 62% | 7.0% | 7.8%
7% [ 34% | 34% | 39% | 45% | 51% | 58% | 6.5% | 7.3% | 82%
37% | 36% | 42% | 47% | 54% | 61% [ 69% | 7.7% | 8.6%

34% | 33% | 3.7% | 43% | 4.8% | 55% [ 62% | 7.0% | 7.9%

8% 37% | 35% | 39% | 45% | 51% | 58% | 6.5% | 7.4% | 8.3%

Cuadro A3: Analisis de sensibilidad en las variables del modelo.
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