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Prodlogo

Como forma de titular esta tesis, podemos decir que intenta aportar sobre
diversos aspectos de la estadistica, en particular cuando los datos toman valores
sobre determinados espacios no euclideanos o euclideanos pero de dimension
elevada donde la estadistica clasica no esta disenada para brindar respuestas
eficientes. Es decir, el objetivo perseguido es transferir algunos métodos re-
levantes en la estadistica clasica a ciertos espacios probabilisticos en donde
los mecanismos tradicionales no pueden aplicarse de manera directa. En tal

sentido es de relevante interés el estudio en dos posibles paradigmas:

= El espacio de probabilidad tiene estructura euclidea de dimensién alta o

infinita (espacios funcionales).

= El espacio de probabilidad no tiene estructura vectorial. En este ultimo

punto nos restringiremos a las variedades Riemannianas.

En ambos casos el propdsito base de este trabajo es poder poner en accion
métodos ya desarrollados en R con d pequeiio al caso en cuestiéon. En referencia
al primer punto la idea clave es poder reducir la dimension del espacio a través
de proyecciones unidireccionales al azar. Con respecto al segundo punto, me-
diante una distancia conveniente (la distancia geodésica) y un transformacion
local adecuada (el mapa exponencial), la meta es poder generalizar algunas
técnicas de estadistica clasica al campo de las variedades Riemannianas.

A continuacion esbozamos una breve panoramica general de la tesis desde
el punto de vista de los principales conceptos que son los pilares en el desarrollo

del trabajo.

La dimensionalidad del espacio

Una preocupacion actual en la comunidad es la extensién de métodos clasi-

cos del analisis estadistico cuando la dimension del espacio es elevada, poder
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sortear las limitaciones subyacentes es una tarea desafiante (ver Donoho et al.
(2000)).

En la estadistica tradicional, al analizar cierto fenémeno, es habitual que
cada observacion sea un vector conformado por las mediciones de un conjunto
(en general reducido) de variables especificamente elegidas para el andlisis.
Actualmente, la recopilacién intensiva, la automatizaciéon, la sistematizacién
y la capacidad de almacenamiento provocan una “explosién” en las bases de
datos.

La tendencia es un aumento en el niimero de observaciones pero aun mas en
el nimero de variables, es decir, existe una “hiperinformacion” por instancia
observada. Los datos son por ejemplo curvas, imagenes, peliculas o codigos
genéticos, en donde cada observacion estd conformada por cientos, miles o
incluso millones de atributos.

Los estadistica clasica simplemente no esta disenada para afrontar esta
tipologia de datos. En particular, los métodos no paramétricos se ven afecta-
dos por la llamada “maldicién de la dimensionalidad” (Bellman et al. (1961)),
lo que provoca que en espacios de dimensiéon elevada, haya escasez de datos
entorno de punto. Esto impacta de forma directa en la velocidad de la conver-
gencia de los estimadores clésicos, causando que sean necesarias muestras de
un tamano irreal para obtener errores admisibles.

Una estrategia posible para afrontar este problema es poder encontrar una
transformacién adecuada del espacio de los datos a uno de menor dimension,
que preserve (en el mayor grado posible) la informacion relevante segtin la fina-
lidad del problema. Diversos enfoques pueden se considerados para dicho fin.
Algunas técnicas de reduccion lineal como el andlisis de componentes princi-
pales (PCA, Pearson (1901)) o el andlisis factorial (AF, Spearman (1904)) ya
llevan mas un siglo de evolucion y de diversas extensiones.

Otra técnica lineal de desarrollo més reciente son las proyection pursuit (ver
Friedman and Tukey (1974)) basada en la proyeccién de la medida de probabi-
lidad sobre una “grilla” de direcciones. También en esta linea encontramos un
interesante y probabilistico método como lo son las proyecciones al azar (ver
Dasgupta (1999) y Dasgupta and Gupta (2003)) en donde se proyectan los
datos sobre un espacio k-dimensional elegido al azar, con k significativamente
menor a la dimensién del espacio original.

Recientemente en Cuesta-Albertos et al. (2007) y Cuevas and Fraiman

(2009) se desarrolla una metodologia novedosa basada en proyecciones uni-
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direccionales al azar. Ellos demuestran que es suficiente para caracterizar la
distribucién (bajo ciertos supuestos) sélo una proyeccién unidireccional, si esta
es elegida al azar.

El segundo capitulo de la tesis se edifica sobre esta tultima linea meto-
dologica mencionada. Se construyen, mediante proyecciones al azar unidirec-
cionales, un test de simetria y otro de independencia de sencilla aplicacién,
de baja complejidad computacional, con el debido sustento teérico y con una
buena performance tanto en espacios de dimensién finita como infinita.

En referencia a la reduccién de la dimensionalidad, otros procedimientos no
lineales han sido disenados en los ulimos anos con el fin de detectar patrones
mas complejos (ver por ejemplo Tenenbaum et al. (2000) y Lee and Verley-
sen (2007)). En particular algunos métodos parten del supuesto que los datos,
si bien se encuentran en un espacio de dimension elevada, tienen una cierta
estructura. Es decir, se encuentran en un entorno por ejemplo de una varie-
dad Riemanniana inmersa en el espacio original pero de dimensién intrinseca
mucho menor (ver Lin and Zha (2008)). Luego de estimada dicha variedad y
proyectados los datos sobre ella (lo cual no es un objetivo perseguido en la
tesis) es necesario poder hacer inferencia sobre esta variedad, lo cual podria

enmarcarse como un segundo objetivo trazado en este trabajo.

La estructura del espacio

En muchos casos los datos se encuentran sobre un espacio de dimensién
menor que el espacio original, como por ejemplo una variedad Riemanniana,
pero con la desventaja que podriamos ya no contar con una estructura de
espacio vectorial.

Dicha variedad puede ser estimada (como mencionamos anteriormente) o
ya es intrinseca a los datos del problema. Es decir, en muchas aplicaciones los
datos, por su génesis, toman valores en una variedad Riemanniana. Por ejem-
plo podemos pensar las mediciones de vientos de una estacion meteorologica
conformadas por su intensidad y direccion o las direcciones de los vientos de 2
estaciones distintas que se encuentran sobre un cilindro y sobre un toro bidi-
mensional respectivamente. Otro ejemplo puede ser el cono determinado por la
familia de las matrices definidas positivas (por ejemplo matrices de varianzas
y covarianzas) o la variedad Grassmaniana determinada por los subespacios

de dimensién k (por ejemplo obtenidos por las bases de un PCA al variar un
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conjunto de covariables).
La tesis tiene entonces como segundo objetivo, en este escenario, extender

dos conceptos importantes en estadistica,

= El concepto de profundidad estadistica, ahora cuando los datos se en-

cuentran sobre una variedad Riemanniana (capitulo 3).

= El andlisis de sensibilidad sobre un cédigo con entradas estocasticas, pero

ahora cuando el output esta en una variedad Riemanniana (capitulo 4).

Parte de los resultados de esta tesis se encuentran en los siguientes articulos:

Publicaciones basadas en el contenido de esta tesis:

» Ricardo Fraiman, Leonardo Moreno, and Sebastian Vallejo. “Some hy-
pothesis tests based on random projection.” Computational Statistics
32.3 (2017): 1165-1189.

(Corresponde basicamente al contenido del capitulo 2 de la tesis.)

= Ricardo Fraiman, Fabrice Gamboa, and Leonardo Moreno. “Connecting
pairwise geodesic spheres by depth: DCOPS.” Journal of Multivariate
Analysis 169 (2019): 81-94.

(Corresponde bésicamente al contenido del capitulo 3 de la tesis.)

A consideracién editorial

= Ricardo Fraiman, Fabrice Gamboa, and Leonardo Moreno. “Sensiti-
vity indices for output on a Riemannian manifold.” arXiv preprint ar-
Xiv:1810.11591 (2018).

(Corresponde bésicamente al contenido del capitulo 4 de la tesis.)
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Capitulo 1

Introduccion

La introduccién esta estructurada en dos secciones donde presentaremos
las principales definiciones y proposiciones elementales para la lectura de los
capitulos siguientes. La primer seccion introduce algunas nociones bésicas so-
bre geometria Riemanniana, el concepto de densidad sobre estos espacios y
una discusion sobre la unicidad de la geodésica minimizante por dos puntos,
conceptos de vital importancia para la comprension de los capitulos 3 y 4. La
segunda seccion refiere a aquellos resultados relevantes sobre proyecciones al

azar que son necesarios para el desarrollo del capitulo 2.

1.1. Probabilidad en variedades Riemannia-

nas

Comenzaremos por desarrollar, tomando como referencia do Carmo (1992),
aquellas definiciones bésicas sobre variedades Riemannianas, necesarias para
introducir el concepto de geodésica y del mapa exponencial (dichos conceptos
seran utilizados en los capitulos 3 y 4 de la tesis). Posteriormente, como en
Bhattacharya and Bhattacharya (2012) y Patrangenaru and Ellingson (2015),
introduciremos el concepto de densidad sobre una variedad Riemanniana. Se
discute ademas aquellas posibles condiciones suficientes, sobre la variedad o
sobre la medida de probabilidad, para la unicidad de la geodésica determina-
da por dos puntos de la muestra. Por 1ltimo se demuestra que la familia de
bolas geodésicas de diametro pg son Glivenko—Cantelli y también una clase

determinante.



1.1.1. Algunas definiciones de Geometria Riemanniana

Definicién 1.1.1 (Variedad diferenciable) Diremos que M es una varie-
dad diferenciable de dimension m, si existe una familia de funciones inyectivas
ZTo Uy CR™ — M de conjuntos abiertos U, de R™ en M tal que,

1. U, za(Uy) =M,

2. para cada par de indices o, B con x,(Uy) Nxg(Up) = W # 0, los conjun-
tos x 1 (W) y $§1(W) son abiertos de R™ y las funciones x;l O Ty SON

diferenciables.

3. El conjunto A := {(Uy,x4)} es mazimal relativo a las condiciones an-
teriores, es decir, si el par (Uy,, To,) verifica la condicion (2) entonces
(Uaov xo&o) €A

Podemos definir ahora funciones diferenciables cuando dominio y codominio

de la funcion son variedades diferenciables.

Definicién 1.1.2 (Funcién diferenciable entre variedades) Sean M y
N dos variedades de dimension m y n respectivamente, diremos que la fun-
cion ¢ : M — N es diferenciable en p € M si, dada una parametrizacion
y:V CR" = N en ¢(p), existe otra x : U C R™ — M en p tal que
¢ (x(U)) Cy(V) y ademds,

ytogpor:UCR™ - R"
es diferenciable en x(p).

Diremos que una funcién es diferenciable en un abierto si es diferenciable en
todos los puntos del abierto.

Encontramos diversas medidas sobre las cuales poder integrar sobre una varie-
dad, por ejemplo la medida de Hausdorff. En el trabajo integraremos respecto
a la medida de volumen, para esto necesitamos que la variedad diferenciable

sea orientable.

Definicién 1.1.3 (Variedad orientable) Sea M una variedad diferencia-
ble. Decimos que M es orientable si admite una estructura diferenciable
{(Upz,)} tal que para cada par o, con x,(Us) Nx5(Us) = W # 0, la di-

ferencial del cambio de coordenadas xgl o x, tiene determinante positivo.
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Si M es orientable, una elecciéon de una estructura diferenciable que ve-
rifique la definicién es llamada orientacion. Si ademas M es conexa existen
exactamente dos orientaciones distintas sobre M. Si ¢ es un difeomorfismo en-
tre dos variedades M y N con M orientable, entonces ¢ induce una orientacion
en NV.

A continuacién se exponen algunas definiciones necesarias para la definicién
del concepto de geodésica y del mapa exponencial.
Dada un curva diferenciable a : (—¢, €) — M, sea a(0) = p € M y considere-
mos D = {f: M — R, f es diferenciable en p}, el vector tangente a la curva
a en t =0 es una funcién o/(0) : D — R dada por
d(foa
d'(0)f = % L fenD.

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p los indicaremos
como T, M y lo llamaremos espacio tangente de M en p. Se puede observar
que este espacio es un espacio vectorial de dimensién m y no depende de las
parametrizaciones elegidas.

Definimos el haz tangente de M, que denotaremos como 7'M, al conjunto
TM = {(p,v) : p € M,v € T,M}, que tiene estructura diferenciable de

dimension 2m.

Definicién 1.1.4 (Campos vectoriales) Un campo vectorial X sobre una
variedad diferenciable M es una funcion X : M — TM que asocia a cada
punto de M un vector X (p) € T,M. Diremos que el campo es diferenciable si

X es diferenciable.
Otra forma de pensar un campo diferencial es como un mapeo X : D — D de
la siguiente manera,

00 = X ) 5 0)

i
donde f por abuso de notacién representa la expresién de f en la parametri-
zacion z. Se puede verificar que X f no depende de la elecciéon de la parame-
trizacién. Esta manera de concebir los campos permiten que expresiones del
tipo X (Y f) tomen sentido.

Definicién 1.1.5 (Operador corchete) Dado dos campos vectoriales dife-
renciables sobre una variedad M definimos el operador corchete como el campo

diferenciable,



(X,Y]=XY -YX.
Se puede demostrar que dicho campo existe y es unico.

Definicién 1.1.6 (Métrica Riemanniana) Una métrica Riemanniana so-
bre una variedad diferenciable M es una correspondencia la cual asocia a cada
punto p de M un producto interno g,(-,-) = (-,-), sobre el espacio tangente

T,M, la cual varia diferencialmente en el siguiente sentido: si v : U C R™ —

M es un sistema de coordenadas alrededor de p, con x(z1,...,2T,) =q € x(U)
y %(q) =dz,(0,...,1,...,0) (donde la i-ésima coordenada vale 1), entonces
2 (q), %(q)> = ¢;j(x1,...,2n) es una funcion diferenciable sobre U.
! P

La funcion g;; = gj; es llamada la representacion local de la métrica Rie-
manniana en el sistema de coordenadas x. Una variedad diferenciable con una
métrica Riemanniana g serd llamada una variedad Riemanniana que denota-

remos (M, g).

Se puede observar que una métrica Riemanniana nos permite definir una nocién
de volumen sobre una variedad diferenciable orientable M dada.
Anotemos ahora por X'(M) al conjunto de todos los campos vectoriales

C*> sobre M y por D(M) el anillo de las funciones con valores reales de clase
C*° definidas sobre M.

Definicién 1.1.7 (Conexién afin) Una conexion afin V sobre una variedad

diferenciable M es una funcion,

Vi X (M) x X(M) = X(M).

La imagen de (X,Y) por el operador es denotada por (X,Y) AR VxY vy

que satisface las siguientes propiedades,
1. VixygvZ = fVxZ 4+ gVy Z.
2.Vx(Y+Z)=VxY +VxZ
5. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

con XY, Z € X(M) y f,g € DIM)



Es posible mostrar que dada una conexion afin V, existe una correspon-
dencia tnica, llamada derivada covariante, que asocia un campo vectorial V' a
lo largo de una curva diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial 2¥ a lo

dt
largo de ¢, que cumple

1L 2(v+w)=2LY 4 D%
2. D(fvy =4y 4 fOV.

3. Si V esta inducido por un campo vectorial Y € M, es decir, V(1) =
Y (c(t)), entonces 2¥ = V.

Se puede observar que la conexién sélo depende de X (p). Un campo vec-
torial a lo largo de una curva c: I — M es llamado paralelo cuando % =0
para todo t € I. Se puede probar entonces que si V € Ti,) M, existe un tnico
campo paralelo V' a lo largo de ¢ (llamado transporte paralelo de V() a lo
largo de c¢), tal que V (ty) = Vj

Definicién 1.1.8 Dada una variedad diferenciable M con una conexion afin
V y una métrica Riemanniana (-,-), diremos que la conexidn es compatible con
la métrica si (P, P'y = «, con « constante para todo P, P' campos paralelos a

lo largo de c.
Las siguientes proporciones son equivalentes,

= La métrica es compatible con la conexién.

w (VW) = (55 W) + (V. 5.

dt ’ 7odt

= XY, Z) =(VxY,Z) + X(Y,VxZ).

Diremos que la conexién es simétrica si VxY — Vy X = [X,Y]. En este
contexto podemos establecer un Teorema de suma importancia en geometria

Riemanniana.

Teorema 1.1.1 (Levi-Civita) Dada una variedad Riemanniana M, eziste
un unica conexion afin V (que llamaremos conexién Riemanniana) sobre M

que satisface las condiciones,

s V es simétrica



= V es compatible con la métrica Riemanniana.

A partir de las definiciones precedentes podemos llegar a un concepto rele-

vante de la tesis como lo es el de geodésica.

Definicién 1.1.9 Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica en

el punto tg € I s1 % (fl—z) =0 en el punto ty.

Si v es una geodésica para todo t € I diremos que es una geodésica. Abu-
sando del lenguaje también nos referiremos como geodésica a la imagen (7).

Sea L(«) la longitud de la curva «. Diremos que un segmento de geodésica
v : la,b] = M es minimizante si L(7y) < L(«) para toda curva « diferenciable
a trozos. Dado p € M, existe un entorno W de p, tal que si dos puntos ¢;
y @2 pertenecen a W, se muestra que las geodésicas minimizan localmente la
longitud de arco que determinan q; y go.

Existe un tnico campo vectorial G' sobre T M cuyas trayectorias son de
la forma t — (y(¢),~/(t)), donde 7 es una geodésica sobre M. G es llamado

campo geodésico y su flujo el denominado el flujo geodésico sobre T M.

Teorema 1.1.2 (Mapa exponencial) Dado p € M, existe un entorno V
de p en M, un nimero € > 0 y una funcion C>®, v : (=2,2) xU — M, con
U={(qw)eTM:qe MweT,M,|w| < e}, tal que t — ~(t,q,w) con
t € (=2,2), es la tnica geodésica de M que t = 0 pasa a través de q con

velocidad w (7/(0,q,w) = w), para cada q € V yw € T,M con ||w| < e.

Por tanto podemos definir una funcién (mapa exponencial) expp : U — M
tal que expp(q,v) = v(1,q,v). Si nos restringimos a un abierto del tangente
y denotamos expp,(v) = expp(q,v) se cumple que expp, es una funcién que
va desde la bola abierta de centro 0 € T, M y radio €, B.(0) a M. Es posible
elegir € de forma que el mapa expp, sea un difeomorfismo sobre un abierto de
M.

Es sencillo observar que globalmente las geodésicas minimizantes no tienen
que ser necesariamente unicas. Por ejemplo en una esfera dos puntos opuestos
son conectados por infinitas geodésicas minimizantes, (ver Figura 1.1).

Definimos el cut locus de p en T, M como el conjunto de vectores v € T, M
tal que el mapa exppp(tv) es geodesicamente minimizante si 0 < ¢ < 1, pero

no loes para 0 <t <1+ ¢€cone>0.



q

Figura 1.1: Panel izquierdo: Representacién de una bola geodésica de didametro pg
y centro o en un paraboloide hiperbdlico. Panel derecho: Gréfico de dos geodésicas
minimzantes en una esfera que une dos puntos opuestos.

El cut locus de p en M, que denotaremos por C'y4(p), se define como la
imagen mediante el mapa exponencial del cut locus de p en el espacio tangente.
Ademas llamamos radio de inyectividad de p al maximo radio de una bola de
centro p de forma que el mapa exponencial es un difeomorfismo. El radio de
inyectividad de la variedad, que denotaremos 1y, es el infimo de todos los
radios de inyectividad para todos los puntos p € M.

Si suponemos que la variedad Riemanniana es simplemente conexa y orien-
tada, y asumimos que el espacio (M, d,), con d, la distancia geodésica inducida
por la métrica, es completo y separable. Por el Teorema de Hopf-Rinow (ver
do Carmo (1992), pag. 146) podemos concluir que para cualquier par de puntos
p,q € M existe al menos una geodésica que conectan en M apy q.

Si asumimos ademds las hipétesis del Teorema de Cartan-Hadamard (ver
Petersen (2006), pag. 162), esto es, M es simplemente conexa, completa y con
curvatura no positiva (para la definicién de curvatura ver do Carmo (1992),

pag. 88), podemos afirmar la unicidad de la geodésica.

1.1.2. Elementos aleatorios en una variedad Riemannia-

na

Sea que X un elemento aleatorio de M, con distribucion P, es decir, dado
un espacio de probabilidad (2,P, A) y X : (Q,P, A) — M, medible respecto
a los borelianos B de M respecto a d, y definimos P(B) = P (X !(B)).
Si (M,d,) es completo podemos afirmar la existencia de la geodésica que

conecta dos puntos p y ¢ en M, pero no su unicidad (por ejemplo si no se
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cumplen los supuestos mencionados en el Teorema de Cartan-Hadamard). Esta
ultima condicién se puede obtener mediante restricciones sobre la medida de
probabilidad P. En términos generales, asumimos ciertos supuestos sobre la
medida de probabilidad de forma que la geodésica determinada por dos puntos
sea lnica casi seguramente. Si M es orientable, como mencionamos existe una
medida de volumen dv(y) en M. Por tanto, si P es absolutamente continua
respecto de v (hipétesis que haremos), podemos definir una densidad fy tal

que,

mmzéh@ww.

con v la distribucién del elemento aleatorio Y, (Ver Folland (2013), pag. 361).

Dado ¢ € M definimos el siguiente conjunto,

A, {y c /\/l/ hay mas de una geodésica } ‘ (1.1)

minimizante que conectan y y ¢

Asumimos entonces que podemos siempre encontrar un Boreliano B, C M

con A, C B, tal que para cualquier ¢ € M
fy (y)dv(y) = 0. (1.2)
Bq

Si P (Y € Cpm (p)) = 0, para todo p € M, la condicién (1.2) se verifica
automaticamente (ver Pennec (2006)).

Por ejemplo, en la esfera S; :== {u € R?/|ju|]| = 1} el cut locus de un
punto es su punto opuesto —p y por tanto, si la medida sobre la variedad tiene
densidad, se verifica (1.2).

En la tesis asumiremos que la variedad Riemanniana (M, g) con la distan-
cia inducida d, es simplemente conexa y orientada, y que el espacio métrico
(M, d,) es separable y completo. Y ademéds asumiremos que dados dos puntos
p,q € M existe una tunica geodésica que los une respecto de la medida tenso-
rial d¢(p,q) = fyv(p)fy(q)dv(p)dv(q), donde Y es un elemento aleatorio con

distribucién v.

1.1.3. Las bolas geodésicas de diametro pq

Dados dos puntos p,q € M que determinan una tnica geodésica minimi-

zante pg, definimos la bola de didmetro pg (denotaremos B,,) como la bola
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cerrada de centro en el punto medio del segmento de geodésica que une p con
q y radio d4(p, q)/2 (ver Figura 1.1).

Se muestra en Christensen (1970) que la familia de bolas geodésicas de
centros p € M y radio positivo, B, = {B,(r),p € M yr > 0}, es una
clase determinante. Es decir, si tenemos dos medidas de probabilidad sobre
M que coinciden sobre todos los elementos de esta familia, entonces n = v. Si
asumimos que la variedad es compacta, probaremos en la Propiedad 1 que un

subconjunto de la familia anterior,
B,y := {Bpq: P, ¢ € My existe una unica geodésica entre p y ¢},

es también una clase determinante si el radio de inyectividad 7;,, de M es
positivo. Para esto le pedimos una condicion débil a la variedad que llamaremos
B-continuidad,

HB) B-continuidad Dada una medida de probabilidad v definida sobre
la variedad M diremos que satisface la propiedad HB si v(0A) = 0 para todo
conjunto de Borel cerrado A en M, en donde A es el borde topoldgico del
conjunto A (ver Billingsley and Topsge (1967)).

Diremos que M es una variedad diferenciable con borde si todo punto de
M tiene un entorno homeomorfo con R" o con H" := {z € R" : z, > 0}. La
frontera de M, que denotaremos OM, esta determinada por aquellos puntos

de M que tienen un entorno homeomorfo a H" y no a R™ .

Propiedad 1 Sea (M, g) una variedad Riemanniana separable y compacta,
con v cualquier medida de probabilidad sobre M que verifica la propiedad HB,
tal que v (OM) = 0. Si el radio de inyectividad es positivo entonces B,, es una

clase determinante para las medidas v.

Demostracion.

Se muestra en Christensen (1970) que los conjuntos

B:={B,(r)/p€ Myr >0}, y Bs:={B,(r)/pe My0 <r<4d}, (L3)

son clases determinantes.

Nuestro objetivo es probar que la familia de bolas

Byy := {Bpqg; P, q € M y existe una unica geodésica entre p y ¢},
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es también una clase determinante si el radio de inyectividad r;,, de M es
positivo. Es conocido que en un espacio métrico separable la familia de los
cerrados C es una clase determinante (ver Billingsley (1999), pag. 7). Por tanto
es suficiente probar que si dos medidas de probabilidad v y 1 coinciden en B,,,
entonces v(A) = n(A) para todo A € C. Sea JA el borde topolégico de A
y 0A := U,con B(x,€) para € > 0. Ahora descomponemos la medida v del

conjunto A,

V(A) = v (A\ (DA UIMO)) + v (AN (DA UIME)).

Tomemos €* := min(e/2, 7,,). Por la propiedad (1.3) sabemos que B+ es una
clase determinante, a través del mapa exponencial podemos inferir que la fa-
milia de bolas Be-, que determinan la v-probabilidad de A\ (9AT U OM®),

también pertenecen a la familia B,,. Por lo tanto,

v (A\ (DAT UOM)) = n (A\ (DA UOM)).

Finalmente, mediante el Teorema de convergencia dominada, podemos concluir

que,

v(A) = n(A) — n(OAUIM) + (DA U IM) = n(A).

O

Por otro lado, si K € M es un conjunto compacto de M la familia de bolas

B, es una clase de Glivenko-Cantelli en K; es decir,

sup |P (Bpg) — P (Bpg)| — 0 c.s. cuando n — o0,
p,qeK

donde P, es la medida empirica correspondiente a una sucesién de variables
aleatorias iid con distribuciéon P. Esto es consecuencia inmediata de que la fa-
milia de bolas de centro p, que es una clase de Glivenko—Cantelli (ver Szabados

(1989)), contiene a la familia de bolas de didmetro pg.

1.2. Proyecciones al azar

La técnica de proyecciones unidimensionales projection pursuit (ver Fried-

man and Tukey (1974) y Friedman and Stuetzle (1981)) es un mecanismo que
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permite la reduccién de la dimensién del espacio donde se encuentran los da-
tos. Para una referencia general sobre este tépico ver Jones and Sibson (1987).
En particular en Blough (1989) podemos encontrar una aplicacién de estas
técnicas en un test de simetria. Sin embargo este mecanismo de “barrido” de
direcciones univariadas son en general muy sensibles a la dimensionalidad del

espacio y sus bondades justificadas sélo por resultados empiricos.

Una posible solucién a estos problemas es brindada en Cuesta-Albertos
et al. (2007). La principal idea en la que se basa este trabajo es que, bajo ciertas
hipotesis débiles, es posible una generalizacion del Teorema de Cramér—Wold a
través de proyecciones univariadas al azar. Los mismos autores proponen una
aplicacién a pruebas de bondad de ajuste (ver Cuesta-Albertos et al. (2006)).
Posteriormente, en Cuevas and Fraiman (2009) extienden los resultados a es-

pacios de Banach.

A diferencia de las proyection pursuit, el enfoque de proyecciones al azar
esta basado en el hecho que para determinar una medida de probabilidad en un
espacio de dimensién finita o infinita, bajo algunos débiles supuestos, es solo
necesario conocer la distribucién de probabilidad en una tnica proyeccion, si
esta es elegida aleatoriamente.

Sea P € P (R?) una probabilidad sobre R?. Si denotamos 7, a la funcién
proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio generado por el vector h € R?
(||h|| = 1), y sea B un conjunto Boreliano de ese subespacio, entonces la media

de probabilidad inducida sobre B (que denotaremos Pyy) es dada por

Pyy(B) =P [m,'(B)] .

Definamos ahora un conjunto que cumple un papel relevante en esta seccion.
Dadas P,QQ € P (]Rd), se define el siguiente subconjunto de R?

E(P,Q) ={h € RY/Ppy = Qu}- (1.4)

En primera instancia se puede observar que el Teorema de Cramér—Wold

(ver Cramér and Wold (1936)) puede ser expresado en términos del conjunto
E(P,Q),
E(P,Q)=R*= P=Q.

En un espacio de Banach E infinito dimensional, el conjunto (P, () dado
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en la ecuacion (1.4) puede ser definido considerando, en lugar de un producto
interno, funciones del espacio dual E*. Es decir, si X e Y son dos elementos
aleatorios de un espacio de Banach separable E con distribuciones de probabi-

lidad P y @ respectivamente, definimos en este caso

E(P,Q)=EXY)={f e £/ f(X)y f(Y) tienen la misma distribucién}.

En este contexto en Padgett and Taylor (1973) se enuncia una versién funcional
del Teorema de Cramér—Wold,

E(X,Y)=FE < XyY tienen la misma distribucién < P = Q.  (1.5)

Definamos ahora ciertas condiciones necesarias para el enunciado de los Teo-
remas.

Condicion de Carleman. La siguiente condicién (denominada condicién de
Carleman) permite caracterizar una distribucién a partir de sus momentos
y serd uno de los supuestos claves asumidos para poder deducir resultados
mediante proyecciones al azar.

Sea P € P (R?) tal que sus momentos absolutos m, = [ ||z|"P(dz) son
finitos. Diremos que P verifica la condicion de Carleman si ) <, mn V= 0.
En Shohat and Tamarkin (1943) se muestra que si P verifica la condicién de
Carleman entonces ella es determinada por sus momentos.

Llamaremos a un polinomio p(z) homogéneo de grado r si se cumple que

p(Az) = X"p(z) para todo A € R.

Definicién 1.2.1 Diremos que S es una hipersuperficie proyectiva de R? si y

solo si existe un polinomio homogéneo (no nulo) p(z) en R? tal que

S = {z € R'/p(z) = 0}. (1.6)

El Teorema 1.2.1 expuesto en Cuesta-Albertos et al. (2007) es uno de los pilares
en las pruebas de hipétesis que posteriormente desarrollaremos. Este Teorema

permite caracterizar una distribucén mediante proyecciones al azar.

Teorema 1.2.1 (Cuesta, Fraiman y Ransford, 2007) Sean
PQeP (]Rd), con d > 2. Si se cumple que,
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» P esta determinada por sus momentos.

» E(P,Q) no esta contenido en una hipersuperficie proyectiva de R?,
entonces P = Q).

En particular, si el conjunto £(P, Q) tiene H-medida positiva en R?, en
donde H es una medida absolutamente continua respecto a la medida de Le-
besgue, entonces podemos afirmar que no esta contenido en ninguna hipersu-
perficie proyectiva.

En Cuevas and Fraiman (2009) el Teorema 1.2.1 se generaliza para cuando
los elementos aleatorios estan definidos sobre un espacio de Banach separable
E. Sea P una medida de probabilidad sobre F y sea f € E*. Definimos la

distribucion univariada Py como,

para todo conjunto Boreliano A de R.

Una medida p de probabilidad es de Radon si para todo boreliano B se
cumple que p(B) = sup{u(K) : K C B, K compacto} y diremos que ,
definida sobre un espacio de Banach F, es Gaussiana (y no degenerada) si la

medida g o f~! es Gaussiana (y no degenerada) en R para toda f € E*.

Teorema 1.2.2 (Cuevas y Fraiman, 2009) Dada p una medida Gaussia-
na de Radon no degenerada en E*. Sean () y M dos medidas de probabilidad
en E tal que,

» Los momentos absolutos m, = [ ||z||"dM(x) son finitos y verifican la

condicion de Carleman.
= Bl conjunto E(M,Q) = {h € E*/Qy = My} tiene p-medida positiva.
entonces () = M.

En el capitulo siguiente aplicaremos los conceptos desarrollados en esta

subseccién para la construccién de dos test de hipotesis no paramétricos.
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Capitulo 2

Dos pruebas de hipodtesis

mediante proyecciones al azar

En este capitulo introducimos dos tipos de pruebas estadisticas de suma

relevancia,

= Las pruebas de simetria.

s Las pruebas de independencia.

Mediante proyecciones al azar dos nuevos test son propuestos. En ambos
casos su implementacion se realizara tanto en dimension finita como infinita.
Se observara también que en dimensién finita ambos test mantienen su buena
performance cuando la dimensién del espacio es elevada.

Es claro que los conceptos de simetria e independencia tienen una signi-
ficativa importancia en la estadistica multivariada. La simetria multivariada
es una nocion crucial, en particular en estadistica no paramétrica. A modo de
ejemplo, los problemas multivariados de posicién requieren de dicho concepto.

En Brandwein and Strawderman (1991) se plantea una prueba para testear
la simetria esférica de una distribucién. En Hallin and Paindaveine (2002) se
realiza un test sobre un concepto mas débil de simetria como lo es la simetria
eliptica. En otros trabajos también han sido disenados diversas pruebas para
contrastar otros tipos de simetria multivariada, por ejemplo para testear si la
distribucién presenta simetria central (ver Sen and Puri (1967), Ley (2010),
Aki (1993), Neuhaus and Zhu (1998), Einmahl and Gan (2016) y Heathcote
et al. (1995)).

14



Otro supuesto muy postulado en estadistica es la independencia de los datos
muestrales, por ejemplo en estudios clinicos donde se supone independencia de
la muestra extraida (ver Albert et al. (2001)). Sin embargo dicho supuesto
necesita ser corroborado.

En tal sentido muchos procedimientos para testear independencia han sido
propuestos. Sin embargo gran parte de ellos toman como supuesto la normali-
dad (ver por ejemplo Wilks (1935) y Puri and Sen (1971)) o no son aplicables
cuando la dimension del espacio es superior al tamano de la muestra.

Otros mecanismos, que se basan en extensiones multivariadas de las pruebas
de rango, son en general ineficientes para detectar asociaciones no mondtonas
entre las variables (ver Székely et al. (2007)).

El capitulo esta organizado de la siguiente manera, se comienza por definir
independencia y presentar los diferentes formas en que se puede conceptualizar
la simetria de una variable en un contexto multivariado. Ademas se explicitan
condiciones necesarias y suficientes de simetria y de independencia mediante
proyecciones univariadas y una caracterizacion de estos conceptos mediante
proyecciones al azar. A partir de estas equivalencias se propone un test de
simetria y uno de independencia aplicables en espacios de dimension finita
o infinita. Se demuestran las bondades de las pruebas (como por ejemplo la
distribucién libre del estadistico bajo la hipdtesis nula y la consistencia del
test) y mediante un estudio de simulacién se determinan sus niveles de potencia
bajo diferentes alternativas. Por tltimo se muestra una aplicacion del test de

independencia sobre un conjunto de datos reales.

2.1. Conceptos basicos

En esta seccion se definen aquellos conceptos basicos sobre simetria e inde-
pendencia. La definiciones son dadas sobre un espacio de Banach. Comencemos

por definir la independencia de elementos aleatorios.

Definicién 2.1.1 (Independencia de elementos aleatorios)

Sean dos elementos aleatorios X e Y definidos sobre un espacio de proba-
bilidad (2, A,P) que toman valores sobre un espacio de Banach. Diremos que
X ¢ Y son variables aleatorias independientes si y solo si los sucesos X '(A)

€ Y_l(B) son independientes para todo par de conjuntos abiertos A, B € E.
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En referencia al concepto de simetria, existen diversas maneras de extender
el concepto de simetria univariada al campo multivariado. En Serfling (2006) se
encuentra un compendio de ellas y sus principales propiedades. En esta seccién
haremos una breve introduccién de estos conceptos desde el mas restrictivo al

mas general.

Definicién 2.1.2 (Simetria Esférica) Diremos que un vector aleatorio X €
R? tiene simetria esférica respecto al origen si y sélo si X y AX presentan la

misma distribucion para cualquier matriz Agxq ortogonal.

Definicién 2.1.3 (Simetria Eliptica) Diremos que un vector aleatorio X €
R? tiene simetria eliptica respecto al origen si y sdlo si X y A'Y presen-
tan la misma distribucion para alguna matriz Agyq tal que A'A = % siendo
rank(X) = k < d y con Y € R* un vector aleatorio con simetria esférica

respecto al origen. Denotamos A" a la matriz traspuesta de A.

La definicién de simetria que utilizaremos en las secciones posteriores es la

simetria central, que enunciamos a continuacion en un espacio de Banach.

Definicién 2.1.4 (Simetria Central) Sea E un espacio de Banach. Dire-
mos que un elemento aleatorio X en F tiene simetria central respecto al origen

sty solo st X y —X presentan la misma distribucion.

Podemos observar que la simetria central es el mas débil de los tres con-
ceptos y ademas tiene la ventaja de poder ser caracterizado por proyecciones

unidimensionales.

2.2. Caracterizacion a través de proyecciones

unidimensionales

Para el desarrollo de nuestras pruebas de independencia y simetria basadas
en proyecciones al azar es necesario en primera instancia poder caracterizar
dichos conceptos en términos de sus proyecciones unidireccionales. Es decir,
podemos caracterizar completamente, a partir de lo desarrollado en la Seccién
1.2 de la introduccidn, los conceptos de simetria (central) e independencia en

el espacio original a través de las distribuciones obtenidas de las proyecciones
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unidireccionales. Empleando como insumo la linealidad de f, la versién fun-
cional del Teorema de Cramer—Wold (ver ecuacién (1.5)) y el Lema 2.3.5 en

Padgett and Taylor (1973) se derivan los dos siguientes enunciados.

Lema 1 (Caracterizacién de la simetria central) Sea X wun elemento
aleatorio en un espacio de Banach separable E. Entonces X es un elemen-
to aleatorio centralmente simétrico respecto al origen si y solo si las variables

aleatorias f(X) y — f(X) tienen la misma distribucion para toda f € E*.

Por tanto, a partir de este lema podemos decir que si todas las proyecciones
univariadas de X son variables aleatorias simétricas centralmente entonces
podemos deducir que X tiene simetria central en el espacio original. Respecto

a la independencia se obtienen conclusiones analogas.

Lema 2 (Caracterizacién de la independencia) Sean X e Y dos ele-
mentos aleatorios en un espacio de Banach separable E. Entonces X e Y son
independientes si, y solo si, para toda f,g € E* se cumple que f(X) y g(Y)

son variables aleatorias independientes.

Si el espacio es de Hilbert (#, (-, -)) (incluyendo el caso de dimensién finita),
a partir del Teorema de representacion de Riesz, podemos caracterizar los
elementos del espacio dual a través del producto interno, es decir, para toda
f € H* existe un vector h € H tal que f(X) = (h, X). Por tanto los lemas
precedentes, usando proyecciones ortogonales, son validos en H. La pregunta
que surge en este punto es si son necesarias todas las proyecciones o este
conjunto puede ser reducido. En este sentido apuntan los resultados de la

seccion siguiente.

2.2.1. Caracterizacion mediante proyecciones al azar

A partir de los resultados previamente mencionados podemos abordar el
problema de caracterizar la simetria y la independencia mediante proyecciones
al azar. Sea (Q2,.A,P) un espacio de probabilidad y X un elemento aleatorio
que toma valores en un espacio de Banach separable E. Diremos que los mo-
mentos absolutos de X son finitos si los momentos absolutos de la medida de

probabilidad inducida por X (que denotamos M =P o X ') lo son.

Teorema 2.2.1 Dada p una medida de Radon Gaussiana no degenerada de-

finida en E*. Sea X un elemento aleatorio en E con las siguientes propiedades
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= Los momentos absolutos de X son finitos y verifican la condicion de

Carleman.

» El congunto E(X) ={f € E*/ f(X) es una variable aleatoria simétrica}

tiene p-medida positiva.
entonces X es un elemento aleatorio centralmente simétrico.

Demostracion.
Definamos por M y @ las medidas de probabilidad inducidas por los ele-

mentos aleatorios X y —X respectivamente. Entonces

E(M,Q) = {h € E"/Qn = My}
={h e F/ f(X)y —f(X) tienen la misma distribucién}
= &£(X).

A partir del Teorema 1.2.2, puesto que £(M, Q) tiene p-medida positiva,
podemos concluir entonces que ) = M. Por tanto las distribuciones de X y
—X coinciden, lo que significa que X es un elemento aleatorio centralmente

simétrico. O

Teorema 2.2.2 Dado (2, B,P) un espacio de probabilidad, X e Y dos elemen-
tos aleatorios definidos en un espacio de Banach separable E y p una medida
de Radon Gaussiana no degenerada definida en (E x E)*. Asumiendo que los

momentos absolutos de X e Y son finitos y la siguiente serie satisface

Zmin {m}l/n(n),m;}/n(n)} = 00. (2.1)

n>1

Definimos como f(X) = h(X,0) y g(Y) = h(0,Y) entonces tenemos que
MX,Y)=f(X)+g(Y). Si se cumple que el conjunto

E(X, Y) =
{h e (Ex E)"/ f(X) yg(Y) son variables aleatorias independientes}

tiene p-medida positiva, entonces X e 'Y son independientes.

Demostracion.
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Se definen dos medias de probabilidad M y ) en E x E que quedan
determinadas por los valores que toman en el conjunto de los semiespacios
A={(z,y) € EX E/h(z,y) <t,h € (Ex E)*}, de la siguiente manera

M(A) = f 1{h(m’y)gt}dpx<l‘)dpy(y), Vh € (E X E)*7 YVt € R,
(2.2)
Q(A) = [1n@y<ndPxy)(z,y), VYhe(ExE), VteR

donde Px y Py son las distribuciones de X e Y respectivamente, mientras
que Pxyy es la distribuciéon de (X,Y). En el espacio producto £ x E se

considera la norma del maximo, es decir

I(z, y)|| = max{||z| e, [[yl] 2}, (2.3)

Por lo tanto,

mar(n) = / (& 9)|["dPx (x)dPy (y)

IN

[t + [ lyirara
mx(n) ()

< 2méx{mx(n), my(n)}.
Ademas,

ml&l/n(n) > 9~ 1/n [méx{mx(n), my(n)}]fl/"

> ot/ [min{m;/n(n),m}l/n(n)} :

Podemos deducir entonces que la medida M tiene sus momentos finitos
y también verifica la condicién de Carleman. Por otro lado, sea el conjunto

EM,Q)={he(ExE)"/Qn= M} yseahec&X,Y).

Entonces,
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Por lo tanto h € £(M,Q), lo que implica que (M, Q) tiene p-medida
positiva. A través del Teorema 1.2.2 se deduce que M = (@, y se concluye

entonces que X e Y son elementos aleatorios independientes. [l

Ejemplo 1 Consideremos por ejemplo una medida de probabilidad sobre R3,
que se distribuye de manera uniforme sobre la bola de centro (0,0,1) y radio
1. Es claro que dicha distribucion no es simétrica respecto al origen, pero
las distribuciones obtenidas de las proyecciones sobre las infinitas direcciones
contenidas en el plano xy son simétricas. No obstante este ejemplo no conlleva

ninguna contradiccion puesto que el plano xy tiene medida de Lebesgue nula

en R3.

Ejemplo 2 Consideremos ahora un caso de perfecta dependencia enR?, donde

ambos vectores coinciden

x-v-won~x |(0).(3 1) 24

Si proyectamos X e Y en las direcciones determinadas por los uw = (uq,ug) y
v = (ug, ug) respectivamente, las variables proyectadas son independientes si y

solo st u y v son ortogonales. Es decir

EX,Y) ={(u,v) e RY (X,u) y (Y,v) son indep.}
= {(uy, ug, uz, uy) € R*uyus + upuy = 0}.
Por tanto existe un conjunto infinito de pares de direcciones donde las pro-
yecciones son independientes, pero este conjunto esta contenido en una hiper-

superficie proyectiva de grado 2 en R*, que también tiene medida de Lebesgue

0.
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2.3. Un test de simetria central

Sea ahora {X;Xj,Xs,...,X,} una muestra de elementos aleatorios in-
dependientes en un espacio de Banach separable E donde la distribucién es
determinada por sus momentos. Desarrollaremos un test de simetria central

en E. Consideramos la siguiente prueba de hipdtesis

Hy) X y —X tienen la misma distribucién,
(2.5)

H;) X y —X no tienen la misma distribucion,

El resultado de la prueba queda determinado a partir de los siguientes pasos

» Se elige h € E* al azar a partir de una p-medida Gaussiana como la
definida en el Teorema 2.2.1, . En el caso finito dimensional es suficiente
elegir una direcciéon h al azar a partir de una medida de probabilidad H
(absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue) on R? (en

ambos casos se normaliza h, es decir se considera h/||h]|).

» Fijado h, se construye una muestra iid de variables aleatorias (depen-

dientes de h),

(h(X1), M(Xs), ..., h(X,)}. (2.6)

En el caso finito dimensional, la muestra iid {X;,Xy,...,X,} se pro-
yecta sobre un espacio unidireccional generado por el vector h elegida al
azar, escribimos h(X) = (X, h). Se obtiene asi una muestra de variables

aleatorias en R.

= Dado un nivel de significacion «, se realiza un test unidimensional del tipo
de Kolmogorov—Smirnov desarrollado en Sen and Chatterjee (1973) a
partir de la muestra de datos proyectados obtenida en (2.6). Si denotamos
por F" a la distribucién acumulada de la variable aleatoria h(X;) y sea
Fh(x7) := lim,_,,~ F"(t). El test unidireccional de Kolmogorov—Smirnov

para la muestra proyectada es,

Hy) FMx)+ F'(—2) —1=0Vz €R,

) (2.7)
Hy) |F"(x)+ F*(—2) — 1| > 0 para algin x € R.
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El estadistico del test D"(n) esta dado por,

Dh(n) = sup |Fjj(x) + ij(—x_) — 1| = méx [D’i(n), Di(n)} ,

x>0

con

D" (n) = sup (1 — E}(x) — F(—=27)) ¥

x>0

D" (n) =sup (F}(z) + Fl(—27) —1).

x>0
Aqui F" es la distribucién empirica de la muestra univariada

{h(X1)> h(X2)7 R h’(Xn)}

Es decir Frl;” = %Z?:l 1{h(X¢)§x}’ ($ c R)

Para valores “grandes” del estadistico D"(n) es rechazada la hipdtesis

nula Hy en (2.5). Este test lo denotaremos por RPKj.

2.3.1. Distribucién exacta y asintética de D"(n) bajo H

Sea JFy el conjunto de todas las distribuciones simétricas en E. Determina-
remos ahora, utilizando los resultados expuestos en Sen and Chatterjee (1973),
la distribucién exacta del estadistico bajo Hy, verificando ademas que es de
distribucioén libre, es decir, la distribucién del estadistico (bajo Hy) no depende
de la medida H utilizada para la eleccion de la direccién h ni tampoco de la
distribucién de los datos F € Fy.

Teorema 2.3.1 (Distribucién del estadistico bajo Hy) Para toda F €

Fo y para cualquier “direccion” h € E*, se cumple que
P (nD"(n) > k) = P (nD}(n) > k) =2 Z <n) 27" — 6y, (n> 27" (2.8)
i s
i=0

donde s = [n/2k] — 1, k=1,2,...,n y § es 0 sin — k es par, mientras que
vale 1 sin — k es impar.

Por tanto,
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1 sik=0,1

P (nDh(n) > k’) = { 22;:()(_1)”3 [nDﬁ(n_) > (2j + 1)k] si k> 1,

donde u = [n/2k] — 1.

Demostracion.

Bajo Hy, la variable X; es simétrica para toda h € E*. Por el Teorema 1
podemos deducir que h(X;) € R es también simétrica y por tanto verifica la
condicién dada en (2.7) para la hipétesis nula en el caso unidireccional.

Sea h(Y1) > h(Y2) > ... > h(Y,) los estadisticos de orden (ordenados
de mayor a menor) de los valores absolutos |h(X;)], |h(X2)[, ..., |h(X,)]. Sea
th, = Fu(=h(Y;)), entonces 0 < th | < ¢}, < ... <th < F'0) =1/2

Puesto que F' es continua, entonces no ocurren empates c.s. y por lo tanto

0<th, <th,<..<th <F"0)<1/2 cs.

A partir de la transformacién canénica podemos definir V(t) =
n'2[Gh(t) —t] con 0 < t < 1, donde GM(t) = L1357 1oy (FM(X))), ¥

ademds llamar V" (t) a
Vi) = Vi) + VM1 1), 0<t<1/2

De esta manera V(t) es un proceso estocdstico definido en (0,1/2)
con n saltos de 1 o —1 en los puntos t) ,th,, ... th . Se ahora p;; =

P (h(Yp—it1) = |h(X;]). Entonces se cumple que

P (h(Y,—i+1) coincida con valor positivo de h(X;)) =

" L (2.9)
= PP (%) > 0 /Y = (X)) = 1/2 pig = 1/2
j=1 j=1
Denotamos por sg(.) y | - | a las funciones signo y valor absoluto respecti-

vamente. Es sabido que los vectores

(sg (h(X41)), .. 59 (M(Xn))) v ([MXL)], - -, [A(Xq)])
son independientes bajo la hipotesis nula.
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Por tanto, los saltos de n'/2Vt) y th |, th ... ¢! también son indepen-
dientes. Para finalizar, podemos deducir entonces que, bajo Hy, las distribu-
ciones de los estadisticos D" (n) y D’ (n) tiene la misma distribucién que el
maximo de una caminata al azar simétrica de n pasos desde el origen, y por
tanto nD"(n) tiene la misma distribucién que el méximo del valor absoluto de
una caminata al azar (ver Takdcs (1967)) y se concluye la tesis del Teorema.

O

También es posible obtener la distribucién asintética del estadistico bajo la
hipdtesis nula Hy (ver der Vaart (1998), seccién 19.3).

2.3.2. Consistencia del test

En esta seccién se deduce la consistencia universal del test bajo cualquier
alternativa no simétrica, es decir, el test es capaz de detectar cualquier alter-
nativa no simétrica para una muestra suficientemente grande. Enunciamos la

consistencia en R?, pero es andlogo en un espacio de Banach E.

Teorema 2.3.2 (Consistencia del test) Sea { X, },>1 una sucesion de vec-
tores aleatorios 1id con distribucion determinada por sus momentos y tal que
X1 no es centralmente simétrica. Entonces, dada una medida H absolutamente

continua respecto a la medida de Lebesque en R?, se cumple que

n——+00

H{h cR: P (h’minth(n) > o) = 1} =1

Demostracion

Anotemos por Py () a las distribuciones de las variables X y —X respec-
tivamente. Entonces el conjunto £(P, Q) tiene H-medida nula en R?, puesto
que si el conjunto tuviera H-medida positiva, por el Teorema 2.2.1, X y —X
tendrian la misma distribucion, lo que contradice las hipotesis del Teorema.

Para cada h € £°(P,Q), por el Lema 1, la variable h(X) no es simétrica,

entonces si definimos §(F") como

O(F") = sup|F"(z) + F"(=x) — 1],

x>0

tenemos que
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0 siFheFr
S(F™) = (2.10)
>0 si Fhe Fh

Por tanto, bajo Hi, podemos deducir que existe t;, € R tal que

P(zeR/{(z, h) <ty) #Q (z € RY/(z,h) <ty) . (2.11)

Es decir,
F™"(ty) + F'"(—t,) — 1 #0. (2.12)

Por el Teorema de Glivenko-Cantelli (ver der Vaart (1998), seccién 19.1 ),
sup, |F'(z) — F*(z)]-<30, lo que implica que

DMn) > |Fh(ty) + FM(—ty) — 1]
> |FM(tn) + F'(=tn) = 1| = |E}(tn) — F™(ta)| — | E(—tn) — F"(—ts))|
8P

- 2 )

casi seguramente cuando n — +o0. 0

2.3.3. Potencia del test

Ya hemos demostrado dos propiedades deseables en todo test estadistico,
como los son su distribucién libre y su consistencia bajo cualquier alternativa.
Pero las muestras son de tamano finito y en estos casos las pruebas podrian
presentar baja potencia. Este problema ya es analizado en Cuesta-Albertos
et al. (2006). Encontramos dos motivos que van en detrimento de la potencia
del test. En primera instancia, bajo H;, el conjunto de direcciones donde la
proyecciones tienen distribucién simétrica es de H-medida nula. Sin embargo
al considerar las estimaciones “plug-in”, es decir, al reemplazar la distribucién
tedrica por su version empirica podemos encontrar un entorno de “direccio-
nes vecinas”’ a una direccién dada, con H-medida positiva, donde Hy no es
rechazada cuando deberia serlo.

Por otro lado, las pruebas no paramétricas univariadas del tipo
Kolmogorov—Smirnov, si bien son universalmente consistentes, no son 6pti-

mas en términos de la potencia para cualquier alternativa. Una solucién para
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este segundo problema es modificar el estadistico de manera de hacerlo 6ptimo
en referencia a determinadas alternativas (ver por ejemplo Mason and Schue-
nemeyer (1983)). En referencia al primer problema, propondremos dos posibles
soluciones (la performance de estas son evaluadas mediante un pequenio estudio
de simulacién).

Una primer alternativa, presentada en Cuesta-Albertos et al. (2006), es
considerar (en lugar de sélo una) un conjunto finito de proyecciones al azar,
calcular el estadistico para lo datos proyectados sobre cada una de ellas, y
computar como estadistico del test el maximo de todos ellos. Esta prueba
basada en j proyecciones lo denotaremos RPK;.

Una segunda alternativa es elegir de manera “adecuada” la distribucién
absolutamente continua H. Entendemos por conveniente a aquellas distribu-
ciones que asignan méas masa de probabilidad a aquellas direcciones donde la
variable en estudio podria ser més asimétrica. Para ello, a partir de un sub-
conjunto de la muestra, calculamos como indice de simetria en cada direccion
el valor absoluto de la mediana y de manera proporcional a este indice pode-
mos estimar la densidad de H. Considerando esta distribucién para sortear la
direccidn, el test sigue siendo libre bajo Hy (se mantiene el nivel de significa-
cién), y logramos (como se verd en las simulaciones) aumentar la potencia de
la prueba. A este test lo denotaremos por RPKW.

En la seccion referente a simulaciones mostraremos como ambos enfoques
mejoran la potencia del test. Es claro que en la primer alternativa el test
pierde la propiedad de distribucion libre. Por tanto para controlar el nivel de

significaciéon del test original se realiza la correccién de Bonferroni en RPKj.

2.4. Un test de Independencia

Sea {(X,Y); (X1,Y1),(X2,Ys),...,(X,,Y,)} un conjunto de elementos
aleatorios iid en £'x E, en donde E es un espacio de Banach separable y ademas
suponemos que la distribucién de (X,Y) es determinada por sus momentos.

Propondremos un test para contrastar

Hy) Xy Y son independientes,
(2.13)
H;) X y Y no son independientes.

El objetivo, al igual que en el test de simetria, es poder extrapolar métodos
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que ya han sido desarrollados en dimenson finita a espacios funcionales. En
particular utilizaremos a nivel finito dimensional un test de cépulas, cuya teoria
es intrinsecamente concebida en dimensién finita. Se explicitan los resultados
en el espacio E x E, sin embargo estos pueden ser extendidos con facilidad al

caso de un producto de mas de dos espacios.

Sean (X,Y); (X1,Y1),...,(X,,Y,) una muestra de variables aleatorias iid de
elementos aleatorios en E'x E, queremos determinar si X e Y son independien-
tes. Bajo algunas condiciones sobre los momentos de la medida de probabili-
dad y a partir de una medida Gaussiana no degenerada p en el espacio dual

de (Ex E), (E x E)*, vamos a mostrar que si el conjunto

E(X,Y) =
{he (Ex E)"/f(X)=h(X,0)y g(X)=h(0,Y) son elementos aleatorios independientes} ,

tiene p-medida positiva, con p una medida Gauussiana en (E x E)*, entonces

X e Y son independientes.

La metodologia propuesta es la siguiente,

» Elegimos al azar h € (E'x E)* a partir de la medida p. Definimos f(x) =
h(z,0) vy g(y) = h(0,y). Observar que f,g € E".

= Fijadas f y g, se realiza un test de independencia para las variables
aleatorias f(X) y ¢g(Y) basados en la cépula empirica (ver Genest et al.
(2007)). El proceso empirico asociado a la cépula de independencia es de

la forma

Vn[CIF Y (y 0) —wuw]  tal que  (u,v) € [0, 1]%

La distribucion asintética del test es calculada bajo la hipétesis nula. A partir
de los resultados desarrollados en Fermanian et al. (2004) y Fermanian (2005)

es mostrada su consistencia universal bajo cualquier alternativa.

27



2.4.1. Distribucion asintética bajo Hy y consistencia del
test

Sea f(z) = h(z,0)y g(y) = h(0,y). Dada la direccién h sorteada la muestra

iid obtenida es

{(f(X1),9(Y1)) ., (F(Xn), 9(Yn))}-

Usamos en este caso un estadistico del tipo Cramér-von Mises,

W, = C2 (u, v)dudv, (2.14)

[0,1]2

con

Cp(u,v) = Vn[CLE9Y) (4 v) —ww] tal que  (u,v) € [0,1]%

en donde Cf)9(¥) (u,v) es la copula empirica

1 n
Cnuyu = - 1R <nu} VRiz<nus}
( 1 2) n ; {Ri1<nui} H{Ri2<nus}
con Riy =3y Lipxo<roxy ¥ iz = 2ok Tatx<g(xoy para 1 <i <n.
En Fermanian et al. (2004) se presentan algunos resultados para pruebas de
bondad de ajuste mediante copulas, donde el test de independencia es un caso
particular. En Genest and Rémillard (2008) se muestra, bajo ciertas hipdtesis

de regularidad, que el test es universalmente consistente.

2.5. Simulaciones

2.5.1. Simulaciones para el test de simetria

En esta subseccion comparamos el test de simetria con otros posibles test
de la literatura. La performance de dichos test serd evaluada en R? con d = 2,3

y 50 para muestras de tamano n = 100. Consideramos las siguientes pruebas,

1. (Test RPKjg.) Se eligen uniformemente 10 direcciones al azar h en la
esfera unidad de R?. Se determina la muestra proyectada h(X;) =<
X;,h > en cada una de las 10 direcciones. Se determina el p-valor de

cada una de las 10 pruebas univariadas. Cada test univariado se rechaza
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si el p-valor es inferior a 0.005. Si en algunas de las direcciones el test
univariado es rechazado, entonces también se rechaza Hy de la prueba
original. Para determinar la potencia se reitera el procedimiento 10000

veces y se determina la proporcién de rechazos.

2. (Test RPKj.) Se realiza el mismo test que el anterior pero tomando s6lo

una direccién al azar y a = 0.05.

3. (Test RPKW.) Como primer paso se eligen 100 direcciones al azar en
la esfera unitaria. Se proyectan el 20 % los datos en cada una de estas
direcciones y se calcula la mediana en valor absoluto como una medida de
simetria. A partir de esta funcion, que a cada direccién le asocia un real
positivo, mediante splines cubicos se estima la funciéon de regresion. A
partir de la normalizacién de esta funcion se determina una densidad que
es utilizada para modelar la distribucion H. Se elige una direcién H para
realizar el test con un nivel de significacién @ = 0.05. A modo de ejemplo,
a partir de una muestra de tamano 30 de una normal bivariada N(pu =
(1/2,1/2),% = 1), en la Figura 2.1 se determina, bajo el procedimiento
descrito, la estimacion de la densidad de H. Se puede apreciar que dicha
densidad acumula méas masa en la direcciones en donde la muestra es
mas asimétrica respecto al origen (en este ejemplo en la direccién de 45

grados).

135

90 %608 1 0-180

Figura 2.1: Estimacion de la regresién circular del valor absoluto de la mediana a
partir de 100 direcciones al azar.

4. (Test de Marden) Esquematizamos ahora el test desarrollado en Mar-

den (1999). Dada la muestra iid {X,...,X,}, se comienza por reor-
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denar la muestra segun la distancia euclidea al origen, anotemos
{Xa,,X4,,...,Xa,} ala muestra reordenada. El estadistico del test lo

denotamos M ™, donde

2 o
M(n)\/jE U, Uqx. 2.1
n — A; A1 ( 5)

con Uy, = Xa,/||X4,]|- Se rechaza la hipdtesis nula a valores grandes del
estadistico. La distribucion asintética del test es normal estandar bajo

la hipotesis nula de simetria esférica.

. (Ley’s Test.) Test propuesto en Ley (2010). Esta basado en una medi-
da de profundidad D en R (ver Serfling and Zuo (2000)). La muestra
{Xa,, Xa,,...,X4,} es ordenada en funcién de la profundidad D de
las observaciones en la muestra simetrizada {+X;, +Xo, 4+ ..., £X,,}. El

estadistico que proponen es

Rg‘) =1+ Z 1{OES(UA¢’UA1—1""7UAz‘7k)}’ (216)
i=k+1
donde  S(xy,29,...,7,) es le simplex convexo definido por

(1, T2, .., Xp).

A partir de la hipotesis nula de simetria central respecto al origen, con
algin otro supuesto débil sobre la distribucién (ver Dyckerhoff et al.
(2015)), se cumple que n~/2(4R" — n — 2) tiene distribucién asintética

normal centrada con varianza o = 11/3.

Para el caso finito dimensional realizaremos simulaciones en dos posibles es-

cenarios considerando como dimensiones del espacio d = 2,3 y 50. Para el

caso infinito dimensional es planteado un tercer escenario. En los escenarios 1

y 2 testeamos simetria central respecto al origen y en el escenario 3 simetria

central respecto a la funcién nula.

s (Escenario 1.) Se toma una muestra iid {Xi,...,X,} a partir de una

distribucién de Student multivariada con 4 grados de libertad, ¢4 (u =

wlyg, > = Id>, en donde p es un nimero real en el intervalo [0;0.5] y d es

la dimensién espacial, (ver Kotz and Nadarajah (2004)).
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» (Escenario 2.) En este caso se considera una muestra iid {Xi,..., X,}

de una distribucién normal “skew” multivariada (ver Azzalini and Valle

(1996)) SN4(X,3) con densidad

f(x) =20(2;2)®(B'z) = €R,

donde ¢(x; ) es la densidad de una normal multivariada de dimensién
d con media cero y matriz de varianzas y covarianzas 3, ®(-) es la distri-
bucién acumulada de una N(0,1) y 8 € R? es el parametro de asimetria
(ver Figura 2.2). Tomamos ¥ = Iy v B8 = u(1,2,1,...) € R con p

variando entre 0 y 0.5.

fly) o

Figura 2.2: Representacion de la distribuciéon normal “skew” bivariante con § =
(1,2) y ¥ = I. Panel Izquierdo: grafico de la densidad conjunta f(x,y) y de las
densidades marginales f(x) y f(y). Panel Derecho: Curvas de nivel de f(z,y).

» (Escenario 3.) Para el caso en dimensién infinita sorteamos una muestra

de tamano n = 100 a partir de

X(t) =W(t) + put, (2.17)
donde W (t) es un movimiento Browninano en [0, 1] y u € [0,1/2].

Las funciones de potencia para las diferentes pruebas son dadas en la Tabla
2.1y en la Tabla 2.2. Se puede observar en todos los casos la mejor performance

del test por proyecciones al azar sobre sus competidores.

Los métodos basados en proyecciones al azar RPK;y y RPKW son los que

presentan potencia mas elevadas frente a las distintas hipétesis alternativas. Si
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bien ambos test mencionados presentan potencias similares el ultimo (RPKW)

presenta la ventaja de retener la propiedad de distribucién libre.

No son realizables en dimensién 50 las pruebas de Marden y Ley por los ele-
vados tiempos computacionales que son requeridos. En la Tabla 2.3 se muestran

las funciones de potencia de RPK; y RPKjy en dimensién 50 y en el espacio
C(0,1).

Tabla 2.1: Potencia de los test de simetria en el Escenario 1 en dimensién 2 y 3.

1 ‘ Student en dim 2 Student en dim 3
‘RPKl Marden Ley RPKW RPKjq ‘ RPK; Marden Ley RPKW RPK;jq

0 0.05 0.05 0.06 0.05 0.03 0.04 0.05 0.05  0.05 0.04
0.05 | 0.07 0.08 0.08 0.07 0.04 0.09 0.05 0.09  0.06 0.06
0.10 | 0.10 0.09 010 0.12 0.09 0.14 0.06 0.11  0.16 0.15
0.15| 0.11 0.10 0.11 031 0.22 0.21 0.10 0.12 0.31 0.34
0.20 | 0.14 014 013 0.54 0.41 0.35 0.14 017  0.63 0.58
0.25| 0.21 028 022 083 0.59 0.44 0.21 0.18  0.67 0.78
0.30 | 0.30 037 031 092 0.80 0.51 0.31 025  0.70 0.91
0.35| 0.38 0.41 0.38 094 0.90 0.58 0.48 032 0.75 0.97
0.40 | 0.52 054 052 095 0.96 0.62 0.60 045 0.82 0.99
0.45 | 0.62 0.66 0.68 098 0.99 0.69 0.74 0.66 0.90 1.00
0.50 | 0.76 0.77 0.80 099 1.00 0.74 0.79 0.70  0.97 1.00

Tabla 2.2: Potencia de los test de simetria en el Escenario 2 en dimensién 2 y 3.

I ‘ Skew normal en dim 2 Skew normal en dim 3
‘ RPK; Marden Ley RPKW RPKj ‘ RPK; Marden Ley RPKW RPKjy

0.00 | 0.05 0.04  0.05 0.05 0.03 0.05 0.05  0.06 0.05 0.03
0.05| 0.12 0.05  0.07 0.05 0.07 0.07 0.06  0.07 0.06 0.04
0.10 | 0.23 0.07  0.08 0.20 0.20 0.16 0.10  0.08 0.12 0.14
0.15 | 0.38 0.10  0.16 0.43 0.40 0.29 0.15  0.12 0.40 0.38
0.20 | 0.53 0.20  0.20 0.55 0.67 0.39 0.18  0.19 0.53 0.61
0.25 | 0.62 0.30  0.31 0.63 0.84 0.48 029 0.23 0.59 0.83
0.30 | 0.70 0.37  0.40 0.73 0.95 0.55 0.38  0.33 0.71 0.91
0.35| 0.73 0.49  0.55 0.85 0.98 0.57 0.50  0.44 0.80 0.97
0.40 | 0.74 0.63  0.66 0.99 0.99 0.62 0.58  0.51 0.88 0.99
045 | 0.77 0.72  0.76 0.99 1.00 0.63 0.67  0.58 0.93 0.99
0.50 | 0.78 0.79  0.83 1.00 1.00 0.66 0.70  0.69 0.97 1.00

Desempeno de la prueba de simetria en el caso bivariado

La principal bondad del test de simetria mediante proyecciones al azar
es su sencilla aplicacion e implementacion en dimensiones elevadas e incluso

infinita. Sin embargo también se observa su buena performance en dimensiones
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Tabla 2.3: Potencia de los test de simetria en los Escenarios 1y 2 en dimensién 50.
Potencia de los test de simetria en el Escenario 3.

| Student en dim 50. Skew normal en dim 50. X (¢) en C[0, 1].

| RPK;  RPKy, | RPK; RPK;q | RPK; RPKj
0.00 | 0.04 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05
0.05 | 0.07 0.10 0.06 0.06 0.06 0.06
0.10 | 0.12 0.27 0.08 0.09 0.11 0.10
0.15 | 0.20 0.53 0.28 0.27 0.19 0.19
0.20 | 0.30 0.78 0.33 0.38 0.30 0.30
0.25 | 0.38 0.91 0.45 0.50 0.43 0.46
0.30 | 0.45 0.96 0.52 0.59 0.57 0.61
0.35 | 0.50 0.98 0.53 0.70 0.69 0.74
0.40 | 0.56 0.99 0.59 0.78 0.79 0.86
0.45 | 0.61 1.00 0.60 0.85 0.87 0.93
0.50 | 0.64 1.00 0.60 0.92 0.91 0.97

bajas. A modo de ejemplo, como en Einmahl and Gan (2016), consideremos

las siguientes hipotesis alternativas bivariadas,

» Hy) (A): Xy, Xy ~exp(l) — 1; X;,X5 v.a. independientes.
» Hy) (B): Xy, X5 ~ pareto(1) — 1; X1,X, v.a. independientes.

Hy) (C): © ~ U(0,27), R|© ~ exp(1) si © < 5m/4, R|© ~ exp(10) si
O > 51/4, (X1, X,) = (Rcos(©), Rsin(0)).

» H) (D): X1, X5 ~ x? —1; X1,X, v.a. independientes.

» Hy) (E): X7 ~N(0,1), Xy ~exp(1) — 1; X;,X; v.a. independientes,

en donde exp, pareto, U, x? son las distribuciones exponencial, Pareto, Uni-
forme y Chi-cuadrado respectivamente.

A partir de las alternativas anteriores se analiza la potencia de los test.
Se compara con la propuesta realizada en Einmahl and Gan (2016) donde
se rechaza al hipdtesis nula para valores elevados del estadistico T,,, que se

define de la siguiente manera: Sea (©, R) las coordenadas polares de el vector

(X1, Xs), se considera
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S si © € [0,7)
©—7m siOeln2n),
1 si©elo,n)
—1 si© e m2m),
Ui = Fre(Ril©:),  U; = Fre(Ri|©),

5=

donde Fpe es la distribucion acumulada de R dado © y F Rl© €8 un esti-

mador de Frjg. Entonces el estadistico T;, es dado por

T_///el (02, 0) Wn(Gl,u)>2dé(eg)d@(él)dw
4 /0 /0 /091 Wn(w,u)—Wn(Gl,u)—Wn(ég,u)>2dé(@g)d@(@l)du,

donde W, (0,u) = \F Y or 0l 01x0.] (@1, Ul), y G representa la distribucién
empirica de O, ..., ©,. Para un nivel de significacién de o = 0.05, se computan
2000 replicaciones para tamanos de muestra n = 100 y n = 200. Los resultados
se encuentran expresados en la Tabla 2.4, donde se puede apreciar que nuestro

test es también un competidor a considerar en dimensién 2.

Tabla 2.4: Proporcion de rechazos para las diferentes alternativas

Distribucén | n = 100. n = 200.
| T, Ley RPKy | T, Ley RPKy

Hy)

A) 099 097 090 |1.00 099 0.99
B) 0.85 1.00 0.87 |1.00 1.00 0.95
C) 081 0.77 095 |1.00 097 1.00
D)
E)

1.00 099 099 |1.00 1.00 1.00
086 031 077 |0.99 059 0.90

A~ N S

2.5.2. Simulaciones para el test de independencia

Al igual que en simetria el desempeno del test es evaluado mediante simu-
laciones. El test contra el cual realizamos las comparaciones es introducido en
Székely et al. (2007), donde se encuentra un relevante estudio sobre indepen-

dencia de vectores aleatorios. En Székely and Rizzo (2013) el test es ajustado
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para mejorar su performance en dimensiones elevadas. A este le llamaremos el
test de distancia covarianza y lo denotaremos por DIST.COV

Dada la funcién compleja v en R? x R?, la norma || - ||,, se define por,

s, = [ s (e, s)dtas.

donde w(t,s) es una funcién de pesos arbitraria. Dado un par de vectores
aleatorios (X,Y) € R? x R?, en Székely et al. (2007) se introduce una medida

de independencia entre ellos llamada distancia covarianza,

VX, Yiw) =[xy (t,s) — ox @)y ()3,
(2.18)

V(X;w) =V(X, X;w),

donde ¥x(t), 1y (t) representan las funciones caracteristicas de los vectores
aleatorios X e Y respectivamente, mientras que ¥ x y es la funcién de distribu-
cién conjunta. Ademas ellos incluyen en su trabajo una version estandarizada

de dependencia que denominan distancia correlacion dada por,

V(X,Y;w)

R*(X,Y) = : (2.19)
VV(Xw) V(Y w)
donde
2= [ 1P s)aras
Rp+aq
La funcién de pesos w(t, s) es elegida apropiadamente,
14p| . [1+q\—1 q1+d)/2
w(t,s) = (cpeqltl,™Islg™) ™, concq = W (2.20)

En Székely and Rizzo (2013) modifican este estadistico y determinan su dis-
tribucion asintética bajo el supuesto de independencia entre X y Y. Este test
se encuentra implementado en el paquete energy de R.

La comparacién se realiza en tres escenarios,

» (Escenario 1.)

Se considera una muestra de 20 vectores aleatorios iid (X*), Y*)) de los
vectores X e Y. Las distribuciones marginales son uniformes. La relaciéon

de dependencia esta dada a través de la cépula de Gumbel con § = 2, es
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decir

C(x,y;0) = exp (— [(—logz)’ + (—logy)’] W) 6>1,

ver Figura 2.3.

Figura 2.3: Para § = 2. Panel Izquierdo: Cépula de Gumbel. Panel Derecho: Den-
sidad de la copula de Gumbel.

La construccion de alternativas se realiza reemplazando las tltimas j
coordenadas del vector Y por las primeras j coordenadas del vector X
para diferentes valores de j € {0,5,9,13,17,21,25,29}.

» (Escenario 2.)

Al igual que en el caso anterior se simula una muestra iid de tamano
20, (X®) Y (*)) de vectores aleatorios de dimensién 50, con marginales
uniformes y una céopula de Gumbel con § = 2. Para construir una muestra
de alternativas dependientes se reemplaza la coordenada del vector Y por
la coordenada del vector X, si las coordenada de la primera supera un

determinado umbral u que toma valores entre 0 y 1.

» (Escenario 3.)

Se simula una muestra de tamano 20, de vectores aleatorios U, V' 'y Z
de dimensién 50. Son vectores independientes, cada uno con marginales
uniformes y asociadas a través de la cépula de Gumbel con § = 2. Sea
X=01-eU+eZyY =(1—-¢€)V+eZconee|0,1]. Cuando € = 0 se

corresponde con el caso de independencia.

Son comparados los desempenios de los siguientes test en los tres escenarios

descriptos.
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(RPK.INDEPj, Test.) Para cada muestra, se consideran 50 direcciones
independientes al azar sobre la esfera unidad y de manera idéntica otras
50 direcciones que denominaremos h y f respectivamente. Las muestras
X eY son proyectadas sobre las direcciones h; y f;, j = 1,...,50 respec-
tivamente. A partir de los datos proyectados se realiza el test desarrollado
en Genest et al. (2007), en donde se calcula el p-valor del test en R? en
cada par de direcciones (h;, f;). Si en al menos uno de los pares de direc-
ciones el test es rechazado, entonces se rechaza H, del test original. Este
procedimiento se realiza 10.000 veces y se contabiliza la proporcién de
p-valores por debajo de @ = 0.001 (correccién por Bonferroni) en cada
test.

(DIST.COV. Test ) Test desarrollado en Székely and Rizzo (2013), (o =
0.05).

Tabla 2.5: Potencia del test de independencia en los escenarios 1, 2 y 3.

Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3
k  RPK.INDEP;, DIST.COV ‘ u  RPK.INDEP;, DIST.COV ‘ ¢ RPK.INDEP;, DIST.COV
0 0.01 0.05 1 0.04 0.04 0.00 0.04 0.08
5 0.10 0.12 0.86 0.19 0.21 0.14 0.05 0.11
9 0.55 0.13 0.71 0.60 0.51 0.29 0.10 0.12
13 0.82 0.24 0.57 0.85 0.87 0.43 0.21 0.31
17 0.98 0.26 0.43 0.96 0.97 0.57 0.72 0.92
21 1.00 0.63 0.26 0.98 0.99 0.71 1.00 1.00
25 1.00 0.78 0.14 1.00 1.00 0.86 1.00 1.00
29 1.00 0.93 0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Como se observa en la Tabla 2.5, en los Escenarios 2 y 3 el test por proyec-
ciones al azar RPK.INDEP5, y el test DIST.COV tienen un comportamiento

similar. En el Escenario 1 el test RPK.INDEPj, tiene un mejor desempeno.

2.6.

Datos Reales: Actividad neuronal en in-

dividuos alcohdlicos

La base de datos de estudios consiste en ondas registradas en un electro-

encefalograma (EEG) para 88 pacientes. Pensamos estas sefiales como datos

funcionales. En la base de estudio encontramos dos grupos, 44 pacientes al-

cohdlicos y 44 pacientes de control. El objetivo del problema es encontrar evi-

dencia que el consumo de alcohol en forma desmedida provoca cierta pérdida
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de asociacién o sincronizacién entre los dos hemisferios del cerebro humano,
y en particular cuales son aquellas areas mas afectadas. El conjunto de da-
tos utilizado es abierto y se encuentra disponible en el repositorio UCI ! Una
descripcién detallada de la base de datos es brindada en Zhang et al. (1995).
La base esta conformada por las medidas obtenidas de 64 electrodos ubicados
sobre el cuero cabelludo midiendo la actividad neuronal a 256 Hz por cada 1
segundo. En el estudio se consideran 27 tripletas de nodos como se muestra
en la Figura 2.4. Cada sujeto es expuesto a un estimulo (S1) o a dos estimulos
consecutivos (S1 y S2), en que cada uno de ellos consiste en mostrar una pintu-
ra. Cada observacion se encuentra discretizada en 256 medidas tomadas cada
un segundo. Los valores emitidos en EEG estan expresados en micro volts. Se
remueve el ruido a través de la descomposicién espectral usando la transforma-
da rapida de Fourier (fast Fourier transform). La asociacién para cada una de
las tripletas es estudiada como se muestra en la Figura 2.4. Fijada la tripleta
de electrodos los pasos a seguir son los siguientes

Seleccion de los datos:

= Se seleccionan los datos correspondientes a un sujeto para la tripleta

elegida.

» Cada dato esta conformado por tres observaciones, una por cada electro-

do. Y para cada segundo contamos con 256 medidas.

= Por tanto, contamos con 60 vectores de 256 medidas para cada tripleta

de electrodos
Proyeccion de la tripleta:

» Para cada nodo, asumimos que tenemos 60 trayectorias, cada una de

ellas discretizada en 256 valores por segundo.

= Se elige una direccién aleatoria h € E* generada a partir de un Proceso
Browniano discretizado, es decir, partiendo de 0 se consideran incremen-

tos independientes a partir de una variable N (0, 1/256).

= Se obtiene asi para cada nodo una muestra de 60 valores reales. Si consi-

deramos las tripletas tenemos muestras de tamafio 60 en R? (ver Figura

25), donde Xz = (Xl,iaXQ,i7X3,1'> con ¢ = 1, 2, s ,60
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Figura 2.4: Asociacién de los electrodos en el test de independencia

f Afreq

lode | @

—

1sec. 2 sec. f0sec Sec
Random _
Projection

\ _xl.léxl,z X1 50; R

Figura 2.5: Esquema de la construccién de la muestra a través de proyecciones al
azar

Calculo del p-valor para cada tripleta:

= Usando nuestro test, obtenemos 4 p-valores, uno para cada par de nodos

y otro para el total de la tripleta.

Este proceso se reitera para los 44 sujetos que integran el grupo de control
y los 44 individuos alcohdlicos. Por tanto se obtienen 44 x 4 p-valores para los
sujetos de control y la misma cantidad para los alcohdlicos.

Se realiza la comparacion de los resultados:

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/EEG+Database
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= Se realizan los bozplot de los p-valores obtenidos para cada una de las 4

combinaciones posibles por tripleta.

= Se representan en color gris los boxplot de los sujetos de control y en

blanco los alcohdlicos.

= Cada bozplot es generado a partir de los 44 pacientes correspondientes a

cada grupo.

Este procedimiento se reitera con cada una de las 9 tripletas y los resultados
obtenidos se visualizan en la Figura 2.6.

En enfermedades neurodegenerativas como la enfermedad de Alzheimer
(EA), se han observado tres efectos principales en el EEG: ralentizacién del
EEG, disminucion de la complejidad de las senales del EEG y perturbaciones
en la sincronfa del EEG (ver Dauwels et al. (2010)). Dawels hace una revisiéon
de algunas posibles medidas de la sincronia EEG consideradas en el contexto
del diagnostico de EA. En nuestro trabajo podriamos considerar el valor de p
de la prueba de independencia desarrollada como una medida de asociacién o
sincronia. Un valor mayor de p indicaria una mayor pérdida de asociacion.

Como se puede observar e la Figura 2.6, los boxplot del grupo de control
presentan una menor mediana mayor y una dispersiéon mas baja, lo que podria
estar dando un indicio que esta poblacién presenta una mayor sincronizacion.
Por otro lado, se puede apreciar que el area frontal del cerebro exhibe menos

pérdida de asociacién que el resto.

2.7. Conclusiones del capitulo

= En este capitulo se expusieron dos test no paramétricos, uno de simetria y
otro de independencia, sustentados en las proyecciones al azar. Mediante
un estudio de simulacion se muestra el buen desempeno de ambas pruebas

en referencia a otros competidores.

= Ambos test pueden ser implementados de manera simple tanto en dimen-
sion finita como infinita, presentando un alto desempeno en lo referente

a tiempos computacionales.

= A través de la prueba de independencia se detecta un pérdida de sincro-
nizacion en las ondas de un EEG en pacientes alcohélicos en referencia

al grupo de control.
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Figura 2.6: Bozxplot de los p-valor obtenidos para cada uno de los grupos. En cada
uno de los 9 paneles (uno por cada tripleta) se muestran los bozplot de los 4 test
posibles por tripleta. Se representa en color gris los del grupo de control y en blanco
los alcohdlicos.

41



Capitulo 3

Profundidad estadistica sobre

variedades Riemannianas

El concepto de profundidad estadistica es una herramienta de gran impor-
tancia en la estadistica moderna. En la dltimas cuatro décadas ha surgido la
nocién de profundidad de los datos, como un mecanismo de ordenamiento res-
pecto a un centro en un marco multivariado, y mas recientemente para datos
en dimension infinita. La idea de profundidad permite generalizar nociones ro-
bustas de posicién como los son por ejemplo la mediana o la media recortada.
La posibilidad de poder asignar una medida de profundidad a los datos ha
tenido suma utilidad en diversas aplicaciones. Por ejemplo, en investigaciones
recientes, es frecuente su uso en problemas de clasificacién supervisada, de cla-
sificacién no supervisada, de test de hipdtesis y de deteccién de oultiers (ver
Liu et al. (1999)).

En primera instancia el concepto de profundidad fue introducido en Tukey
(1975) para una muestra de datos bivariados llamada profundidad por semi-
espacios y posteriormente se extendié a dimensiones mas elevadas en Donoho
and Gasko (1992).

Fueron desarrollados en anos posteriores diversas nociones y formas de en-
tender la profundidad estadistica. Por ejemplo en Barnett (1976) se desarrolla
el concepto de profundidad mediante envolturas convexas. Otras medidas de
profundidad son por ejemplo la de Oja (Oja (1983)), la profundidad simplicial
(Liu (1990)), la profundidad espacial (Vardi and Zhang (2000)) y la profundi-
dad esférica (Elmore et al. (2006)). Recientemente también se han introducido

diversos medidas de profundidad para datos funcionales (ver por ejemplo Frai-
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man and Muniz (2001) y Cuevas and Fraiman (2009)).

Ya han sido estudiadas de manera exhaustiva las propiedades de las medi-

das clasicas de profundidad como lo son la profundidad simplicial, la profun-

didad por semi-espacios y la esférica. En tal sentido son conocidas y listadas

(ver Liu (1990) y Serfling and Zuo (2000)) aquellas buenas propiedades gene-

rales que una medida de profundidad deberia tener. Dichas propiedades son

las siguientes,

P1)

P2)

P3)

P4)

Invariancia con respecto a un grupo de transformaciones. En general se
considera el grupo de transformaciones afines o un grupo més reducido

como lo es el grupo de las transformaciones ortogonales:

P11: Invariancia Afin: La profundidad no deberia depender del sistema
de coordenadas, en particular, de la escala de medida utilizada en cada

uno de los ejes de coordenadas.

P12: Invariancia Ortogonal: La profundidad no deberia depender de la

posicion del sistema de coordenadas ni de la escala global utilizada.

Maximalidad respecto a un centro: Diremos que la distribucion es simétri-
ca respecto a un centro si es invariante frente a un grupo de transforma-
ciones. Segun quienes sean estas transformaciones encontramos diferentes
conceptos de simetria, por ejemplo, la simetria angular, central, esférica,
eliptica son algunos de ellos. En todos los casos si estamos en el caso uni-
variado estos conceptos coinciden con la nocién usual de simetria para

datos unidimensionales.

Para aquellas distribuciones que tengan definidas un tnico centro, pre-
sentando la distribucién alguna tipo de simetria respecto a este, la pro-

fundidad se deberia maximizar en el centro de simetria.

Monotonia respecto al punto mas profundo: Si nos alejamos del punto

mas profundo a través de un rayo la profundidad deberia disminuir.

Desvanecimiento en el infinito: Si la distancia de un punto al punto mas
profundo se va al infinito, entonces la profundidad del punto deberia

tender a cero.

Por otro lado en Serfling (2006) se mencionan dos propiedades que segun

Serfling todo procedimiento no paramétrico de andlisis multivariado en la ac-
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tualidad deberia tener, en particular una medida no paramétrica de profun-
didad. Por un lado que tenga en cuenta la dimensionalidad intrinseca de los
datos. Es decir, si los datos se encuentran en R? pero tienen una estructura
con un dimension nominal menor que d. El procedimiento estadistico deberia
incorporar este hecho. Por otro lado, el estimador debe ser sencillo de calcular
en tiempos computacionales razonables, en funcién del tamano de la muestra
y la dimensionalidad de los datos.

Referente a estos tltimos aspectos, con excepcién de algunas pocas me-
didas de profundidad (como lo son la profundidad esférica y la profundidad
espacial), el célculo efectivo de las cldsicas medidas de profundidad es un pro-
blema de elevada complejidad computacional, lo que imposibilita su célculo
ya en dimensiones moderadas (d > 4). Este problema surge por ejemplo en el
tratamiento de imagenes (ver Pizer and Marron (2017)).

Por tanto, es necesario observar que medidas de profundidad son aplicables
cuando los datos estan en un espacio euclideo de alta dimensién, dimension
infinita, o donde no encontramos una estructura de espacio vectorial, problemas
de actual interés en la comunidad estadistica. Por ejemplo en Pennec (2006)
se pueden encontrar aplicaciones recientes a diagnésticos médicos, en donde la
morfologia y visualizacién de objetos en 3D son de particular importancia y los
datos se encuentran sobre una variedad Riemanniana. Es necesario entonces,
para un andlisis estadistico apropiado, poder extender conceptos desarrollados
en la estadistica clasica a espacios mas generales. Por tanto, nuestro principal
objetivo en este capitulo es definir una medida de profundidad (extenderemos
la profundidad esférica) para datos en un marco mas general. Dicha extension
la denominaremos DCOPS (connecting pairwise geodesic spheres by depth).

En dicho contexto, cuando los datos se encuentran sobre una variedad
Riemanniana, es importante poder encontrar un medida de centralidad (ver
Arnaudon et al. (2013) y Fletcher et al. (2009)).

Cabe senalar que si bien el concepto de profundidad para datos funcionales
(FDA) ya ha sido desarrollado por varios autores, como se menciona en Cuevas
(2014), es una linea de investigacion que esta lejos de estar cerrada. Se muestra
que, bajo un conjunto de supuestos débiles, el estimador de la profundidad
esférica propuesto en Elmore et al. (2006) es consistente en el paradigma de
FDA.

En este capitulo se enuncian y demuestran las propiedades deseables para

una profundidad (aquellas que conserven el sentido sobre una variedad) que
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detenta DCOPS. Se estudia la consistencia y TCL para el estimador. Para el
caso funcional a partir de resultados fundamentales desarrollados en Billingsley
and Topsge (1967) se prueba la convergencia uniforme del estimador propues-
to. En la seccién final se estudia en detalle un caso de particular relevancia,
los datos se encuentran en la variedad Riemanniana de las matrices definidas

positivas.

3.1. Profundidad esférica

El concepto de profundidad esférica es introducida en Elmore et al. (2006).
La idea es similar a la profundidad simplicial pero en lugar de contabilizar el
numero de simplices con vértices en los puntos de la muestra que contienen a
el punto, se considera el niimero de bolas con diametro determinado por pares
de datos. Este mecanismo presenta la ventaja que el nimero de bolas posible
depende del tamano de la muestra pero no de la dimensién del espacio, lo que
si sucede en la profundidad simplicial. De manera mas precisa, en un espacio
euclideo R? la profundidad esférica se define de la siguiente manera:

Sean dos puntos z,y € R, si denotamos por B,, a la bola cerrada de
didmetro el segmento Ty, es decir, la bola cerrada con centro en el punto
medio entre z e y (lo denotaremos zy/2) y radio d(x,y)/2, donde d(-,-) es
la distancia euclidiana en R?. Dada un vector aleatorio X en R? se define la

profundidad esférica de € R¢ como,

BD(z) :=Pr(x € Bx,x,),

en donde X; y X5 son copias de X independientes.
Ahora, dada una muestra aleatoria X1, ..., X, de variables independientes
con la misma distribucién que X, la versiéon empirica de BD es dada por un

U-estadistico de orden 2, es decir, dado z € R?,

BD,(r) = 05 (D) = = Y Lay (2.
(3) 1<i1<iz<n
donde
Dy = {(z1,20) ER*xR?: 2 € By, },
y
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Uy (A) = % Z 1a(2,, 24,), con A € B(R? x RY).
2/ i1<ia

Anotamos D a la familia de todos los conjuntos D,, es decir, D := {D,, :
x € R?}. Cuando d = 1 es sencillo ver que BD coincide con la profundidad
simplicial y el punto mas profundo con la mediana.

Esta definicién es también bien definida en un espacio de Hilbert H se-
parable, donde la distancia es la inducida por el producto interno. Para este

caso se puede obtener una interpretacién geométrica expresando la definicién

en términos del producto interno como,

BD(z) = Pr((X; —z, Xo — z) <0),

en donde X; y X5 son dos elementos aleatorios independientes en H copias
de X,y (-,-) es el producto interno en #.

Se observa que la complejidad computacional del estimador de esta medida
es sélo del orden O(d x n?). Es decir, es lineal en la dimensién del espacio d y
cuadratica en funcién del tamano de la muestra n. Una de las posibles debili-
dades de la profundidad esférica es que es invariante frente a transformaciones
ortogonales pero no afines. Sin embargo, en nuestro contexto (las variedades
Riemannianas) sélo tiene sentido realizar transformaciones ortogonales de la
variedad dentro del espacio en la cudl se encuentra inmersa.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. FEn la Seccién 3.2 se deta-
llan algunos ejemplos y las propiedades basicas de DCOPS cuando los datos
se encuentran sobre una variedad Riemanniana. En la Subseccion 3.2.2 se de-
duce la convergencia uniforme y la distribucién asintética del estimador. En la
Subseccién 3.2.3 se estudia el DCOPS para el caso de analisis de datos funcio-
nales (FDA). En la Seccién 3.3 se realizan diversas simulaciones sobre datos
en variedades Riemannianas con especial foco cuando los datos son matrices

definidas positivas.

3.2. DCOPS en variedades Riemannianas

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y d, la distancia inducida por la
métrica g. En el resto de capitulo asumiremos que la variedad tiene una tuni-

ca componente conexa y es orientada. Consideramos que el espacio métrico
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(M, d,) es separable y completo. Sea X : @ — M un elemento aleatorio con
densidad fx con respecto a una medida v, asumimos que la medida tensorial de
probabilidad sobre la variedad d¢(p,q) = fx(p)fx(q)dv(p)dv(q), si elegimos
dos puntos (p,q) € M x M sobre la variedad con dicha medida de probabili-
dad, entonces existe y es unica la geodésica minimizante determinada por p y
q con probabilidad 1.

Para cada par de puntos p,q € M que determinan una unica geodésica
minimizante pg, definimos la bola de didmetro pg (la denotaremos por B,,)
como la bola cerrada con centro en el punto medio de la geodésica que une p

y ¢ y radio dy(p, q)/2.
Se define DCOPS en un punto p € M, que denotaremos por BD(p), como

BD(p) = Pr(p € By,x,) = / oy e 05 0) ) as) (),

donde X; y X5 son dos elementos aleatorios independientes copias de X.
Dada ahora la muestra de elementos independientes X1, ..., X, copias de
X, la versién empirica de BD(p) es dada, al igual que en R¢, por el U-estadisti-

co asociado de orden 2,

@n@o):% S 1sy . ) (3.1)

1<i1<2<n

3.2.1. Un par de ejemplos

En esta seccién exponemos dos simples ejemplos donde los datos se encuen-
tran sobre un toro y sobre la representacion de un rostro humano.

En el toro T? = [0, 27)? consideramos la distribucién multivariada de von
Mises, que denotaremos por MY M(u, k, A) (ver por ejemplo Mardia and Voss
(2014) y Mardia et al. (2008)). La densidad evaluada en 6 € TP esta dada por

1

m exp{r ' c() + s(0)As(6)/2},

fO:p, K, A) =

donde p € T? (pardmetro llamado media), k € R? de componentes positivas
(pardmetro denominado de concentracién), A = (\; ;) es una matriz simétrica
en R? con entradas en la diagonal nulas (\;; = 0 para todo i € {1,...,d})

y Z(k,A) es la constante de normalizacién. Las funciones ¢; y s; se encuen-
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tran definidas como ¢;(0) = cos(0; — ;) v si(f) = sin(6; — p;) para todo
i€ {1,...,d}. En el panel izquierdo de la Figura 3.1 se representan 100 datos
simulados a partir de la distribucién MY M (u*, £*, A*) con

01
pt=(r/2,0), K" =(20,20), A*z(l 0).

En el panel derecho se simulan 60 observaciones a partir del modelo deter-

minado por una mezcla de distribuciones,

0.9MYM, (1", &%, A) + 0. LMY M, (1™, 6, A™),

con pu** = (7/4r,0), k** = (100,100) y A* = A*. Se determina la profun-
didad empirica DCOPS de cada uno de los puntos representados en la Figura
3.1 mediante una escala de colores. Se observa como la profundidad decrece
cuando nos alejamos por rayos geodésicos del centro py. Por otro lado, los
datos generados por la segunda componente de la mezcla (outliers) presen-

tan un bajo valor de DCOPS, propiedad también deseable en toda medida de

04

' 03

- " 0z
! ' . . ‘ 01

Figura 3.1: Panel Izquierdo: 100 puntos muestrales generados a partir de la dis-
tribuciéon MV My (p*, £*, A*). Panel Derecho: DB de una muestra de tamano 60
generados a partir de la mezcla 0.9 MV M (", k%, A*) + 0. IMVY Mo (™, K5, A*).

profundidad.

Consideremos ahora como variedad una superficie en R3, por ejemplo la
representacion de un rostro humano, ver Figura 3.2. Sobre el rostro que llama-
remos M se fija un punto p (que representamos con color violeta en la Figura

3.2), si dy, es la distancia geodésica, definimos la densidad f sobre M como,

)
1@ = 15 0am’

con Y(x) = 1/{1 +d,(p,z)}. Se determina una muestra de 50 puntos alea-

(3.2)
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torios sobre el rostro, para ello se considera una grilla de valores sobre la
superficie y se discretiza la densidad planteada f. En el panel izquierdo de la
Figura 3.2 se observa los valores simulados con la profundidad DCOPS asocia-
da, mientras que en el panel derecho se representan todos los puntos del rostro
con su profundidad DCOPS asociada. Como se puede observar la profundidad
decrece a medida que nos alejamos del punto fijo p y la medida de profundidad,
al utilizar las distancias geodésicas, incorpora en sus valores la geometria del

rostro.

Figura 3.2: Panel Izquierdo: Valores de DB para 50 puntos simulados. En violeta
representamos el punto mas profundo. Panel Derecho: Intensidad de DB en todos

los puntos del rostro. Cuanto mas es la intensidad del color rojo es mayor el valor
de DB.

3.2.2. Algunas propiedades de DCOPS en las varieda-

des Riemannianas

En esta seccién describimos algunas de las propiedades deseables, que tie-
nen sentido en el marco de variedades Riemannianas, de DCOPS y de su

distribucién empirica.

2.1.1 Invariancia Ortogonal:

DCOPS es invariante bajo transformaciones ortogonales en el espacio

euclideo R? donde la variedad Riemanniana se encuentra inmersa.

2.1.2 Desvanecimiento en el infinito:
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Enunciamos un Teorema andlogo al desvanecimiento en el infinito para

DCOPS y su versién empirica.

Teorema 3.2.1 Sea q un punto fijo de la variedad Riemanniana M y

X : Q — M es un elemento aleatorio con densidad fx

a) SuPy, (p.q)>m BD(p) = 0 cuando M — oo;

b) Umar—so0 SUPg, ()51 ]§I\)n(p) = 0 casi sequramente.

Demostracion.

a) Comencemos por mostrar que si dy(p,q) > M entonces
BD(p) = P(p € Bx,x,) < 2P{dy(q, X) > M/4},

lo cual demostraremos por contradiccion.
Dados x1,z9 € B(q, M/4), si denotamos x1x2/2 al punto medio sobre la

geodésica determinada por x; y s, entonces

dg (q,2122/2) < dg(q, 21) + dg (21, 2122/2) = dy(q, 21) + dg(21, 22) /2 < M /2.

Observemos que p ¢ By, ,, puesto que sidy (p, z122/2) < dy(z1, x2)/2 se cumple
que
dy(q,p) <d,(q,x122/2) + dy (122/2,p) < M2+ M/4 < M,

lo cudl serfa una contradiccién. Partiendo de la hipdtesis que (M, d,) es sepa-

rable, se cumple que dy(X, ¢) es una variable aleatoria. Por lo tanto
BD(z) < P{X1 ¢ B(q, M/4)} U{Xs & B(q, M/4)}] < 2P{dy(X,q) > M/4}.

Finalmente por el Teorema de Prokhorov, como X es tensa, se deduce que

1m0 P{dy(X,q) > M/4} = 0. 0

b) Supongamos ahora que dado cualquier M > 0, existe un conjunto de pro-
babilidad positiva 1 C Q y sea § = P(€);), para los cuales podemos encontrar
v >0y xo € M con dy(q,z9) > M tal que gf)n(xo,w) > ~ > 0 para todo
w € (. Elegimos M, tal que P{d,(¢,X) > My/4} < 6/(2n). Puesto que
O C Ui {dy(g, Xi) > My/4} obtenemos § < nP{d,(q,X) > My/4} < /2,

lo que determina una contradiccion ([l
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2.1.3 Continuidad:

En el siguiente Teorema demostraremos que si dos puntos son lo sufi-
cientemente cercanos respecto a la distancia geodésica entonces sus pro-
fundidades también son cercanas. Asumiremos para la demostracion la

condicion siguiente.

Condicion VC: Sea una variedad Riemanniana compacta M y de-
notamos B(p, r) a la bola geodésica de centro p € M y radio r > 0.
Diremos que M satisface la condicién VC si la familia de conjuntos

A={A,:pe M} con
A, ={(z,y) € M x M :zy/2 € B{p,dy(z,y)/2}},

tiene dimensién de Vapnik-Chervonenkis finita (VC < oo) (para
la definicion de V' C ver Steele (1975) y Dudley (1978)).

Teorema 3.2.2 Dados p,q € M y X : Q — M un elemento aleatorio con

densidad fx, se tiene que
a) |BD(p) — BD(q)| = 0 cuando d4(p,q) — 0.

b) Si M una variedad Riemanniana compacta que cumple la condicion VC.
St la densidad fx es una funcion acotada. Entonces, para € > 0 tenemos
que

sup [BD,(p) — BDu(q)| < 7() + Ra.

dg(p,q)<e
en donde y(€) es una funcion deterministica que tiende a 0 cuando € — 0

y R, una v.a que converge c.s. a 0 cuando n — oo.

Demostracion.

a) Dados dos puntos p,q € M anotemos por S,, a la esfera geodésica de

diametro pq, es decir

Spq = {l' G M . dg(pQ/an) = dg(pa q)/2}
Bajo las hip6tesis de Teorema tenemos que para todo p € M, P(p € Sx,x,) =
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0. Consideremos ahora la siguiente diferencia,

|BD(p) - BD(q)| = |P (p € BX1X2) - P(q € BX1X2) | -
[P (p € Bx,x5,4 & Bx,x,) — P(q € Bx,x,,0 & Bx,x,) | <
max {P (p S BX1X2>q ﬁé BX1X2) >P(q € BX1X2?p ¢ BX1X2)} .

El suceso de que la bola By, x, contenga unicamente a uno de los puntos p y
q esta contenido en el evento que la geodésica pg determinada por p y ¢ corte
a la esfera S, x,. Ahora, a partir del Teorema de Convergencia Dominada se
deduce

[BD(p) — BD(q)| < P (Sx,x, NP7 #0) = 0

cuando d,(p,q) — 0. Este argumento concluye la demostracién del Teorema.
O

b)Sea R* = diam(M) y denotamos por AAB a la diferencia simétrica entre

los conjunto A y B. Entonces

1

BD.(p) = BD(0)| < (g > Loy, v, (0) = Lny, x, ()] <
2/ 1<ii<ia<n
1
m Z ’lB(p,dg(Xil,XZ‘Q)/Q)AB(q,dg(XiI,Xi2)/2) (Xz‘lXiz/Q)‘-
2/ 1<ii<ia<n

Observemos que hyo(7,y) = 1B(p.d,(ey)/2)AB(a.ds(x,y)/2) (TY/2) es el niicleo

de un U-estadistico de orden 2. Por tanto se cumple que

IBD,(p) — BD,(q)| <

% Z |h (XZNX ) E{hpvq(Xilelé)H+E{hp7q(X17X2>}'

2/ 1<ii<ia<n

Ahora, puesto que la familia de conjuntos Ay = {Ap; = A AA} pg)cExE
tiene dimensiéon V' finita, a partir del Corolario 3.3 en Arcones and Gine
(1993) se deduce que

1
Ryi= sup oo S [hpg(Xi, X)) = E{hpg(Xiy, Xi)H <50

(P.9)EEXE (2) 1<i1<ia<n

cuando n — oo, y por el Teorema de Convergencia Dominada, cuando € — 0,
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se cumple que
E{hp,q(X1, X2)} < 2Cv{B(p, R*)AB(g, ")} := v(e) — 0.

Esto concluye la demostracion. 0

Observacién 1 Si estamos en R? la condiciéon VC se satisface automati-
camente, puesto que la dimensién VC' del conjunto v4 se encuentra acotada
por 3d 4 1. Esta cota se deduce del hecho de que el conjunto A, lo podemos

expresar como

A, ={(z,y) € R x R : (p, x4+ y) — 2(x,y) + 2||p||* > 0}
={(z,y) e R x R?: g,(x,y) > 0}

con g,(z,y) = (p, x +y) — 2(zx, y) +2||p||*. La familia de funciones G = {g, :
p € R4} es un espacio vectorial de dimensién finita generada por go(z,y) =
L gri(z,y) = x4 goi(z,y) = v gsi(x,y) = xy:, con @ € {1,...,d}, x =
(x1,...,24) Yy = (v1,...,yq). Entonces a partir del Teorema 13.9, pdg. 221
expuesto en Devroye et al. (2013) podemos deducir que v4 < 3d + 1.

El caso de FDA es analizado como un caso particular en la Seccién 3.2.3.

Observacion 2 Encontrar aquellas familias de variedades Riemannianas la
condicion VC' es cierta es un tema de investigacién abierto, un primer acer-
camiento a estos topicos se pueden encontrar en Ferri and Frosini (2008). Sin
embargo, al igual como lo hicimos en R?, para algunas variedades simples como
la esfera, el toro o el cilindro la condicion V' C' puede ser verificada directamen-
te. Consideremos el caso de la esfera S3 unitaria (con centro en el origen y
radio 1) inmersa en R3. Dados dos puntos x = (z1,72,23) ¢ ¥y = (y1, Y2, ¥3),

entonces el par (z,y) € A, si se cumple la condicién

9p(x,y) = ||(x — y) /2|1 — Z{pz — (m +y:)/2}2 >0,

con p = (p1,p2,p3). Por tanto el conjunto G es generado por las fun-

ciones gO(xay) =1, gl(‘ray) = ||(ZL‘—y)/2||27 gz(k)(xay) = {(xl+yl)/2}d for
ie€{1,2,3} y ke {l,2}.
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En el caso del toro, si dg, es la distancia geodésica en Sy y = =
(zW,23)y = (yY,y?) € S5 x S,. Entonces se cumple que (z,y) € A,

si se cumple la siguiente desigualdad,
gpl@,y) = d(x,y) /4 — dg, {pW, (xy/2)V} = d§,{p"?, (xy/2)?} = 0.

Dada la relacion existente en la esfera entre la medida de una cuerda y el

arco geodésico minimizante
dg, (2™, yW) = Kd(«W, y),

donde K es una constante conocida. Es claro, con argumentos similares a los
usados en la esfera, que el conjunto G es de dimensién V(' finita en el toro. El

razonamiento en el cilindro es completamente analogo.

Comencemos probando la convergencia uniforme de la versién empirica a la
versién poblacional. Fijado p € M, el estimador propuesto ﬁ)n(p) en (3.1)
es insesgado y la consistencia fuerte se deduce del hecho que el nicleo del U—
estadistico h(z,y) = 1p,y)(p) es acotado (ver Serfling (1980), pag. 201). La

convergencia uniforme es enunciada en el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.3 Sea M una variedad Riemanniana que verifica la condicion

VC. Entonces, cuando n — oo, se cumple que

sup ]]§]\Dn(p) —BD(p)| = 0 ec.s.

peM

Demostracion.

Dado ¢ > 0, a partir del Teorema 3.2.1, para M y n lo suficientemente

grandes se cumple que

sup |]§]\)n(x)—BD(x)|§ sup |]§I\)n(a:)|—|— sup |BD(x)| <€¢/3 cus.
4y (2,0)>M dy(2,0)> M 4y (2,0)> M

Consideramos ahora el conjunto compacto B(g, M), podemos elegir § >
0 lo suficientemente pequeno y utilizar el Teorema 3.2.2. Puesto que M es

separable, podemos encontrar un conjunto finito D := {xy,...,z,,} C B(q, M)
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tal que U™, B(x;,0) D B(q, M). Para z € B(x;,0) se cumple que,

IBD,,(z) — BD(z)| <
IBD, () — BD,(;)| + [BD,(z;) — BD(z;)| + [BD(;) — BD(z)| <
2¢ + Ry, + sup |BD,(y) — BD(y)|.
yeD

De este hecho podemos deducir entonces que,

sup ]ﬁ)n(x) — BD(z)| <2¢+ R,, +sup ]@n(y) — BD(y)|.
z€B(q,M) yeD
Ahora, puesto que el nicleo del U—estadistico de orden 2 toma valores entre 0
y 1, a partir de la desigualdad de Hoeffding, podemos afirmar que para s > 0
yn>2,

P{|BD.(y) — BD(y)| > s} < 2exp(—ns*/2).

Entonces a partir de esta desigualdad y la subaditividad de la probabilidad

concluimos que

P {sup BD,() - BDG)| > s} <

P{(/BDy(y) — BD(y)| > s} < 2m exp(—ns?/2).

Finalmente, el Lema de Borel-Cantelli implica que sup,¢p |]§]\)n(y) — BD(y)|
converge c.s. a 0. Por tanto, este resultado unido a la desigualdad deducida en
el comienzo de la demostracion, dan por demostrado el Teorema. 0]

La distribucién asintotica de nuestro estimador ]§]\Dn puede ser derivada a
través de los resultados para U—estadisticos obtenidos en Arcones and Gine
(1993). Anotemos por

D, = {(z1,22) E M XM : 2 € By}, D={D, : x € M} y {>°(D) el
conjunto de todas las funciones f : D — R acotadas. Consideremos en lo que
sigue la profundidad empirica como un U—proceso indexado en los conjuntos
D, BD, = {U3 (D,) : D, € D}, es decir, para cada z, U} (D,) es un U-

estadistico.

Teorema 3.2.4 (Distribucién asintética) Dada M una variedad Rieman-

niana compacta que verifica la condicion VC. Sea {X,, : n > 1} una su-
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ceston de variables aleatorias independientes copias de X y P a la distribu-
cion de X. Entonces, el proceso estocdstico n1/2(§]\)n — BD) converge en ley a
2Gp en (°(D), donde Gp es el puente Browniano asociado a la medida P e
indexado en la familia D. Es decir, Gp es un proceso Gaussiano centrado con
covarianzas

E{Gp(D.)Gp(D,)} = Po(D,ND,)—Ps(D,)P2(D,) para todo D,, D, € D),
en donde

Py(D) = / 1p(z1,x9) dP(x1) X dP(x5),
MxM

con D € D.

Demostracion.

Por hipétesis sabemos que el conjunto D tiene dimensiéon VC' finita. Por
ultimo, esta condicion implica que se cumplen los supuestos de la Proposicién
10 en Giné (1996) para el caso particular de un U—estadistico de orden 2. La
distribucién asintética se derivada directamente entonces del Teorema 4.10 en
Arcones and Gine (1993). O

Cabe observar que el concepto de convergencia en ley utilizado es en el
sentido desarrollado en Hoffmann-Jgrgensen (1991).

En particular, si fijamos un punto x diferente al punto més profundo, la dis-
tribucién marginal del proceso limite 2Gp es dada por 2G,(D,) ~ N0, o3 (z)]
con o3(z) = 4Py(D,) {1 — P»(D,)}.

En el caso de que la variedad es RY, si X ~ A(0, ;) y denotamos por

S(x,y) ={t e R: (y —x,x —t) >0},

entonces,
1 llul2

donde

ga(y) = P{S(z,y)} e P24t

\/27T / —y2)/llz—y|

En la Figura 3.3 se representan las varianzas marginales o2(fu) en funcién
de ¢ € R. En este caso u es cualquier vector unitario de R?. Se observa en la
figura como la variabilidad aumenta cuando la dimension del espacio crece.

Si la distribucion es esférica respecto al punto mas profundo ¢, entonces la
distribucién limite marginal en ¢ se corresponde con el caso degenerado para
U-estadisticos, es decir, n{ﬁ)n(c) BD(c)} converge en ley a Z+°° Ai(OG—1)
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Figura 3.3: Gréficos de las funciones 03(fu) = 4P5(Dgy){1 — P2(Dy,)} cuando el
pardmetro ¢ varfa en el intervalo [—4,4] y d € {1,2,5,10,50}. El vectoru € R?
cumple que la |[ul| =1y Dy, := {(21,22) € R? x R?: B4, > u}.

donde x?%,x3,... son variables independientes con distribucién Chi—cuadrado

con un grado de libertad (ver pag. 195 en Serfling and Zuo (2000)).

3.2.3. Un resultado de consistencia de DCOPS en FDA

Consideremos en esta subseccion que los elementos aleatorios se encuentran
en un espacio de Hilbert separable 7. Como se muestra en el Teorema 3.2.5,
en este caso la condicion VC no es necesaria para demostrar la convergencia
uniforme de nuestro estimador y la podemos reemplazar por una condicién

mas débil que denominaremos condicion H B.

Condicion HB (B-continuidad): Dada una medida de probabili-
dad P en un espacio de Hilbert separable diremos que satisface
la condicion HB si para todo r > 0 e y € H se cumple que
P{0B(y,r)} = 0. En este caso denotamos por 0A a la frontera

en el sentido topoldgico del conjunto A.

Teorema 3.2.5 Dada una sucesion de elementos aleatorios {X, : n > 1}
que toma valores en espacio de Hilbert separable (H, || - ||). Sea P una medida
de probabilidad que verifica la condicion HB y P, la distribucion empirica de
{X1,..., X, }. Sise cumple que P, — P débilmente cuando n — oo, entonces

podemos afirmar que

sup ]ﬁf)n(p) —BD(p)| = 0 ec.s.

pEH
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La demostracion del Teorema anterior se basa en un interesante resultado
expuesto en Billingsley and Topsge (1967), que ademads es cierto en espacios
mas generales como los espacios de Banach (ver Teorema 1 y el Ejemplo 3
en Billingsley and Topsge (1967)). Enunciamos dicho resultado en el Teorema

expuesto a continuacion.

Teorema 3.2.6 (Billingsley y Topsge). Sea S un espacio métrico separa-
ble y B(S) la familia de todas la funciones reales, acotadas y medibles definidas
sobre S. Sea ademds F C B(S) un subclase de funciones de B(S). Entonces,

cuando n — 0o, podemos afirmar que

/fdPn—/fdP‘ 0,

para toda sucesion de medidas probabilidad P, que converjan débilmente a P,
sty solo st sup{|f(z) — f(t)|: f € F,z,t €S} < oo, y para todo € > 0, se

cumple que

sup
fer

limsup P [{z : wi{B(z,6)} > €}] =0,
5—>0f€]:

donde wy(A) = sup{|f(z) — f(y)| :z,y € AC S} y B(x,0) es la bola abierta
de centro x y radio 6 > 0.

Demostracion del Teorema 3.2.5.
Comencemos por considerar el espacio producto de espacios de Hilbert

H? := H x H y el subconjunto de funciones,

F=A{fe:x=(11,22) € 7-[2} donde f,(2) = 1z, —220—2)<0}-

Es suficiente probar el Teorema para el siguiente V-estadistico asociado,

BD,.(2) ::% S ipe o (2) = (1= 1/n)BDy(2).

i1 Vig
1<iyiz<n
Es evidente que
sup{|fo(2) = fo(t)| :x € H? y z,t € H} <1 < o0.
Por otro lado, dado € > 0, se puede observar
1{<t/17y,t/27y>§0} - 1{<t1—y,t2—y)§0}‘ >ee (t —yty—y)(th —y,ta—y) <0.
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Dado & := (z1,2) € H?, [[(t1, to)llaz := méx(|[ts ||, [[tall2) v (t1,82), (£1,8) €
B{(x1,23),0} la bola en H? con centro en (z1,75) y radio § con respecto a
la distancia inducida por la norma || - ||32. Consideremos el caso donde (t; —
Yoty —1y) >0y (t, —y,ta —y) <0, puesto que el otro caso (t; —y,t, —y) <0
y (t1 —y,t2 —y) > 0 se deduce de manera analoga. Observemos que los puntos
(t1 +t2)/2 v (t; +t,)/2 se encuentran en la bola B{(z; + 25)/2,0}. Ahora, si
‘H es un espacio de Hilbert, entonces para todo y,t1,to € H se cumple que

Yy € By, & (t1 —y,ta —y) < 0. Por lo tanto,
y € B{(t: +t2)/2, [t — ta[|/2} N B{(ty + t2)/2, |1 — o] /2}.
Ademas, de la desigualdad
[t = t2ll/2 < Ity — @[ /2 + [lon — 22[|/2 + [lwe — L2 /2 < [lo1 — 22| /2 + 4,

se desprende que

ly — (21 + 22) /2] < ly — (b1 +t2) /2] + [[(t1 + £2)/2 = (21 + 22)/2] <
[(t1 —t2)/2]] + 0 < ||z — 22||/2 + 26.

En consecuencia, y € B{(z1+ 22)/2, |1 — z2||/2 4+ 20}. De manera andlo-
ga, tenemos que |[t; —t,||/2 > |lz1 —x2]|//2 — § y por lo tanto y ¢
B{(x1 + x2)/2, ||z1 — x2||/2 — 2d}, para § lo suficientemente pequenio.

Consideremos un conjunto compacto K., € H de manera que si definimos
X = (X1, X2), se cumpla que P{X € (K, x K,)°} <.
Ahora sea M = (X; + X5)/2y R = || X; — X5||/2, ahora tenemos que

1' P ‘1 / / —1 _ — ’ <

(lsin[l)sup P{y € B(M,R+26)\ B(M,R —20)},

-y

y el término derecho puede ser acotado por
(lsin[l)supP{y € B(M,R+20)\ B(M,R—20),X € K, x K.} +1.
Yy
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Puesto que K, es un conjunto compacto, entonces existe L > 0 tal que K, C
B(0, L). Ademés sea K, ;, un conjunto compacto tal que K, C K., ;©B(0,2L+
1) en donde K, © B(0,2L + 1) :={z € K, : d(z, KS ) > 2L+ 1}.

Llamamos 15 a la funcién ¢5(y) = P{y € B(M, R+20)\B(M,R—26),X €
K, x K,}. Siy € KS |, entonces se verifica

d{(z1+22)/2,y} > d(y, 1) — d{z1, (11 +22)/2} > L+1 >

para todo z1,z9 € K, lo cudl implica que 95(y) = 0 para todo y € K ;.

Por lo tanto se cumple que sup, ¢y, ¥s5(y) = SUDyck, , Ys(y) = ¥s(ys) para todo
v > 0, con y5 el punto donde se alcanza el méximo en el conjunto compacto
K, L.
Para finalizar la demostracién alcanzaria mostrar que para todo v fijo se
cumple que lims_,o15(y5) = 0.
Supongamos que esta premisa fuera falsa, es decir, que existe n > 0, y, €

K, 1y, — 0 tal que
Vs, (yn) = P{M € B(yn, R+ 26,) \ B(yn, R —25,),X € K, x K,} >n.

Puesto que el conjunto [0,1] x K, ; es compacto existe una subsucesion
convergente, que denotaremos (d,,yn), es decir, (0,,y,) — (0,y) para algin

y € K, 1. Ademas se cumple que

Vs, (Yn) = E[E{1{By.. r+260)\Bym,R—260)} (M) Lix, w3 (X)| R = 1},

entonces, a partir de la condicion H B, el Teorema de Convergencia Domi-

nada y la continuidad de la funcién s se deduce que

P{M € B(yn, R+ 26,) \ B(yn, R —26,),X € K, x K.} —
— E{P(M € B(y,R),X € K, x K,|R=7)} =0,

cuando n — oo, lo cual lleva a una contradiccion y el Teorema es demostrado.
O

De este Teorema anterior podemos deducir de manera inmediata los si-
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guientes resultados en espacios de Hilbert.

Corolario 3.2.1 (Consistencia del punto mdas profundo) Bajo las hipdtesis del

Teorema 3.2.5, si BD(p) tiene un inico minimo bajo P, entonces

0, = arg mdzﬁ)n(p) converge a 0 = arg maxBD(p) c.s.
P p
Corolario 3.2.2 (Robustez del punto mds profundo) Bajo las hipdtesis del
Corolario 3.2.1, 0, es un estimador cualitativamente robusto en el sentido
desarrollado en Hampel (1971).

3.3. Algunos ejemplos simulados

Al principio de esta seccién presentaremos simulaciones en dos posibles
escenarios cuando los datos pertenecen a una variedad Riemanniana. Analiza-
remos datos sobre una esfera y sobre el cono de matrices definidas positivas.
Por 1ltimo analizaremos la performance de la profundidad esférica en un es-

pacio euclideo cuando la dimension del espacio es elevada.

3.3.1. Datos simulados en la esfera

Consideremos una muestra iid de tamanio 100 en la esfera S3 = {z € R? :

||z|| = 1} con la distribucién de von Mises—Fisher determinada por la densidad,
f (@, pyw) = Cla)e™ *1g,(w),

donde k > 0y u € S3 son los denominados parametros de concentracién
y media direccional respectivamente, donde C(z) es la constante de norma-
lizacién (ver Mardia and Jupp (2000)). En la Figura 3.4 representamos la
profundidad empirica normalizada de 100 puntos generados con x = 15 y
= (1,0,0), a un incremento en la intensidad del color rojo mayor es la pro-
fundidad. Observamos que la mayores profundidades se encuentran entorno a
la media direccional y decrece hacia el punto antipodal en la esfera.

Con la misma muestra se representa en la misma figura la profundidad
empirica angular de Tukey (abreviaremos ATD) introducida en Liu and Singh
(1992). Se observa que las profundidades empiricas calculadas sobre los valores

de la muestra y sobre los puntos de la esfera presentan los mismos patrones. Sin
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embargo, los tiempos computacionales de calculo en la estimacion de DCOPS

son considerablemente menores.

0.25 0.25

Figura 3.4: Profundidad empirica para una muestra de tamano 100 de datos simula-
dos a partir de la distrbucién von Mises—Fisher con pardmetros k = 15y u = (1,0,0).
Intensidades altas de colores rojo indican profundidades empiricas elevadas. Panel—-
Izquierdo: DCOPS empirica normalizada. Panel-Derecho: ATD empirica normaliza-
da.

Estudiamos ahora el mismo ejemplo pero con presencia de outliers. Para
ello simulamos 120 puntos de un mezcla de distribuciones von Mises—Fisher

dada por

F(x) =0.9f(z,(1,0,0),10) + 0.1 f(x, (0,0, 1), 50).

En la Figura 3.5, al igual que en la Figura 3.4 se representan los datos
simulados con las respectivas profundidades empiricas determinadas mediante
DCOPS Y ATD.

Ambas profundidades muestran un comportamiento similar, asignando pro-
fundidades empiricas bajas a los outliers. Con esto queremos mostrar que en
aquellos escenarios donde ya hay medidas de profundidad definidas DCOPS

puede ser un posible competidor.

3.3.2. Ejemplo de datos simulados sobre el cono de las

matrices definidas positivas

Varios problemas de estadistica tienen como datos un conjunto de matri-

ces definidas positivas, por ejemplo, métodos robustos para la estimacién de
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Figura 3.5: Profundidades empiricas en la esfera a partir de una muestra de tamano
120 de una mezcla de distribuciones von Mises—Fisher. Intensidades altas de color
rojo rojo indica una mayor profundidad empirica. Panel-Izquierdo: DCOPS empirica
normalizada. Panel-Derecho: ATD empirica normalizada.

las matrices de varianzas y covarianzas, componentes principales, métodos de
aprendizaje automatico (ver por ejemplo Chen et al. (2018) y Croux et al.
(2017)). En este capitulo anotemos por (Py, g) la variedad Riemanniana de las
matrices definidas positivas. Dadas dos matrices A, B € P, existe una tnica
geodésica determinada por A y B (ver Moakher (2005)),

’}/(8) — A1/2(A_1/2BA_1/2)8A1/2.

Se puede deducir el punto medio y la distancia geodésica entre A y B que

denotaremos por A# By d,(A, B) respectivamente,

A#B = AVAARBATVA2AIR 4 (A B) = ||In(A"2BATV)|

donde || - || es la norma de Hilbert—Schmidt.

Consideramos la distribucion de Wishart Ws(X, m) en P3 con parametros
m = 20 y ¥ = I3. Una matriz aleatoria S con distribucién de Wishart con
parametros > y m puede ser generada a través de una muestra multivariada
de un vector Gaussiano N(0,X) a partir de S = X1 X +-- -+ X, X/,. El valor
esperado de la distribucién de Wishart esta dada por E(S) =m x X.

A partir de dicha distribucién se genera una muestra de 100 matrices.

Para cada valor de la muestra se determina su profundidad empirica ]§]\)n y
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Figura 3.6: Panel Izquierdo: Grafico de Eﬁn en funcion de la distancia geodésica al
valor esperado en un muestra de tamano 100 a partir de una distribucién Ws (I3, 20).
Panel Derecho: Gréfico de Eﬁn en funcion de la distancia geodésica al valor esperado
(de la distribucién no contaminada) en un muestra de tamano 120 a partir de la
distribucién 0.9Ws(I3,20) + 0.1Ws(I3/10, 50).

la distancia geodésica al valor esperado de la distribucién. Los resultados son
mostrados en la Figura 3.6. Se puede observar como la profundidad empirica
decrece a medida que no alejamos del valor esperado.

Ahora tomamos un muestra contaminada de tamano 120 generada a partir

de una mezcla de distribuciones Wishart,

0.9Ws(I3, 20) + 0.1W;(13/10, 50).

En la Figura 3.6 se muestra como 1§]\Dn asigna a los outliers profundidades

bajas.

3.3.3. Datos simulados en R con d =5y d = 20

Como mencionamos anteriormente para valores elevados de d, las estima-
ciones de la profundidad simplicial y la profundidad por semi—espacios son de
una alto costo computacional e imposibles de calcular en tiempos razonables.
Por tanto, en esta seccién se necesitan otras medidas de profundidad para po-
der comparar con DCOPS. En tal sentido la comparacion sera realizada con
dos medidas de profundidad introducidas en Liu (1992) y en Cuevas and Frai-
man (2009) respectivamente. Ambas nociones de profundidad se basan en el
concepto de proyecciones unidimensionales.

Sea Xi,...,X, € R? una muestra iid con la misma distribucién que X.
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En Liu (1992), dada una direccién u € R? (|lu|| = 1), la muestra se proyecta
ortogonalmente en dicha direccién obteniendo asi una muestra unidimensional,
N, . ={X;. = (X;,u) para todo i € {1,...,n}}.

Un medida de “outlieriedad” para x € R? es dada por

OU,(x) := sup [ w) - MN"’“', (3.3)

lul|=1 TRy

en donde py,, , y Tx, , son la mediana y la desviacion mediana de la muestra
proyectada X, ,, respectivamente (ver pag. 5 en Maronna et al. (2006)).

Obtenemos la version poblacional remplazando en la ecuacién (3.3) px, ,,
Y TRp.. POT [y ¥ Ty, siendo fi, y 7, la mediana y la desviacién mediana de la
variable (X, u).

En Liu (1992) se sugiere utilizar como una medida de profundidad,

PDy () i= {1+ OU, ()}

En la practica podemos obtener una aproximacién de PDy ,,(z) tomando el
maximo sobre un nimero elevado de direcciones elegidas al azar sobre la esfera
unidad.

La segunda nocion de profundidad es introducida para datos funcionales en
Cuevas and Fraiman (2009), pero es plausible su calculo en datos multivariados,
y en particular si la dimension del espacio es elevada. Si denotamos por g, (z) =

(x,u), entonces la profundidad es definida como

PDa() = [ Fuuo{om()} 1 = Fauos lga(o) i

donde Fy,(x es la distribucién acumulada de la variable aleatoria g, (X). Esta
profundidad puede ser estimada a través de un promedio sobre K direcciones

elegidas al azar en la esfera unidad,

K
PDy( Z {guz H1 - Fy,, {gu; (2)}],
donde Fgui es la distribucién empirica de la muestra gy, (X1), ..., gu, (X5)-

En primera instancia, tomamos una muestra de tamano 1000 en R? para
d € {5,20} generada de una distribucién normal N(0, I;). En la Figura 3.7

se representa la profundidad de los puntos que se encuentran en el rayo y =
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Figura 3.7: Gréafica de las profundidades empiricas normalizadas
PD; ,4PDsy,,2BD,, y de la probabilidad D en N(0,I;). Las profundidades
son calculadas sobre el rayo y = A(1,0,0,...,0) € RY, XA > 0 y representadas en
funcién de la distancia del punto al origen. Panel Izquierdo: d = 5 y n = 1000.
Panel Derecho : d = 20 y n = 1000

A(1,0,0,...,0) € R? con A > 0 de las estimaciones de las profundidades
(normalizadas) PD ,, 4PDs, y 2BD,, en funcién de la distancia euclideana al
origen. En el mismo gréfico se representa la funcién D(A) = P (|| X|| > A) con
X ~ N(0,1;). En ambos casos se puede observar el buen comportamiento de
la versién empirica de DCOPS, puesto que a medida que el punto se aleja del

origen a través del rayo la profundidad decrece rapidamente a cero.

Datos contaminados

Al igual que en simulaciones anteriores mediante una mezcla contaminamos

la muestra,

(1 —Oé)./\/'g (M1,21> +OéN2 (,LLQ,EQ) > (34)

Se genera una muestra de tamano 5000 a partir de la distribucién (3.4) con
pr = (0,...,0), up =2(1,...,1) e R ¥, =%y = I; y a = 0.1. En la Figura
3.8 se representan las profundidades empiricas normalizadas PDy ,,, 4PDs,, y
2BD,, de 100 puntos generados con la misma distribuciéon en funcién de la
distancia A al origen. Los outliers son marcados en el grafico con un circulo
rojo. Se observa en dicha figura como la version empirica BD,, asigna a los
outliers profundidades moderadas y en tal sentido tiene un mejor desempeno

que sus competidores.

3.4. Conclusiones del capitulo

En el capitulo se extiende una nocién de profundidad a variedades Rieman-

nianas con las siguientes cualidades
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Figura 3.8: Gréfica de las profundidades empiricas normalizadas PD1,,, 4PDs ,,
2BD,, a partir de una muestra de tamano 5000 de la distribucion 3.4 evaluada en
100 puntos simulados con la misma distribucién. Los outliers son marcados con un
circulo rojo.

= En espacios euclideos de dimension finita verifica aquellas propiedades

deseables que una medida de profundidad debe tener.

» Estas propiedades deseables se conservan también en espacios de Hilbert.

En este marco la consistencia fuerte del estimador es demostrada.

= En el caso que el espacio es una variedad Riemanniana son probadas
aquellas propiedades que tiene sentido en este paradigma. También se
demuestra una ley fuerte y un Teorema Central del Limite para la version

empirica de la profundidad estudiada.

» Para analizar las bondades de la profundidad son realizadas simulaciones
en diversas variedades Riemannianas (como por ejemplo, la esfera, el

toro, y el cono de las matrices definidas positivas).

= Por tdltimo, a través de simulaciones, se realiza el calculo del estimador
en espacios de dimensién elevada en tiempos admisibles (la complejidad
computacional es del orden de d x n?, donde d es la dimensién del es-
pacio y n el tamano de la muestra). Si embargo lo que consume tiempo
computacional es el cdlculo de la geodésica, pero consideramos que dicho

enfoque es el apropiado en este paradigma.

» Es importante destacar que existen otras medidas de profundidad pro-
puestas en espacios métricos separables (ver por ejemplo Carrizosa (1996)

y Liu and Modarres (2011)). Sin embargo, en general las propiedades
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deseables de toda profundidad no son formalmente probadas. Se pospo-
ne para un trabajo a futuro estudiar la consistencia, un TCL para estos
estimadores y un estudio de simulacién donde se comparen estas profun-
didades con DCOPS. En esta direccién, en Shahsavarifar and Bremner

(2018) realiza un estudio de simulacién de estos estimadores pero en R
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Capitulo 4

Sensibilidad en variedades

Riemannianas

Este capitulo de la tesis se enfoca sobre el estudio de la influencia o efec-
to en términos globales de una cierta entrada sobre la salida de un modelo
matematico o de un cédigo computacional. El trabajo se centra en medir es-
ta influencia cuando la salida pertenece a una variedad Riemanniana dada.
El estudio de esta influencia es denominado Andlisis global de la sensibilidad
(AS en lo que sigue). Resenas recientes en esta area son dadas en Kucherenko
(2005) y Iooss and Lemaitre (2015).

Son diversas las aplicaciones del andlisis de sensibilidad a diversos modelos
relacionados por ejemplo a la fisica, la industria e incluso a modelos ambien-
tales (ver Saltelli et al. (2000), Rocquigny et al. (2008) y Pianosi et al. (2016)
respectivamente).

El concepto de sensibilidad surge en primera instancia mediante un enfo-
que local. Bajo perturbaciones locales de una entrada alrededor de un valor
predeterminado z* de la entrada, en general la media, se evalia el impacto
en el modelo mediante la estimacién de la derivada parcial. Es decir, dado el

modelo

Z = f(X), (4.1)

en donde f : RY — R es una funcién desconocida y X = (Xi,..., X4) un
vector aleatorio de R?. El andlisis de sensibilidad local busca una estimacién
de (g—i) x—,+- Una aplicacion de esta metodologia a modelos climdticos es dada
por ejemplo en Cacuci (1981). Los modelos locales de sensibilidad en general
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se basan en supuestos de linealidad y de normalidad, ademas de sélo medir
la influencia de la entrada en términos locales. A principios de los anos 80,
con el fin de prescindir de estas restricciones, surgen los indices de sensibilidad
denominados globales. Estos brindan un indicador del efecto o influencia de
uno o algunos de los factores de entrada sobre la salida, incluso al variar los
factores restantes. Este andlisis tiene por objetivo, como se senala en Saltelli
et al. (2000) y Tooss and Lemaitre (2015), por un lado identificar y priorizar
aquellas entradas mas influyentes y por otro obtener modelos méas simples,
fijando las entradas de menor influencia en un valor fijo nominal. En la seccién
4.1 se explicitan dos tipos de indices globales que se denominan segin su

construccién en,

» Indices basados en los momentos (en la varianza),

= Indices independiente de los momentos (basados en distancias sobre las

distribuciones).

En la secciéon 4.2 se propone, basados en un indice del tipo Cramér—von
Mises, un nuevo indice cuya salida se encuentra sobre una variedad Rieman-

niana.

4.1. Algunos indices globales de sensibilidad

En esta seccion se describen los indices globales de sensibilidad més clasicos

en la literatura.

4.1.1. Indice de Sobol

El indice de Sobol (ver Sobol (1993)) es unos de los indices mas utilizados
en la literatura. La idea es cuantificar el AS mediante los momentos de segundo
orden del sistema conformado por la variables de entrada y de salida. Este se
basa en la descomposicién de Hoeffding (ver Hoeffding (1948) y Owen (1994))
por la cual la varianza de la salida puede ser descompuesta de manera tnica
en términos de dimension creciente bajo condiciones de independencia en las
variables de entrada. El primer aporte en dicha descomposicion ANOVA es

realizada por Hoeffding en 1948 para U-estadisticos y su extensién al caso
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funcional es desarrollada en Antoniadis (1984) y Sobol (1993). Dado un vector

aleatorio X en R? y Px su medida asociada de probabilidad denotaremos
L* (R, Py) == {f: R’ — R//f2dPX < oo}

Teorema 4.1.1 (Descomposicién de Sobol-Hoeffding) Sea Y = f(X)
con X = (Xy,...,Xq) un vector aleatorio y f € L2 (Rd,PX). Se supone
ademds que las variables de Xi,...,X, son independientes, es decir, la me-
dida de probabilidad de Px es la medida producto (Px = Px, X ..., xPx,).
Entonces la funcion f puede ser descompuesta de manera unica en una suma

de funciones de dimension creciente,

d
FX0, X)) =fo+ D H(XD)+ Y fii(X X))+ fioa(Xa,. ., Xy)
i=1

= > HEXY) (4.2)

vC{l,...,d}

en donde XV :={X;/i € v} y las funciones f, verifican las condiciones,

DE[f,(X")] = /f,,(xl,)dPXu =0 Viewv,Vvc{l,... d},

DE[f,(X7)f,(X")] = /f,,(xl,)fv(xu)dPX —0 VwuC{l,... dvto.

Por ejemplo, si d = 2 se puede descomponer f(X1, Xo) = fo+ f1(X1)+ f2(Xo)+
f12(X1, X), con

fo=E[f(X1,X2)], [filXi) =E[f(X1, X2)|Xi] — fo, i=1,2.
f12(Xh, Xo) = f(X0, Xo) — fo— fi(Xh) — fa(Xo) =
= f(X1, Xo) — E[f(X1, Xo)| Xa] — E[f(X1, Xo) | Xo] + E[f(X1, X2)]

Por la independencia de X; y Xs, a través de las propiedades de la esperanza

condicional, son evidentes las condiciones de ortogonalidad,

E[f(X1,X2)] = E[f(X1, Xo) 1(X0h)] = E[f(X1, X3) fo(X2)] =
=E[fi1(X2) o(X2)] = E[f1(X1)] = E [f2(X3)] = 0.
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En general se tienen las definiciones explicitas para fo = E[f(X)] v f, =
E[f(X)[X] = > 0e, fo, V] = 1.

A partir de la ecuacién (4.2) podemos descomponer la varianza de Y, y ver

el aporte relativo de cada término en ella,

2vcq,ay Var [ (X))
Var(Y)

Para cuantificar la contribucion del conjunto de variables v en las fluctua-

1=

ciones de la salida Y se definen los indices de Sobol como

o, o VR ()]
. Var(Y)
Cuando |v| = 1 se denominan indices de Sobol de primer orden y en ese

caso denotamos

o Var[E(f(X0)1X,)
YT Ve f(x)]

y los indices de Sobol globales de cada variable como

. Var [f, (X*)
S X Nl

Este indice es generalizable cuando las entradas son variables dependientes
(ver por ejemplo Chastaing et al. (2015)) pero en general los nuevos indices
obtenidos son de compleja interpretacion.

Desde un enfoque estadistico es importante brindar un estimador eficiente
en términos computacionales de estos indices, asi como también poder cuanti-
ficar la precision de los mismos.

Varias metodologias se han utilizado para estimar los indices Sobol (para
un enfoque “plug-in” ver por ejemplo Da Veiga et al. (2009) y Da Veiga and
Gamboa (2013)).

En esta seccién desarrollaremos el método denominado Pick—Freeze (ver
Sobol (1993) y Sobol (2001)), que sera de utilidad en el resto del capitulo.

El método consiste en escribir la varianza de la media condicional como
una covarianza. Si llamamos X* al vector aleatorio que coincide con X en las
v componentes, es decir, X = X, y ademés X! = X, si i ¢ v, donde X es

una copia de X; independiente. Se anota
YV = f(X").
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Si se cumple que E(Y) = 0, entonces,
Var (E(Y/X,)) = E (E*(Y/X,)) = cov(Y,Y"). (4.3)
La igualdad anterior es debido a que Y y Y* son condicionalmente indepen-
dientes respecto a X,
cov(Y,Y") = EYY") - E(Y)E(Y") = E(YY") - E*(Y) =

= E[EYY"/X,)] = E[E(Y/X,)E(Y"/X,)] = E[E*(Y/X,)].

Si estimamos la covarianza por Montecarlo al igual que en Janon et al. (2014),

obtenemos el estimador Pick—Freeze de (4.3),
1 1 =
NZ —(—NZY+Y”> : (4.4)

donde Y; y Y}, son N copias independientes de Y y Y respectivamente.

Por tanto obtenemos un estimador de S” (que denotaremos S Y,

NS Yy = (1N S0+ 1)

N T, 2+ 0] - (en S0+ )

En Janon et al. (2014) se demuestra la consistencia fuerte del estimador y,
suponiendo finitud del momento cuarto de la variable Y, un Teorema Central
de Limite para el estimador.

También este indice ha sido generalizado cuando la salida Y es un vector
aleatorio o de dimensién infinita como son los espacios de Hilbert (ver Gamboa
et al. (2014) y Marrel et al. (2011)).

Por ejemplo, en el caso multivariado, el estimador propuesto es de la forma

Tr (MC))

Sy(Maf):m,

en donde Tr es el operador traza, M una matriz de pesos, X y C,, las matrices
de covarianzas de f(X) y f,(X,) respectivamente.

Sin embargo esta metodologia presentada resume el impacto en el sistema
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de las variables de entrada en referencia al segundo momento centrado de la
salida Y y no cuantifica la sensibilidad del modelo sobre toda la distribucién
de Y (ver Da Veiga (2015)).

En referencia a este aspecto, en los tiltimos anos indices alternativos de sen-

sibilidad han sido propuestos, denominados del tipo momento-independientes

4.1.2. Indices del tipo momento-independientes

En general este tipo de indices, para medir el impacto de una variable de
entrada X;, se basan en alguna medida de discrepancia entre la distribucién de
la salida Y y la distribucién condicional Y dado X; (ver Borgonovo (2017)).

Por ejemplo, en Pianosi and Wagener (2015) se plantea una medida de

sensibilidad basada en el estadistico de Kolmogorov—Smirnov,

Y

S; = stat,, lejiX ‘Fy(g) - FY|X1':;B¢ (y)

donde Fy y Fy|x,—s,; son la distribucién y la distribucion condicional de la
salida Y y la funcién stat es un estadistico particular, por ejemplo, la media o
la mediana. Sin embargo en su articulo no es demostrada la consistencia ni la
distribucién asintética del estimador propuesto.

En Gamboa et al. (2018), una idea similar es propuesta pero a través del
estadistico de Cramér—von Mises. Para este caso ellos proponen un estimador
del tipo Pick—Freeze (ver seccién 4.2) para el cual prueban su consistencia y
encuentran su normalidad asintotica.

Otras propuestas plantean indices basados en medidas de entropia (ver Liu
et al. (2006) y Borgonovo (2007)).

En Borgonovo et al. (2016) se desarrolla un indice admisible cuando la
salida del sistema toma valores en espacios mas generales. En este caso los

autores proponen medir la sensibilidad de la entrada X; mediante

Si = EX«L |:d (Pz,pz‘xi)] . (45)

En este caso, d(-,-) es una medida de disimiliaridad entre dos medidas
de probabilidad, Ex,(-) es el valor esperado respecto a la variable X; y Py
(resp. Pyx,) es la probabilidad incondicional (respectivamente condicional).
Sin embargo la estimaciéon de este indice propuesto no es sencilla.

Por tanto, el objetivo del capitulo es formular un indice que sea admisible
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cuando la salida se encuentra en un espacio métrico mas general que R? (como

lo son las variedades Riemannianas) pero de sencilla estimacién.

4.2. Un indice de sensibilidad con salida en

una variedad

Para la construccion de este indice se extienden los conceptos desarrollados
en Gamboa et al. (2018). En este trabajo, de manera similar a Borgonovo et al.
(2016) pero intercambiando (para la estimacién) en la ecuacién (4.5) el valor
esperado con la medida de similaridad, se obtiene un estimador del indice de
sensibilidad mas sencillo (del tipo Pick-Freeze).

En nuestro marco, se compara la distribucién de Py con la distribucién
condicional Py|x,, pero en lugar de comparar sobre semirrectas como en Gam-
boa et al. (2018) se considera una familia de bolas geodésicas sobre la variedad
Riemanniana. De esta manera se construye un indice intrinseco a la variedad,
es decir, sélo depende de la estructura y dimensién de la variedad pero no de
la dimension del espacio euclideo donde se encuentra inmersa, a diferencia de
lo desarrollado en Gamboa et al. (2014) y Gamboa et al. (2018).

4.2.1. Construccion del indice

Dado un vector aleatorio X = (X1, ..., X4) € R? con su ley de probabilidad

P:=P; x...x Py Se define el elemento aleatorio Z como la salida del codigo
Z=f(Xy,...,Xq),

en donde f : R? — M es una funcién continua y M es una variedad Rieman-
niana de dimension k. Se tiene por objetivo establecer una medida global de
sensibilidad sobre la salida Z en referencia a perturbaciones en las variables
de entrada (X, ..., Xy).

Como muestra Nash (1954) es sabido que toda variedad Riemanniana puede
ser inmersa en RP para un p lo suficientemente grande. Por tanto este problema
puede ser también enmarcado en un contexto de salida multivariada, y medir
la sensibilidad mediante un indice extrinseco a ella. No obstante este ultimo
enfoque no toma en cuenta la geometria del problema y no captura la menor

dimensionalidad del espacio donde pertenece la salida Z. Comencemos por
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estudiar el problema en un caso muy particular considerando la recta real
como un variedad para luego extender los resultados al caso general. En la

seccion siguiente dados dos vectores aleatorios con valor esperado finito X y
X, denotaremos Ex, (f(X1, X2)) :=E(f(X1, Xs)/X1).

4.2.2. Un caso muy particular: La recta real

A modo de ejemplificar e introducir de manera mas clara los conceptos, se
hace foco en primera instancia en un caso realmente sencillo que es considerar
la recta real como una variedad Riemanniana, es decir, M = R.

Sea F a la distribucién acumulada de la variable aleatoria Z, F'(t) = P(Z <
t) (t € R). Ademas anotemos por F"” a la distribucién de la v.a. Z condicionada
a un subconjunto de coordenadas del vector aleatorio (X1,..., X,). Es decir si
v="{i,...,ix} C{1,...,d}, definimos

XV = (Xi17 e 7Xik)7
F(t) =E (1(y(Z2)|X,) .

Siguiendo esta notacién, en Gamboa et al. (2018) se considera un indice de sen-
sibilidad normalizado del tipo Cramér-von Mises que denotaremos C¥. Dicho

indice es definido de la siguiente manera,
N,
Jo F(z) (1= F(z))dF (z)

cv — 6N, (4.6)

en donde

Ny = [E (@) - PP ar

:/<E U ﬂ(oo,t}(z)d(F—F”)(Z)} 2) dF(t)

= E{E ([E(1ea(2) —E (1a(2)]X.)]") }-

Introducimos para la construccion de nuestro indice un modificacién en la
funcién indicatriz 1 4. Sustituimos dicha funcién por otra funcién indicatriz
pero que vale 1 no sobre semirrectas sino sobre intervalos que denotaremos

hs,ta
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hs,t(x) = :H-{sgazgt} + ]]-{tgxgs} = ﬂ{min{s,t}ﬁxﬁméx{s,t}}a

con s,t € R.
Podemos pensar la funcién hy; como la indicatriz de la bola de didmetro

st en R. Por tanto, si definimos la funciones

Hist) =E[h(2)] y H'(s)=E[h(2|X%], @7

es claro que Ex, [H"(s,t)] = H(s,1).
Podemos entonces definir un nuevo indice de sensibilidad en sistemas con
salida real y de sencilla generalizacién cuando la salida se encuentra en una

variedad Riemannianna (bajo ciertas hipétesis).

Definicién 4.2.1 Se define un nuevo indice de sensibilidad (lo llamaremos

indice de sensibilidad por bolas y denotaremos BY) como

vo._ Sy o
B Jeo H(z,y) (1 — H(z,y)) dF (y)dF (z) 6.5y, (4.8)

en donde
Sy =g [Bx, {[H(21, %) = H' (2, 2))]. (1.9

siendo Zy y Zy dos v.a. copias independientes de la variable Z. Es claro

que la constante 6 es determinada por el hecho de que

/t> (t—s)(l—(t—s))dtds:/ (t—s)(1—(t—s))dtds = 1/12.

t<s

Se puede reescribir el numerador S en términos de valores esperados como

Sy = /./\/lxM Ex, {(H(z1,22) — H"(21,22))" } dF (21) X dF (22).

4.2.3. Generalizaciéon del indice de sensibilidad por bo-
las a una variedad Riemanniana

Sea M es una variedad Riemanniana de dimensién k en el marco de las

hipétesis enunciadas en la introduccion, es decir, dados dos puntos {21, 22} C

M, la geddesica minimizante definida por ellos existe y es tnica. Entonces se

encuentra bien definida la funcién h., ,, : M — {0,1} tal que
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hZ1,22 (t) = ]]'lez2 (t)v

con B,, ., la bola geodésica de didmetro z;zs.

Si Z1 y Zs son dos copias independientes del elemento aleatorio 7, el indice
de sensibilidad por bolas es construido de manera analoga que en la Definicién
4.2.1,

B = 22 (4.10)
2
en donde
SY =Ey [VarXV {EZ [hthQ(Z)’XV} H ,
y

DY =R [H(Z1,2,) (1 — H(Z1, Z5))] .

Este indice coincide con el definido en la subseccién anterior cuando M = R.

A partir de la Propiedad 1 que probamos en la Introduccién podemos ob-
servar la universalidad del indice, es decir, si el indice es nulo la variable de
entrada no tiene un impacto sobre la salida del sistema. Dicho enunciado se

formaliza en la observacion siguiente,

Observacion 3 Si BY = 0 podemos concluir que Ey [hzl,ZQ(Z)‘XV} =
Ez [hzy.25(2)] c.s. para todo (z1,22) € @ C M x M con P() = 1. Por tanto

si el indice es nulo las medidas de probabilidad Pz x, y Pz coinciden.

4.2.4. Estimacion

Se propone un estimador para el indice BY. Al igual que en Sobol (1993) y
Sobol (2001) el estimador de la varianza de la esperanza condicional es cons-
truido mediante el método Pick—Freeze. Puesto que la funcion valor esperado
Ez, 2, () es simétrica respecto a las variables aleatorias Z; y Zs, se formula el
estimador a través de la teoria de U-estadisticos. En la subseccién siguiente

se detallan los pasos para la construccion del estimador.
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Estimacion por el método Pick—Freeze

Se desarrolla la estimacién del numerador de By y de manera analoga se
estima el denominador. Mediante los siguientes pasos se construye el estimador

propuesto,

Primer paso. Anotemos por Py, a la familia de todos los subconjuntos de

p elementos del conjunto {1,..., N}, es decir,

Prnp={01,...,3p) € {1,....N}P/iy < ... <ip}.

Se anota por 7 = (i1,...,i,) € Pnyp y por W, = (W;,...,W; ) una muestra
de p copias independientes de la variable Z. El estimador a partir de la ecuacién

(4.4) se obtiene de la siguiente manera,
1. Se elige al azar
i) una muestra de copias independientes de (Z,Z") de tamano N,
ii) una muestra de copias independientes de Z de tamano N, que deno-

taremos {Wy,1 < k < N} que ademds son también independientes
de la muestra {(Z;, Z7), 1<j < N}

2. El estimador de S¥ es construido como un U-estadistico de orden 2, es

decir

v 1 1 Y v
S= 1w 2 {3 e ). () -

) TEPN,2 7j=1

- (% Z [hw, (Zi) + hw, (ZZV)]> }

=1

De manera andloga se estima el denominador del indice DY,

ﬂ
m
&

z
(V]
<

I
L
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El calculo computacional del indice es sencillo debido a que s6lo es necesario el
calculo de funciones indicatrices. Sin embargo el uso de U-estadisticos provoca
que el nimero de términos sea del orden de N? y por otro lado en cada término
es necesario el calculo de una geodésica minimizante. Por tanto los tiempos
computacionales requeridos podrian ser elevados. Planteado el estimador es
necesario demostrar la consistencia, la cual sera desarrollada en la siguiente
subsecciéon. Para ello se prueba una desigualdad exponencial y a partir de ella

por el Lema de Borel-Cantelli se deduce inmediatamente la consistencia fuerte.

En referencia a la precisién de la estimacién las bandas de confianza seran
determinadas mediante un procedimiento de remuestreo, sin embargo es fac-
tible una Teorema Central Funcional para el estimador de manera analoga al

desarrollado en Gamboa et al. (2018) a partir del Método Delta funcional.

4.2.5. Propiedades asintéticas de BY.

Se analiza de manera separada la convergencia fuerte del numerador 5‘5 y
denominador lA); del indice. Nosotros probaremos la consistencia del numerador
a través de una desigualdad del tipo exponencial. Sin embargo la demostra-
cion de la consistencia también puede ser deducida utilizando la desigualdad
de Rosenthal para U-estadistcos de orden 2 (ver Ibragimov and Sharakhme-
tov (1999)), debido a la finitud de los momentos de orden 4 de las variables

indicatrices.

Teorema 4.2.1 (Desigualdad exponencial) Dado s > 0, entonces pode-

mos encontrar Ny € N de manera que si N > Ny se cumple que,

> s) < 16exp {—@} . (4.11)

P (‘52 e

Demostracion.

Se quiere mostrar que dado s > 0, es posible encontrar N, tal que para

todo N > Ny se cumple que,

P (‘52 — 8y

N 2
> 93> < 16 exp {—Ts} (4.12)
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Para ello demostraremos que

~ N g2
P(Sg 5> 93) < 8exp{—?5},

y la desigualdad en la otra cola de la distribucién es analoga.
Para 1l < j,k < Ny 7 € Py definimos

» W, = (W, Wy,)

Z; = (2, Z;)

G(Z;, W:) = hw, (Z;)hw. (Z)

J(Z;, W) = 5 [hw.(Z)) + hw.(Z})]
» H(Z;,Z;, W,) = J(Z;yW.)J(Z;, W)
La demostracién se divide para una mejor comprension en tres pasos.

» Paso 1 De manera similar que en Gamboa et al. (2018) se reescribe
la expresién para S% — Sy. En este caso en términos de U-estadisticos

obtenemos,

2)je{1 ..... N} 2<2) {ig}e{l,...N}
TEPN,2 TEPN,2
1
=N > {G(Z;,W,) - E[G(Z;, W,)]} -
2/ je{1,..,N}

1
_ N) Z {H(Z;,Z;,W}) — EH(Z;,Z;,W,)|} +
2/ {i,j}e{1,...,N}

TGPN,Q

+EIGE W)~ (1- 3 ) BIH (2020 Wo)| - L EH (2020 W),

y

Sy = Ew, {Vx, (H"(W1))}
= Ew, {Vx, (Ez(hw,(2)/X.))} = Ew, {cov (hw,(Z1), hw,(Z]))}
= Bw, {Ez, (hw,(Z1)hw,(Z}))} — Bw, {[Ez, (hw,(Z1))]"} .
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Ahora se descompone el error en tres términos que denominaremos (A),

(B) y (C) respectivamente,

AI/ 12 1
Sy =Sy =~ >, {G(Z;,W,) =~ E[G(Z;, W,)]} -

(2) jei{l,...,N}

TEPN,2
(4)
1
_N2 N Z {H(Ziazjawk) _E[H(Ziﬂzjva)]}+
(5) {i.j}e{l,...N}
TE'PN,Q

—

)
J% (E[H(Zy, 70, W.)| — E [H(Z1, Z0, W,.)]}.

(. S/
-~

(©)

En lo siguiente, para un NN lo suficientemente grande, se acotan los térmi-
nos (A) y (B).

En los pasos 2 y 3 las acotaciones son determinadas a través de la de-
sigualdad de Hoeffding para variables independientes reales (ver Hoeff-
ding (1963)). Es decir, si Wy, ..., Wy son variables aleatorias indepen-

dientes y centradas, cada una de ellas con recorrido en el intervalo [a;, b;]

respectivamente para ¢ = 1,..., N, entonces
N §2
P X;>s| <exp —N—} (s > 0). (4.13)
(zz:; ) { Zi:1(bi — a;)

También utilizaremos la extension de la desigualdad de Hoeffding para
U—estadisticos de orden 2 (ver por ejemplo Serfling (1980), Teorema A
[5.6]). Es decir, si s = s(X1, Xs) es el nicleo de un U-estadistico U, tal
que E(s(X1,X2)) =0y a<s(ry,re) <b paras >0y N > 2secumple
que,

Ns?
En nuestro caso los nicleos de los U-estadisticos seran variables indi-

cadoras centradas, por tanto su recorrido estara acotado en el intervalo

~1,1].
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» Paso 2 [Acotacion del término (A)]

Sea G(Z;, W) = Go(Z;, W) — Ez.(G.(Z;, W),

1 ~ 1
A= G(Zi{, W,) + —— Ez[G(Z, W]
. TEPN,2 | v~ -

2N Ns? )
< ex —T <expq—— mientras que,

A su vez se cumple que {A; + Ay > 2s} C {4; > s} U {Ay > s}, por

tanto )

P(A > 25) < 2exp {—N%} . (4.15)

» Paso 3 [Acotacién del término (B)]

Sea I:I<Zza Zj7WT) = Hc(Ziv ZjJWT> - EZj (Hc(Zz7 Zjva))v
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2) {i,5ye{1,...,N}

TEPN,2 B
B
1
+— Y Ez[HJ(Z,Z2,W.)] +
N(Q) TEPNQ
S

Tenemos entonces que

=1

3
{ZBZ > 65} - {Bl > 38} U {BQ > S} U {Bg > 28},
Por lo tanto podemos deducir que,

P(B; >3s) <P Zﬁ > H(Z,Z;,W.) > N°s | +
j 2/ T€PN2

+P Zi > H(Z,Z;,W.) > N’s | +

J>i (];/) TEPN,2

IA

+ P Z% > H(Z,Z;,W.)> N

7<i ( 2 ) TEPN,2

s?N3 —2Ns2N?
<expq — 1 + 2exp W < 3exp

2

ademads,




y por ultimo,

N -1
P(B3>2S) <P Z Ez [Hc(Zazjva)] > 2s

— (0 e
TEPN,2
N2

<Pl ) > Ez[H (2,25, Wo)] > 25—

je{l,..,N} ( ) TEPN.2 -

1

SP( Z Ny Z {EZ [HC(ZaZjaw‘r)]_

je{1,..,N} (2) TE€EPN,2

sIN?
—Ey, HZ.Z:) W }
Z7Z][ ( 70 )] >N_1>+

N
) Z EZlZg Zl,ZQ,W >]>SN_1
TGPNQ

< s2N4 n 2N s?N? <9 Ns?
exX e ——— ex e — ex _——
e T PUsiv— 2 =P s

Acoplando los resultados obtenidos en los desigualdades anteriores po-

demos deducir entonces que,

P(B > 6s) SGexp{—NTSQ}. (4.16)

Por tanto, si usamos las cotas obtenidas en los pasos 2 y 3, es cierta la
desigualdad (4.12).

O

A partir del Lema Borel-Cantelli se deduce entonces el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1 (Consistencia del estimador) 5% es un estimador con-

sistente de SY.

De forma andloga se demuestra la consistencia del denominador y por con-

siguiente del estimador.
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4.3. Simulaciones

Las simulaciones se desarrollan en base a tres ejemplos. El primero pretende
mostrar la precision de nuestro estimador cuando la salida es un niimero real,
lo que significa que puede ser un competidor a tener en cuenta cuando la salida
es un escalar. En el segundo ejemplo la salida se encuentra sobre una variedad
muy simple como lo es el circulo unitario inmerso en R?. En ambos ejemplos
se compara nuestro estimador con el expuesto en Gamboa et al. (2018). En
el ultimo ejemplo se considera una variedad Riemanniana inmersa en R? en
donde el estimador propuesto en Gamboa et al. (2018) no brinda informacién

acerca de la sensibilidad.

4.3.1. Ejemplo 1: Salida en la recta real

Comencemos por desarrollar un ejemplo donde el indice de Sobol no aporta
informacién sobre la sensibilidad, mientras que si lo hacen C¥ y BY. Conside-
remos el sistema determinado por la ecuacion Z = aX; + Xy con a > 0,
y en donde las variables aleatorias X; y X, son independientes. Se asume
que X; ~ Bernoulli(p) y Xs ~ F donde F es la distribucién acumulada de
una variable aleatoria continua con segundo momento finito. Denotamos con
m = FE(X;) y 0? = V(X3) = o®p(1 — p). Determinemos Bj, si denotamos

P(z1,29) = F(29) — F(z1), entonces podemos expresar

H(Svt) = Lics +FZ(t) - FZ(5>>
= Tyes + (1 = p)P(s,t) + pP(s — a,t — ),

Ly + P(s,t) si X, =0,
Lics+ P(s—a,t—a) st X;=1.

H'(s,t) =

Por lo tanto,

p[P(s,t) — P(s — a,t — a)] si X1 =0,
(1-p)[P(s—a,t —a)— P(s,t)] siX;=1,

H(s,t)— H'(s,t) =

By |(H(s,t) = H'(s,0)*] = p(1 = p) [P(s,8) = P(s = ot = @))%,
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y ademas

Sy =p(l—p)E [(P(Z1 — a,Z1) — P(Z> — «a, Z2))2]
=2p(1 =p)V[F(Z) - F(Z — a)].

Si Xo ~ U(0,b), con b = /12a2p(1 — p), podemos entonces obtener

limy oo 122 (1 12) sia<b,
E(F(Z) —F(Z-a)=4 "% wei (1-35) sas

1/2 sia>b.
E[(F(Z) - F(Z - )] = (%) (1—%%) sa <,
1/3 sia >0
VIRZ) - F(7—a)) = ) () (5745) stash
1/12 sia >0

Por tanto,

(5)"(5-i%) sia<b

Bj = 2p(1 - p)
1/12 si o > D.

y como en Gamboa et al. (2018) se tiene que,

Cy =p(1—p)

En la Figura 4.1 se comparan ambos estimadores con el verdadero valor del

indice en cada caso al variar el pardmetro p € [0,1]. Se consideran muestras

de tamano 100, 500 y 1000. Para cada p mediante remuestreo por Bootstrap

para U-estadisticos (ver Arcones and Gine (1992)) se construyen las bandas

de confianza al 95 % que también se representan en la Figura 4.1.

Para cuantificar la precisién de cada estimador, en cada uno de los casos,

se calcula la raiz del error cuadratico medio (denotamos MSD) para cada

estimador, ver Tabla 4.1, es decir

MSDy = J / (Vo) - Y0

Se puede observar en la Figura mencionada y también en dicha Tabla que el
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N=100 N=500 N=1000
0.4

0.4 0.3
0.3

0.2 0.2

Index

o

N
Index
Index

01 01

0.0
0.0
0.0

0.00 0.25 O.SO 0.75 1.00 0 10 00 0.25 OSO 0.75 1.00 0.00 0.25 O.SO 0.75 1.00
Figura 4.1: Célculo de nuestro indice y del indice tipo Cramér—von Mises para
el Ejemplo 4.3.1. En todos los casos simbolizamos con (——) los indices tedricos
y con (—) sus estimaciones. Con color violeta representamos el indice de CVM
mientras que con color rojo representamos nuestro indice de sensibilidad por bolas.
Las bandas de confianza al 95 % obtenidas por Bootstrap se representan sombreadas.
Panel Izquierdo: N = 100. Panel-Central: N = 500. Panel-Derecho: N = 1000.

MSD de 3621 es levemente inferior al obtenido en C’Ql en todos los casos. Se

obtienen resultados similares cuando comparamos Bj y C3.

N =100 0.051 0.067
N =500 0.022 0.028
N =1000 0.013 0.018

Tabla 4.1: Calculo del MSD para los estimadores B’%l y 6«21 para tamanos de
muestra N = 100, 500 y 1000.

Por tanto pareceria que el nuevo indice propuesto tiene un comportamiento
similar al desarrollado en Gamboa et al. (2018) si la salida se encuentra en la

recta real.

4.3.2. Ejemplo 2: La salida se encuentra en una sencilla
variedad Riemanniana inmersa en R?
Consideremos ahora el caso en que la variable de salida Z toma valores

sobre el circulo unitario S; de R?. Para ello se asume que el vector de entrada

tiene distribucion



Para este caso so construye la salida como la variable X normalizada, es

decir

X
SR
La distribucion de Z ha sido estudiada de manera exhaustiva por diversos
autores (para una referencia ver por ejemplo Mardia (1972), Kendall (1974) y
Watson (1983)). Se considera py = 0, 07 = 05 = 1. Se estima nuestro indice
de sensibilidad y el propuesto por Gamboa et al. (2018) al variar el pardmetro
p1 en el intervalo [—5,0]. En la Figura 4.2 se representan dichas estimaciones
para una muestra de tamano N = 300. Al representar las bandas de confianza
observamos que la variabilidad de B es menor a la obtenida en C¥ tanto para

1 =1 como para 1 = 2.

0.8
0.4
0.6
x x
(] (0]
© ©
£ £
0.2 0.4
0.2
0.0
5 4 3 -2 -1 0 5 -4 -3 -2 1 0
M1 M1

Figura 4.2: Célculo de las estimaciones de los indices By y C§ con v = 1,2 en la
ecuacién 4.3.2 con up € [—5,0] y N = 300. En todos los casos simbolizamos con
(—) la estimacién y en sombreado las bandas de confianza determinadas al 95 %
por Bootstrap. Se representan B3 y C3 en colores violeta y rojo respectivamente.
Panel-Izquierdo: v = 1. Panel-Derecho: v = 2.

4.3.3. Ejemplo 3: La variable de salida se encuentra in-

mersa R?

Se considera ahora una variedad Riemanniana inmersa en R? definida de

la siguiente manera,
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M= {(x,y, 2) R wyz =1, x,y,2 > O}.

Se define un codigo cuya salida reside en M,

1 X
Z=fX)Y)=(X+Y —
JY) = (X +Yip 0y

)

donde X e Y son variables aleatorias independientes con distribucion ex-
ponencial con media p; > 0. En este caso las funciones 1;.<,,) = 0 para todo
z,w € M,z # w. Por tanto la estimacion C’é’ basada en los puntos de la mues-
tra que se encuentran en el octante inferior es siempre nula y por consiguiente
no brinda informacién acerca de la sensibilidad. Cabe destacar también que la

extension del indice de Sobol definido en Gamboa et al. (2014) no puede ser

1

calculado, puesto que la segunda componente de Z, <, no tiene momento de

segundo orden finito.

Al variar la media de las distribuciones (i en el intervalo [0, 5], se calcula el
indice de sensibilidad por bolas congelando ambas variables, es decir, Bs y B2
(ver Figura 4.3). En el ejemplo se genera una muestra Pick-Freeze (Z;, Z7),
7 =1,2...,N = 1000 de variables independientes a la distribucion Z. Por
otro lado se generan otras 1000 muestras de Z que corresponden a las variables
Wi, k=1,...,1000. independientes de la muestra Pick—Freeze. Se observa en
la Figura 4.3 com el indice detecta el impacto sobre la salida para diferentes
valores del pardmetro p; y la monotonia de este a medida que p; aumenta.

Las bandas de confianza se construyen mediante Bootstrap al 95 %.

4.4. Sensibilidad de la matriz de rigidez en

materiales isotrépos

Si consideramos la matriz de rigidez Z para materiales isotrépicos (ver
Landau and Lifshitz (1965), pag. 13) en funcién de las constantes de Lamé A

y u sin el efecto de la temperatura, se tiene que la matriz Z esta dada por
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1.00;

0.75;

Index

0.25;

0.00;

M1

Figura 4.3: Caélculo del indice 32” para v = 1,2. En color rojo y violeta se repre-
sentan B y B3 respectivamente. Las bandas de confianza son construfdas mediante
Bootstrap al 95 % y se representan sombreadas.

K+4p/3 K—2p/3 K—24/3 0 0 0
K—2u/3 K+4p/3 K—2u/3 0 0 0

S| K—2w/3 K—2u/3 K+4p/3 0 0 0
0 0 0 p 0 0

0 0 0 0 p 0

0 0 0 00 pu

en donde K = X+ 2u/3 es el médulo volumétrico. El pardmetro p es
llamado médulo de rigidez. Puesto que K y p sélo toman valores positivos son
modelados con una distribucién con soporte en R*.

El conjunto de matrices de rigidez se considera como una subvariedad de la
variedad Riemanniana de las matrices de semidefindas positivas con la métrica
g, (P4, g), ver Moakher (2005). Dadas dos matrices A, B € Py sabemos que

existe una tunica geodésica que determinan A y B dada por,
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y(t) = AY? (A7 BATY2) A2,

Por tanto podemos calcular el punto medio entre A y B, que denotaremos

A# B, y su distancia geodésica,

A#B = AV2 (A7V2BAY2) Y2 q12 (4.17)
d(A, B) = ||log (A™/2BA™Y2) ||, (4.18)
donde || - || es la norma de Hilbert-Schmidt entre matrices. Observar que el

punto medio es simplemente la media geométrica de las matrices.

En el ejemplo consideramos K y p variables aleatorias independientes y
nos enfocamos en dos posibles escenarios,
Caso 1 K ~~5(1/Ak, Ak) o~ (L A Ap)
Caso 2 K~UL= Mg, 1+2g) p~UL =X, 14 2,)
donde v y U son las distribuciones Gamma y Uniforme respectivamente.
En las Tablas 4.2 y 4.3 se observan los valores de los indices B} y B2 para
el caso 1 y 2 respectivamente para diferentes valores de los pardametros Ag y
Au
Ambas Tablas muestran que el indice proporciona informacién relevante
acerca de la sensibilidad de la salida Z con respecto a los parametros de entrada
K y u. En particular se observa como el aumento de la variabilidad de la
variable en cuestion impacta sobre el valor del indice, a medida que aumenta
la variabilidad (A, o Ag) el indice de sensibilidad propuesto se incrementa.
En las simulaciones tomamos 500 muestras Pick—Freeze y 500 muestras W

independientes de las anteriores.

Tabla 4.2: Valores de los indices en una matriz isétropa con parametros con distri-
bucién Gamma (caso 1).

Distribucion ‘ Caso 1: B! Caso 1: B?

)‘u\)‘K 0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
0.001 0.625 0.212 0.016 0.001 || 0.083 0.435 0.855 0.980

0.01 0.925 0.593 0.215 0.033 || 0.004 0.072 0.458 0.865
0.1 0.987 0.912 0.587 0.184 | 0.001 0.006 0.137 0.518
1 0.999 0.990 0.930 0.600 || 0.000 0.007 0.210 0.311
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Tabla 4.3: Valores de los indices en una matriz isétropa con parametros con distri-
bucién Uniforme (caso 2).

Distribucién ‘ Caso 2: B! Caso 2: B?
)‘u\)‘K 0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
0.001 0.620 0.008 0.001 0.000 || 0.109 0.848 0.997 1.000

0.01 0.989 0.623 0.003 0.001 | 0.018 0.092 0.849 0.997
0.1 1.000 0.989 0.623 0.624 || 0.016 0.016 0.102 0.846
1 1.000 1.000 0.990 0.987 || 0.015 0.016 0.100 0.211

4.5. Conclusiones del capitulo

En el capitulo se introduce una nueva medida de sensibilidad global que
brinda informacién sobre el impacto de las variables de entrada cuando la
salida del sistema se encuentra sobre una variedad Riemanniana. En resumen

podemos mencionar las siguientes cualidades del indice,

= El indice propuesto es una posible extension del propuesto en Gamboa
et al. (2018) y permite su extensién cuando la salida se encuentra sobre

una variedad Riemanniana.

= Este indice esta basado en toda la distribucién del sistema y no sélo en

sus momentos.

= La manera en que se construye el indice, mediante el uso de geodési-
cas minimizantes, permite incorporar la geometria del problema en las

medidas obtenidas.

= El estimador Pick—Freeze propuesto, construido como un U—estadistico,

es sencillo de calcular. Es demostrada su consistencia fuerte.

= Mediante diferentes escenarios de simulacion se muestra la buena perfor-
mance de nuestro indice, inclusive sobre la recta real. Usando remuestreo
por el método de Bootstrap para U—estadisticos son construidos las ban-

das de confianza.

= En la seccion final se analiza la aplicacion de nuestro indice a un problema
fisico. Es analizada la sensibilidad de la matriz isétropa de rigidez en

referencia a diferentes modelizaciones de las constantes de Lamé.
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Capitulo 5
Conclusiones Finales

A modo de resumen enumeramos los principales aportes que consideramos

la tesis contiene,

= Se construye, a través de proyecciones al azar, un test de simetria y otro
de independencia aplicables tanto en dimensién finita como infinita. Para
ambos casos se demuestra su consistencia, su distribucion libre y un TCL.

Se muestra una aplicacion a datos reales del test de independencia.

= Se extiende una medida de profundidad (la profundidad esférica) para
el caso infinito dimensional y para el caso en el que los datos se encuen-
tran sobre una variedad Riemanniana. Son probadas aquellas propieda-
des deseables de una medida de profundidad, la consistencia de estimador

y su distribucion asintética.

= Se define una nueva medida de sensibilidad aplicable cuando el output se
encuentra en un espacio euclideo (finito o infinito dimensional) o sobre
una variedad Riemanniana. Se propone como estimador un U— estadistico

basado en el método Pick—Freeze y se demuestra su consistencia.

En todos los casos, mediante simulaciones, se muestra el buen desempeno de
los estimadores planteados (en diversos escenarios) frente a otros competidores.
En particular, cuando el espacio es de dimensién finita (independientemente
de la dimensién del espacio), es de dimensién infinita o es una variedad Rie-

manniana, los métodos propuestos mantienen un comportamiento adecuado.
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