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Resumen

En esta tesis se estudian algunos aspectos de la teoria de los sistemas dinamicos
discretos desde el punto de vista topolégico con especial énfasis en las dindmicas
expansivas. El material se encuentra dividido en tres capitulos cada uno de los cuales
aborda una tematica diferente y es esencialmente independiente de los otros.

En el primer capitulo se estudian generalizaciones del concepto de expansividad de
un homeomorfismo definido en un espacio métrico compacto, en especial la denominada
expansividad por refinamientos. Esta nocion tiene sentido en un espacio topoldgico
arbitrario y preserva varias de las propiedades que exhiben los sistemas expansivos en
el sentido usual. Se destacan entre otros el teorema de Mané [28] sobre la dimensién
topoldgica del espacio en el que estd definido un homeomorfismo expansivo, y teorema

de la finitud de los sistemas expansivos al futuro [13,34]. Se presenta también una

familia de sistemas dindmicos simbdlicos que generalizan los shift expansivos usuales.

Finalmente se indica cémo puede intentarse extender este concepto a otras categorias
como la de los anillos conmutativos. Gran parte del contenido presentado forma parte
del articulo [2] escrito en coautoria con Alfonso Artigue e Ignacio Monteverde.

En el segundo capitulo se trata el tema de la observabilidad de un sistema dinamico,
que grosso modo es el estudio de condiciones bajo las cuales diferentes estados del
sistema pueden ser distinguidos realizando mediciones a lo largo de la evolucién del
mismo. El principal resultado obtenido es un teorema de observabilidad genérica para
mapas continuos localmente inyectivos, que extiende trabajos de otros autores, en
especial el de Gutman [17,18]. Este teorema es aplicado al caso de las dindmicas
expansivas obteniendo un teorema de observabilidad para mapas expansivos al futuro
de un toro. Finalmente se estudia la vinculacion entre la propiedad de expansividad y
la de observabilidad. El material expuesto se encuentra contenido esencialmente en el
articulo [3] escrito en coautoria con Alfonso Artigue e Ignacio Monteverde.

El tercer capitulo estd dedicado al estudio de sistemas dindmicos que admiten un
cociente expansivo. Se dan caracterizaciones de tales homeomorfismos complementando
el trabajo de otros autores como Lewowicz [27], Sambarino y Cerminara [12]. Se aborda
también el caso de sistemas que son extension de un homeomorfismo expansivo con
la propiedad de sombreado (homeomorfismos de Anosov), obteniendo para ellos un
resultado de estabilidad topoldgica en la linea del teorema de del mismo tipo para
sistemas de Anosov debido a Walters [37]. En el Anexo a este capitulo se presenta un

resultado sobre sombreado que se encuentra publicado en [1].
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Capitulo 1
Expansividad topolégica

En este capitulo se introducen dos nociones diferentes de expansividad de un homeomorfismo
de un espacio topoldgico arbitrario que generalizan la nocién de expansividad de un homeo-
morfismo de un espacio métrico: la orbita-expansividad y la expansividad por refinamientos. La
primera se trata en la Seccién 1.1 y la segunda en la Seccién 1.2. En espacios (compactos) de
Hausdorff ambas nociones son equivalentes a la expansividad métrica usual, por lo que es en
espacios no Hausdorff en donde efectivamente tiene lugar la generalizacién. En espacios con la
propiedad de separacién 77 la expansividad por refinamientos implica la érbita-expansividad, y
es para estos espacios para los cuales se obtienen la mayor cantidad de resultados novedosos.

Se generalizan a este contexto més amplio varias propiedades de los homeomorfismos
expansivos métricos, como por ejemplo resultados sobre la cardinalidad de los puntos periddicos
(Proposicién 1.1.19 y Corolario 1.1.20), sobre puntos asintéticos (Proposicién 1.2.20), el Teorema
de Mané sobre la dimensién topoldgica del espacio que soporta un sistema expansivo (Teorema
1.2.25), y la finitud del espacio en el que actiia un homeomorfismo expansivo al futuro (Teorema
1.2.30). En la Seccién 1.3 se presenta una familia de sistemas dindmicos simbélicos (llamados
shift no Hausdorff) que generalizan el shift simbélico (métrico) usual. Estos sistemas resultan ser
expansivos por refinamientos (Teorema 1.3.4) y tienen la propiedad que todo sistema expansivo
es un subshift de un shift no Hausdorff (Teorema 1.3.10). Finalmente en la Seccién 1.4 se muestra
brevemente cémo puede intentarse extender el concepto de expansividad (por refinamientos) a

otras categorias como la de los anillos conmutativos.

Notacion

Sean X un conjunto y U = {U; : i € [} una familia de subconjuntos de X. La unién y la

interseccion de los miembros de U se denota con cualquiera de los simbolos

Uu=uyuv=uu vy NU=NU=NU,

veu iel veu iel
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respectivamente. En particular para la familia vacia @ se tiene |J& = @ y (1@ = X. Una
familia ¢ de subconjuntos de X se denomina cubrimiento de X sii | JU = X.

Si X es un conjunto y U, V son familias de subconjuntos de X se dice que U refina a V, y
se denota U < V, sii para todo U € U existe V € V tal que U C V. Si A C X se denota A <V
para indicar que {A} < V. Dados U y V como antes se define

UNY={UNV:UeclU,V eV}

Si A C X y V es una familia de subconjuntos de X se denota A AV para indicar {A} A V. Si
{U; : i € I} es una coleccién de familias de subconjuntos de X se extiende la definicién anterior
de la siguiente manera:
AU = {ﬂ U; : U; € U; para todo i € I}.
iel iel

Sean X e Y conjuntos y T: X — Y una funciéon. Si z € X la imagen de z a través de
T se denotard Tz o T'(x). Si A C X y B C Y se denota con TA o T(A) el conjunto imagen
de A por T,y con T~'B o T71(B) el conjunto preimagen de B por T. En el caso X =Y, si
n>0,T"=To---oT denota la composicién de T' consigo misma n veces, y T° = idx denota
la funcién identidad de X. Si A C X =Y y n € Z, se denota con T"A o T™(A) el conjunto
imagen de A por 7" cuando n > 0, o bien el conjunto preimagen de A por T% si n = —k < 0.
Finalmente, si T' es biyectiva se denota 77" = (T~1)", n > 0.

Si ahora U es una familia de subconjuntos de X y V es una familia de subconjuntos de
Y sedenota TU = T(U) ={TU : U €U} y TV =T"YV) ={T"'V :V € V}. En el caso
Y = X, si U es una familia de subconjuntos de X y n € Z se define T"U de forma similar a lo

expresado en parrafo anterior para la imagen y preimagen de subconjuntos de X.

1.1. Orbita - expansividad

En esta seccion se introduce la nociéon de homeomorfismo drbita-expansivo de un espacio
topoldgico como generalizacion del concepto usual de expansividad para un homeomorfismo de
un espacio métrico (homeomorfismo expansivo métrico). Se presentan formulaciones equivalentes
de la definicién y se muestra que la clase de homeomorfismos orbita-expansivos es estrictamente
mayor que la de los expansivos métricos. Se compara la definicién dada con otras similares que
se encuentran en la literatura.

Se prueba que para espacios compactos de Hausdorff la existencia de un homeomorfismo
orbita-expansivo implica la metrizabilidad del espacio y que el homeomorfismo es de hecho
expansivo métrico. Se deduce que el espacio topoldgico que soporte un homeomorfismo érbita-
expansivo es necesariamente un espacio 7;. En consecuencia, en el caso compacto, que es el

caso en el se esta principalmente interesado, los ejemplos de homeomorfismos dérbita-expansivos
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que no sean expansivos métricos seran sobre espacios 7; pero no Hausdorff. Se dan también
ejemplos de espacios compactos y 71 que no soportan homeomorfismos orbita-expansivos.
Finalmente se generalizan al caso de homeomorfismos 6rbita-expansivos algunas propiedades
bien conocidas del caso métrico, a saber la invariancia por conjugaciones, la expansividad de las
restricciones, la expansividad del producto, la relaciéon con la expansividad de las potencias y

resultados sobre la cardinalidad de los puntos periédicos.

1.1.A. Definicion de homeomorfismo érbita-expansivo

En primer lugar se recuerda la definicién de expansividad de un homeomorfismo de un

espacio métrico. A esta clase de expansividad se la denominara expansividad métrica.

Definicién 1.1.1. Sean (M, d) un espacio métrico y 7': M — M un homeomorfismo. Se dice

que T es expansivo métrico sii existe a > 0 (denominada constante de expansividad) tal que
x,y € My d(T"z, T"y) < a para todo n € Z implica x = y.

Si (M, d) es un espacio métrico y o > 0 considérese el cubrimiento abierto U, de M formado
por todas las bolas de radio /2. Entonces, para xz,y € M la condicién {z,y} < U, implica
que d(z,y) < «. En consecuencia, si T: M — M es un homeomorfismo expansivo métrico
con constante de expansividad a, se tiene que z,y € M y {T"z, T"y} < U, para todo n € Z
implica x = y. Esta observacion sugiere entonces la siguiente definicion de expansividad que

tiene sentido en un espacio topoldgico arbitrario.

Definicién 1.1.2. Sean X un espacio topolégico y T: X — X un homeomorfismo. Se dice que
T es orbita-expansivo (abreviadamente o-ezpansivo) sii existe un cubrimiento abierto U de X

tal que
x,y € X y {T"z, T"y} < U para todo n € Z implica = = y.
Un tal cubrimiento U se denomina cubrimiento de o-expansividad para T.

Como surge de lo expuesto previo a la Definiciéon 1.1.2 todo homeomorfismo de un espacio
métrico M que sea expansivo métrico es automaticamente o-expansivo. El reciproco de esta
afirmaciéon es en general falso: por ejemplo, la traslacion T: R - R, Te = x + 1 si x € R, no es
expansivo métrico (respecto a la métrica usual en R) pero, como es facil verificar, admite a
U={(x—2/|z|,z+2/|x|) : |x| > 1} como cubrimiento de o-expansividad. Sin embargo, para el
caso de espacios métricos compactos el reciproco es cierto. En efecto, un nimero de Lebesgue!
de un cubrimiento de o-expansividad es claramente una constante de expansividad. Se tiene por

lo tanto la siguiente proposicion.

'Un nimero de Lebesgue de un cubrimiento I/ de un espacio métrico M es un ntimero A > 0 tal que si
x,y € My d(z,y) < A entonces {z,y} < U. Todo cubrimiento abierto de un espacio métrico compacto admite
un numero de Lebesgue.
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Proposicién 1.1.3. Sean M un espacio métrico yT: M — M un homeomorfismo. SiT es
expansivo métrico entonces T es o-expansivo. St M es compacto y T es o-expansivo entonces T'

es erpansivo meétrico.

Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.1.3 es que la expansividad de un homeo-
morfismo de un espacio métrico compacto es una nocion topoldgica: no depende de la métrica
compatible elegida. En la Proposicién 1.1.13 se mejora este resultado asumiendo tan solo que el

espacio es compacto y de Hausdorff.

Proposiciéon 1.1.4. Sean X un espacio topologico, T: X — X un homeomorfismo y U un

cubrimiento abierto de X . Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) U es un cubrimiento de o-expansividad para T

2) Para toda bi-sucesion (U,)nez € U la interseccion () ., T"U, contiene a lo sumo un

nez
punto.

3) El cubrimiento N\, ., T"U de X es el cubrimiento por singuletes, mddulo® el &.

nel

Demostracion. Si z,y € M y n € Z entonces {T"x,T"y} < U sii existe U € U tal que
{T"z, T"y} C U, o lo que es lo mismo, {z,y} C T~ "U. Por lo tanto 1) equivale a 2) ya que,
para z,y € X, la condicién {T"x,T"y} < U para todo n € Z es equivalente a que exista
una bi-sucesion (U,)nez € U” tal que z,y € [,z T"U,. Finalmente 2) equivale 3) pues los

elementos de A, , T"U son precisamente las intersecciones (), .z 7" Uy, (Un)nez € U”. O

Si X esun conjunto y 7': X — X es una funcién sea T'xT: X x X — X x X la funcién dada
por TxT(x,y) = (Tx,Ty) si (z,y) € X x X. Por un abuso de notacién la funcién T'x T' se denota
con el mismo simbolo “I"”. En particular, si U C X x X entonces TU = {(Tx,Ty) : (z,y) € U}.
Se define la diagonal de X x X como Ax = {(z,x):x € X}.

Proposicién 1.1.5. Sean X un espacio topologico y T : X — X un homeomorfismo. Entonces

T es o-expansivo sii existe un entorno abierto U de Ax en X x X tal que (., T"U = Ax.

Demostracion. Si T es o-expansivo con cubrimiento de o-expansividad U, entonces, como es
facil ver, U = [, U x U cumple la propiedad requerida. Reciprocamente, dado U como en el
enunciado, tomando para cada x € X un entorno U, tal que U, x U, C U, es fécil verificar que

{U, : * € X} es un cubrimiento de o-expansividad para 7. O

Observacién 1.1.6. Una definicién ligeramente diferente de homeomorfismo expansivo métrico
que es equivalente a la Definiciéon 1.1.1, y que de hecho es de uso mas frecuente en la literatura,

es la que da Utz en [38, §1, p. 769], donde llama a estos homeomorfismos homeomorfismos

Nn TUN (2} = {{o} 1o € X,
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inestables®. Segun esta definicién un homeomorfismo 7': M — M de un espacio métrico (M, d)

es expansivo sii existe una constante o > 0 tal que z,y € M y d(T"z,T"y) < « para todo

n € Z implica z = y. La diferencia entre ésta y la Definiciéon 1.1.1 radica en el uso de “<” en

lugar de “<”.

Si bien ambas definiciones de expansividad métrica son equivalentes conducen a definiciones

topologicas diferentes del concepto de expansividad. De la misma manera que la Definicién

1.1.1, con el “<”, sugiere la Definicién 1.1.2 y sus formulaciones equivalentes en base a la

Proposicién 1.1.4 y la Proposicion 1.1.5, la definicién de Utz, con el “<” | parece ser el motivo de

la introduccién de varias de las definiciones topoldgicas de expansividad que se pueden encontrar

en la literatura. A saber:

)

Fried en [16, p. 489] adopta la siguiente definicién topoldgica de expansividad para
un homeomorfismo 7' de un espacio topoldgico X (el cual asume compacto), que es
similar a la condiciéon de la Proposicién 1.1.5: T' se dice expansivo sii existe un entorno
cerrado V de Ax tal que (., 7"V = Ax. Notar que lo anterior, independientemente de la,
compacidad, implica que A x es cerrada y por lo tanto X resulta necesariamente un espacio
de Hausdorff. En [16, p. 489] se prueba que para espacios compactos la expansividad
implica la metrizabilidad del espacio, y por lo tanto el concepto de expansividad usado es

de hecho equivalente a la expansividad métrica.

En [10, §2, p. 1163] Bryant da una definicién topoldgica de expansividad en el contexto
de espacios uniformes (compactos): si T: X — X es un homeomorfismo de un espacio
uniforme (X, %) entonces T es expansivo sii existe U € % tal que (., T"U = Ax.
Nuevamente esta definicion implica que Ax es cerrada y por lo tanto X es un espacio de
Hausdorff. En virtud de [25, Corollary 30, p. 198] en un espacio topoldgico compacto y de
Hausdorff existe una tinica uniformidad compatible con la topologia, por lo tanto para

espacios compactos la definicion que usa Bryant es equivalente a la de Fried.

Finalmente, en [26, Definition 2.4] Keynes y Robertson introducen el concepto de generador
cuya definicién es similar a la condicién 2) de la Proposicién 1.1.4: un cubrimiento abierto
y finito U de un espacio topolégico compacto X es un generador del sistema dinamico
(X,T), donde T: X — X es un homeomorfismo, sii para toda bi-sucesién (U, )nez € UZ la
interseccion (), T"U, contiene a lo sumo un punto. Si bien es una hipétesis general del
articulo [26] que los espacios considerados son ademds de compactos espacios de Hausdorff,
es facil ver que la existencia de un generador garantiza esta ltima condiciéon. Mas aun, en
26, Corollary 2.8] se prueba que si (X,T) admite un generador entonces X es metrizable,

de modo que entonces 1" es expansivo en el sentido métrico usual (|26, Theorem 3.2]).

3Unstable homeomorphism.
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1.1.B. Ejemplos y primeras propiedades

Como se ha mencionado, para espacios compactos, que es el caso que se abordara, las
diferentes definiciones clasicas citadas en la Observacion 1.1.6 son equivalentes entre si y
equivalentes al concepto de expansividad métrica, por lo que no representan una extension del
mismo. El siguiente ejemplo muestra que el concepto de o-expansividad extiende estrictamente

la nocion de expansividad métrica aun en el caso compacto.

Ejemplo 1.1.7. Este es un ejemplo de un homeomorfismo o-expansivo en un espacio topolégico
compacto y no Hausdorff (en particular no metrizable). Considérese Z con la topologia discreta
y sea X = 7Z U {001,009} la compactificaciéon no Hausdorff de Z que se obtiene agregando dos

puntos 0oy e 0oy, munida de la topologia
Tx ={ACZ}U{AC X :00; € Aparaalgini=1,2y X \ A finito}.

Sea T: X — X dadopor Tx =x+1six € Zy Too; = oo; para i = 1,2. Es facil ver que
U = {{0}, X \ {0,001}, X \ {0,005} } es un cubrimiento de o-expansividad para T

Observacion 1.1.8. Notese que si T: X — X es un homeomorfismo o-expansivo, con cubri-
miento de o-expansividad U, entonces todo cubrimiento abierto que refine a i/, en particular
todo subcubrimiento, es también un cubrimiento de o-expansividad para 7. En consecuencia,
si X es compacto, el cubrimiento de o-expansividad U/ de la Definicion 1.1.2 puede suponerse
finito.

Ejemplo 1.1.9. Considérese Z con la topologia discreta y sea T: Z — Z, Tx = x + 1 si x € Z.
Entonces T' es o-expansivo con cubrimiento de o-expansividad U = {(—oo, 0], [1, —0—00)} En
relacion a la Observacién 1.1.8 este ejemplo muestra que la existencia de un homeomorfismo
o-expansivo con cubrimiento de o-expansividad finito no implica la compacidad del espacio.

Notar que este ejemplo es de hecho expansivo métrico.

En el siguiente ejemplo, al igual que en el ejemplo anterior se presenta un homeomorfismo
o-expansivo de un espacio métrico no compacto, con cubrimiento de o-expansividad finito, pero
con la novedad de que el homeomorfismo no es expansivo métrico. Notar que el homeomorfismo
del Ejemplo 1.1.9 es expansivo métrico respecto a cualquiera de las métricas compatibles con la

topologia.

Ejemplo 1.1.10. Sean X = QT \ {m/2" : m,n € N} C R, R con la topologia usual, y
T: X — X, dado por Tz = 2z. Si a,b € R dendétese (a,b) = {x € X : a < x < b}. Sean

U=U@2n2n+1), V=UE2n+1,2n+2) v U={UV}.

neN neN

Se probara que el cubrimiento abierto U« de X es un cubrimiento de o-expansividad para 7T
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Supénganse dados =,y € X tales que {T"x,T"y} < U para todo n € Z. Tterando para
el pasado o para el futuro si fuera necesario, puede suponerse que z,y € (0,1) C U y que
Tz, Ty ¢ (0,1), es decir Tz, Ty € (1,2). En efecto, nétese que no puede ocurrir por ejemplo
Tz € (0,1) y T"y € (1,2) para ningin n € Z pues se ha supuesto que {T"z, T"y} < U, luego
basta tomar ng = max{n € Z : T"z, T"y € (0,1)} y reemplazar x,y por T™°x, T"0y. Exprésense

x e y en base 2 de la forma

r=0,212273%4 .. (2) y="0,y192y3Y4 - - «(2) »

donde z;,y; € {0, 1} para todo i > 1. Nétese que los elementos de X poseen una unica expansion

en base 2. Como

Tr =x1, 02232y - . .(2) Ty =y1,Y%2Y3Y1 - - -2

y ambos puntos pertenecen a (1,2) = (01(2),10(2)) se deduce que z; = y; = 1. Aplicando

nuevamente 7' se obtiene que

Tz = T1T2,T3T4 - - -(2) » T2?J =NY2,Y3Ys---(2)

pertenecen a (2,4) = (0102, 100(2)) v a la vez ambos pertenecen a U o ambos a V. En el primer
caso se tiene Tz, T?y € (2,3) = (010(2), 011(2)) y por lo tanto 2 = y» = 0. En el segundo caso
se cumple que T?x, T?%y € (3,4) = (011(2),100¢2y) y por lo tanto x3 = y» = 1. En resumen, se
concluye que x5 = ys.

Ahora, como T?z,T?y € (2,4) = (010(2), 100(2)) una nueva aplicacién de T" arroja que

Tz = T1T2X3, Ty - - -(2) T3y = Y1Y2Y3, Y4 - - -(2) »

pertenecen a (4,8) = (01002), 1000(2)) y también ambos a U o ambos a V. En el primer caso
T?z,T?*y € (4,5) U (6,7) = (0100(2),0101(2)) U (0110(2),01115)) y por lo tanto z3 = y3 = 0.
De forma similar, en el segundo caso se concluye que x3 = y3 = 1. Asi que en cualquier caso
x3 = y3. Continuando con este procedimiento es posible ver que x; = y; para todo ¢ € N, y por
lo tanto x = y. Esto muestra que U es un cubrimiento de o-expansividad para T

Sea h: RT — R, el homeomorfismo h(x) = logz, X' = h(X) y T": X’ — X', el homeo-
morfismo 77 = hoT o h™!. Como T" es conjugado a T se tiene que T" es o-expansivo con
cubrimiento de expansividad finito U; = h(U) (Proposicién 1.1.15). Finalmente, nétese que X
no es compacto y que 7"(y) = y + log 2 no es expansivo métrico con la métrica usual de R
restringida a X’. Sin embargo 7" si es expansivo métrico respecto a la métrica compatible d’ de
X' dada por d'(z,y) = |2® — 33|, z,y € X'.

Recuérdese que un espacio topoldgico se dice que es un espacio 7Ty sii dados puntos diferentes
x,y € X existe un entorno de = que no contiene a y (y por lo tanto existe también un entorno

de y que no contiene a ).
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Proposicién 1.1.11. Si un espacio topologico admite un homeomorfismo o-expansivo entonces

es un espacio Ty, pero no necesariamente es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sean T: X — X un homeomorfismo o-expansivo y U un cubrimiento de o-
expansividad para T'. Dados puntos diferentes x,y € X se tiene que existe n € Z tal que
{T"x, T"y} A U. Como U es un cubrimiento existe U € U tal que T"x € U, y necesariamente
T"y ¢ U. Entonces T-"U es un entorno de x que no contiene a y, y X es un espacio 7.
La afirmacion final es consecuencia del Ejemplo 1.1.7 donde se muestra un homeomorfismo

o-expansivo en un espacio no Hausdorff. O

Una topologia compacta y 77 bien conocida es la topologia de los complementos finitos. Si el

espacio es infinito entonces esta topologia no es Hausdorff.

Proposicién 1.1.12. Un espacio infinito X con la topologia de los complementos finitos no

admite homeomorfismos o-expansivos.

Demostracion. En efecto, supéngase que existe T: X — X o-expansivo. Dado que X es
compacto, por la Observacién 1.1.8 existe un cubrimiento de o-expansividad finito U para T
Puede suponerse que @ ¢ U. Considérese el conjunto finito A = (J,;, X \ U. Notar que si
x ¢ Aeye X entonces {z,y} < U.

Si todo punto de X es periddico, como A es finito y X infinito, existen al menos dos érbitas
periddicas diferentes una de las cuales nunca visita A. De modo que tomando puntos x e y uno
en cada una de estas Orbitas, se tiene {T"z, T"y} < U para todo n € Z, lo cual contradice la
o-expansividad. Si en cambio existe algtin punto no periédico z € X, como A es finito existe
N € N tal que T"z ¢ A para todo |n| > N. Luego los puntos = e y = T?"z contradicen la
o-expansividad ya que para todo n € Z a lo sumo uno de los puntos T"x o T"y estd en A y por
lo tanto {T"x, T"y} < U. Esto concluye la prueba. O

Proposicion 1.1.13. Si un espacio topologico compacto y de Hausdorff admite un homeomor-

fismo o-expansivo entonces es un espacio metrizable.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff que admite un homeo-
morfismo o-expansivo 7: X — X y sea U un cubrimiento de o-expansividad para 7. Dado
r € X sea U, € U entorno de x. Como X es compacto y de Hausdorff puede construirse un
entorno abierto V, de z tal que V, C U,. Extrayendo un subcubrimiento finito del cubrimiento
{V, : € X}, se obtiene entonces un cubrimiento abierto y finito V de X tal que {V : V € V}
refina a U, y que por lo tanto tiene la propiedad de que [, T™V,, contiene a lo sumo un punto
para toda bi-sucesién (V;,)nez € V2 (Proposicién 1.1.4).

Dado x € X, como T™Y es un cubrimiento de X para cada n € Z, es posible entonces
hallar una bi-sucesion (Vy)nez € V% tal que N,cz T"Vi = Noez TV = {x}. Si W es un

entorno cualquiera de z, un argumento de compacidad permite encontrar N € N tal que
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ﬂ‘n‘ <N T"V,, C W. Por lo tanto la familia de intersecciones finitas de los elementos de V' y sus
iterados forman una base numerable de la topologia de X. Como ademas X es compacto y
de Hausdorff, aplicando el Teorema de metrizabilidad de Urysohn [25, Theorem 16, p. 125] se

concluye que X es metrizable. O]

Ejemplo 1.1.14. El cuadrado X = [0,1] x [0,1] con la topologia inducida por el orden
lexicografico no admite homeomorfismos o-expansivos. En efecto X es un espacio compacto y
de Hausdorff que no es metrizable. Luego X no puede soportar un homeomorfismo o-expansivo

en virtud de la Proposicion 1.1.13.

1.1.C. Algunas propiedades de la o-expansividad

Las siguientes proposiciones son generalizaciones al caso de homeomorfismos o-expansivos

de propiedades bien conocidas de homeomorfismos expansivos métricos.

Proposicién 1.1.15. Para it = 1,2 sean X; un espacio topologico y T;: X; — X; un homeo-
morfismo. Si T y Ty son conjugados, es decir que existe un homeomorfismo h: X1 — X5 tal

que hoTy =Ty oh, y 11 es o-expansivo entonces Ty es o-expansivo.

Demostracion. Sea U; un cubrimiento de o-expansividad para T7. Es facil ver que h(U;) =

{h(U) : U € Uy} es un cubrimiento de o-expansividad para T5. O

Proposiciéon 1.1.16. Si X es un espacio topologico, T: X — X es un homeomorfismo o-

expansivo e Y C X es un subconjunto invariante bajo T, entonces T|y: Y — Y es o-expansivo.

Demostracion. En efecto, si U es un cubrimiento de o-expansividad para T entonces Uy =

{UNY :U €U} es un cubrimiento de o-expansividad para T'|y. O

Proposiciéon 1.1.17. Para v = 1,2 sean X; un espacio topolégico y T;: X; — X; un ho-
meomorfismo o-expansivo. Entonces el producto Ty x Ty: X1 x X9 — X7 X X5, dado por

Ty x Th(z,y) = (Thx, Tay) si (x,y) € X1 x Xa, es un homeomorfismo o-expansivo.

Demostracion. Para i = 1,2, sea U; un cubrimiento de o-expansividad para T;. Es facil verificar
que Uy Uy = {Uy; x Uy : U; € U;,i = 1,2} es un cubrimiento de o-expansividad para Ty x Tp. [

Proposicién 1.1.18. Sean X un espacio topologico, T: X — X un homeomorfismo y m € 7Z,

m # 0. Entonces T es o-expansivo sii T™ es o-expansivo.

Demostracion. A partir de la definicién es claro que T es o-expansivo sii 7! es o-expansivo,
por lo que puede asumirse m > 1. Si T™ es o-expansivo con cubrimiento de o-expansividad U
entonces por el item 3) de la Proposicion 1.1.4 A, _, T™"U es el cubrimiento por singuletes.

Como A\, 7 T"U < \,cz, T™"U se tiene que A\, ., T"U es también el cubrimiento por singuletes.

nez ne”L
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Por lo tanto U es un cubrimiento de o-expansividad para 1"y T es o-expansivo. Reciprocamente,
: . . . -1

si T es o-expansivo y U es un cubrimiento de o-expansividad para T sea V = A", T*U.
Entonces

A T™Y = A T (m_lTku) — A (m/\le"+ku) _ A TU,

nez nez nezZ ~ k=0 nez

es el cubrimiento por singuletes. Luego V es un cubrimiento de o-expansividad para 7™ en

virtud del item 3) de la Proposicién 1.1.4 y T™ es o-expansivo. O

El cardinal de un conjunto A se denota con |A|. Si X es un conjunto, 7: X — X una

funcion y m > 1 se denota el conjunto de los puntos periédicos de periodo a lo sumo m con
Per,,(T) ={z € X : Tz = z}.

Proposicion 1.1.19. Sean X un espacio topologico, T: X — X un homeomorfismo o-expansivo,

U un cubrimiento de o-expansividad para T y m > 1. Entonces | Per,,(T)| < [U|™.

Demostracion. Para cada punto fijo = € Per;(T) existe un tnico U € U tal que z € U ya que U
es un cubrimiento de o-expansividad. Existe entonces una funcién inyectiva Per; (T') — U y por lo
tanto | Pery(T")| < |U|. Esto prueba lo afirmado para el caso m = 1. Si ahora m > 1 es arbitrario,
nétese que Per,, (T') = Per(T™) de donde, por lo ya demostrado, | Per,,(T")| = | Per{(T™)| < |V
si V es un cubrimiento de o-expansividad para T™. Ahora bien, por la demostracion de la
Proposicién 1.1.18 V = /\ZL:_O1 T*{ es un cubrimiento de o-expansividad para T™ y, como es
facil ver, su cardinal verifica |V| < [U™| = [U|™. De aqui que | Per,,(T)| < |U|™. O

Recuérdese que un espacio topolégico X se dice espacio de Lindeldf sii todo cubrimiento

abierto de X tiene un subcubrimiento numerable.

Corolario 1.1.20. Sean T: X — X un homeomorfismo o-expansivo y Per(T) el conjunto de

puntos periodicos de T'.
1) Si X es compacto entonces Per,,(T) es finito para todo m > 1 y Per(T) es numerable.
2) Si X es de Lindelof entonces Per(T') es numerable.

Demostracion. Si X es compacto, por la Observacién 1.1.8 T admite un cubrimiento de o-
expansividad finito. Por lo tanto 1) se deduce inmediatamente de la Proposicién 1.1.19. Si X es
de Lindelof y U es un cubrimiento de o-expansividad para T', entonces es posible extraer un
subcubrimiento numerable de U que también sera cubrimiento de o-expansividad para T'. La

primera afirmacién de 2) se deduce entonces de la Proposicién 1.1.19. O]

Como caso particular del item 2) del Corolario 1.1.20 se obtiene el siguiente resultado para

homeomorfismos expansivos métricos.
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Corolario 1.1.21. Si X es un espacio métrico separable y T: X — X un homeomorfismo

expansivo métrico entonces Per(T') es numerable.

Demostracion. La afirmacion es consecuencia de que todo espacio métrico separable es de
Lindelof (de hecho tiene base numerable) y la Proposicién 1.1.3: si T' es expansivo métrico

entonces es o-expansivo. Luego por el item 2) del Corolario 1.1.20 Per(7") es numerable. ]

1.2. Expansividad por refinamientos

En esta seccién se introduce una segunda nocién de expansividad para homeomorfismos
de un espacio topoldgico arbitrario: la expansividad por refinamientos. Esta nocién extiende el
concepto de expansividad uniforme, propiedad que posee cualquier homeomorfismo expansivo
de un espacio métrico compacto. Los homeomorfismos expansivos por refinamientos tienen
propiedades topoldgicas diferentes, y en cierto sentido complementarias, a las de los érbita-
expansivos. Para ellos es posible extraer conclusiones mas fuertes desde el punto de vista
topoldgico, es decir en cuanto a propiedades de los conjuntos abiertos, pero no asi desde el punto
de vista de la dinamica de los puntos del espacio cuando éste no tiene propiedades de separacion
suficientes. Sin embargo, en el caso de espacios compactos con la propiedad de separacién T;
todo homeomorfismo expansivo por refinamientos es también érbita expansivo. Por lo tanto, en
esta clase de espacios se tienen conjugados los dos tipos de expansividad, permitiendo obtener
mayor cantidad de resultados novedosos.

En §1.2.A se motiva y define la expansividad por refinamientos y se discuten definiciones
equivalentes. Los primeros ejemplos y propiedades basicas, asi como la vinculacion con la érbita
expansividad, se discuten en §1.2.B. En §1.2.C se tratan propiedades relativas a conjugados,
productos, restricciones y potencias de homeomorfismos expansivos por refinamientos, y se
generaliza a este contexto un resultado sobre puntos asintéticos (Proposicién 1.2.20). En §1.2.D
(Teorema 1.2.25) se extiende para esta clase de sistemas dindmicos el resultado de Mané [28]
sobre la dimension topoldgica de un espacio que soporta un homeomorfismo expansivo, y en 1.2.E
(Teorema 1.2.30) se considera el caso de ezpansividad por refinamientos al futuro, demostrando
que al igual que en al caso métrico [13,34] homeomorfismos de este tipo necesariamente deben
estar definidos en un conjunto finito. Finalmente, en §1.2.F, se da una construccién candnica
que permite obtener un sistema dinamico con la deseada propiedad de separacién 77 a partir de

un sistema dinamico cualquiera, y se la vincula con la expansividad por refinamientos.

1.2.A. Definicién de homeomorfismo expansivo por refinamientos

Se recuerda a continuacién la definicion de expansividad uniforme para un homeomorfismo

de un espacio métrico.
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Definicién 1.2.1. Sean (M, d) un espacio métrico y 7': M — M un homeomorfismo. Se dice

que f es uniformemente expansivo sii existe o > 0 tal que para todo € > 0 existe N € N tal que
r,y € My d(T"z, T"y) < « para todo |n| < N implica d(z,y) < e.
Una constante o como la anterior se denominaréa constante de expansividad uniforme para T'.

Si (M, d) es un espacio métrico y o > 0 considérese el cubrimiento abierto U, de M formado
por todas las bolas de radio /2. Entonces, para z,y € M la condicién {z,y} < U, implica
d(x,y) < a. Por lo tanto, si T: M — M es un homeomorfismo, z,y € M y N € N, la condicién
“d(T"z,T"y) < «a para todo |n| < N” que aparece en la Definicién 1.2.1 es consecuencia de
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes

{T"z, T"y} <Uy Y |n| <N sii {z,y} T "U, VY |n|<N sii {z,y} < A T"U,.

In|<N
De esta forma se obtiene que si T" es uniformemente expansivo entonces existe o > 0 tal que el
cubrimiento U, tiene la propiedad de que para todo ¢ > 0 existe N € N tal que cada miembro
de /\\nISN T"U, tiene didmetro* menor o igual que ¢, es decir tal que diam(/\lnEN T”L{a) <e.

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 1.2.2. Sean (M,d) un espacio métrico compacto y T: M — M un homeomorfismo.
Entonces T es uniformemente expansivo sii existe o > 0 tal que

lim diam( A T"U,) =0,

donde U, es el cubrimiento de M formado por todas las bolas de radio /2.

Demostracion. Si T es uniformemente expansivo, tomando una constante de expansividad
uniforme o > 0 para T, se tiene que el limite aludido es 0 como surge de lo expuesto previo
al enunciado de este lema. Reciprocamente, si existe a > 0 tal que el limite enunciado es 0,
entonces tomando o' > 0 un nimero de Lebesgue de U, se obtiene que o’ es una constante de

expansividad uniforme para 7"y T es uniformemente expansivo. O

Esta reformulacién del concepto de expansividad uniforme sugiere entonces la siguiente

definicién de expansividad que tiene sentido en un espacio topolégico arbitrario.

Definicién 1.2.3. Un homeomorfismo 7": X — X de un espacio topoldgico X se dice expansivo

por refinamientos (abrev. r-expansivo) sii existe un cubrimiento abierto U de X tal que

para todo cubrimiento abierto V de X existe N € N tal que A T"U < V.
n|<N

Un tal cubrimiento U se denomina cubrimiento de r-expansividad para T'.

4Si M es un espacio métrico y A C M el didmetro de A es diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}. Si U es una
coleccién de subconjuntos de M el didmetro de U es diam (i) = sup{diam(U) : U € U}.
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Compérese la condicién introducida en la Definicién 1.2.3 con la condicién enunciada en el

item 3) de la Proposicién 1.1.4.

Observacién 1.2.4. Si T: X — X es un homeomorfismo r-expansivo y U es un cubrimien-
to de r-expansividad, entonces todo cubrimiento abierto que refine a U/, en particular todo
subcubrimiento, es también un cubrimiento de r-expansividad para 7. En consecuencia, si
X es compacto, el cubrimiento de r-expansividad U de la Definicién 1.2.3 puede suponerse
finito. Reciprocamente, si existe un cubrimiento de r-expansividad finito U para T entonces
X es necesariamente compacto, ya que todo cubrimiento abierto V de X serd refinado por un
cubrimiento de la forma /\|n| <n I"U para algin N € N, y como este ultimo es un cubrimiento
finito se deduce que V posee un subcubrimiento finito. Compérese este hecho con lo mencionado

en la Observacién 1.1.8 y el Ejemplo 1.1.9.

Proposicion 1.2.5. Sean M un espacio métrico compacto y T : M — M un homeomorfismo.

Entonces T es (uniformemente) expansivo sii T' es r-expansivo.

Demostracion. Supdéngase que T es uniformemente expansivo, con constante de expansividad
uniforme «. Entonces por el Lema 1.2.2 se tiene que
lim diam ™U,) =0

N—+oc0 (TLQN Of) ’
donde U, es el cubrimiento por bolas de radio «/2. Luego, dado un cubrimiento abierto V de M,
la compacidad asegura la existencia de un nimero de Lebesgue fuerte® € > 0 para V. Entonces,
tomando N € N tal que diam(/\lnEN T”L{a) < g, se obtiene que /\|n|§N T"U, < V. Luego U,
es un cubrimiento de r-expansividad para 7"y T' es r-expansivo.

Reciprocamente, si T" es r-expansivo con cubrimiento de expansividad U, como M es compacto
existe & > 0 un nimero de Lebesgue fuerte para . Notar que entonces U, el cubrimiento
por bolas de radio ¢/2, refina a Y. Dado € > 0 sea V = U, el cubrimiento de M por bolas
de radio ¢/2. Como U es un cubrimiento de r-expansividad para T'y U, < U, U,, es también
cubrimiento de r-expansividad para T, luego existe N > 0 tal que /\|n| nIT"U, < V. Por
lo tanto diam(/\m\gzv T"L{a) < ¢. Finalmente como la sucesiéon N +— diam(/\‘nlg\, T”L[a) es
decreciente se obtiene que

lim diam( A T"U,) = 0.

Entonces T es uniformemente expansivo en virtud del Lema 1.2.2. ]

Al igual que en el caso de la érbita-expansividad (Proposicién 1.1.5) se tiene la siguiente

5Un mimero de Lebesgue fuerte para un cubrimiento V' de un espacio métrico M es un nimero A > 0 tal que
si AC M y diam A < X entonces A < V. Todo cubrimiento abierto de un espacio métrico compacto admite un
ntumero de Lebesgue fuerte.
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caracterizacion de la expansividad por refinamientos en términos de entornos de la diagonal,

vélida en el caso compacto. Compérese con los items 1) y 2) de la Observacion 1.1.6.

Proposicién 1.2.6. Sean X un espacio topologico compacto y T: X — X un homeomorfismo.

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1) T es r-expansivo.

2) Existe un entorno U de Ax en X x X con la propiedad de que para todo entorno abierto
V de Ax emiste N € N tal que ),y T"U C V.

Demostracion. Si T es r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad U, sea U = (J o, U x U.
Dado un entorno V de Ax sea V el cubrimiento abierto de X dado por V = {V, : z € X},
donde para cada z € X, V, es un entorno abierto de = tal que V, x V, C V. Sea N € N tal que
W = A, <n T"U < V. Entonces
N TU=NT(UUxU)= N UTUxT'U= U WxWC JVxVCV.
In|<N In|<N veu In|]<N UeU Wew vey

Luego, mln\SN TmU C V como se deseaba.

Reciprocamente, dado U como en el enunciado, para cada x € X sea U, un entorno abierto
de z tal que U, x U, C U. Se probara que el cubrimiento abierto U = {U, : x € X} es
un cubrimiento de r-expansividad para 7. En efecto, dado un cubrimiento abierto V de X,

que puede suponerse finito ya que X es compacto, sea V el entorno abierto de Ax dado por
V=UyeyV xV.Sea N € N tal que [, <y T"U C V. Llamando W = A, .y T"U, se tiene

NTU2 NT(UUxU)= N UTUxT'U= |J WxW.

In|<N In|<N Ueu In|<N Uel Wew

Luego, Uyepw W x W C Uy ey V x V, de donde, como V es finito®, se deduce que W < V como

se deseaba. O

La condicién que se introduce en la siguiente definicién ha de compararse con la condicién

2) de la Proposicién 1.1.4 y asimismo con lo expresado en el item 3) de la Observacion 1.1.6.

Definicién 1.2.7. Sean X un espacio topolégico y T: X — X un homeomorfismo. Se dice que

T es puntualmente expansivo por refinamientos sii existe un cubrimiento abierto U de X tal que

para todo cubrimiento abierto V de X y toda bi-sucesién (U, )nez € ur
existe N € N tal que (< y T"Un < V.

Un tal cubrimiento U se denomina cubrimiento de r-expansividad puntual.

6Se usa aqui que si A, A1,..., A, son conjuntos tales que A x A C A; x A;U---UA, x A,. entonces A C A;
para algin i € {1,...,n}.
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Es claro que la r-expansividad implica la r-expansividad puntual ya que todo cubrimiento
de r-expansividad es un cubrimiento de r-expansividad puntual. De hecho la diferencia entre
ambos conceptos radica en que el “N” de la definicién de r-expansividad puntual depende en
principio, ademds del cubrimiento V), de la bi-sucesién (U, ),ez € UZ, en tanto que la definicién
de r-expansividad requiere que “N” sea el mismo para todas las bi-sucesiones (U, )ncz € UZ.
Sin embargo, al menos en el caso compacto, ambas nociones son equivalentes como lo muestra

el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.8 ([26, Lemma 2.3]). Si X es un espacio topoldgico compacto y T: X — X
es un homeomorfismo puntualmente r-expansivo, entonces T es r-expansivo. De hecho todo

cubrimiento de r-expansividad puntual finito es también un cubrimiento de r-expansividad.

Demostracion. Sea U un cubrimiento de r-expansividad puntual para T. Como X es compacto
y todo refinamiento, en particular todo subcubrimiento, de un cubrimiento de r-expansividad
puntual es también un cubrimiento de r-expansividad puntual, U puede elegirse finito.

Supdngase que U no es un cubrimiento de r-expansividad. Entonces existe un cubrimiento
abierto V tal que /\\nISN T"U A V para todo N € N. Por lo tanto, existen bi-sucesiones
(UN), o €U”, N €N, tales que

N T"UY 4V paratodo N € N.
In|<N
Se construye ahora una bi-sucesion (U, )nez € U” de manera inductiva como sigue: como U es
finito existe Uy € U tal que Uy = Uév para infinitos N € N; dados U_,,,...,U, € U con n > 0,
tales que Uy, = U} si |k| < n para infinitos N € N, como U es finito existen U_,,_1,U, 11 €U
tales que Uy = U si |k] < n+ 1 para infinitos N € N. Como U es un cubrimiento de 1-
expansividad puntual existe M € N tal que ﬂ‘n‘ <u T"U, < V. Por la definicién de (Uy)nez se
tiene que Uy, = U} si |k| < M para infinitos N € N, luego existe N > M tal que U, = UY si
|k| < M. Pero entonces para este N se verifica

Nn 7mv¥c N 1mvy= N TU, <V,

In|<N In|<M In|<M

lo cual es absurdo. Esto concluye la prueba. O]

1.2.B. Ejemplos y primeras propiedades

Es claro que la nocién de expansividad por refinamientos extiende estrictamente la de
expansividad métrica. Cualquier ejemplo de un homeomorfismo r-expansivo en un espacio no
metrizable, por ejemplo no Hausdorff, da cuenta de ello. Sin embargo, si se desean obtener
resultados que hablen de la dindmica de los puntos, similares a los que se conocen en el contexto

métrico, sera necesario suponer propiedades de separacion en el espacio en el que se trabaja. Esto
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se debe principalmente a que en la definicion de r-expansividad no se mencionan en absoluto
los puntos del espacio, solo la accion del homeomorfismo sobre los conjuntos abiertos.

Los siguientes ejemplos intentan justificar la necesidad de introducir propiedades de separa-
cion del espacio para estudiar homeomorfismos r-expansivos, concretamente la propiedad de

separacion 7; como se tenfa en el caso de sistemas o-expansivos (Proposicién 1.1.11).

Ejemplo 1.2.9. Si X es cualquier conjunto con la topologia indiscreta, entonces cualquier
biyeccién T': X — X es r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad & = {X}. En particular,
si se toma T = idx la funcion identidad, entonces T' es r-expansivo y sin embargo todos los

puntos son fijos.

Ejemplo 1.2.10. Sea X = R con la topologia 7 = {(a,+o0) :a € R}U{R, &} y T: X — X,
T = idy. En este caso el espacio X es Ty (dados puntos diferentes de X alguno de ellos posee
un entorno que no contiene al otro) y no es 7;. Nuevamente todos los puntos son fijos y sin

embargo T es r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad U = {X}.

Proposiciéon 1.2.11. Sean X wun espacio topologico Ty y T: X — X un homeomorfismo

r-expansivo. Se verifican las siguientes propiedades

1) Todo cubrimiento de r-expansividad para T es también un cubrimiento de o-expansividad

para T. En particular T es o-expansivo.

2) SilU es un cubrimiento de r-ezpansividad para T, entonces la familia
B= {n|n\§NTnU" :NeN,U, €U si|n| <N}

es una base de X.

Demostracion. 1) Sea U un cubrimiento de r-expansividad para 7. Dada una bi-sucesién
(Up)nez € U, considérense z,y € X puntos diferentes arbitrarios. Como X es un espacio 7; el
cubrimiento V = {X \ {z}, X \ {y}} es abierto. Entonces, por la r-expansividad, existe N € N
tal que A, <xT"U <V, y en particular (), .y T"U, < V. Luego {z,y} Z <y T"Un ¥y
entonces {z,y} € (,ez, T"Uy. Como z,y € X son puntos diferentes arbitrarios, esto significa que
MNnez T7U, contiene a lo sumo un punto para toda bi-sucesion (Uy)nez € U”. En consecuencia
U es un cubrimiento de o-expansividad para T' (Proposicién 1.1.4) y T' es o-expansivo.

2) Sean z € X y V un entorno abierto de x. Como U es un cubrimiento, existe una bi-sucesién
(Un)nez € U” tal que x € (,c; T"U,. Considérese el cubrimiento abierto V = {X \ {z},V}.
Por la r-expansividad existe N € N tal que A\, oy T"U <V, y en particular (1, <y T"Un < V.
Entonces, como x € mln\SN T"U,, necesariamente se tiene n\nlSN T"U, C V. Por lo tanto la
familia B es base de X. O
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Observacién 1.2.12. La condicién del item 2) de la Proposicién 1.2.11, a saber que la familia

B={ N T"U,:NeN,U, €eUsiln| <N}
n|<N

sea una base de X, puede interpretarse como una nocién débil de r-expansividad. En efecto,
si U es un cubrimiento abierto y finito de X y N € N lldmese N-itinerario de x a toda
sucesién (U,)"=N de elementos de U tal que x € ﬂ\n|§N T"U,, es decir T"x € U_,,, para todo
|n| < N. Entonces U es un cubrimiento de r-expansividad (puntual) sii dado un cubrimiento
abierto V existe un NV € N tal que si x € X, el conjunto de puntos y € X que comparten
algin N-itinerario de z refina a V. Por otro lado, si el espacio X es 7T;, puede probarse que el
cubrimiento U verifica la condicién del item 2) de la Proposicién 1.2.11 sii dado un cubrimiento
abierto V existe un N € N tal que si z € X el conjunto de puntos y € X que comparten todos
los N-itinerarios de z refina a V.

En ambos casos la idea es la misma, la de la expansividad uniforme: “los puntos que
acompanan a x en un intervalo de tiempo —N, ..., N suficientemente grande deberan estar tan
cerca de x como se haya preestablecido”; pero cambia el significado de “acompanan”, que es
mas débil en el primer caso y mas fuerte en el segundo. De forma analoga es posible enunciar

también una nocién débil de o-expansividad.

Corolario 1.2.13. 5% un espacio topolégico compacto y de Hausdorff admite un homeomorfismo

r-expansivo entonces es un espacio metrizable.

Demostracion. Supdéngase que X admite un homeomorfismo r-expansivo Ty sea U un cu-
brimiento de r-expansividad para 7. Como X es compacto, por la Observacion 1.2.4 puede
suponerse que U es finito. Luego la base B del item 2) de la Proposicién 1.2.11 es una base
numerable de X. Como ademas X es compacto y de Hausdorff, aplicando el Teorema de

metrizabilidad de Urysohn [25, Theorem 16, p. 125] se concluye que X es metrizable. O

En el siguiente ejemplo se muestra una construccion general que permite obtener homeo-
morfismos r-expansivos en espacios compactos que no son metrizables, pero que satisfacen la
propiedad de separacién T; que es necesario suponer para obtener los resultados deseados. La

construcciéon puede aplicarse por ejemplo a un homeomorfismo expansivo métrico.

Ejemplo 1.2.14. Dados un espacio topoldgico (X, 7) y un subconjunto ¥ C X sea Z el
espacio topologico que se obtiene agregando a X una copia de Y de la siguiente manera: sean
Yi=Y x {1}y Z=XUY) con la topologia generada por la base 7 U h(7), donde h: Z — Z
es el mapa dado por h(z) =z siz € X \Y, h(z) = (x,1) y h(z,1) = x si z € Y. Notese que
con esta topologia h es un homeomorfismo. Asimismo, obsérvese que si Y contiene algin punto
de acumulacién y de X \ Y entonces Z no es de Hausdorff, ya que no existen entornos disjuntos

de los puntos y e (y, 1). Por otro lado, si X es 77 o compacto entonces Z también lo es.
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Si ahora X es compacto y T: X — X es un homeomorfismo r-expansivo tal que T(Y) =Y
entonces el homeomorfismo S: Z — Z dado por S(z) =T(z) stz € X y S(z,1) = (T'(),1) si

x € Y es también r-expansivo. En efecto, si U es un cubrimiento de r-expansividad para T se

probard que W = U U h(U) es un cubrimiento de r-expansividad para S. Para ello, en virtud de

la Proposicién 1.2.8 basta probar que V es un cubrimiento de r-expansividad puntual. Dados

un cubrimiento abierto V de Z y una bi-sucesion (W,,),ez € WZ, se distinguen tres casos:

1)

Si W, = U, € U para todo n € Z, entonces considerando el cubrimiento abierto
Vi ={VNnX: :V eV} de X, como U es cubrimiento de r-expansividad puntual
para T', existe N € N tal que (), n S"(Wy) = (,j<n T (Up) < V1. Por lo tanto, como
Vi <V se obtiene que (), <y S"(W,) < V.

Si W,, = h(U,), U, € U para todo n € Z, entonces considerando el cubrimiento abierto
Vo ={h(V)NX :V €V} de X, como U es cubrimiento de r-expansividad puntual para
T, existe N € N tal que ()< y T"(Uy) < V2 < h(V). Luego, usando que Soh=ho Sy
que h? = id; se obtiene que
N S"Wa) = N S"W(Un) = (N hS"(Un) = (1 hT"(Un)
In|<N [n|<N [n|<N [n|<N

—h( N TMU)) < h2(V) = V.

In|<N

Si W, = h*™(U,), U, €U, k(n) € {0,1} para todo n € Z, con algtin k(ny) = 0 y algtin
k(ny) = 1, entonces S™(W,,,) =T (U,,) C X y S™(W,,) = S"h(U,,) = hT™(U,,) C
h(X). Luego, para cualquier N € N, N > méx{[nol, |n1|}, se tiene (o S"(W,) C
X Nh(X)=X\Y. Por otro lado, considerando el cubrimiento abierto V; = {V N X :
V € V} de X, como U es cubrimiento de r-expansividad puntual para T, existe N € N,
N > max{|nol, [m]}, tal que (), <y T"(Un) < V1 < V. Combinando ambos hechos se

llega entonces a que

N S"Wa)= N S"hOU,) = N AWS"U) = N KTU,)

In|<N In|<N In|<N In|<N
= N KT N(X\Y)= N B(T(U) N (X\Y))

In|<N In|<N
= DNT"(Un) NX\Y)C | QNT”(Un),

donde se ha usado que h|x\y = idx\y. Por lo tanto ﬂlnlSN S™M(W,) < V.

1.2.C. Algunas propiedades de la r-expansividad

Las siguientes proposiciones son generalizaciones al caso de homeomorfismos r-expansivos

de propiedades bien conocidas de homeomorfismos expansivos métricos.



1.2. EXPANSIVIDAD POR REFINAMIENTOS 19

Proposiciéon 1.2.15. Para i = 1,2 sean X; un espacio topologico y T;: X; — X; un homeo-
morfismo. Si T1 y Ty son conjugados, es decir que existe un homeomorfismo h: X1 — X5 tal

que hoTy =Ty oh, y 11 es r-expansivo entonces Ty es r-expansivo.

Demostracion. Sea Uy un cubrimiento de r-expansividad para 7. Es facil ver que h(U;) =
{h(U) : U € U, } es un cubrimiento de r-expansividad para T5. O

Un subconjunto Y de un espacio topolégico X se denominara cerrado extendido (del inglés
extension closed), sii todo cubrimiento Uy de Y por abiertos relativos admite una extensién a
un cubrimiento abierto U de X, en el sentido de que Y AU = Uy . Esta definicién, que proviene
de [19, §1] (ver también [20,21]), representa una generalizacién del concepto de conjunto cerrado
adecuada para espacios no Hausdorff: todo subconjunto cerrado de un espacio topoldgico es

cerrado extendido y en un espacio de Hausdorff vale el reciproco.

Proposiciéon 1.2.16. Si X es un espacio topologico, T: X — X es un homeomorfismo -
expansivo e Y C X es un subconjunto cerrado extendido invariante bajo T', entonces T|y: Y —Y

€S T-eTpansivo.

Demostracion. Si U es un cubrimiento de r-expansividad para T entonces Uy =Y AU es un

cubrimiento de r-expansividad para T'|y. En efecto, dado un cubrimiento abierto Vy- de Y, como

Y es cerrado extendido, existe un cubrimiento abierto ¥V de X tal que Vy- = Y A V. Ahora, como

U es un cubrimiento de r-expansividad para T', existe N € N tal que /\|n| <nI"U <V. Luego,
AN Tty = N T"(Y ANU)= N YANT'U=Y N N\ T'U<Y ANV =Vy,

In|<N In|<N In|<N In|<N

como se deseaba. O

Sean X7 y X5 conjuntos. Dados cubrimientos U; y Us de espacios X7 y Xs, respectivamente,
se define el cubrimiento U; ® Uy de X7 x Xy como Uy @ Uy = {Uy x Us : U; € U;,1 = 1,2}. Si
Ty: X1 — X1y Ty: Xy — X, son funciones se define la funcion T x T5: X7 X Xy — X7 X Xo
como T} X Ty(x1,x0) = (Thx1, Toxs) si (z1,22) € X1 X Xo.

El argumento en la demostracion del siguiente resultado se encuentra contenido esencialmente

en la prueba de [4, Theorem 3.

Proposicion 1.2.17. Para i = 1,2 sean X; un espacio topolégico compacto y T;: X; — X; un

homeomorfismo r-expansivo. Entonces Ty x Ty es un homeomorfismo r-expansivo.

Demostracion. Para ¢ = 1,2, sea U; un cubrimiento de r-expansividad para T;. Se probara que
U; ® Us es un cubrimiento de r-expansividad para T; x T,. Supongase dado un cubrimiento
abierto V de X; x X,. Entonces, existe un refinamiento V' de ¥V compuesto por abiertos basicos

de la forma Vj x V5, con V; C X; abierto, ¢ = 1, 2. Por la compacidad, puede ademéds suponerse
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que V' = {Vl(l) X ‘/2(1)7 cee Vl(k) X Vz(k)} es finito. Para cada x; € X, sea el conjunto abierto
Vitz) = (V¥ cas e VI 1 <j <k} i=1,2

Para i = 1,2, sea V; = {Vi(x;) : &; € X;}, que es un cubrimiento abierto de X;. Se afirma
que V1 ® Vo < V'. En efecto, si x1 € X7 y x2 € X5 entonces (x1,22) € Vl(j) X VQ@ para algun
j € {1,...,k}. Entonces, como z; € Vi(j) se deduce que Vj(z;) C V;(j), i = 1,2. Es decir,
Vi(z1) X Va(za) C Vl(j) X VQ(j), probando lo afirmado. Se concluye que V; ® V, < V.

Ahora bien, para ¢ = 1,2, V; es un cubrimiento abierto de X; y por lo tanto, como U; es un
cubrimiento de r-expansividad para Tj;, existe N; € N tal que /\‘n| <n, T"U; <'V;. Finalmente,
tomando N = méax{ Ny, No}, se tiene que

N (L x D) (Uh@U) = N\ TTh Ty, = N\ Tithe A ToU,
In|<N In|<N In|<N In|<N
<= N TTUh® N ToUe <= Vi@V <V,
In|<Ny [n|<N2

como se deseaba. O

Proposicion 1.2.18. Sean X un espacio topolégico, T: X — X un homeomorfismo y m € Z,

m # 0. Entonces T es r-expansivo sii T™ es r-expansivo.

Demostracion. A partir de la definicién es claro que 7' es r-expansivo sii 77! es r-expansivo,
por lo que puede asumirse m > 1. Si T es r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad U
entonces dado un cubrimiento abierto V de X existe N € N tal que /\Inl N IT™U < V. Luego,
AN T"U< N\ T™U=<YV,
In|<mN In|<N
por lo que U es un cubrimiento de r-expansividad para T' y T es r-expansivo.

Reciprocamente, si 1" es r-expansivo y U es un cubrimiento de r-expansividad para 7', sea
U, = m;Ol T*U. Si N € N se tiene que

m—1 m—1 mN+m—1
A T, = N\ Tm"( A T’fu) - A ( A Tm”“fu) = AN TU=< A TU
[n|<N [n|<N k=0 In|<N k=0 n=—mN [n|<mN
Luego, dado un cubrimiento abierto V de X es posible elegir N de modo que /\‘n‘ NI Uy <V

Entonces U,,, es cubrimiento de r-expansividad para T™ y T™ es r-expansivo. O

A continuacion se generaliza al contexto topoldgico el hecho bien conocido para homeomor-
fismos expansivos métricos de que dos puntos que se mantengan a menos de la constante de

expansividad (para el futuro/pasado) son de hecho asintéticos (al futuro/pasado).

Definicién 1.2.19. Sean 7': X — X un homeomorfismo de un espacio topolégico X y z,y € X.
Dado un cubrimiento V de X se dice que x e y son V-asintoticos sii existe ng € Z tal que
{T"z, T"y} <V para todo n > ngy. Se dice que x e y son asintdticos sii x e y son V-asintGticos

para todo cubrimiento abierto V de X.
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Noétese que en el caso métrico, si € > 0y U es el cubrimiento por bolas de radio /2, entonces
que x e y sean U.-asintoticos implica d(T"x,T™y) < € para todo n suficientemente grande.
Por otro lado, en el caso compacto, si V es un cubrimiento de X y € > 0 es un ntmero de
Lebesgue de V, entones d(T"xz, T"y) < e para todo n suficientemente grande implica que z e y
son V-asintoticos. En consecuencia, en el caso métrico compacto, x e y son asintoticos segun la

definicién anterior sii d(T"z, T"y) — 0 cuando n — +o0.

Proposicion 1.2.20. Sean T: X — X un homeomorfismo r-expansivo, U un cubrimiento de

r-expansividad para T y x,y € X. Si x ey son U-asintoticos entonces e y son asintoticos.

Demostracion. Sean x,y € X puntos U-asintoticos y ¥V un cubrimiento abierto de X. Por
definicién existe ng € Z tal que {T"x,T"y} < U para todo n > ng, y por la r-expansividad
existe N € N tal que A\, .y T"U < V. Llamando 2" = TNz e oy = TNy se tiene que
{T"2", T™y'} < U para todon > —N, o lo que es lo mismo {z’,y'} < T~"U para todo n > —N.
Por lo tanto {z’, '} < A\,~_y T "U = \,<ny T"U. Luego, para todo k > 0 se tiene que
(T*2', Try'} < Tk( A T”M) = ATHU< N TU=Y,
n<N n<N In|<N

or lo que x’ e y' son V-asintéticos. Entonces también x e y son V-asintéticos, y como esto es

por lo que z’ e ¢/ V-asintéti Ent tambié Yy V-asintéticos, y t

cierto para V arbitrario se concluye que = e y son asintéticos. O

1.2.D. Dimensién topolégica

En este apartado se generaliza al contexto de homeomorfismos r-expansivos el siguiente
resultado debido a Mané [28].

Teorema 1.2.21. Si X es un espacio métrico compacto que admite un homeomorfismo expansivo

entonces dim X es finita.

Aqui dim X hace referencia a la dimension topologica de Lebesgue del espacio topologico
X, cuya definicién puede encontrarse por ejemplo en [30, Definition 1.4]: dim X es el minimo
n € NU{oo} tal que para todo cubrimiento abierto  de X existe un cubrimiento abierto V de
X talque V <U yordV <n+1, donde si V es una familia de subconjuntos de X se define

ordV = méax{n € NU {oo} : existe W C V tal que [W|=ny (W # o}.

Lema 1.2.22 ([28, §2, Lemma I]). Sean X un espacio topoldgico, T: X — X un homeomorfismo
r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad U y V un cubrimiento abierto de X. Entonces

existe un cubrimiento abierto VW de X tal que

T’"W/\( A T’fu) AT"W < N\ TV,

lk|<n [k|<n

para todo n € N.
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Demostracion. Sea N € N tal que /\IkISN T*U <V y definase W = /\\k\SN T*U. Entonces,
para todo n € Ny [ € Z tales que |l|] < n se tiene

T WA (A TU) AT W = ( N u) A ( A Tu) A ( oy T*U)

|k|<n k=—N-n =—n k=n—N

n+N I+N
<~ N Tu< A Tu-= Tl< A Tku) =TW < T'V.
k=—n—N k=l—N k| <N

Luego, como |I| < n es arbitrario se concluye que

T—"WA( A T’“u) AT"W < A\ TV,

|k|<n lt|<n

para todo n € N como se queria. O]

Definicién 1.2.23. Dada una familia &/ de subconjuntos de un conjunto X se denota con U>

la familia dada por

U ={U,UU,: U, Uy €U, U NU, # D}

Observacién 1.2.24. En el contexto de la Definicién 1.2.23, nétese que U < U? y que
UU = JU?. Por otro lado, obsérvese que si V es otra familia de subconjuntos de X entonces
U NV)? < U? AN V% en efecto, si A € (U A V)? entonces A = (U; N Vi) U (U N Vy) para
ciertos Uy, Uy € U, V1, Vo € V tales que Uy NV N U, NV # &; pero entonces Uy NU; # Dy
ViNVy # @, con lo cual B = (U UUy) N (Vi UVz) €U AV? y como A C B se obtiene lo
afirmado. Finalmente, es claro que si T: X — X es una biyeccién entonces (TU)? = T'(U?). En
suma, combinando estas propiedades se obtiene que

(/\ TkL{)Q < A\ TR,

kel kel

para todo subconjunto finito 7 C N.

Teorema 1.2.25. Sean X un espacio topolégico compacto y T: X — X un homeomorfismo
r-expansivo que admite un cubrimiento de r-expansividad de la forma U?, donde U es un

cubrimiento abierto de X. Entonces dim X < oo.

Demostracion. Como X es compacto el cubrimiento U puede suponerse finito. Por el Lema

1.2.22 existe un cubrimiento abierto W de X tal que

WA (A TU)ATW =< A T, (1.1)

[k|<n |k|<n

para todo n € N. Ademéas W puede elegirse finito como se desprende de la demostracion del

citado lema y el hecho de que U es finito. Se afirma que dim X < |[W/?. Dado n € N sean los
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cubrimientos

Wo=T""WAT'W, U,= N TU y V=T "WAU,NT"W =U, ANW,.

Ik|<n
Para cada A € W, sea V2 cubrimiento de A por V,-componentes, es decir

P Jj—1
v;j:{uvg;peN, Vi, Ve ANV, VinUVi£@si2<j<p,

i=1 =1

p
Vo w:@siVeA/\vn\{vl,...,v;}}.
i=1
Es claro que V4 es un cubrimiento abierto de A cuyos miembros son disjuntos dos a dos. Sea A
el cubrimiento abierto de X dado por V, = Usew, VA Para concluir la prueba serd suficiente
probar que (A) ord V, < IW? y que (B) V. < U, para todo n € N, de modo que V, podré
elegirse méas fino que cualquier cubrimiento abierto dado, ya que U,, = /\| Kl<n TFU y U es un

cubrimiento de r-expansividad para 7.

Para probar (B) supéngase que | J}_, Vi € V! C V,, donde A € W,, pe N, W,.. LV, €
A/\Vny‘/}ﬂug;l‘/;%6512§j§p. Por un lado, como Vi, Vo <V, <U, y Vi NV, # &, se
obtiene que Vi UV, < U?. Pero

2
w=( A Tu) < A T
|k|<n [k|<n
en virtud de la Observacion 1.2.24, y entonces V3 UV, < /\\k\gn T*U?. Por otro lado, como
Vi,Vo € A e W, se deduce que ViUV, < W, = T7"W AT"W. De ambos hechos se sigue
entonces que V; U Vy < T7"W A </\|k\§n T’“Uz) ANT™W, y entonces V) U Vy < U, en virtud de
(1.1). De forma andloga, repitiendo el argumento anterior con V; UV, y V3 en lugar de V; y Vs

se llega a que V1 UV, U Vs < U, v asi sucesivamente hasta obtener que Ule Vi < U,, como se

deseaba.

Finalmente, para probar (A), nétese que W,, = T-"WAT"™W tiene a lo sumo |W|? elementos.
Luego, como para todo A € W, se tiene que V4 es una particiéon de A, se deduce facilmente
que a lo sumo |[W|? miembros diferentes de Vo = Uiew, VA pueden tener interseccién no vacfa.
Es decir, ord V, < [W|? como se deseaba. O

Observacion 1.2.26. Es claro que para un homeomorfismo expansivo 1" de un espacio métrico
compacto siempre existe un cubrimiento de r-expansividad de la forma U?. En efecto si Uy es un
cubrimiento de r-expansividad para 7" basta elegir U como el cubrimiento de bolas de radio 9/,
donde § > 0 es un ntimero de Lebesgue fuerte de Uy. De ese modo U? < Uy v por lo tanto U? es
un cubrimiento de r-expansividad para T'. En consecuencia el Teorema 1.2.25 es una extension
del Teorema de Mané (Teorema 1.2.21).
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1.2.E. Expansividad al futuro

En este apartado se considera la generalizaciéon al contexto topoldgico del concepto de
expansividad al futuro de un homeomorfismo continuo de un espacio métrico. Se tienen defini-
ciones de mapa o-expansivo al futuro y r-expansivo al futuro analogas a las correspondientes al
caso de homeomorfismos. Para estas versiones topolégicas de expansividad al futuro la gran
mayoria de los resultados presentados en el contexto de homeomorfismos valen igualmente en el
caso de mapas continuos, con las modificaciones necesarias evidentes en algunos casos y con
demostraciones similares y en varios casos mas sencillas.

Por ejemplo, se tienen definiciones equivalentes con entornos de la diagonal y bi-sucesiones
de abiertos, la equivalencia con la expansividad (al futuro) métrica en el caso compacto y de
Hausdorff, los resultados de expansividad de los conjugados, restricciones, productos y potencias,
los resultados sobre puntos periédicos y sobre puntos asintéticos, y la finitud de la dimension del
espacio que soporta un expansivo (al futuro), por citar algunas de las propiedades desarrolladas
hasta el momento.

Aqui el interés se centrara en la version de expansividad por refinamientos al futuro, y la
generalizacién para esta clase de sistemas del resultado que afirma que si un homeomorfismo de

un espacio métrico compacto es expansivo al futuro entonces el espacio es finito [13,34].

Si M es un espacio métrico, un mapa continuo 17': M — M se dice expansivo al futuro sii

existe una constante o > 0 (llamada constante de expansividad al futuro para T') tal que
z,y € My d(T"z,T"y) < a para todo n € N implica z = y.
La siguiente es la version “por refinamientos” de la expansividad al futuro.

Definicién 1.2.27. Sean X un espacio topologico y T: X — X un mapa continuo. Se dice

que T es expansivo por refinamientos al futuro sii existe un cubrimiento abierto U de X tal que

N
para todo cubrimiento abierto V de X existe N € Ntal que A T7"U < V.

n=0

En ese caso U se denomina cubrimiento r-expansividad al futuro para T

Dadas familias de subconjuntos ¢ y V de un espacio X, se dice que U y V son equivalentes,

ysedenotald ~V, siid < VyV<U.
Lema 1.2.28. SiU, V y W son familias de subconjuntos de un espacio X, entonces:
1)V U implicad NV ~ V. 2) U~V implicad N\W ~VAW.

Proposiciéon 1.2.29. Sean X un espacio topolégico y T: X — X un homeomorfismo r-
expansivo al futuro. Entonces existe un cubrimiento abierto Uy de X tal que para todo cubrimiento
abiertoV de X existe n € N tal que T "Uy < V.
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Demostracion. Sean U un cubrimiento de r-expansividad al futuro para T, N € N tal que

N
T7"U <TU.

n=0

Aplicando T~ ! a esta relacién se obtiene que

N+1
N T7"U<U.
n=1
Pero entonces
N+1 N+1 N+1
NT7"U=UNNT U~ N\ T U,
n=0 n=1 n=1

ya que el segundo factor del miembro central refina al primero y se aplica el item 1) del Lema

1.2.28. Ahora si k € Z, aplicando T* a la tltima relacién se obtiene

k+N+1 E+N+1 k+N+1
AN T7"U=TUN N T"U~ N T,
n==k n=k+1 n=1

es decir, se puede cancelar un factor 7% cuando en el producto estdn como factores sus N + 1
primeros iterados al pasado. Luego, cancelando repetidamente como se acaba de indicar y

aplicando el item 2) del Lema 1.2.28 se obtiene que

k+N k+N
ANT U~ N T"U
n=0 n=~k

para todo k € Z.

Dado un cubrimiento abierto V de X, por la r-expansividad al futuro, existe £ € N tal
que /\f;év T—"U < V. Como /\ﬁiév T"U ~ NEEN Ty = T* (/\7]:[:0 T~"U), se obtiene que
Uy = /\7]1\[:0 T—™U cumple la propiedad requerida. O

Teorema 1.2.30. Si un espacio topoldgico compacto y Ti admite un homeomorfismo r-expansivo

al futuro entonces es finito.

Demostracion. Sea Uy como en la Proposicion 1.2.29. Por compacidad puede suponerse que Uy
es finito. Sea m = cardUy. Si X contiene mas de m puntos xy, ..., z,, considérese el cubrimiento
V={X\{zo,...,Tky...,xm} : 0 < k < m}, donde el “sombrero” significa que el punto debe
ser omitido. V es un cubrimiento abierto porque como el espacio es 7; los singuletes son
cerrados. Ademas, como como cada punto zp, 0 < k < m, estd en exactamente uno de los
miembros de V, se deduce que V es minimal: no tiene subcubrimientos propios. Sin embargo,
de acuerdo a propiedad establecida en la Proposicién 1.2.29 que verifica U, existe n € N tal
que T"Uy < V. Entonces, como T"U; es un refinamiento de V que tiene m miembros, V debe
tener un subcubrimiento de m miembros, en contradiccién con la minimalidad de V ya que V

tiene m + 1 miembros. Esto concluye la prueba. O
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1.2.F. Reduccién al caso T;

Como se ha mencionado anteriormente, en la definiciéon de r-expansividad de un homeo-
morfismo 7: X — X no se hace referencia a la acciéon de T sobre los puntos del espacio, sino
solamente a su accién sobre los conjuntos abiertos (de hecho sobre los cubrimientos abiertos).
Es por este motivo que homeomorfismos r-expansivos pueden presentar fenémenos en relacién
a los puntos del espacio que claramente no estan dentro de lo que se espera de una dinamica
expansiva (ver Ejemplos 1.2.9 y 1.2.10).

La razon de fondo tiene que ver con las propiedades de separaciéon que tenga el espacio
topoldgico en cuestion, es decir, en qué medida la topologia determina los puntos del espacio, y
por lo tanto en qué medida la dinamica de los conjuntos abiertos determina la dindamica de los
puntos.

En los Ejemplos 1.2.9 y 1.2.10 se mostraron dindmicas r-expansivas con comportamientos
indeseados en términos de los puntos, sobre espacios uno indiscreto y el otro con la propiedad
de separaciéon Ty. Por otro lado en la Proposicién 1.2.11 se ha probado que en un espacio 7 la
r-expansividad implica la o-expansividad y en la Proposicion 1.1.11 que la o-expansividad implica
la propiedad de separacién 7;. Como en la definicién de o-expansividad se menciona directamente
a los puntos del espacio, el comportamiento de estos bajo la accién del homeomorfismo esta
controlado. El contexto de los espacios T; aparece entonces como el ambito natural, al menos
en términos de la dinamica de los puntos, para considerar la generalizacion de la expansividad
métrica que en este trabajo se introduce. En ese contexto se tienen simultdneamente la 1-
expansividad (control en la topologia) y la o-expansividad (control en los puntos).

En este apartado se muestra como a partir de una dinamica en un espacio topoldgico
arbitrario es posible rescatar una dinamica en un espacio 7; que conserva todo lo posible la
dindmica de los conjuntos abiertos del sistema original. Cuando la dinamica de partida es
r-expansiva la dindmica resultante es también r-expansiva (y o-expansiva). En consecuencia,
en muchos casos los resultados sobre homeomorfismos r-expansivos en espacios 71 que en su
enunciado involucren a los puntos del espacio pueden extenderse a dinamicas cualesquiera
teniendo en cuenta la construcciéon que aqui se presenta de la “dinamica 7;” asociada. Por
ejemplo, a partir del Teorema 1.2.30, que afirma que un espacio compacto y 7; que admita
un homeomorfismo r-expansivo al futuro es necesariamente finito, sin asumir la propiedad de
separacién 77 lo que se obtiene es que el conjunto de cerrados minimales del espacio (estos serdan

los puntos del espacio 77 asociado, ver Definicién 1.2.32) es finito.

1.2.31. REDUCCION AL CASO 7

Dado un espacio topolégico X se define la relacién de equivalencia x ~ y sii x e y pertenecen
a los mismos abiertos. El espacio topoldgico cociente por esta relacion se denotaréd con to(X),
las clases de equivalencia con [z] si x € X y la proyeccién cociente candnica asociada con
7o: X = to(X), mo(z) = [x].
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Como es fécil ver, to(X) es un espacio Ty y si X es un espacio 7, entonces X es homeomorfo a
to(X) via mg. De hecho esta construccién da “el méximo” espacio Ty en el cual X se proyecta, en
el sentido de que si 7: X — Y es una funcién continua sobre un espacio 7Ty, entonces existe una
(inica) funcién continua h: to(X) — Y tal que h o my = m. Nétese que la funcion 7x — 74(x),
U — my(U), es una biyeccién mondtona (preserva la inclusién) entre las topologias de X y de
to(X), respectivamente, y por lo tanto preserva uniones e intersecciones. En particular 7y es un
mapa abierto y también cerrado.

SiT: X — Y es una funcién continua entre espacios topologicos X e Y puede comprobarse
que la asignacion [z] — [T'z|, z € X, tiene sentido y que efectivamente define una funcién de
to(X) en to(Y') que se denotara to(7). Si ahora T: X — X es un homeomorfismo r-expansivo
con cubrimiento de r-expansividad U, es inmediato verificar que to(7): to(X) — to(X) es
r-expansivo con cubrimiento de r-expansividad mo(U), y reciprocamente.

A través de la construccién (funtor) tg, queda claro que el estudio de la r-expansividad
puede restringirse al caso de espacios 7Ty sin pérdida de generalidad. Sin embargo, como ya se
ha mostrado a través de ejemplos (Ejemplo 1.2.10) atin asumiendo la propiedad de separacién
To persisten fenémenos, al menos en términos de los puntos del espacio, que no corresponden al

contexto clasico de los sistemas expansivos.

Definicién 1.2.32. Dado un espacio topoldgico (X, 7) y P C X se dird que P es un punto’ de
X sii P es cerrado minimal, es decir, si P es cerrado, P # @ y P no tiene subconjuntos propios

cerrados y no vacios. Se denota con t,(X) el conjunto de los puntos de X,

t1(X) ={P C X : P es cerrado minimal}.

En t;(X) se considera la topologia (esto se probara en el Lema 1.2.33) dada por

t(1) ={t1.(U) : U € 7},

donde si Y C X se define t, (V) ={P € t4(X): PNY # o}.

Lema 1.2.33. Sea (X, 7) un espacio topologico. Se verifican las siguientes propiedades.
1) SiU C X es abierto o cerrado y P € t,(X) entonces P C U o bien PNU = @.
2) St P,Q €t1(X) y P+#Q entonces PNQ = 2.

3) La coleccion t1(7) es una topologia Ty de t1(X).

4) Si X es un espacio Ty entonces todo P € t;1(X) es un singulete y el mapa t;: t;(X) — X,

u({z}) =z es un encaje (homeomorfismo sobre su imagen,).

"Esta acepcién de la palabra punto sera utilizada solamente en relacién a la construccién t; que se estd
definiendo. En el resto de la tesis se usa como sinénimo de elemento.
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Demostracion. 1) Si U C X es abiertoy P € t1(X) entonces P\ U es cerradoy P\ U C P.
Entonces, por la minimalidad de P, se tiene P\ U = @ o P\ U = P, como se afirmé. Si U es
cerrado se aplica lo anterior a X \ U.

2) SiP,Qeti(X)y PNQ # @, entonces PC Qy Q C P por1). Luego P = Q.

3) SiY C X por definicién #1(Y) = {P € t,(X) : PNY # @}. Es claro entonces que si
U C 7 se tiene Uy t1(U) = t1 (Uyey U)- Asi que t1(7) es cerrado por uniones. Por otro lado,
por 1) se cumple que t;(U) = {P € t;(X) : P C U} para todo U € 7. Se ve entonces que
t(U)Nt (V) =t(UNV) si U,V € 7. Entonces t1(7) es cerrado también por intersecciones
finitas y por lo tanto una topologia. Finalmente, para probar que ¢;(7) es una topologia 77,
noétese que para todo P, Q € t1(X), P # @Q, se tiene que, por 1), t;(X \ @) es un entorno abierto
de P que no contiene a Q).

4) Si X es un espacio Ty y P € t1(X), supéngase que existen z,y € P con = # y. Como
X es un espacio 7y uno de estos dos elementos, por ejemplo x, tiene un entorno abierto U tal
que y ¢ U. Pero entonces P\ U es un subconjunto propio cerrado y no vacio de P, lo cual
contradice la minimalidad de P. Por lo tanto todo punto es un singulete. La ultima afirmacion

es un consecuencia de que el mapa ¢y, es claramente inyectivo y aplica cada conjunto abierto
t1(U) de t1(X), U €7, en UNImuy. O

Observacion 1.2.34. Si X es un espacio Ty mediante el mapa ¢; del item 4) del Lema 1.2.33
puede considerarse t1(X) C X con la topologia relativa. Como subconjunto de X, el espacio
t1(X) consiste de los x € X tales que {x} es cerrado; esos elementos son entonces los puntos de

X. En particular se obtiene que si X es un espacio 7y entonces t1(X) = X.

Observacion 1.2.35. Si X es un espacio topoldgico arbitrario to(X) es un espacio 7y, y por
lo tanto segtin lo mencionado en la Observacién 1.2.34 puede considerarse t1 (to(X)) C ¢1(X).
Por otro lado, t1(X) y t1(to(X)) son espacios homeomorfos: en efecto, es fécil ver que el mapa
t1(to(X)) = t1(X), P — U{[z] : [z] € P} es un homeomorfismo. Por lo tanto, en el caso
general puede suponerse t1(X) C to(X).

Ejemplo 1.2.36. Para un espacio topoldgico X puede ocurrir que ¢,(X) = @. En efecto, sea
X = Z con la topologia 7 = {[n, +00) : n € Z}. Entonces X es un espacio 7y, no es compacto y
t(X) = @.

Proposicién 1.2.37. Si X es un espacio topoldgico compacto y no vacio entonces t1(X) # .

Mas ain, si C C X es cerrado y no vacio entonces existe P € t1(X) tal que P C C.

Demostracion. Sea C C X cerrado y no vacio. Considérese la familia F = {D C C :
D cerrado y no vacio}. Si C C F es una cadena entonces [|C es cerrado y no vacio por la
compacidad de X, y por lo tanto una cota inferior de C en F. Entonces por el Lema de Zorn se

concluye que F tiene algin elemento minimal P € F. Claramente P € t;(X)y P C C. O]
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Definicién 1.2.38. Si T: X — X es un homeomorfismo de un espacio topoldgico X se define

el mapa®
H(T): 6(X) = t(X),  6(T)P)=T(P), P et(X).

Observacion 1.2.39. En el contexto de la Definicién 1.2.38 es claro que t1(7") es un homeo-
morfismo. De hecho considerando ¢;(X) C to(X) como en la Observacién 1.2.35, el mapa t1(7")

es simplemente la restriccién a t;(X) del mapa ty(7") introducido en el apartado 1.2.31.

El siguiente resultado muestra que el estudio de los sistemas dindmicos r-expansivos en
espacios compactos puede restringirse al caso de espacios 77 sin pérdida de generalidad, lo cual

era el objetivo de esta seccion.

Proposicién 1.2.40. Sea T: X — X es un homeomorfismo de un espacio topoldgico compacto

X. Si T es r-expansivo entonces t1(T') es r-expansivo.

Demostracion. Aplicando en primer lugar la construccién tq del apartado 1.2.31 si fuera necesario
puede suponerse que X es un espacio Ty, que ¢1(X) C X como en la Observacién 1.2.34 y que
t1(T) = T'|4,(x) como en la Observacién 1.2.39.

Si T es r-expansivo, como t;(1) = T, (x), para demostrar que t;(71") es r-expansivo es
suficiente probar que Y = #;(X) es cerrado extendido, en virtud de la Proposicién 1.2.16. Sea U,
un cubrimiento de Y por abiertos relativos y sea ¢ una coleccién de subconjuntos abiertos de
X tal que Uy =Y AU. Bastara demostrar que U es un cubrimiento de X. Si | JU # X entonces
C' = X \ JU es un subconjunto cerrado y no vacio de X. Entonces por la Proposicién 1.2.37

existe x € Y tal que x € C, lo cual es absurdo pues U claramente cubre Y. O

1.3. El shift no Hausdorff

En esta seccion se introduce una familia de sistemas dinamicos simbodlicos r-expansivos
cuya construccion se da en §1.3.A y que se denominaran shift no Hausdorff, aunque como caso
particular se encuentran los shift simbdlicos métricos usuales. En §1.3.B se resalta la relevancia
de esta familia probando que todo sistema dinamico expansivo es conjugado a un subshift de
un shift no Hausdorff (Teorema 1.3.10). Finalmente en §1.3.C se calcula la entropia topoldgica

de los shift no Hausdorff, extendiendo el resultado correspondiente a los shift métricos usuales.

1.3.A. Construccion del shift

Sea S un conjunto finito cuyos elementos se denominaran simbolos, y sea < un orden parcial

en S, es decir una relacién transitiva, reflexiva y antisimétrica. Supéngase que (S, <) es ademads

8Es claro que T(P) € t1(X) si P € t1(X).
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completo inferiormente, es decir que verifica que todo subconjunto no vacio de § acotado
inferiormente posee infimo. Dados simbolos u,v € S tales que {u, v} es acotado inferiormente
se denota con u A v el infimo de {u,v}. Por conveniencia, se agrega a S el nuevo simbolo “0” y
se extiende la relacién de orden a Sy = S U {0} imponiendo que 0 < u para todo u € Sy. El
conjunto ordenado Sy resulta ser entonces lo que se conoce como semirreticulo inferior: para
todo u,v € &y existe el infimo u A v de {u,v}. En efecto, si u,v € S son tales que {u, v} no es

acotado inferiormente en S entonces u A v = 0; ademas 0 A u = 0 para todo u € Sy.

Definicién 1.3.1. Dado un conjunto ordenado de simbolos & completo inferiormente, se
considera en S la topologia que tiene por base la familia B = {(0,u] : u € Sy}, donde se
denota (0,u] = {v € S : v < u} para u € §y°. Sea X el espacio topoldgico producto ¥ = S% y

considérese el mapa llamado shift dado por

o: X — X, o((ue)kez) = (upt1)wez st (wp)rez € T

Observacién 1.3.2. Una base de la topologia de ¥ puede darse en términos de la base B

considerada para S. Dados n € Ny u_,,...u, € 8 considérese el n-cilindro
Ctupy .. Up) = {(Uk)k:eZ EX iy <uysi k] < n},

y sea By, la coleccién de todos los n-cilindros. Entonces By, = | J,, .y Bs.» €s una base para la

neN
topologia de ¥. A partir de esto es claro que o: ¥ — ¥ es un homeomorfismo.

Observacion 1.3.3. En el caso en el que el orden < de S es la identidad de S, la topologia
considerada en S es la topologia discreta y (X, o) resulta ser el shift usual, que es un sistema
dindmico expansivo métrico compacto (ver por ejemplo [37, p. 232]). En cualquier otro caso
es facil ver que S, y por lo tanto X, no es un espacio 7;. En general, S y ¥ son espacios Ty y

compactos.
Teorema 1.3.4. El sistema dindmico (3,0) es r-expansivo.

Demostracion. Sea U el cubrimiento de X por 0O-cilindros, es decir
Z/{:{C’(u) :uES} donde C(u) = {(vk)kGZGZ:vofu}.

Se probara que U es un cubrimiento de r-expansividad puntual para o. Para ello supdéngase
dados un cubrimiento abierto V de ¥ y una bi-sucesion (C (uk)) rez de elementos de U. Se debe
probar que existe N € N tal que ﬂIkISN ok (C(uk)) < V.

Como todo subconjunto abierto de ¥ es la unién de cilindros, puede hallarse un refinamiento
V" de V cuyos elementos son cilindros. Por compacidad existe entonces un subcubrimiento finito
V" de V', que sera por lo tanto un refinamiento de V. Para refinar a V es suficiente entonces

refinar a V.

9Nétese que (0,0] = @ y que (0,u] N (0,v] = (0,u Av] siu,v € Sp.



1.3. EL SHIFT NO HAUSDORFF 31

Ahora bien, como V" es un cubrimiento finito por cilindros, existe N € N tal que cada
miembro de V” es un n-cilindro con n < N. Como la bi-sucesién (uy)rez pertenece a X se
tiene que (ug)rez pertenecerd a algun miembro de V". Sea C(v_y,...,v,) uno de ellos, donde

Vopyo, 0y €Sy n < N. Esto significa que uy < vy para |k| < n, y entonces
Clu_ny . yun) CCU_py .. un) CC(v_p,...,v,) € V"
Finalmente, como para para todo N € N se verifica que

ﬂ U_k(c(uk)) =C(u_n,...,un),

|k|<N

se concluye que (< o (C(ug)) <V como se deseaba. O

1.3.B. Todo sistema expansivo es un subshift

Un resultado clésico [26, Theorem 2.7] es que todo homeomorfismo expansivo de un espacio
métrico compacto es semiconjugado a un subshift del shift métrico usual de bi-sucesiones en una
cantidad finita de simbolos. En este apartado se muestra (Teorema 1.3.10) que si se considera
el shift no Hausdorff introducido en §1.3.A, entonces todo homeomorfismo r-expansivo de un
espacio compacto y 71, en particular todo homeomorfismo expansivo de un espacio métrico
compacto, es conjugado a un subshift de un shift no Hausdorff.

Definicién 1.3.5. Sean X un conjunto y & un cubrimiento finito de X. Dendtese con § = Sy
la familia de las intersecciones finitas de los miembros de ¢ ordenado por la inclusion. Dado
x € X se define S[z] € § como el menor miembro de S que contiene a z. Dada una biyeccién
T: X — X y un cubrimiento finito & de X se define

o: X =%, o(x) = (S[Tkx])kez,
donde ¥ = SZ. El mapa ¢ se denominara mapa itinerario.

Tomando como conjunto de simbolos el conjunto S = &y es posible realizar la construccion
del espacio topolédgico X y el shift o: ¥ — ¥ del apartado 1.3.A. En adelante se supondra que

(3, 0) es el sistema dindmico construido a partir de ¢ de ese modo.

Lema 1.3.6. En el contexto de la Definicion 1.3.5 se verifican las siguientes propiedades.
1) poT =00, donde o: ¥ — X es el shift.
2) SiU_n,...,Uy €8 entonces = (C(U_y,...,Uy)) = Niki<n T7kU,.

Demostracion. 1) Dado x € X se tiene que

o(Tr) = (SITTal), ., = (SITa), = o((SIT0),.,) = o (o(a).
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2) Dado = € X se tiene que ¢(z) € C(U_y, ..., Uy) sii S[T*z] C Uy, para todo |k| < N sii
T*z € Uy para todo |k| < N sii @ € () y<y T "Us. O

Proposicién 1.3.7. SiT: X — X es un homeomorfismo de un espacio topologico X yU es

un cubrimiento abierto y finito de X, se verifican las siguientes propiedades.
1) El mapa itinerario p: X — 3 es continuo.

2) StlU es un cubrimiento de o-expansividad para T, entonces p: X — ¥ es inyectiva.
3) Sean B = {mm\gNTnUn :NeNU, el sin| < N} y Yo :=Imp CX.

a. Si B es base de X entonces p: X — ¥ es abierto.

b. Si p es inyectiva, vale el reciproco de lo anterior.

Demostracion. 1) Por el item 2) del Lema 1.3.6 la preimagen a través de ¢ los abiertos bdsicos
de By, (Observacién 1.3.2) son los elementos del conjunto B del item 3), es decir o~ !(Bs) = B.
Como U esta formado por abiertos y T es continua, los elementos de B son abiertos y por lo
tanto ¢ es continua.

2) Sizy € Xy p(r) = p(y) entonces S[T*x] = S[T*y] para todo k € Z. Luego
{T*x, T*y} < U paratodo k € Z y por lo tanto x = y ya que U es cubrimiento de o-expansividad
para T'.

3) Es inmediato a partir del hecho probado en 1): ¢~ (By) = B. O

Observacién 1.3.8. El item 1) de la Proposicién 1.3.7 junto con el item 1) del Lema 1.3.6
dicen que todo sistema dindmico (X, T') es semiconjugado, via el mapa itinerario, al subshift
(X9, 0), donde ¥y = Im ¢.

Si un observador del sistema dindmico (X,7T) puede “medir como U”, es decir que sus
instrumentos de medicion le permiten determinar si un determinado estado x del espacio de fase
X esta o no en los miembros de un cubrimiento abierto & de X, entonces lo que el observador
realmente vera es el sistema dindmico semiconjugado (X3¢, 0), donde en general ¥y no serd un
espacio de Hausdorff, atin si el espacio de fase de partida X es métrico. De esta forma, si se
modelan las mediciones que puede realizar un observador del modo indicado anteriormente,

aparecen de manera natural sistemas dinamicos en espacios no Hausdorff.

Observacién 1.3.9. Es interesante notar que la condicion “B es base de X” que aparece en el
item 3) de la Proposicién 1.3.7 y que forma parte de la tesis en el item 2) de la Proposicién
1.2.11 justamente corresponde a la nocién débil de r-expansividad discutida en la Observacion
1.2.12.

Teorema 1.3.10. Todo homeomorfismo r-expansivo de un espacio topoldgico compacto y Ty es

conjugado a un subshift de un shift no Hausdorff.
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Demostracion. Sean X un espacio topoldgico compactoy 71 y T: X — X un homeomorfismo
r-expansivo. Sean U un cubrimiento de r-expansividad finito para T, § = &y y ¢ el mapa
itinerario como en la Definicién 1.3.5, y 0: ¥ — ¥ el shift como en la Definicién 1.3.1.

Por el item 1) del Lema 1.3.6 y el item 1) de la Proposicién 1.3.7 ¢ es una semiconjugacién
de (X, T) al subshift (X, 0), donde ¥y := Im¢ C X. Por otro lado, como X es Ty, por el item
1) de la Proposicién 1.2.11 T es o-expansivo y entonces ¢ es inyectiva en virtud del item 2)
de la Proposicién 1.3.7. Finalmente, por el item 2) de la Proposicién 1.2.11 y el {tem 3) de la

Proposiciéon 1.3.7 ¢ es ademas abierta. O

El siguiente ejemplo muestra que un subshift de un shift no Hausdorff no necesariamente
tiene que ser r-expansivo. El problema de fondo es que, si bien en el contexto de la Observacién
1.3.8, ¥y = Im ¢ es o-invariante no necesariamente es cerrado extendido, por lo que no es

aplicable la Proposicién 1.2.16 que garantizaria la r-expansividad de la restriccion de o a .

Ejemplo 1.3.11. Sean T una rotacién irracional en el circulo y & = {U, V'} un cubrimiento
abierto compuesto de dos arcos tales que las dos componentes conexas de U NV tengan
diferente longitud. Entonces, dados puntos diferentes x e y existe n € Z tal que T"x e UNV y
T"y ¢ UNV. Por lo tanto el mapa itinerario serd inyectivo. Ademds, es facil ver que el conjunto
B del item 3) de la Proposicién 1.3.7 es efectivamente una base de la topologia del circulo, y
por lo tanto el mapa itinerario es abierto en virtud de la citada proposicién. Por consiguiente

en este caso T es conjugado a un subshift que no es expansivo pues 7' no lo es.

1.3.C. Entropia del shift

En [4, Example 3] se prueba que si 0,,¢; denota el shift métrico usual en n simbolos entonces
la entropia topoldgica de o, vale h(oy,e) = logn. El principal resultado de este apartado
lo constituye la Proposicién 1.3.16 en donde se calcula la entropia topoldgica de los shift no
Hausdorft.

La entropia topoldgica h(T) € [0, 4o0c] de una funcién continua 7': X — X que actda en un

espacio topoldgico compacto X se introduce en [4] y se define como
h(T) = sup{h(T,U) : U cubrimiento abierto y finito de X)},

donde, si U es un cubrimiento abierto y finito de X se definen

N—+400

N-1
MT,U) = lim lH( A T_kl/{> y H(U) =log(min{[V| : V es subcubrimiento de ¢ }).
k=0

Proposicién 1.3.12 ([26, Theorem 2.6]). Sean X un espacio topoldgico compacto, T: X — X
un homeomorfismo r-expansivo y U un cubrimiento de r-expansividad finito para T'. Entonces

h(T) = h(T,U).
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Demostracion. Igual que [26, Theorem 2.6]. O

Corolario 1.3.13. Sean X un espacio topolégico compacto yT: X — X un homeomorfismo

r-expansivo. Entonces h(T) es finito.

Demostracién. En [4, Property 8] se prueba que h(U, T) es finito para todo cubrimiento abierto

y finito de X. Luego, lo afirmado se deduce inmediatamente de la Proposicion 1.3.12. m

Lema 1.3.14. Si I es un conjunto y X; un espacio topoldgico por cada i € I, entonces
t (Hie[ Xi) = [Lic; t1(X5i) son homeomorfos, donde ty refiere a la construccion de la Definicion

1.2.32. En particular, si X es un espacio topoldgico e I un conjunto, entonces t1(X7) = t;(X)?.

Demostracion. Sea (P)icr € [];c;t1(X;). Entonces P; C X; es un cerrado minimal para todo
i € I. Se afirma que el subconjunto cerrado y no vacio P = [[,.; P; C [[;c; Xi es también
minimal. En efecto, supongase que existe un subconjunto propio de P cerrado y no vacio @) C P.
Entonces Q°N P # @ y Q° es abierto. Como todo subconjunto abierto de ]

abiertos basicos de la forma

jer Xi €s union de

C(Ui:i€ly) ={(zi)icr €[] Xi 1w € Uy sii € Ip},
iel
donde Iy C I es un conjunto finito y U; C X, es abierto para todo i € Iy, se deduce que
C(U; i € Iy) N P # @ para alguno de estos abiertos bésicos incluidos en Q°. Luego, existe
(7i)ier € [l;e; Xi tal que z; € U; N P; para todo i € Iy. Ahora, como cada P;, i € I, es un
cerrado minimal, se obtiene que P; C U; si i € Iy (de lo contrario P; \ U; # @ contradice la
minimalidad de P;). Por lo tanto, se concluye que P C C(U; : i € Iy) C Q°, lo cual es absurdo
ya que se tenfa & # Q) C P.
Es posible entonces definir el mapa inyectivo
h: TT1t1(X;) — tl(H Xi), h((Pi)ieI) =11 P.
i€l iel i€l

Se afirma que h es ademds sobreyectiva. En efecto, supéngase que P C [],.; X; es un cerrado
minimal. Para simplificar la notacién, fijado ¢ € I, dendtese Y =[] i Xj, con lo cual X; x Y =
[Lic; Xi, vy sea m;: [[,c; Xi = X; la proyeccién canénica. Sean P; = m(P) C X; y Py CY la
proyeccién de P en Y. Como P° es abierto, para todo p = (x,y) € P° existen abiertos U, C X;
y Vp, €Y tales que p € U, x V,, C P¢. Sea el conjunto abierto

U=U{U,:p=(z,y) e P°eye Py} CX.

Es claro que U U P; = X;. Méas aun U = Pf, pues de lo contrario existe p = (z,y) € P°, y € Py,
tal que U,N P; # @, y entonces P\ U, x Y es un subconjunto propio de P que es cerrado. Luego,
por la minimalidad de P, se llega a que P C U, x Y y entonces U, X {y} NP # @ pues y € Py
y Py es la proyeccién de P es Y. Pero como U, x {y} C U, x V,, se obtiene U, x V, NP # &, lo

cual es absurdo. Queda probado entonces que P; = U€ es cerrado para todo i € I.
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Por otro lado, P; es a su vez cerrado minimal para todo ¢ € I, pues si (); C P; es un
subconjunto propio cerrado y no vacio para algiin i € I entonces Q = P N7, '(Q;) serd un
subconjunto propio cerrado y no vacio de P, contradiciendo la minimalidad de P. Entonces
[Lic; P es cerrado minimal, en virtud de lo demostrado en el primer pérrafo, ya que cada factor
es cerrado minimal. Pero entonces, como P C [[,.; P; se deduce que P = [[,.; P = h((P)ier),

y h es sobreyectiva.

Finalmente para ver que h es un homeomorfismo, nétese que dado un abierto basico de
[Lic; t1(X;) de la forma (ver Definicién 1.2.32)

C(h(Uz) 11 E ]0) = {(Pz)zel € H tl(Xi) PNy 75 Ddsit e ]0}7
i€l
donde Iy C I es un subconjunto finito y U; C X; es abierto para todo i € I, entonces
h(C(tl(Ui) i€ 10)) = {H P, Cty(ITX:) - TR NCU; i € Iy) # @},
iel iel iel

que es precisamente un elemento tipico de una base de t; (HZE I Xi). O

Proposicién 1.3.15. Sean X un espacio topologico compacto yT: X — X un homeomorfismo,
entonces h(T) = h(to(T)) = h(t:(T)), donde t, refiere a la construccion de la Definicidn 1.2.38.

Demostracion. En primer lugar se probard que h(7T) = h(tO(T)), donde ¢, refiere a la construc-
cion del apartado 1.2.31. Como se menciona en el referido apartado, la proyeccién canénica
mo: X — to(X) induce una biyeccién mondtona entre las topologias de ambos espacios y por
lo tanto preserva las intersecciones y uniones. Queda claro entonces que U es un cubrimiento
abierto de X sii () es un cubrimiento abierto de X, y en ese caso H(U) = H(mo(U)). Luego

si U es un cubrimiento abierto de X y N € N, como my o T' = to(T’) o m, se tiene que

o C/:i: T—ku) - ]:/j: o (T7"U) = ]:/501 to(T) *mo (U),

y por lo tanto H ( A T*U) = H( A to(T) *mo(U)). Se deduce entonces que h(U,T) =
h(mo(U),to(T)) para todo cubrimiento abierto U de X y entonces h(T) = h(to(T)).

Por lo recién demostrado puede suponerse entonces que X es un espacio 7y y que Y =
t1(X) € X como en la Observacién 1.2.34. Dado un cubrimiento abierto U de X, considérese el
cubrimiento abierto Y AU de Y. Es claro que H(U) > H(Y AU). Pero de hecho H(U) = H(Y A\U).
En efecto, si Y AUy es un subcubrimiento de cardinal minimo de Y AU, donde Uy C U, entonces
Uy es un cubrimiento de X, ya que de lo contrario C' = X \ [ JUj serfa un cerrado no vacio, que
entonces contiene algin cerrado minimal en virtud de la Proposicion 1.2.37, lo cual es absurdo
pues C NY = @. Entonces H(U) < log|Up| = log|Y AlUy| = H(Y AU), ya que U — mo(U) es

una biyeccién entre los cubrimientos abiertos de X y los cubrimientos abiertos de to(X).
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Sean Ty = t1(T') = T'|y, U un cubrimiento abierto de X y N € N. Entonces

N-1 N-1
YANNT U= N\ TyY Au

k=0 k=0
y por lo tanto H ( fg:ol T-*U) = H( ]kvzfol Ty"Y AU). Se deduce entonces que h(U,T) =
h(Y AU, Ty) para todo cubrimiento abierto & de X. Ahora bien, todo cubrimiento abierto Uy
de Y es de la forma Uy =Y AU para cierto cubrimiento abierto U de X, ya que tomando una
familia U de abiertos de X tal que Uy =Y AU, se tiene que de hecho U debe cubrir X, otra

vez por la Proposicién 1.2.37. Por lo tanto se obtiene que h(T") = h(Ty) como se deseaba. [

Proposicién 1.3.16. Sean S un conjunto ordenado de simbolos completo inferiormente y (3, o)
el shift construido a partir de S en la Definicion 1.5.1. Entonces h(o) = log |t1(S)].

Demostracion. En primer lugar, nétese que como S es finito para todo elemento u € S existe
v € § elemento maximal tal que u < v. Teniendo en cuenta la topologia considerada en S, que
es una topologia 7y compacta, es facil verificar que t1(S) es el subconjunto!® S, C § formado
por todos los elementos maximales de S. Ademds S, = t;(S) resulta ser un espacio discreto y
por lo tanto de Hausdorff. Denotando >, = S_%, se tiene entonces que t1(S)% = ¥, es el espacio
métrico compacto de las bi-sucesiones de simbolos de & .

Asimismo, como el espacio ¥ = S% es un espacio Ty puede suponerse que t;(S%) C SZ.
Como subconjunto de SZ el espacio t1(S%) consiste de aquellos € = (2, )nez € S tales que {£}
es cerrado, que son precisamente aquellos £ = (z,)nez € S” tales que {x,,} es cerrado para todo
n € Z, como se prob6 en la demostracién del Lema 1.3.14. Es decir ¢1(X) = #1(S%) = 87 = X,

En consecuencia, en el caso del producto SZ, el homeomorfismo h: t1(S)% — t1(S%) cons-

truido en la demostracién del Lema 1.3.14, resulta ser el mapa identidad
h: >, — 3, h = id.

Por otro lado se tiene que el mapa t1(0): t1(X) — ¢1(2) inducido por ¢ como en la Definicién
1.2.38 es t1(0) = oty = olx,, como se indica en la Observacion 1.2.39. Es decir, el mapa
oy X%y = Xy 0 =11(0) es el shift usual (métrico) en los simbolos S .

Finalmente, por la Proposicién 1.3.15, se sabe que h(c) = h(ti(c)) = h(os). Y como
h(oy) =log|Sy|, pues o, es un shift (métrico) usual en los simbolos S, ([4, Example 3]), se
deduce que h(o) = log|S;| = log [t1(S)]. O

Observacién 1.3.17. Es posible demostrar la Proposicién 1.3.16 directamente a partir de la

Proposicién 1.3.12. En efecto, en el Teorema 1.3.4 se muestra que el cubrimiento por 0-cilindros

U={C(u):ueS} donde Clu) = {(vk)rez € T : vo < u},

10Ver Observacién 1.2.34.
HUEn la demostracién del referido Lema se prueba que el producto de cerrados minimales es un cerrado
minimal y viceversa.
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es un cubrimiento de r-expansividad para (X, ). En virtud de la Proposicién 1.3.16 se tiene que

h(o) = h(o,U) y por lo tanto basta calcular esta ultima. Ahora bien, dado N € N se tiene que
No1o
/\ o U = {C(Uo, s 7UN71) SUQ, .., UN-1 € 8}7
k=0

donde C(ug, ..., uny_1) = {(Uk)kez eX v <usi0<k<N-— 1} si ug,...,unv—1 € S. Es

facil verificar que el cubrimiento

Y= {C(uo, Ce L UN_1) UG, UN_] € S+},
donde & denota el conjunto de elementos maximales de S, es un subcubrimiento de /\]k\f;O1 o~ U
de cardinal minimo igual a |S,|". Entonces, se obtiene que

P L b .1
o= i (o) = i L5, ) =t

como se deseaba.

1.4. Expansividad algebraica

Una de las principales motivaciones que ha llevado a desarrollar la tematica del capitulo 1 ha
sido el obtener una definicién de expansividad para homeomorfismos que sea independiente, no
mencione, la métrica o los puntos del espacio, con miras a lograr una generalizacion de la nocién
de expansividad en el contexto de la topologia no conmutativa (C*-dlgebras). Si bien esto se ha
logrado de manera satisfactoria con la introduccién del concepto de r-expansividad, la nocion
C*-algebraica obtenida no parece ser la adecuada a los fines que persigue una generalizacién
de este tipo. Sin embargo en el contexto de los anillos, en particular en los conmutativos, la
expansividad podria representar un concepto nuevo interesante.

En §1.4.A se discute en primer lugar la extension de la nocién de expansividad al contexto de

los automorfismos de reticulos, y en §1.4.B se trata brevemente el caso de anillos y C*-algebras.

1.4.A. Expansividad en reticulos distributivos

Un andlisis de la definicién de r-expansividad (Definicién 1.2.3) junto a varias de las propie-
dades estudiadas en este capitulo, muestra que tanto esa nociéon como varios de los resultados
obtenidos tienen sentido en el contexto mas general de los reticulos y sus automorfismos. Este
apartado estd dedicado a mostrar estos hechos, introduciendo la nocién de expansividad para
un automorfismo de reticulos y mencionando algunas de las propiedades que contintian siendo

validas en este contexto mas amplio.
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Definicién 1.4.1. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (£, ), es decir C es una
relacion transitiva, reflexiva y antisimétrica en L, en el que para todo u,v € L existen ullv € L
y ulMv € L que son, respectivamente, supremo e infimo de {u,v}. Un reticulo se dice acotado sii
existen elementos 0,1 € £ tales que 0 C u C 1 para todo u € L. Un reticulo se dice distributivo

sii se verifica u M (v Uw) = (uMw) U (uMw) para todo u,v,w € L£.12
En lo que sigue la palabra reticulo hara referencia a un reticulo acotado y distributivo.

Observacion 1.4.2. Sea £ un reticulo. Dados u,v € L es claro que uldv = vUu y ulv = vlMu
ya que, gracias a la propiedad antisimétrica, el supremo o infimo de cualquier subconjunto de
L en caso de existir es tnico. Si 4 C L es un subconjunto finito es facil ver que existen el
supremo e infimo de U y se denotan con alguno los simbolos | |U = | |, uy [ 1U =[],c ts
respectivamente. En particular | |@ =0y [ ]@ = 1. Notar también que U y M son mondtonas,

es decir, si u; C us v v1 C vy entonces uy Lug E vy Lwvg y ug Mug E vy Moy

Definicién 1.4.3. Sea £ un reticulo. Un subconjunto & C L se denominara cubrimiento en
L sii U es finito y | |U = 1. El conjunto formado por todos los cubrimientos en £ se denota
€ (L). Sean U,V € €(L). Se dice que U es un subcubrimiento de V sii Y C V. Se dice que U
es un refinamiento de V, y se denota U < V, sii para todo u € U existe v € V tal que u C v.

Finalmente, se define
UNY ={ulNv:uel,veV}

Observacioén 1.4.4. Sean £ un reticulo y U,V € € (L) entonces U AV € € (L) en virtud de
la propiedad distributiva. En efecto

1:1|_I1:<|_|u>|_|<|_|v>:|_|(u|_||_|v>:|_| | Julv= |] w.

ueld vey uel vey ueU veV wEUNY

Notar que la relacién < en € (L) es transitiva y reflexiva, que U AV <U y U ANV <V si
UV ebL),yqueld ANV es un infimo de {U, V} en el conjunto pre-ordenado (€'(£), <).

Definicién 1.4.5. Sea L: £ — £’ una funcién entre conjuntos pre-ordenados £y L'. L se
dice mondtona sii u,v € Ly u C v implica Lu T Lv. Si L y L' son reticulos, L se denomina
morfismo de reticulos sii L(uUv) = Lu U Lv y L(uMv) = Lu M Lv para todo u,v € L. Si

ademéds L es biyectivo se lo denomina isomorfismo de reticulos (o simplemente isomorfismo).

Es claro que la composicion e inversa de isomorfismos es un isomorfismo. Asimismo, es facil
ver que una biyecciéon monodtona entre reticulos es necesariamente un isomorfismo.
Introducida la terminologia y notacién basica para los reticulos y sus automorfismos se

presenta la definicién de expansividad correspondiente a este contexto general.

12Un resultado bésico de la teorfa de reticulos es que la condicién dada es equivalente a su dual: u L (v Mw) =
(uUv) M (uwUw) para todo u,v,w € L.
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Definicién 1.4.6. Un automorfismo de reticulos L: £ — L se dice expansivo sii existe un
cubrimiento U € € (L), llamado cubrimiento de expansividad, tal que
para todo V € € (L) existe N € N tal que A L"U < V.
In|<N

SiT: X — X es un homeomorfismo de un espacio topoldgico X la acciéon de T en los
conjuntos abiertos da un isomorfismo de reticulos Ly: Lx — Lx, donde Lx = 7x es la topologia
de X con el orden dado por la inclusién y LU =TU si U C X es abierto. El homeomorfismo
T es r-expansivo precisamente si Ly es un automorfismo expansivo.

A continuacién se enumeran algunas de las propiedades que se han establecido para ho-
meomorfismos r-expansivos y que siguen siendo validas para automorfismos expansivos de un
reticulo. Las demostraciones de estas propiedades pueden realizarse de manera similar al caso

de homeomorfismos, en ocasiones con algunos cambios menores.

Proposicién 1.4.7. Para i = 1,2 sean L; un reticulo y L;: L; — L; un automorfismo. Si
existe un isomorfismo h: L1 — Lo tal que ho Ly = Lyo h y Ly es expansivo entonces Lo es

ETPANSIVO.

Dados reticulos £ v Lo es facil ver que el producto cartesiano £; x L5 es un reticulo respecto

al orden producto: (u1,us) C (v1,ve) sil ug C vy y ug C vg, ug, vy € Ly, ug, ve € Ls.

Proposiciéon 1.4.8. Para i = 1,2 sean L; un reticulo y L;: X; — X; un automorfismo
expansivo. Entonces el producto Ly X Lo: L4 X Lo — L1 X Lo, dado por Ly X La(uy,ug) =

(Lyuy, Loug) si (ug,us) € L1 X Lo, €s un automorfismo expansivo.

Proposiciéon 1.4.9. Sean L un reticulo, L: L — L un automorfismo ym € Z, m # 0. Entonces

L es expansivo sii L™ es expansivo.

De forma anéaloga a la Definiciéon 1.2.27 un automorfismo de reticulos L: £ — L se dice
expansivo al futuro sii existe U € €' (L) tal que para todo V € € (L) existe N € N tal que
/\TZZV:0 LU < V. Para estos automorfismos lo realizado para el caso de homeomorfismos en

§1.2.E arroja la siguiente propiedad.

Proposicion 1.4.10. Si un reticulo L admite un automorfismo expansivo al futuro entonces
existe N € N tal que todo cubrimiento de L posee un subcubrimiento de cardinal menor o igual
a N.

Tanto el concepto de dimensién topolégica como el de entropia topoldgica tienen sentido
perfectamente en el contexto de los reticulos con las adaptaciones obvias. Estas nociones
generalizadas se vinculan con la expansividad en reticulos de manera similar al caso de los
espacios topoldgicos y homeomorfismos. Por ejemplo, el Teorema 1.2.25 (Teorema de Mané) y
la Proposicién 1.3.12 (igualdad de la entropia a la entropia de un cubrimiento de expansividad)

son validos en el contexto de los reticulos.
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1.4.11. RETICULO DUAL, EXPANSIVIDAD DUAL.

El reticulo dual de un reticulo (£, C) es el reticulo que se obtiene a partir de £ invirtiendo
el orden. Concretamente, el reticulo dual es (£*,C*) donde L* = Ly u C* v sii v C u, u,v € L.
El infimo y el supremo en L£* son, respectivamente, el supremo y el infimo en £: v M v =uUwv
yul*v=wuluvsiuwv e L. Los elementos maximo y minimo en £* son 1* = 0 y 0* = 1.
Todo automorfismo L: L — L es automaticamente un automorfismo de la estructura dual
L: LY — L.

Dado un automorfismo de reticulos L: £ — L puede considerarse la condicién de expansivi-
dad para L respecto a la estructura de reticulo dual. En el caso de la r-expansividad la nocién
dual serfa la siguiente: un homeomorfismo 7': X — X de un espacio topoldgico X es r-expansivo
dual sii existe una familia finita de conjuntos abiertos U tal que (U = @ de modo que para
toda familia V' con esas caracteristicas existe N € N tal que V </, .y T"U. Utilizando las
leyes de De Morgan esta condicién puede reformularse asi: existe un cubrimiento cerrado y
finito C de X tal que para todo cubrimiento finito y cerrado D de X existe N € N tal que

/\‘n‘ <y I"C < D. Serfa interesante entender esta propiedad desde el punto de vista dindmico.

1.4.B. Expansividad en anillos

Si A es un anillo con unidad considérese el conjunto Z(A) formado por todos los ideales de
A ordenado por la inclusion. Si I, J < A el ideal suma I + J y el ideal interseccién I N J son
respectivamente el supremo y el infimo de {7, J}. Los ideales triviales 0 y A son minimo y maximo
de Z(A). Por lo tanto Z(A) es un reticulo acotado, pero que en general no es distributivo. Aun
asi tiene sentido ensayar la definicion de expansividad para un automorfismo de ese tipo reticulo,
aunque claro esta, varias de las demostraciones de propiedades de los automorfismos expansivos
en reticulos distributivos dejardn de ser validas, y habrd que estudiar las particularidades del
caso. Dado un automorfismo a: A — A del anillo A considérese el automorfismo de reticulos
Ly: L4 — L4 dado por Ly =Z(A) y Lo(I) = a(]) si I < A. Resulta natural definir que « es
expansivo sii L, es expansivo, obteniéndose asi una nocién de expansividad para automorfismos
de un anillo.

Una primera dificultad que presenta la ausencia de la propiedad distributiva en un reticulo
acotado es que dados cubrimientos U y V no se puede en general garantizar que U A V sea
un cubrimiento. Recordar que en la Observacion 1.4.4 la propiedad distributiva ha sido usada
para justificar que U AV es un cubrimiento. Sin embargo, en el caso de Z(A) esto es cierto.
En efecto, dados cubrimientos U y V), es decir familias finitas de ideales de Y = {I1,...,I,} y
V=_h,....,Jn}ttalesque [ +---+ 1, =Ay J 4+ -+ J, = A, se tiene que

A=AA= L+ + L) N+ +Jdn)=>LJ; > ;N Jj,

por lo que Y I; N J; = A, es decir U AV es un cubrimiento.
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Una alternativa para estudiar la expansividad en el contexto de los anillos es sustituir, en el
esquema anterior, la interseccion de ideales I N J por el producto I.J. De ese modo se consigue
la propiedad distributiva pero ahora I.J deja de ser un infimo de {/, J} (aunque es una cota
inferior), mas aun IJ # JI en general. Dentro de esta alternativa existe la posibilidad de
restringirse a anillos conmutativos de modo que IJ = JI para todo par de ideales I, J < A.
Esta es precisamente la eleccién que se hace en el articulo 8] recientemente en circulacion.

Si como anillo se toma una C*-dlgebra con unidad A el conjunto de ideales natural a
considerar es el de los x-ideales cerrados de A, que se denotard igualmente con Z(A). En una
C*-algebra (conmutativa o no) se verifica que si I,J € Z(A) entonces IJ = I N J, por lo
que en este caso Z(A) es un reticulo acotado y distributivo, y valen las propiedades generales
que se tienen para la expansividad en reticulos. Sin embargo, la nociéon de expansividad para
automorfismos de una C*-dlgebra que se obtiene no parece ser la adecuada, pues como se vera,
si bien representa una extensién del concepto de r-expansividad al contexto no conmutativo se
remite basicamente a ella.

Si X es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff el anillo A = C'(X) de las funciones
continuas de X en C es una C*-dlgebra conmutativa con unidad. Ademas, toda funcién
continua 7': X — Y entre espacios compactos de Hausdorff induce un morfismo de C*-dlgebras
ar: C(Y) — C(X) dado por ar(f) = foT. Reciprocamente, dada una C*-algebra conmutativa
con unidad A es posible construir un espacio topolégico compacto y de Hausdorff X4 de modo
que A = C(X4) (se trata en realidad de un isomorfismo), y todo morfismo de C*-algebras
conmutativas con unidad a: A — B induce una funcién continua 7, : X5 — X4.

Estas correspondencias (funtores) entre espacios compactos y de Hausdorff y sus funciones
continuas, y las C*-algebras conmutativas con unidad y sus morfismos establecen lo que se
conoce como una equivalencia contravariante entre ambas categorias. Groseramente esto significa
que, ademas de preservarse la composicion, se tiene que C(X4) = A, ap, = a, Xew) =AYy

T,

oy = T “médulo isomorfismos/conjugaciones”. Es por esto que el estudio de las C*-algebras

(no necesariamente conmutativas) se conoce como topologia no conmutativa.

Gracias a esta dualidad bien conocida es facil verificar que requerir que un automorfismo de
una C*-dlgebra conmutativa con unidad sea expansivo (via la definicién para reticulos aplicada
al reticulo de *-ideales cerrados) es equivalente a que el homeomorfismo (dual) asociado sea
r-expansivo. En consecuencia la nocion de expansividad en el contexto C*-algebraico es una
extensién del concepto de r-expansividad en espacios compactos y de Hausdorff, espacios para
los cuales la r-expansividad coincide con la expansividad métrica usual.

En el caso no necesariamente conmutativo se tiene que el funtor A — X4, a — T, se
extiende a C*-algebras con unidad no necesariamente conmutativas y sus morfismos, asociando
a cada C*-élgebra con unidad un espacio topolégico compacto (ahora no necesariamente de
Hausdorff) y a cada morfismo una funcién continua. Una manera de hacerlo es tomar como X 4 el

espectro primitivo de A que es el conjunto de ideales primitivos de A con la topologia hull-kernel
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(una construccién similar al espectro primo de un anillo conmutativo y la topologia de Zariski) y
como T, la accién por preimagenes de « sobre tales ideales. La C*-dlgebra conmutativa C'(X 4)
puede pensarse como la “parte conmutativa” de A (por ejemplo la “parte conmutativa” del
algebra de las matrices complejas n x n seria la subdlgebra de las matrices diagonales y el
espacio topoldgico en juego es el espacio discreto de n elementos).

Aun en el caso no necesariamente conmutativo nuevamente ocurre que un automorfismo « de
una C*-édlgebra con unidad A es expansivo (con la definicién con reticulos) sii el homeomorfismo
asociado T, : X4 — X4 es r-expansivo. Es decir, la nocién de expansividad C*-algebraica se
remite en definitiva a la nocién de r-expansividad.

Para C*-dlgebras A simples (sin ideales no triviales), las cuales verifican que X4 es un punto,
se tiene entonces que todo isomorfismo es automaticamente expansivo, aun cuando existen
muchas C*-algebras simples con estructuras muy ricas y nada triviales. Por lo tanto, desde
el punto de vista de las C*-algebras esta nocién de expansividad no es del todo satisfactoria,
pues solo toma en cuenta la “parte conmutativa” y nada refleja del resto de la estructura (no

conmutativa) presente.

Preguntas abiertas del Capitulo 1

A continuacién se plantean algunas de las preguntas que han surgido en relacién a la tematica

de este capitulo y que no han podido ser contestadas hasta el momento.

Pregunta 1.4.12. Luego de la definicion de homeomorfismo o-expansivo (Definicién 1.1.2)
se muestra que la traslacion T: R — R es o-expansiva aunque no es expansivo en el sentido
métrico. Por otro lado, en el Ejemplo 1.1.10 en relacién a la vinculacién de la existencia de un
cubrimiento de o-expansividad finito y la compacidad del espacio se muestra un homeomorfismo
(conjugado a un subsistema de la traslacién) no expansivo métrico que posee un cubrimiento de
o-expansividad finito y esta definido en un espacio metrizable no compacto. En ambos casos
el homeomorfismo si es expansivo métrico respecto a una métrica diferente de la usual (ver
Ejemplo 1.1.10).

Existe un ejemplo de un homeomorfismo o-expansivo en un espacio metrizable que no sea
expansivo métrico respecto a ninguna de las métricas compatibles? Un tal ejemplo necesariamente

deberd ser en un espacio no compacto en virtud de la Proposicién 1.1.3.

Pregunta 1.4.13. Necesidad de la hipétesis de compacidad en la Proposicién 1.1.13. Existe

algin ejemplo de homeomorfismo o-expansivo en un espacio de Hausdorff no metrizable?

Pregunta 1.4.14. El directo de la Proposicion 1.2.6 vale sin la necesidad de la hipotesis de
compacidad. En el caso no compacto la condicién 2) de la citada proposicién es en principio

mas débil que la condicién de r-expansividad. Queda planteada entonces la siguiente pregunta.
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Existe algiin homeomorfismo 7': X — X que verifique la condicién 2) de la Proposicion

1.2.6 pero que no sea r-expansivo?

Pregunta 1.4.15. En un espacio métrico compacto todo homeomorfismo expansivo es uni-
formemente expansivo ([11, Theorem 5]). Dado que la o-expansividad estd inspirada en la
expansividad métrica y la r-expansividad en la expansividad uniforme, cabe preguntarse si un
teorema andlogo es valido en este nuevo contexto topolégico.

Si X es un espacio topoldgico compacto y T: X — X un homeomorfismo o-expansivo, es T’

necesariamente r-expansivo?

Pregunta 1.4.16. Vale el reciproco de la Proposicion 1.2.407






Capitulo 2

Observables y expansividad

En este capitulo se introduce y se estudia el concepto de observabilidad de un sistema
dinamico discreto. El principal aporte realizado a esta teoria lo constituye el Teorema 2.1.9 al
cual esta dedicado la mayoria de la Seccién 2.1. En la Seccion 2.2 se aplica este resultado para
obtener el Teorema 2.2.8 que garantiza la observabilidad de dinamicas expansivas al futuro en

toros con dos observables.

2.1. Observabilidad

Sea T': X — X un sistema dindmico que modela la evolucién temporal (discreta) de un
cierto sistema fisico. Supongase que para cada estado del espacio de fases © € X es posible
realizar m > 1 mediciones, lo cual se representa mediante una funcion f: X — R™. El problema
de la observabilidad (también llamado problema de reconstruccion) consiste en decidir bajo qué
condiciones es posible distinguir estados diferentes x,y € X mediante mediciones realizadas a
lo largo de la evolucion del sistema.

En este contexto, se dice que f observa a T sii dados x,y € X, © # y, existe k € N tal
que f(T%z) # f(T*y). Si el valor de k € N puede elegirse siempre de modo que k < n para un
cierto valor fijo n € N independiente de x,y € X se dice que f observa al" en n pasos. Por
otro lado, si T es biyectiva tiene sentido permitir que el valor de k sea entero, en cuyo caso se
dice que f observa bilateralmente a T. El punto de interés es determinar condiciones para que
f observe a T en alguno de los sentidos mencionados. Aqui se abordara principalmente el caso
de la observacion en una cantidad n de pasos.

El problema de la observabilidad puede reformularse en términos de un problema de encaje.

Concretamente, si se considera el mapa

foor X = RY, f5o(x) = (f(x), f(Ta), f(T%2),...),

se tiene que f observa a T sii f§° es un encaje (inyectiva). De manera similar se vinculan la

45
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observabilidad en n pasos y la observabilidad bilateral con la inyectividad de los mapas

fo: X 5 R fg (@) = (F(@), f(Tx),... f(T"%)),
[ X = R% @)= (.., f(T7"2), fz), f(T), f(T?2),...).

Més aun, es claro que si f observa a 1" el mapa f§° da una conjugacién con un subshift del
shift (unilateral)

o: (R™N = (R™"Y, o ((€x)ren) = (Er1)ren:

De manera similar, si f observa bilateralmente a 7' el mapa f*_ da una conjugacién con un
subshift de un shift (bilateral) de fibra R™.

Un resultado clasico en esta temética en el contexto diferenciable es probado por Takens en
1981 [36, Theorem 1].!

Teorema 2.1.1 (Teorema de encaje de Takens, 1981). Sea X wuna variedad diferenciable de
clase C" (r > 2), compacta y de dimension finita dim X = d. Entonces, para los pares (T, f)
donde T: X — X es in difeomorfismo de clase C" y f: X — R es una funcion de clase C", es

una propiedad genérica que el mapa
0l X — R¥H, 0'(x) = (f(x), f(Tz),..., f(T*)),

es un encaje. Mds aun, el conjunto de pares (T, f) para los cuales f2% es un encaje es un

conjunto abierto y denso en C"(X,R) x Dif"(X) respecto a la topologia C".

A primera vista el resultado es sorprendente, pues afirma que genéricamente alcanza con
una sola medicién (m = 1) realizada 2d 4 1 veces a lo largo de la evolucién del sistema para
caracterizar los estados. Es decir, genéricamente cualquier f: X — R observa a cualquier
difeomorfismo en 2d pasos.

En el contexto topolégico varios autores han considerado este tipo de problema. En 1974 en
su trabajo de tesis doctoral Jaworski presenta el siguiente teorema que se puede encontrar en
[14, Theorem 8.3.1].

Teorema 2.1.2 (Teorema de Jaworski, 1974). Sean X un espacio métrico compacto de dimen-
sion finita y T: X — X un homeomorfismo. St T no tiene puntos periddicos entonces el sistema
dindmico (X,T) es conjugado a un subshift de (R”, ), donde o ((&)ren) = (Ept1)ren-

Noétese que a diferencia del Teorema de Takens aqui T es fija, dada de antemano. Si bien
no aparece en el enunciado lo que se prueba en [14, Theorem 8.3.1] es que el conjunto de las

funciones continuas de X en R que observan bilateralmente a 1" es residual. Mds aun con una

'En 1991 Noakes [32] extiende este resultado al caso r = 1. En el mismo afio en el que Takens publica su
teorema, Aeyels [5] demuestra una versién del mismo para flujos diferenciables en variedades.
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simple modificacion en la referida prueba se obtiene que el conjunto de las funciones continuas
de X en R que observan a T es residual, es decir, genéricamente para f: X — R (m = 1) se

tiene que f5° es un encaje.

Aunque en este teorema no hay referencia a la cantidad de pasos necesaria para observar
a T en la introduccién de [17] se menciona que segin la prueba original de Jaworski alcanza
con (4d + 3)? pasos, donde d = dim X . Asimismo se sefiala que la condicién de no existencia de

puntos periédicos de T es necesaria hasta perfodos de tamafio (4d + 3)2.

En 1991 Nerurkar [31, Theorem 4.1] logra probar el Teorema de Jaworski con menos hipdtesis,
permitiendo la existencia de finitos puntos peridédicos de cada periodo. En la prueba del teorema
queda de manifiesto que esta condicién alcanza asumirla hasta periodo (4d + 3)? y que la

observabilidad es genérica en (4d + 3)? pasos, donde d es la dimensién (finita) del sistema.

Recientemente Gutman en 2016 [17, Theorem 1.1] mejora considerablemente los resultados
anteriores presentando el siguiente teorema, donde Per,, (T") denota el conjunto de los puntos
periédicos de T' de periodo menor o igual que n y C(X) el conjunto de las funciones reales

continuas en X.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Gutman, 2016). Sea T: X — X un mapa continuo e inyectivo

en un espacio métrico compacto X de dimension finita dim X < d tal que
dim Per,(T) <n/2, si n=1,...,2d.
Entonces el conjunto

Q={feC(X): f observa a T en 2d pasos}

es residual en C'(X).

Son varias las mejoras que introduce Gutman. En primer lugar se reemplaza la hipotesis
de finitud de los puntos periédicos por una condicién (més débil) en la dimensién de dichos
conjuntos. En segundo lugar se mejora la cota de (4d+3)? pasos a 2d pasos para la observabilidad
genérica. Y, finalmente, no se requiere que el mapa T sea un homeomorfismo sino solamente

que sea continuo e inyectivo.

El objetivo de esta seccién es presentar una generalizacion del Teorema de Gutman para
mapas 1 localmente inyectivos. Para ello en el apartado §2.1.A se enuncia dicho resultado
(Teorema 2.1.9) y se comentan las dificultades del caso no inyectivo, en §2.1.B se recopilan los
teoremas necesarios para abordar la prueba los lemas de observabilidad que se presentan en

§2.1.C, con los cuales finalmente se demuestra el Teorema 2.1.9 en §2.1.D.
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2.1.A. Observabilidad de mapas continuos

Dados un espacio topoldgico compacto X y m € N se denota con C'(X,R™) el conjunto de las
funciones continuas de X en R, munido con la norma del méximo: || f|| = méax{||f(z)| : x € X}

si f € C(X,R™). Para el caso m = 1 este espacio se denota simplemente con C'(X).

Definicién 2.1.4. Sean T: X — X un mapa, f: X — R™ (m € N) y n € N. Se dice que f

observa a T en n pasos sii
para todo x,y € X, & # y, existe k € N, k < n, tal que f(T*z) # f(T*y).
Si se verifica la condicién
para todo x,y € X, & # vy, existe k € N tal que f(T*z) # f(T*y),
se dice simplemente que f observa a T.

En el contexto de la Definicion 2.1.4 se denota

foe X - RO ) = (f(x), f(Ta),..., f(T"2)), sizeX,
foo X = ®RMY, f%(2) = (f(2), f(T2), f(T%2),...), sizeX.

Es claro que f observa a 1" en n pasos sii fj es inyectiva, que f observa a 7' sii f§° es inyectiva,
y que si f observa a T en n pasos entonces f observa a T
Una primera obstruccién para la observabilidad de un mapa 7': X — X, ya sea este inyectivo

0 no, esta vinculada a la existencia de puntos periédicos. Dado n € N recordar que se denota
Per,(T) ={z € X : T"x = z}.

Supdngase que se desea observar un mapa continuo 7' de un espacio métrico compacto X con
una sola funcién continua f: X — R (m = 1). Nétese que los conjuntos Per,,(T) son compactos
invariantes y que el vector f§°|per, (1) es periddico de perfodo n, por lo que en definitiva f§°|per, ()
se reduce a fgf_1|pern(;p). Si f observa a T entonces f(?_1|pern(;p) daréd un encaje de Per,(T) en
R™. En general, un espacio métrico de dimensién d puede encajarse en R?¢*! (Teorema 2.1.10)
y no en R??. Por lo que para que sea posible encajar Per, (T') en R™ sera necesario en general
que n > 2d, + 1, donde d,, = dim Per,,(T), lo que equivale a que d,, < 7/2. Por este motivo la

hipétesis sobre los puntos peridédicos hecha en el Teorema de Gutman (Teorema 2.1.3), a saber
dim Per, (T) < /2, si n=1,...,2d,

es de hecho necesaria. Como se desprende del Teorema de Gutman estas hipotesis son también
suficientes en relacion al problema presentado por los puntos periédicos para la observabilidad
de T con una sola funcién real f en el caso inyectivo. Afortunadamente, como se vera en la
demostraciéon del Teorema 2.1.9 esta misma hipdtesis permite salvar el obstaculo de los puntos

periddicos en el caso localmente inyectivo. El mapa T se dice localmente inyectivo sii
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para todo x € X existe € > 0 tal que T'|p_(5) es inyectivo,

donde B.(x) denota la bola de centro z y radio ¢.

La principal dificultad para la observabilidad de mapas T no inyectivos es la presencia de
puntos que colapsan, esto es, pares de puntos diferentes x,y € X tales que luego de una cierta
cantidad k € N de iteraciones coinciden: T*z = T*y. Para tales puntos cualquier f solo tendrs
k — 1 pasos para intentar distinguirlos.

El siguiente ejemplo muestra que a diferencia del caso inyectivo (Teorema 2.1.3) si se desea

que alguna f € C(X,R™) observe a una T no inyectiva en general se necesitard tomar m > 1.

Ejemplo 2.1.5. Sea T': S' — S! el mapa del circulo S' C C dado por Tz = 2. Nétese que
los puntos periédicos de cada periodo son finitos en este caso por lo que no representan un
problema para la observabilidad. Para este mapa los pares de puntos diferentes x,y € S* que
colapsan en un paso son los pares de puntos antipodales z, —z € S!. Esta observacién permite
ver que ninguna funcién continua f: S' — R observa a T. En efecto, si una tal f observara a
T entonces la funcién continua g: S — R dada por g(z) = f(z) — f(—=2) no deberfa tomar el
valor 0. Pero por otro lado se tiene que g(—z) = —g(z) para todo z € S! lo cual conduce a un
absurdo en virtud del Teorema de Bolzano.

Finalmente, es claro que existen funciones f € C(S',R™) que observan a T' si m = 2. Basta

tomar como f por ejemplo el encaje usual de S* en R? (f observard a T en 0 pasos).
Se presenta a continuacién una generalizaciéon de lo expuesto en el Ejemplo 2.1.5.

Lema 2.1.6. Sean G un grupo topologico compacto y conexo y'T: G — G un endomorfismo

continuo y no inyectivo de G. Entonces ninguna funcion continua f: G — R observa a T'.

Demostracion. Sea f € C(G). Como T no es inyectiva existe x # e, donde e denota el neutro
de G, tal que Tz = e. Como [, f(y) — f(xy)du(y) = 0, donde du(y) denota la medida de
Haar invariante a derecha de G, se tiene que f(y) — f(xy) = 0 para algin y € G en virtud de
la conexién de G. Entonces y # zy, f(y) = f(zy) y Tx = Tzy. Esto prueba que f no puede

observar a 7T O

Como se ha mencionado, el Ejemplo 2.1.5 y el Lema 2.1.6 dan cuenta de que para el caso de
mapas 1" no inyectivos en general serd necesario que m > 1 para que exista f: X — R™ que
observe T'. Por otro lado, una cota inferior de m para la observabilidad genérica en el caso no

inyectivo lo da el siguiente resultado: m debe ser mayor que la dimension del espacio.

Proposicién 2.1.7. Sea X una variedad diferenciable compacta (posiblemente con borde) de
dimension finita d > 1. SiT: X — X es un mapa continuo, no inyectivo y localmente inyectivo,

entonces existe un conjunto abierto U C C(X,R%) tal que ninguna f € U observa a T.
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Demostracion. Sean 1,19 € X tales que x; # x9 y Txy = Txy = y. Considérense entornos
compactos A; de x;, i = 1,2, y B de y tales que T'|4,: A; — B es un homeomorfismo, i = 1, 2.
Sea h: Ay — A, el homeomorfismo h = T'|;} o T'|4,. Como X es una variedad de dimensién
d se tiene que dim A; = d, y entonces, por el Teorema 2.1.11, existe una funcién continua
g: Ay = R? tal que 0 es un valor estable? de g. Sea f € C(X,R?) tal que g(z) = f(z)— f(h(z))
si x € Ay (por ejemplo témese f = g en Ay, f =0 en A, y extiéndase utilizando el Teorema de
extension de Tietze). Entonces toda perturbacion suficientemente pequena f de f origina una
pequena perturbacion §(z) = f(x) — f(h(:c)) de g que tomaré 0 como valor. Por lo tanto f
tomard el mismo valor en ciertos a € A; y b = h(a) € Ay. Como T'a = Tb por la definicién de h
se concluye que f(T%a) = f(T*b) para todo k € N. Esto prueba que ninguna f en un entorno
de f observa a T |

Dadas las dificultades antes mencionadas que presentan los puntos que colapsan, para
obtener un resultado de observabilidad genérica mediante una sola funcién real f (m = 1) sera

necesario excluir las parejas de puntos que colapsan. Dada T: X — X y n € N se denota

Ap(T) ={(z,y) € X x X : T"z =T"y}.

Definicién 2.1.8. Sean T: X — X un mapa, f: X >R (m e N), W C X x X yn € N. Se

dice que f observa a T en n pasos en W sii
para todo (x,y) € W existe k € N, k < n, tal que f(T%z) # f(T"*y).

Habiendo discutido las obstrucciones especiales que presenta la observabilidad de mapas T’
no inyectivos, se introduce a continuacion el anunciado teorema de observabilidad para mapas

continuos que generaliza el Teorema de Gutman, que se demostrard en §2.1.D.

Teorema 2.1.9. Sean X un espacio métrico compacto de dimension finita dim X < d y

T: X — X un mapa continuo y localmente inyectivo tal que
dim Per,(T) < /2, si n=1,...,2d.
Entonces el conjunto
Q={feC(X): f observaaT en X x X \ Aoy(T) en 2d pasos}

es residual en C(X).

Es claro que el Teorema de Gutman es consecuencia del Teorema 2.1.9 ya que para mapas
T inyectivos se tiene A, (T) = A = {(z,z) : « € X} para todo n € N.

2Ver la definicién de valor estable pdrrafo previo al Teorema 2.1.11.
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2.1.B. Resultados previos

En este apartado se recopilan los resultados necesarios para probar los lemas de observabilidad
en §2.1.C. En la mayoria de los casos se dan simplemente las referencias salvo para la Proposicion
2.1.13 que si bien parece un resultado conocido no se ha encontrado referencias en la literatura,

por lo que se incluye su demostracion.

Teorema 2.1.10 ([23, Theorem V 2, p. 56]). Si X es un espacio métrico compacto de dimension

finita dim X < d entonces una funcién genérica f € C(X,R?*F1) es un encaje.

Si X es un espacio topolédgico compacto y f € C(X,R™), un punto y € f(X) se dice valor
inestable de f sii para todo ¢ > 0 existe g € C(X,R™) tal que ||f —g|| <ec ey ¢ g(X). Los
restantes valores y € f(X) se denominan valores estables.

Teorema 2.1.11 ([23, Theorems VI.1 y VI.2, pp. 75 — 77]). Sea X un espacio métrico compacto.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) dim X <d,
2) todos los valores de f son inestables, para toda f € C(X,R4*1).

El Teorema 2.1.11 da entonces una caracterizaciéon de la dimensién topoldgica de un
espacio métrico compacto X: dim X el minimo d € N tal que todos los valores de todas las
f € C(X,R¥1) son inestables.

Lema 2.1.12. Sean U un espacio métrico compacto de dimension finita dimU <r y Hy,..., H, C

R+ subespacios afines tales que dim H; < s, i = 1,...,n. Entonces el conjunto
Q={FeCWUR™™"): F(UNH; =2 para todo i =1,...,n}
es abierto y denso en C(U,R™5T1).

Demostracion. Como la familia de subespacios afines es finita y la interseccion finita de conjuntos
abiertos densos es abierta y densa es suficiente considerar el caso n = 1. Sea H = H;. Como H
es cerrado y U es compacto se tiene que 2 abierto. En efecto, dada F' € Q se tiene que F'(X)
es compacto. Luego tomando e = d(F(X), H) = min{d(y, H) : y € F(X)} > 0, es inmediato
verificar que B.(F') C Q.

Realizando un cambio de coordenadas lineal (traslacién) si es necesario puede suponerse
que H es un subespacio, i.e. 0 € H. Sea H* el complemento ortogonal de H. Dada una funcién
F € O(U,R"™*t1) descompéngase F' = Fy + Fy1, donde Fyy: U — H y Fyi: U — H* son
las composiciones de F' con las proyecciones ortogonales en H y H' respectivamente. Como
dim H < s se tiene dim H+ > r + 1. Luego, dado que dim U < r, por el Teorema 2.1.11 puede
perturbarse Fy. obteniendo Fiy. € C(U, HY) de modo que 0 ¢ Fy. (U). Entonces tomando
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F=Fy+ ﬁHL se tiene que F es una perturbacién de F'y ﬁ’(U) N H = &. Esto prueba que {2

es denso. O

Proposicién 2.1.13. Sean U,V espacios métricos compactos tales que dimU +dimV < n y

S C R™™ un subconjunto convero. Entonces el conjunto
Q={(F,G) e C(UR") x C(V,S): FU)NG(V) = &}

es abierto y denso en C'(U,R") x C(V,S).

Demostracion. Como U y V son compactos es claro que 2 es abierto. En efecto, si (F,G) €
se tiene que F(U) y G(V) son compactos. Luego, tomando € = d(F(X), G(X)) = min{d(z, y) :
v € F(U),y € G(V)} >0, es claro que B.js(F) x (B/2(G) N C(V, S)) es un entorno de (F,G)
en ).

Para probar que © es denso supéngase dado (F, G) € C(U,R"™!) x C(V,S) y sean r = dim U
y s = dim V. Como dim V' = s puede perturbarse G obteniéndose G como en a prueba de 23, (C)
pp. 57-59]: tomando un cubrimiento abierto finito 5 de V' con ord 5 < s+ 1 compuesto de bolas
suficientemente pequenas, para cada W € § eligiendo un punto cualquiera py € G(W) C S,
y definiendo G(y) = Y wesww (y)pw siy € V, donde {ww : W € B} es una particién de la
unidad subordinada a 3. Més concretamente, dado un margen € > 0, sea ¢ > 0 un médulo
de continuidad uniforme para G: si d(z,y) < § entonces d(G(z),G(y)) < e. Basta entonces
tomar [ formado por bolas de radio 9/2. En efecto, dado y € V, sean Wy,... W, (t € N) los
elementos de [ que contienen a y. Como para i = 1,...,t se tiene que pw,, G(y) € G(W;) y
diam G(W;) < e, pues diam W; < ¢, se obtiene que d(pWi,G(y)) <esii=1,...,t. Luego,
como G(y) = G(y)1 = Gly) Xy o, (1) = XL, wows (1) G(y), se tiene que

1G(y) =Gl =l wa y)pw. |l < wa )G () ye =e.
Como esto vale para todo y € V, se concluye d(G, é) < g, es decir, G es una perturbaciéon de G.

Nétese que como py € S'si W € 5y S es convexo se tiene que é(V) C S, ya que G(y) es
una combinacion lineal convexa de los puntos py para cada y € V. Mas aun, como ord f < s+ 1,
cada G(y) es una combinacion lineal de a lo sumo s + 1 puntos py. Luego cada G(y) estd en
alguno de los subespacios afines de dimensién menor o igual a s generados s + 1 puntos py .
Asi que é(V) C |U; H; para una familia finita {H;} de subespacios afines tales que dim H; < s.
Entonces, como dimU =r y r + s < n, por el Lema 2.1.12 puede perturbarse F' obteniendo F
de modo que F(U) es disjunto de \U; Hi, y por lo tanto F(U)NG(V) = @. Esto prueba que

es denso. O

3{ww }wep es una familia de funciones continuas wy : V — [0, 1], tales que wwlnw =0y ZWEB wy = 1.
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Lema 2.1.14 ([18, Lemma A.5]). Sean X un espacio topoldgico normal, f: X — R una funcion
continua y acotada, A C X un subconjunto cerrado y go: A — R un funcién continua y acotada
tal que d(f|a,g0) < € para cierto € > 0. Entonces existe una extension continua y acotada
g: X = R de go tal que d(f,g) < e.

2.1.C. Lemas de observabilidad

Para tratar los diferentes casos que apareceran en la prueba del Teorema 2.1.9 (§2.1.D), en
esta seccién se introducen los Lemas 2.1.17 (una generalizacién de [14, Lemma 8.3.4]), 2.1.19 y
2.1.21.

Para referencia posterior se establece el siguiente facil resultado.

Lema 2.1.15 ([18, Lemma A.2]). Sen X un espacio métrico compacto, T: X — X un mapa

continuo, W C X x X un subconjunto compacto y n € N. Entonces el conjunto
QW) ={feC(X): f observa a T en W en n pasos}
es abierto en C(X).
Definicién 2.1.16. Dado un mapa 7": X — X, un subconjunto W C X y n € N se denota
Wy =WuTwu..-.u1T"w.
Recordar que si f: X — R y n € N se denota
oo X — R fo(z) = (f(:z:),f(Ta:), . .,f(T”x)), six e X.

El siguiente lema permitira distinguir pares de puntos no periédicos que se encuentran en
orbitas diferentes.

Lema 2.1.17. Sean X un espacio métrico compacto, T: X — X un mapa continuo, U,V C X

subconjuntos compactos y n € N tales que
1) dimU < n/2 y dimV < n/z,
2) U,...., T"U,V,...,T"V son disjuntos dos a dos,
3) T es inyectiva en los conjuntos U,... , T" UV, ... T V.
Entonces el conjunto
Q={feC(X): fobservaaT enU xV enn pasos}

es abierto y denso en C(X).
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Demostracion. En primer lugar nétese que como U X V' es compacto ) es abierto (Lema
2.1.15). Para probar que €2 es denso considérese una funcion f € C'(X). Sean W =U UV y
F: W — R F = f|y. Como dimW < 7/2 por el Teorema 2.1.10 F puede perturbarse
obteniendo un encaje F € C(W,R"). Sea f: W — R tal que f(T'z) = Fy(z) siz € W
ei=0,...,n, donde se denota F = (ﬁo, ce fn) Entonces f es una perturbacién de flwp
que por el Lema 2.1.14 puede ser extendida a una perturbacién f € C'(X) de f. Se tiene que
flw = ﬁ, de donde, como F es inyectiva, f observa a T en W x W \ A en n pasos, y en

particular en U x V, es decir f € Q. Esto prueba que Q es denso. O

Definicién 2.1.18. Dado un mapa T': X — X y k,l € N se denota
Gr={(2z,T"2) € X x X : x,...,T"z son distintos},
Gri={pe X xX:TpeGyyT 'p¢ Gl

donde Tp = (Tz, Ty) sip = (z,y) € X x X.

El lema que se introduce a continuacion se aplicara para distinguir pares de puntos que

luego de algunas iteraciones se encuentran en una misma Orbita.

Lema 2.1.19. Sean X un espacio métrico compacto, T: X — X un mapa continuo, U,V C X
subconjuntos compactos y k,l,n € N, 0 <1 <1+ k <n, tales que

1) dimU < n,

2) THRU =TV,

3) U,..., T"*=U V..., T"V son disjuntos dos a dos,

4) T es inyectiva en los conjuntos U, ..., TH=1U V... TV,
Entonces el conjunto

Q={feC(X): fobservaaT enU xV NGy, enn pasos}

es abierto y denso en C(X).

Demostracion. Como U y V son compactos se tiene que U x V N Gy, es compacto. En efecto,

dada una sucesion ((z;,y;)). . en U x V N Gy, existe una subsucesién ((z;, gjj))jeN tal que

(z;,79;) = (z,y) €U x V. Paichadaj € N se tiene que (Z;,9;) € Gy, asi que T'y; = Tz, y
T'z;, Tz, ..., Tz, son distintos por la definicién de Gj;. Tomando limites con j — oo se
obtiene que T'y = T 2 y que T'x, Tz, ..., T 2 son distintos, ya que T' "z = Ty € TV
sii=0,....,kyV =T,..., TV son disjuntos dos a dos por 3). Finalmente T" "'y # T"*=1z
pues Ty € TV, THR1g € TR, v los conjuntos TV "'V y TE=11J son disjuntos por
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3). Esto prueba que (z,y) € U x VN Gy, y que por lo lo tanto U x V N Gy, es compacto.
Aplicando entonces el Lema 2.1.15 se obtiene que € es abierto.

Por otro lado, nétese que por 2) y 4) T se restringe a homeomorfismos T'W — T*'WW para
i=0,....,n—1y W = U,V. Considérense los homeomorfismos t;: T°U — TV, i =0, ...,n,
dados por

Tiv T kg — iy TS Ty i<
Tiv I iy, sii> 1,
y sea W = U}l UV En la Figura 2.1 se ilustra esta definicién.
Dada una funcién f € C(X) definase § = (&, - ..,d,) € C(U,R"™) como §;(z) = f(t;T'x) —
f(T'z)siz € Uei=0,...,n. Lafuncién § se llamard §-funcidn asociada a f|y (solo los valores

que toma f en W estéan involucrados). Es facil ver que la condicién de que f observe a T' en

U x VNG, en n pasos es equivalente a que 0 ¢ 6(U). En efecto, si 0 ¢ §(U) entonces para todo
z €U existe i € {0,...,n} tal que f(;,T'z) — f(T"x) # 0. Ahora bien, si (x,y) € U x VN Gy,
se tiene que T'y = T z vy por lo tanto Ty = t;T"z.* Luego, como = € U se concluye que
f(T'z) # f(T'y) para algtn i € {0,...,n}. Reciprocamente, aunque no se usaré, puede verse
que si f observa a T en U x V N Gy, en n pasos entonces 0 ¢ 6(U).

Si este no fuera el caso, como dim U < n, se puede aplicar el Teorema 2.1.11 y obtener una
perturbacién 6 € C(U,R"*1) de 6 tal que 0 ¢ §(U). Definase f € C(W) como

f|T"U:f

TiU 5 SlZ:O,7l+k—1,

fTiv(tiTix) = flpiv(T'z) —I—Si(x), sirelUei=0,...,1[,

yen Vi, =TV U...uT"V =TT Y. .. UTF"U inductivamente como

Flo (T*2) = flrig(T'z) + 0;(z), siz e Uyi=1+1,...,n.

Puede comprobarse que f es una perturbacién de f lw v que la §-funcién asociada a fes

481 § < [ esto surge de que T ="y = Ty = THry = THF=iTix v v que Ty € TV junto a la definicién de
t; en este caso. Si i > I directamente Ty = T~ !Tly = T~ IT!* kg = THFy = t,T'x, pues t; = T* en este caso.
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precisamente 8. Ahora, por el Lema 2.1.14, puede extenderse f a una perturbacién f € C (X)
de f, que observarda a T en U x V N Gy, en n pasos ya que 0 ¢ 5(U). Esto prueba que € es
denso. ]

Definicién 2.1.20. Dado un mapa 7: X — X y m,k € N, m > 1, se denota

H,={recX :x=T"vyux,. .. T" 'z son distintos},
Hy,r={reX:TrvreH,yT"'2¢ H,}.

Los puntos = € H,, ) se denominan puntos preperiddicos de periodo m.

El siguiente lema se usard para distinguir un punto periédico (o preperiédico) de uno no
periodico.
Lema 2.1.21. Sean X un espacio métrico compacto, T: X — X un mapa continuo, m,n, k € N
0<k<m+k<n),UCX yV C H, subconjuntos compactos tales que

1) dimU +dimV <n,

2) U,....,T"U,V,...,T"™ =V son disjuntos dos a dos,

3) T es inyectiva en los conjuntos U,..., T" U V,... TV,

Entonces el conjunto
Q={feC(X): f observa aT en U xV enn pasos}

es abierto y denso en C(X).

Demostracion. Nétese que como V' C H,, , entonces TkV C H,,. Por lo tanto T es inyectiva
también en los conjuntos T*V,..., T *=1V Esto junto con 3) implica que T se restringe a
homeomorfismos T°U — T U sii=0,....n—1y TV - T*'Vsii=0,...,m+k—1.

Dada f € C(X) sean F € C(U,R"™!) y G € C(V,R"") dadas por F = fl'ly y G = fIlv.
Como V' C H,,; se tiene que

G(V)CS={(20,...,7,) ER"™ 12, =, sii=7 (mod m)yi,j>k}

y entonces G € C(V,S5). Como dimU + dimV < n y S es convexo, por la Proposicién
2.1.13 se puede perturbar F v G obteniendo F € C(UR"™) y G e C(V,S) de modo que
F(U)NG(V) = @. Definanse f € C(UZUV"™ 1) como f(T'x) = Fi(z)siz € Uei=0,...,n,
vy f(T'y) = Gi(y) siy € Vei=0,...,m+k—1, donde se denota F = (Fy,...,F,) y
G = (6’0, . ,én) Se tiene que f es una perturbacién de fly, donde W = Up U vt
Extiéndase f, aplicando el Lema 2.1.14, a una perturbacién f € C (X) de f. Entonces se cumple
que [y = F y, como G(V) C S, que f'ly = G. Luego f observa a T en U X V en n pasos
ya que ﬁ(U) N CNJ(V) = . Se concluye entonces que () es denso. Finalmente, como U x V es

compacto §2 es abierto. O
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2.1.D. Demostracion del Teorema 2.1.9

Para el lector familiarizado con las técnicas de Gutman [17,18] se quiere marcar algunas
de las diferencias fundamentales entre el enfoque por él usado y el que se presenta aqui para
demostrar el Teorema 2.1.9, lo que redunda en una prueba mas simple. En primer lugar no
se considera una particion de X x X \ A en subespacios producto (conjuntos Cy, Cy y C3 en
[17, §3.2]). En lugar de ello se considera una familia finita de subespacios €, no necesariamente
disjunta, compuesta entre otros por los conjuntos Gy, introducidos en §2.1.C, que luego se
compatibilizan usando el Lema 2.1.22.

Por otro lado, para simplificar algunos argumentos se considera la caracterizacién de la
dimension topolégica en términos de valores inestables (Teorema 2.1.11), en lugar de la usada
por Gutman, que es la definiciéon con cubrimientos o dimensién de Lebesgue, por ejemplo en
[18, Propositions 4.2, 4.3, 8.2, 8.3 y Lemmas A9, A10, A11, A12] y [17, §3.2]. Esta caracterizacién
se uso en la prueba del Lema 2.1.19, que se aplica para distinguir pares de puntos que luego
de algunas iteraciones se encuentran en una misma Orbita positiva. Para distinguir puntos
periédicos (o preperiédicos) de puntos no periédicos se utiliza el Lema 2.1.21, cuya prueba esta
basada en la Proposicion 2.1.13 que es nuevamente un resultado inspirado en las ideas de la
caracterizacién de la dimensién topoldgica con valores inestables. Finalmente, el Lema 2.1.17 se
aplica al caso mas simple: dos puntos no peridédicos en diferentes o6rbitas. En la demostracion de
ese lema se utilizé el Teorema 2.1.10. Con solo esos tres lemas se cubren todos los casos que

aparecen en la prueba del teorema 2.1.9.

Lema 2.1.22. Sean M wun espacio topologico que posee base numerable y € una familia
numerable de subespacios de M. Supongase que para todo p € M existe N, € € y un entorno
relativo W, C N, de p. Entonces el cubrimiento W = {W, : p € M} posee un subcubrimiento

numerable.

Demostracion. Dado N € € sea N* = {p € M : N, = N} C N. Nétese que {N*} yey €s un
cubrimiento numerable de M. Para cada N € € sea Wy = {W, : p € N*}. Entonces Wy es
un cubrimiento de N* que contiene un entorno (relativo a N) de cada p € N*. Como M posee
base numerable N* también, y entonces existe un subcubrimiento numerable W5 C Wy de N*.

Luego W° = [Jycy Wi €s un subcubrimiento numerable de W. O

Demostracion del Teorema 2.1.9. Se desea probar que el conjunto
Q={feC(X): fobservaaT en X x X \ Ayy(T) en 2d pasos}

es residual.
Para ello se aplicard el Lema 2.1.22 al espacio M = X x X \ Agy(T) y la coleccién finita €

formada por los subespacios de la forma
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M, =M, My = Gy, Mz =X X Hy i \ Doa(T),
M4 = Hm,r X Hm7s N Gk,la y M5 = Hr,l X Hm,k>

donde k,l,m,r,s € N, k,l,m,r, s < 2d.
Para cada p € M se hallard un subconjunto W C M, entorno relativo de p en uno de los

subespacios M; € €, que verifique que el conjunto
QW) ={f e C(X): fobservaa T en W en 2d pasos}

es abierto y denso. Luego, por el Lema 2.1.22, M se puede cubrir con una cantidad numerable
de tales conjuntos W, sean estos {Wj}ren. Entonces, como Q = (1, . (W), se tendra que
es residual.

Dado z € X y k € N, se denota la orbita de k pasos de z con
2= {z,..., T}
Se llama largo de 2§ al ntimero
len(zg) = card(z§) — 1 < k.

Dado p = (x,y) € M, para hallar W como se ha indicado se distinguen seis casos de acuerdo
a si las érbitas de 2d pasos 72% e y2?¢ se cortan o no, y de acuerdo a si sus largos son iguales o

menores que 2d. Los casos se enumeran en la tabla siguiente.

Ny =92 | wny' o
len(z2?) = len(y2?) = 2d Caso 1 Caso 2
len(z2?) = 2d > len(y2?) Caso 3 Caso 4
2d > len(x2%) > len(y2?) Caso 5 Caso 6

Los casos restantes, correspondientes a len(y2?) = 2d > len(x2%) y 2d > len(y3%) > len(x3%),

se reducen a los casos de las ultimas dos filas de la tabla intercambiando z e y.°

CAsO 1: Como en este caso las dos érbitas de 2d pasos no se cortan, ambas tienen largo 2d y T’
es continua y localmente inyectiva, existen entornos compactos U y V' de x e y respectivamente,
tales que U,...,T%U, V,...,T?V son disjuntos dos a dos y T es inyectiva restringida a
U,...,T*'U, V..., T**'V. Entonces, como dimU < d y dimV < d, aplicando el Lema
2.1.17 (con n = 2d) se obtiene que W = U X V es un entorno de p en el subespacio M; = M,
para el cual Q(W) es abierto y denso.

®Nétese que si para p = (x,y) € M existe un entorno relativo W C M; del tipo que se ha indicado, entonces
Wt ={(b,a): (a,b) € W} es un entorno relativo en M} de p' = (y,z) que verifica las propiedades requeridas y
viceversa. Por lo tanto, para cada p € M alcanza con considerar uno solo de los dos puntos p o p?, agregando los
subespacios M/ a € si fuera necesario. Es decir, a lo largo de la demostracién pueden intercambiarse z e y si asi
se considera conveniente.
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CAsO 2: En este caso las dos érbitas de 2d pasos tienen largo 2d y se encuentran. Como p € M
se tiene que p ¢ Aqy(T), luego x e y no colapsan en un mismo iterado antes de los 2d pasos. Por
lo tanto puede suponerse que T %2z = Ty, con 0 < [ < [+ k < 2d, son los primeros iterados de
x e y que coinciden. Se esta entonces en la situacién de la Figura 2.2 con n = 2d.

L [+ k l—n
® >0

Figura 2.2

Y

Como T es continua y localmente inyectiva existen entornos compactos Uy v Vy de z e
y respectivamente, tales que Uy, ..., T Uy, Vi, ..., T?¥V, son disjuntos dos a dos, con T
inyectiva en esos conjuntos. Sean O = T"** U, N TV, U = Uy NT ' *O y V = Vo N T~'O. Se
tiene que U y V son compactos, T"*U = T'V (= O), U,..., T"*=1U, V,... , T?V son disjuntos
dos a dos y que T es inyectiva en dichos conjuntos. Entonces, como dim U < dim X = d < 2d,

puede aplicarse el Lema 2.1.19 (con n = 2d) y concluir que
W:UXVﬂGk.l:UO X%ﬂGk.l

es un entorno de p en el subespacio My = Gy, para el cual Q(W) es abierto y denso.

CAsO 3: En este caso las drbitas de 2d pasos son disjuntas, len(z2?) = 2d y len(y2?) < 2d.
La ultima condicién implica que y € H,,;, con 0 < k < m + k < 2d. Como T es continua y
localmente inyectiva pueden elegirse entornos compactos U y V de = e y respectivamente, tales
que U,...,T%U, Vy, ..., T =1V son disjuntos dos a dos y T es inyectiva en esos conjuntos.
Sea V = VyN H,,; y notese que V es compacto. Es facil verificar que los conjuntos U y V estan
en las hipdtesis del Lema 2.1.21 (con n = 2d), siendo dimU + dimV < 2d ya que U,V C X y
dim X < d. Entonces, W = U x V es un entorno de p en el subespacio M3 = X x H,,  para el
cual Q(W) es abierto y denso.

CAso0s 4 Y 6: Estos casos son similares al Caso 2. En ellos las dos 6rbitas de 2d pasos se
encuentran, len(y2?) < len(z2?) < 2d y len(y2%) < 2d. Como en el caso anterior, len(y2%) < 2d
implica que y es un punto preperiédico: y € H,,, s con 0 < s < m + s < 2d. Ademas, como las
6rbitas se encuentran, x es también un punto preperiédico del mismo periodo: x € H,,, con
0 <r<m-+r <2d. Asi que ambos puntos = e y alcanzan una misma érbita periddica de
periodo m en r y s pasos respectivamente.
Se distinguen aqui dos subcasos: (A) T"x = T%y; (B) T"x # T*y.

Subcaso A: En este subcaso ambas orbitas se encuentran antes de dar un paso en la érbita
periédica comin a la que llegan. Como en este subcaso T"x = T*y se tiene que r # s ya que x

e y no colapsan ((z,y) ¢ Asy(T')). Puede suponerse r > s intercambiando x e y si es necesario.
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Sean [ >0y k>0 (k=r—s) tales que T**'z = T'y son los primeros iterados de z e y que
coinciden. Desde este punto, llamese z, restan ¢t > 0 pasos para llegar a la 6rbita periddica
(t=s—1=r—1—k)enun punto que se llamard 2z’ (' = T"z = T*y), y luego m — 1 pasos a
lo largo de la érbita periédica antes que esta se cierre como muestra la Figura 2.3 (izquierda).

La Figura 2.3 (derecha) muestra la situacién a la que se llega luego de eliminar el ultimo paso

Figura 2.3

antes de que la drbita peridédica se cierre en 2z’ (comparese con la Figura 2.2).

Como T es continua y localmente inyectiva existen entornos compactos Uy v Vy de x e v,
respectivamente, tales que Uy, ..., T 10Uy, Vo, ..., T 1V, (s = [ + t) son disjuntos dos a
dos y T es inyectiva en esos conjuntos. Sean O = T"*U, N T'Vy, U = H,,, N Uy N T77FO
yV = H,,NVoNTO. Se tiene que U y V son compactos, T"™*U = T'V, los conjuntos
U,...,T**U, V,..., T** 'V son disjuntos dos a dos y T' es inyectiva restringida a ellos.
Entonces, como dimU < m — 1 (ya que U es homeomorfo a T"U C H,, C Per,(T) y

dim Per,,,(T") < %) puede aplicarse el Lema 2.1.19 (con n = s +m — 1) y concluir que
W =U x VﬂGkJ =Up X VoﬂHm’T X Hm,sﬂGkJ

es un entorno de p en el subespacio My = H,,, X H,, s N Gy, para el cual Q(W) es abierto y
denso (n =s+m —1 < 2d).
Subcaso B: En este caso las orbitas de z ey llegan a una misma 6rbita periddica en puntos

diferentes ' = T"x e y' = T*y, respectivamente, como se muestra en la Figura 2.4 (izquierda).

mi / 4
* r T m y me — 1
L - L
s
my; < my
y
Figura 2.4

Sean m; > 0 el nimero de pasos a lo largo de la érbita periédica de 2’ a ¢/, y my > 0

el numero de pasos de 3y a x’ (m; + my = m). Se tiene que m; > ™/2 o bien my > ™m/2.



2.1. OBSERVABILIDAD 61

Intercambiando x e y si es necesario puede suponerse que se esta en el segundo caso. Eliminando
el paso en el cual la érbita periddica se cierra en 2’ se llega a la situacién mostrada en la Figura
2.4 (derecha). Comparando r + my con s se tienen dos casos: r+my; > sor+m; <s (zey
no colapsan). Supéngase que r + my > s (el otro caso se trata de manera andloga). Sean [ > 0
yk>0talesquel=syr+m;=~k+I.

Como T' es continua y localmente inyectiva existen entornos compactos Uy y V de z e y
tales que Uy, ..., T*1Uy, Vg, ..., T2~V son disjuntos dos a dos y T es inyectiva en ellos.
Sean O = T Uy N TV, U = H,, NUoNT*O y V = H,, ;N Vo NT~O. Se tiene que U
y V son compactos, T'7*U = T'V, U,..., T*1U, V, ..., Tt~V son disjuntos dos a dos
y T es inyectiva en estos conjuntos. Como U es homeomorfo a T"U = O C H,, C Per,,,(T) y
dim Per,,(T") < % se tiene que dim U < %. Luego dim U < [mT_l] < my — 1 y entonces puede

aplicarse el Lema 2.1.19 (con n = s +mg — 1]) y concluir que
W =U x Vﬁkal = Uy X VgﬂHnm X Hs,mﬂkal

es un entorno de p en el subespacio My = H,.,,, X Hy,, N G, para el cual Q(WV) es abierto y
denso (s +my — 1 < 2d).

CAsO 5: Este caso es similar al Caso 3. Aqui las dos oOrbitas de 2d pasos son disjuntas

y len(y2?) < len(z3?) < 2d. La tltima condicién implica que = € H,; e y € H,,; donde

0<I<r+4+l<2d0<k<m+k<2dyk+m < r+1 Como T es continua y
localmente inyectiva existen entornos compactos Uy y Vy de = e y respectivamente, tales que
Us, ..., "=y, Vi, ..., T™*=11} son disjuntos dos a dos y T es inyectiva en estos conjuntos.
Sean U =UyNH,; yV =VyN Hp,j. Noétese que U y V son compactos, con dimU < dim H, <
m+2k—1 < r+é—1

1 < =l y de forma similar dim V' <

usado que m + k — 1 = len(y3?) < len(22?) = r + 1 — 1. Puede aplicarse entonces el Lema

, donde en la ltima igualdad se ha

2.1.21 (con n = r+1—1) y concluir que W = U x V es un entorno de p en el subespacio
Ms = H,; x H,,, para el cual Q(W) es abierto y denso (n =r+1—1 < 2d). O

2.1.E. Extension de los resultados obtenidos

En este apartado se desea discutir una posible extension del Teorema de Gutman (Teorema
2.1.3) y de la generalizacién para mapas localmente inyectivos (Teorema 2.1.9). Ambos teoremas
dan un resultado de observabilidad genérica utilizando un solo observable f € C(X,R) que
observa a T' en 2d pasos, donde d = dim X. ;Pero qué ocurre con la cantidad de pasos p
necesaria para la observabilidad genérica de T si se considera el caso de m > 1 observables, es
decir f € C(X,R™)? Lo que se puede esperar es que la cantidad de pasos necesaria sea menor
cuanto mayor sea el valor de m. A continuacion se argumentara en este sentido, cuantificando
la dependencia de la cantidad de pasos necesaria p en relacion a la cantidad m de observables.

Supongase que X es un espacio métrico compacto de dimensién finita dim X = d. Si alguna
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funcién f € C(X,R™) observa a T en p pasos entonces el mapa f{ dard un encaje de X en
R™P+D)  como ya se ha indicado en la introduccién de esta seccién (§2.1). Como en general
un espacio de dimensién d se puede encajar en R**! v no en R??, se obtiene que p debera

satisfacer m(p + 1) > 2d + 1, o lo que es lo mismo

p>2d—|—1_

1.

Como es natural, para el caso m = 1 esta desigualdad permite tomar p = 2d pasos.

En relacion a los puntos peridédicos, de forma similar a lo indicado en la pagina 48, la
existencia de una funcién f € C(X,R™) que observe a T implica que para cada n > 1 el mapa
f(’f_1|pern(;p) dard un encaje de Per,(T") en R™". Por lo tanto, en general se debera cumplir que

mn > 2dim Per, (T') 4+ 1, o lo que es lo mismo
dim Per,, (T) < mn/2

para todo n > 1. En realidad, si la cantidad de pasos es p, los puntos periédicos con periodo
mayor que p no representan un problema, asi que esta ultima condicion alcanzara requerirla para
los perfodos n = 1,...,p. Notese que para m = 1 se recupera la condicién sobre la dimension
de los puntos peridédicos con la que se venia trabajando en ese caso.

Analizando la técnica de la demostracién del Teorema 2.1.9 y de los lemas de observabilidad,
parece muy plausible, que al igual que en el caso m = 1, las condiciones necesarias antes
mencionadas
linea de argumentos dada en el caso m = 1 al caso m > 1 daria como resultado entonces los
teoremas que se enuncian como conjeturas a continuacién.

El Teorema 2.1.9 tomaria la forma:

Conjetura 2.1.23. Sean X un espacio métrico compacto de dimension finita dim X < d,

T: X — X un mapa continuo y localmente inyectivo, m > 1y p € N tales que

2d + 1

p=

—1 y dimPer,(T) <mn/a, si n=1,...,p,
Entonces el conjunto
Q={feC(X,R™): fobservaa T en X x X \ A,(T) en p pasos}
es residual en C'(X,R™).
En particular, el Teorema de Gutman tomaria la forma siguiente:

Conjetura 2.1.24. Sean T: X — X un mapa continuo e inyectivo en un espacio métrico

compacto X de dimension finita dim X < d, m > 1y p € N tales que
2d+1

P> —1 y dimPer,(T) <mn/2, si n=1,...,p,
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Entonces el conjunto
Q={feC(X,R™): f observa a T en p pasos}

es residual en C'(X,R™).

2.2. Observabilidad de sistemas expansivos

En esta seccion se aplican los resultados de observabilidad obtenidos en la Seccién 2.1 a las
dinamicas expansivas. Para homeomorfismos expansivos se obtienen resultados de observabilidad
genérica en el apartado §2.2.A (Proposiciones 2.2.1 y 2.2.3). En §2.2.B se obtiene el Teorema
2.2.8 donde se muestra que con dos funciones reales continuas es posible observar un mapa
expansivo al futuro cualquiera que actiie en un toro. Finalmente, en §2.2.C se introduce el
concepto de observabilidad estricta y se lo utiliza para dar nuevas caracterizaciones de la

expansividad de un sistema dindmico (Proposiciones 2.2.14 y 2.2.18).

2.2.A. Observabilidad de homeomorfismos expansivos

Una primera aplicacién de los resultados de observabilidad §2.1 a las dinamicas expansivas se
obtiene directamente aplicando el Teorema de Gutman (Teorema 2.1.3) a los homeomorfismos
expansivos de un espacio métrico compacto. Los resultados obtenidos son por lo tanto resultados

de observabilidad genérica.

Proposicion 2.2.1. Sean X un espacio métrico compacto y T': X — X un homeomorfismo

expansivo. Entonces dim X = d es finito y genéricamente f € C(X) observa a T en 2d pasos.

Demostracion. Por un lado, en virtud del Teorema 1.2.21 se tiene que d = dim X es finito. Por
otro lado, para todo n > 1 se tiene que Per, (T es 0-dimensional, pues es finito. En efecto, si
Per,(T") fuera infinito para algin n > 1 entonces 7" tendria infinitos puntos fijos. Como X
es compacto estos puntos fijos acumularian en algiin punto, violando la expansividad de T"
(Proposicién 1.1.18). Se satisfacen entonces las hipotesis del Teorema de Gutman (Teorema
2.1.3) del cual se deduce la tesis. []

Es posible generalizar el resultado anterior al caso de homeomorfismos cw-ezpansivos, nocién

introducida por Kato en [24] y que constituye una extensién del concepto de expansividad.

Definicién 2.2.2. Sean X un espacio métrico y T: X — X un homeomorfismo. Se dice que T’
es cw-expansivo sii existe una constante a > 0 (denominada constante de cw-expansividad) tal

que si C' C X es un continuo® no trivial” entonces diam 7"C > « para algtin n € Z.

6Se denomina continuo a todo conjunto no vacio, compacto y conexo.
"Un continuo se dice trivial sii contiene un solo punto.
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Todo homeomorfismo expansivo es cw-expansivo, ya que dos puntos diferentes cualesquiera
de un subconjunto conexo no trivial de un sistema expansivo deberdn necesariamente separarse
a mas de la constante de expansividad en algun iterado, y en ese iterado el subconexo tendra

didmetro mayor que dicha constante.

Proposicion 2.2.3. Sean X un espacio métrico compacto y T': X — X un homeomorfismo

cw-expansivo. Entonces dim X = d < oo y genéricamente f € C(X) observa a T en 2d pasos.

Demostracion. Es suficiente verificar las hipotesis del Teorema de Gutman (Teorema 2.1.3).
Por un lado se tiene que d = dim X es finita en virtud de [24, Theorem 5.2]|. Por otro lado,
para todo n > 1, se verifica que dim Per,(T") = 0. En efecto, si dim Per,(7") > 0 para algin
n > 1, entones existe un continuo no trivial C' C Per, (7). Dado ¢ > 0 siempre es posible
encontrar un subcontinuo no trivial C. C C de didmetro menor a €. Sea o > 0 una constante de
cw-expansividad para T'. La continuidad de T implica que eligiendo ¢ suficientemente pequeno se
tendrd diam 7%C. < a para k = 0,...,n—1, y por lo tanto diam T*C. < « para todo k € Z, ya

que C; C Per,(T). Esto contradice el hecho de que a es una constante de cw-expansividad. [

2.2.B. Observabilidad de mapas expansivos al futuro

En este apartado se presenta un resultado sobre la observabilidad de mapas expansivos al
futuro (Teorema 2.2.8). Como esta clase de mapas no son inyectivos en general, a diferencia
de lo expuesto en el apartado 2.2.A, por un lado la demostracion reposara sobre el Teorema
2.1.9 en lugar del Teorema de Gutman, y por otro, en virtud de las dificultades mencionadas en
§2.1, se trata de un resultado de existencia de funciones que observan y no de observabilidad
genérica.

La siguiente Proposicion 2.2.4, que es consecuencia del Teorema 2.1.9, es importante pues
reduce el problema de encontrar una funciéon f que observe un sistema dado a encontrar f que

distinga los puntos que colapsan. Dado un mapa 7': X — X y n > 1, se denota
AT ={(z,y) eXxX:x#y,....T" e £T"yy T"z = T"y}.

Nétese que si f € C(X,R™) la condicién de que f observe a T' en A} (T) significa que f(z) # f(y)
siz,ye X,o#yyTe="Ty.

Proposicion 2.2.4. Sea T: X — X un mapa continuo y localmente inyectivo de un espacio

métrico compacto X de dimension finita dim X < d tal que
dim Per,(T) <n/2, si n=1,...,2d.

Si eziste f € C(X,R™), m > 1, tal que f observa a T en A3(T') entonces eziste una perturbacion
f€C(X,R™) de f que observa a T en 2d pasos.
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Demostracion. Supongase que f € C'(X,R™) observa a T en Aj(T). Entonces, es claro que f
observa a T" en Aj(T') en 0 pasos, y en A*(T') en n — 1 pasos para todo n > 1. Por lo tanto f
observa a T en Agg(T)\ A = [J*%, A%(T) en 2d — 1 pasos. Como T es localmente inyectiva es
facil verificar que A3(T') es compacto, y en consecuencia cualquier perturbacién suficientemente
pequefia f € C(X,R™) de f observard a T en A% (T), y en Agy(T)\ A en 2d — 1 pasos. Aplicando
el Teorema 2.1.9 puede elegirse una perturbacién f € C(X,R™) de f que simultdneamente
observe a T en Aqgy(T) \ A en 2d — 1 pasos y en X x X \ Agy(7T') en 2d pasos. De este modo se

obtiene que f observa a T en 2d pasos como se deseaba. O

Observacién 2.2.5. Notese que en la demostracion de la Proposicién 2.2.4 en realidad se
prueba un poco mas de lo que se enuncia. Se demuestra que existe un entorno U de f en
C(X,R™) tal que genéricamente una funcién f € U observa a T en 2d pasos. Esto permite,
por ejemplo, elegir una perturbacién f de f que ademés de observar a T en 2d pasos, cumpla

alguna otra propiedad genérica de interés.

Dada una matriz d x d de coeficientes enteros A € My(Z), denétese con Ty: T¢ — T4 el

endomorfismo inducido por A en el toro d-dimensional T¢ = R¢/Z<.

Proposicién 2.2.6. Sea Ty: T? — T¢ un endomorfismo tal que A € My(Z) verifica det A # 0
y que 1 no es valor propio de A™ paran =1,...,2d. Entonces existe f € C(T¢ R?) tal que f

observa a Ty en 2d pasos.

Demostracion. La prueba consiste en la aplicacion de la Proposicion 2.2.4, para lo cual se
procede a verificar las hipétesis de la misma.

Notese en primer lugar que como A es invertible T4 es localmente inyectiva. Por otro lado,
sin € {l,...,2d}, como 1 no es valor propio de A™ se tiene que Per, (T4) is finito (en particular
0-dimensional). En efecto, si [x] € T¢ ([x] denota la clase de x € R?), entonces [z] € Per, (T4)
sii A¥z =2 méd Z¢, y esto ocurre sii (A¥ — I)x € Z2. Luego, como A* — I es invertible, esta
ultima ecuacién tendra a lo sumo una cantidad finita de soluciones en el dominio fundamental
D =10,1)¢ C R? a saber el conjunto D N (AF — I)~1Z4.

Finalmente, se definird una funcién f: T? — R? que observa a T4 en A}(Ty4). Para ello
identifiquense R2 =2 Cy T¢ = S x --- x S como grupo multiplicativo, donde se considera S C C
de la manera usual. Nétese que como 7' es localmente inyectiva el conjunto N = ker T4 es finito.
Sean my,...,mq > 0 tales que sia = (ay,...,aq) € N\{(1,...,1)} y a; es la tltima coordenada

de a diferente de 1 entonces |1 — a;| > m;. Sean py, ..., pg > 0 definidos inductivamente como

/)1:17
pimi =142, i=2....d.
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Notese que por definicién se tiene: 2 Z;;ll pr < pim; sii=1,...,d. Se define f: T? — C,

f(xl,...,xd):Zpkxk si(z1,...,1q) € T
k=1

Para ver que f observa a T' en Af(T'), considérese (x,y) € Ai(T), es decir z = (x1,...,x4) €
y=(y1,...,ya) tales que z # y y Tx = Ty. Nétese que el elemento a = zy~! satisface a € N y
a#(1,...,1). Sea a; la ultima coordenada de a diferente de 1. Por la definicién de my, ..., my

se tiene que |1 — a;| > m,. Se puede entonces hacer la estimacién siguiente

1f(y) = f(2)| = ‘Xd:pkyk - Zd:pm‘ = ’Zd:pk(yk - xk)’ = ‘Zi:pk(yk - xk)’

1—1
> pily — il = Y palyr — 6l = pill = aallyil = 2> pr
k=1 k=1
i—1

k=1
Por lo tanto f(z) # f(y), y entonces f observa a T4 en Aj(T4).
Habiendo verificado todas las hipdtesis de la la Proposicion 2.2.4 se concluye que una

perturbacion de f observa a T' en 2d pasos, como se deseaba. O

Observacién 2.2.7. En el contexto de la Proposicién 2.2.6, si se tiene que T4 es invertible, es
decir det A = 1, entonces, por lo probado en la primera parte de la demostracién, es posible
aplicar directamente el Teorema de Gutman (Teorema 2.1.3), y por lo tanto, en realidad, una
funcién (genérica) f € C(T9, R™) observa a T en 2d pasos, para m = 1. Por el contrario, si
T no es inyectiva entonces ninguna funcién f € C(T? R™) observa a T para m = 1, como
consecuencia del Lema 2.1.6. Por lo tanto, en este caso el valor m = 2 que arroja la Proposicién

2.2.4 es 6ptimo.

Teorema 2.2.8. Si T: T? — T es un mapa expansivo al futuro entonces existe f € C(T? R?)

tal que f observa a T en 2d pasos.

Demostracion. Por [22] se tiene que T es conjugado a un endomorfismo expansor, es decir a un
endomorfismo T4 para el cual A tiene todos los valores propios de médulo mayor que 1. Por lo

tanto lo afirmado es consecuencia de la Proposicién 2.2.6. O

Observaciéon 2.2.9. En virtud de lo expresado en la Observacion 2.2.7 se tiene que para mapas
expansivos al futuro 7: T¢ — T¢ el niimero m = 2 que anuncia el Teorema 2.2.8 es el menor
m € N para el cual existe f € C(T¢ R™) que observa a T.

Observaciéon 2.2.10. Utilizando las conjeturas de la Seccién 2.1.E, seria posible mejorar el

Teorema 2.2.8, dando una cantidad menor de pasos para la observabilidad. En efecto, notese que
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tomando m = 2 en la Conjetura 2.1.23 puede elegirse la cantidad de pasos p = d. Es decir, todo

mapa T: T¢ — T? expansivo al futuro serfa observado en d pasos por alguna f € C(T9, R?).

2.2.C. Observabilidad estricta

En este apartado se introduce una nocioén fuerte de observabilidad que se denomina o0b-
servabilidad estricta. La misma es utilizada para caracterizar la expansividad de los sistemas
dindmicos.

La nocion de observabilidad estricta se obtiene naturalmente de la de observabilidad aplicando
las mismas ideas que giran en torno al concepto de expansividad. Supdéngase que se tiene
un sistema 7: X — X y una funcién f: X — R™ que representa m mediciones que el
experimentador puede realizar en cada estado del espacio de fases y con las cuales se pretenden
distinguir estados diferentes x,y € X mediante mediciones a lo largo de la evolucion del sistema.
Dado que las mediciones en la practica siempre tienen un error, resulta natural considerar dos
mediciones como diferentes cuando éstas difieren en mas de una cierta precisiéon que dependera

de los instrumentos de medicion. Esta idea es la que se rescata en la siguiente definicién.

Definicién 2.2.11. Sean 7: X — X unmapa, m € N, m > 1y f: X — R™. Se dice que f

observa estrictamente a T sii existe una constante € > 0 tal que
para todo z,y € X, x # vy, existe n € N tal que ||f(T"y) — f(T"x)|| > .

La constante € se denomina precision de la observacién. Un mapa continuo 7: X — X de un
espacio topoldgico X se dice estrictamente observable sii existe m € Ny m > 1,y f € C(X,R™)

tal que f observa estrictamente a T

Observacion 2.2.12. Notese que la version de observabilidad estricta “en n pasos” analoga
a la introducida en la Definicién 2.1.4 resulta muy restrictiva pues implica que el espacio es
finito. En efecto, supongase que f € C(X,R™) observa al mapa continuo 7: X — X en n
pasos, donde X es un espacio métrico compacto. Entonces el mapa fJ' es un encaje de X en
[~ M, M]™"+1) donde M es alguna cota de f, y se tiene que dos puntos cualesquiera de la

imagen de f deben distar > ¢, donde € es la precisién de la observacion. Esto implica entonces

la finitud de X.

Lema 2.2.13. Sea T: X — X un mapa continuo expansivo al futuro de un espacio métrico
compacto X, m € N, m > 1y f € C(X,R™). Entonces son equivalentes las siguientes

afirmaciones.
1) f observa aT.

2) f observa estrictamente a T
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Demostracion. 1) = 2). Supdéngase que f observa a T pero que f no observa estrictamente.
Entonces para todo € = 1/n, n € N)n > 1, existen puntos z,,y, € X tales que z, # y,
v || f(T*z,) — f(T"y,)|| < }/n para todo k € N. Sea a > 0 una constante de expansividad
para T y para cada n > 1 sea k, € N tal que d(T*x,, T*y,) > «. Como X es compacto
tomando subsucesiones puede asumirse que 7%z, — x y T*y, — y. Entonces d(x,y) > «
y por lo tanto & # y. Pero por otro lado f(T*x) = f(T*y) para todo k > 0 ya que se tenia
| f(T*z,) — f(T*y,)|| < Y/n para todo n,k € N, n > 1. Esto contradice que f observe a T.

2) = 1). Trivial. O

El siguiente resultado da una caracterizacion de la expansividad al futuro para mapas

continuos en términos del concepto de observabilidad estricta.

Proposicién 2.2.14. Sean X un espacio topologico compacto y de Hausdorff y T: X — X un

mapa continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) T es estrictamente observable.
2) X es metrizable y T es expansivo al futuro.®

Demostracion. 1) = 2). Seanm € N, m > 1y f € C(X,R™) tal que f observa estrictamente
a T con precision € > 0. Como f es continua existe un cubrimiento abierto U de X tal que
diam f(U) < € para todo U € U. Luego, si x,y € X verifican que {T"x, T"y} < U para todo
n € N entonces ||f(T"y) — f(T"z)|| < € para todo n € N, y en consecuencia x = y, pues ¢ es
la precision con la que f observa a T. Se ha probado entonces que U es un cubrimiento de
o-expansividad al futuro para 7. Como X es compacto y de Hausdorff aplicando la version para
mapas expansivos al futuro de la Proposicion 1.1.13 se deduce que X es metrizable y que T es
expansivo métrico al futuro.

2) = 1). Con modificaciones menores en la demostracion dada en §1.2.D se obtiene que X
tiene dimension topoldgica finita d = dim X. Entonces por el Teorema 2.1.10 existe un encaje
f: X — R¥* Como f es inyectiva queda claro que f observa a T (de hecho en 0 pasos).
Luego, por el Lema 2.2.13 se obtiene que f observa estrictamente a T', y por lo tanto T es

estrictamente observable. O

Observacion 2.2.15. Si T: X — X es un mapa continuo de un espacio compacto y de
Hausdorff X y f € C(X,R™), m € N, m > 1 es una funcién que observa a T, es facil verificar

que la féormula

kN k
ey =S WED=ATD

keN

8En un espacio compacto metrizable la propiedad de expansividad al futuro no depende de la métrica
compatible elegida.
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define una métrica dy compatible con la topologia de X. Respecto a esta métrica es inmediato ver
que T es expansivo al futuro.? Estas observaciones darfan entonces una demostracién alternativa
de 2) = 1) de la Proposicién 2.2.14. Sin embargo, lo que aqui se quiere remarcar es que, como
consecuencia de esa proposicién, al trabajar con mapas expansivos al futuro siempre puede
suponerse que la métrica viene dada por la férmula de d; para alguna f € C(X,R™), m € N,
m > 1.

Resultados analogos a los recién expuestos son validos también para homeomorfismos

expansivos. Para tratar este caso se introduce la nocién de observabilidad bilateral estricta.

Definicién 2.2.16. Sean T: X — X un mapa biyectivo, m e Ny m > 1y f: X — R™. Se

dice que f observa estrictamente bilateralmente a T' sii existe una constante € > 0 tal que
para todo x,y € X, x # y, existe n € Z tal que ||f(T"y) — f(T"x)|| > e.

La constante £ se denomina precision de la observacién. Un homeomorfismo 7: X — X de un
espacio topolégico X se dice estrictamente bilateralmente observable sii existe m € N, m > 1,y
[ € C(X,R™) tal que f observa estrictamente bilateralmente a 7'

Lema 2.2.17. Sean T: X — X un homeomorfismo expansivo de un espacio métrico compacto

X,meN, m>1yfeC(X,R™). Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones.
1) f observa bilateralmente a T
2) f observa estrictamente bilateralmente a T.
Demostracion. Anélogo al Lema 2.2.13. n

La siguiente es una caracterizacion de la expansividad de un homeomorfismo en términos de
observabilidad bilateral estricta analoga a la de la Proposiciéon 2.2.14, pero con la novedad que

se incluye en el item 3), que es una condicién de observabilidad bilateral estricta genérica.

Proposicion 2.2.18. Sean X un espacio topologico compacto y de Hausdorff y T: X — X un

homeomorfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) T es estrictamente bilateralmente observable.
2) X es metrizable y T' es expansivo.

3) Un funcion genérica f € C(X) observa estrictamente bilateralmente a T

9En efecto si € > 0 es la precisién de la observacién, entonces ¢ es una constante de expansividad para T
respecto a dy, ya que si z,y € X, x # y, entonces existe n tal que || f(T"y) — f(T™z)|| > ¢, y por lo tanto

ay(rva 1) = 3 LD SOy i) gy =
keN
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Demostracion. 1) = 2). Anélogo a la Proposicién 2.2.14.

2) = 3). Como T es un homeomorfismo expansivo, por la Proposiciéon 2.2.1 se tiene que
una funcién genérica f € C'(X) observa a T (en 2d pasos donde d = dim X ). En particular,
una funcién genérica f € C'(X) observa bilateralmente a T". Luego, aplicando el Lema 2.2.17 se
obtiene la tesis.

3) = 1). Trivial. O

Observacion 2.2.19. De forma similar a lo expuesto para el caso de mapas expansivos al

futuro en la Observacion 2.2.15, para homeomorfismos expansivos se tiene que la féormula

df(x7y>zz |f(Tky)2—kf(kaL’)|’ JJ,yEX,
keZ

define una métrica compatible en X para cada f € C'(X) que observe a T, respecto a la cual
T es expansivo. Entonces, en virtud del item 3) de la Proposicién 2.2.18, se tiene que para

homeomorfismos expansivos para una f € C(X) genérica ds es una métrica compatible en X.



Capitulo 3
Extensiones de sistemas expansivos

El conjunto de los homeomorfismos expansivos de un espacio métrico compacto X no es en
general un conjunto abierto. Sin embargo, Lewowicz en [27] muestra que en las proximidades
de un homeomorfismo expansivo 7: X — X todo homeomorfismo S: X — X verifica una
propiedad del tipo: z,y € X y d(S"x,S™y) < « para todo n € Z entonces d(x,y) < e. Cuando
e < a/2 1o cual se logra para S suficientemente proximo a T, Lewowicz considera la relacién
de equivalencia en X dada por x ~ y sii d(S"x,S™y) < « para todo n € Z, y afirma que el
homeomorfismo inducido por S en el espacio topoldgico cociente es expansivo. Posteriormente,
Cerminara y Sambarino prueban esta afirmacién en [12], articulo en el que se estudian ademés
otras propiedades de esta clase de homeomorfismos cociente.

Por otra parte, en el caso en el que T tiene ademds la propiedad de sombreado (homeomor-
fismo de Anosov), Walters demuestra en [37] que si S es suficientemente préximo a 7" entonces
existe una semiconjugacion de S a un subsistema de T, lo cual es parte de la propiedad de
estabilidad topoldgica de los homeomorfismos de Anosov probada en ese articulo. La existencia
de una tal semiconjugacién implica que un cierto cociente del sistema S es conjugado a un
subsistema de 7', y por lo tanto el cociente de S es expansivo. No es dificil ver que cuando S es
lo suficientemente proximo a 7' de modo que son posibles simultaneamente las construcciones
de Lewowicz y de Walters los sistemas cociente obtenidos de S via la relacion de equivalencia y
la semiconjugacion coinciden.

En este capitulo ademas de las condiciones suficientes antes mencionadas se estudian
condiciones necesarias para que el cociente de un sistema dado sea expansivo. En §3.1 se
estudian algunas propiedades generales de los homeomorfismos que satisfacen la condicién tipo
expansividad introducida por Lewowicz que se obtiene al perturbar un sistema expansivo. En
particular se prueba que estos homeomorfismos, llamados [e, a]-ezpansivos, forman un conjunto
abierto (Proposicién 3.1.5).

En §3.2 se introducen los homeomorfismos semi expansivos, que corresponden al caso e < @/2.

En la Proposicién 3.2.9 se prueba con una técnica diferente a la de [12] que ellos inducen un

71
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cociente expansivo y que, reciprocamente, todo cociente expansivo de un sistema dindmico
corresponde a un cociente inducido de esa forma. Luego, en §3.2.A se estudian caracterizaciones
topoldgicas para que un cociente sea expansivo (Proposiciones 3.2.11 y 3.2.16), y en §3.2.B se
introduce la clase de homeomorfismos casi expansivos como limite de cocientes expansivos (ver
Definicién 3.2.17), estableciendo una propiedad relativa al célculo de su entropia en el Corolario
3.2.21.

En §3.3 se aborda el caso de las extensiones de los homeomorfismos de Anosov, caracterizando
tales sistemas (Proposicién 3.3.6). A modo de aplicaciones, en §3.3.A se prueba para esta clase de
homeomorfismos una versién adecuada (Proposicion 3.3.8) del resultado de estabilidad topolégica
de Walters para homeomorfismos de Anosov, y en §3.3.B se presenta una construccién que
permite encajar todo sistema dinamico expansivo en otro con la propiedad de sombreado para

las pseudo drbitas del sistema original (Proposicién 3.3.15).

Contexto

A lo largo de este capitulo, a menos que se indique otra cosa, X denotard un espacio métrico
compacto con métrica d, y T': X — X un homeomorfismo. Se adoptard la siguiente definicion

de constante de expansividad que es diferente a la utilizada anteriormente (Definicién 1.1.1).

a > 0 es una constante de expansividad para T si y solo si

z,y € X yd(T"x, T"y) < «a para todo n € Z implica x = y.

La diferencia con la Definicién 1.1.1 radica en la utilizaciéon de “<” en lugar de “<” en la

condicion que involucra la distancia entre los iterados de los puntos x e y.

3.1. e, al-expansividad

La siguiente definicién estd inspirada en [27, Lemma 1.1] en donde se muestra que los
homeomorfismos suficientemente préximos a un homeomorfismo expansivo de un espacio

métrico compacto verifican una condicién como la requerida.
Definicién 3.1.1. Sean o > ¢ > 0 constantes. Se dice que T es [g, a]-expansivo sii
z,y € X yd(T"z, T"y) < a para todo n € Z implica d(z,y) < €.
Si en la situacién anterior se tiene £ > diam X se dice que T es trivialmente [e, a]-expansivo.

Noétese que T' expansivo con constante de expansividad o > 0 sii T es [e, a]-expansivo para
todo € > 0 menor que . Obsérvese ademds que si T es [g, a]-expansivo entonces xz,y € X y
d(T™z, T"y) < a para todo n € Z implica d(T"x,T"y) < ¢ para todo n € Z.



3.1. [¢,a]-EXPANSIVIDAD 73

Lema 3.1.2. Si T es [e, a]-ezpansivo entonces T' es [e — §, a + d]-expansivo para algin 6 > 0.

Demostracion. Si la tesis no fuera cierta, para todo k € N, k > 1/, se tiene que T no es
[e — Yk, o + 1/k]-expansivo, es decir, existen puntos xg, yr € X tales que d(T"xg, T"yx) < a4k
para todo n € Z pero d(zg, yx) > € —/k. Como X es compacto existen puntos de aglomeracién x
e y de las sucesiones (xy) e (yx) respectivamente, los cuales deberdn satisfacer d(T"x, T"y) < «

para todo n € Z y d(z,y) > ¢, contradiciendo la [e, a]-expansividad de T ]

Definicién 3.1.3. Se dice que T es uniformemente [, a|-ezpansivo sii para algin N € N
r,y € X yd(T"x,T"y) < « para todo |n| < N implica d(z,y) <

donde av > ¢ > 0.

Es claro que todo homeomorfismo uniformemente [e, a]-expansivo es [e, aJ-expansivo.

El siguiente resultado es una generalizacién de [11, Theorem 5] donde se prueba la propiedad

de expansividad uniforme de los homeomorfismos expansivos en espacios compactos.
Proposicién 3.1.4. Si T es [, a]-expansivo entonces T es uniformemente [e, a]-expansivo.

Demostracion. Si T no fuera uniformemente [e, al-expansivo, para todo N € N existirian
puntos zx,yy € X tales que d(T"xy,T"yn) < a para todo |n| < N pero d(zy,yn) > €. La
compacidad de X implica la existencia de puntos de aglomeraciéon = e y de las sucesiones
(xn) e (yn) respectivamente, los cuales deberan satisfacer d(1T"x,T"y) < «a para todon € Z y

d(x,y) > e, contradiciendo la [e, aJ-expansividad de T'. ]

Si X e Y son espacios topoldgicos se denota con C(X,Y) el conjunto de las funciones
continuas de X en Y dotado de la topologia compacto-abierta. Cuando X es compacto e Y es

un espacio métrico esta topologia es la inducida por la métrica C°

deo(T,5) = max{d(Tz,Sz) : x € X} siT,S € C(X,Y).
El subespacio de C(X, X) formado por los homeomorfismos de X en X se denota con H(X).
Proposicién 3.1.5. El conjunto de los homeomorfismos [e, a|-expansivos es abierto en H(X).

Demostracion. Por el Lema 3.1.2 existe § > 0 tal que T es [, a + §]-expansivo. Luego, por la

Proposicién 3.1.4 T' es uniformemente [e, o + d]-expansivo, es decir, existe N € N tal que
z,y € X yd(T"z,T"y) < a+ § para todo |n| < N implica d(z,y) < .

Sea N un entorno de T' tal que deo(T™,S™) < 9/2 para todo S € Ny |n| < N.! Se tiene que S
es [, a]-expansivo para todo S € N, ya que si z,y € X y d(S"x,S"y) < «a para todo |n| < N,

Para todo n € Z el mapa H(X) — H(X), T — T™ es continuo.
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entonces
d(T"z, T"y) < d(T"z,S"z) + d(S"z, S"y) + d(S"y, T"y) < a+d
para todo |n| < N, y por lo tanto d(z,y) < €, como se deseaba. O
Como caso particular de la Proposicién 3.1.5 se recupera el resultado de Lewowicz en [27].

Corolario 3.1.6 (27, Lemma 1.1]). SiT: X — X un homeomorfismo expansivo con constante
de expansividad o > 0, entonces para todo 0 < ¢ < « existe un entorno N de T en H(X) tal
que todo S € N satisface que v,y € X y d(S"x,S™y) < a para todo n € Z implica d(z,y) < €.

Demostracion. Como T es expansivo con constante de expansividad «, entonces T es [g, a]-
expansivo si 0 < € < a. Como el conjunto de los homeomorfismos [e, a]-expansivos es abierto

por la Proposicién 3.1.5 basta tomar un entorno N de T incluido en ese conjunto. O

3.2. Cocientes expansivos

En este apartado se estudian condiciones necesarias y suficientes para que el cociente de un
sistema dindmico sea expansivo (Proposiciones 3.2.9, 3.2.11 y 3.2.16). La condicién suficiente
enunciada en la Proposicién 3.2.9 es anunciada en [27] y probada con todo detalle en [12].
En ese ultimo articulo la expansividad del homeomorfismo inducido en el cociente se muestra
construyendo una métrica compatible del espacio cociente respecto a la cual el mapa es expansivo.

El método seguido aqui es diferente y se basa en resultados del Capitulo 1.

Definicién 3.2.1. Si X es un espacio topologico y R C X x X una relacién de equivalencia,
entonces se denota con Xz = X/R el espacio topolégico cociente, la clase de equivalencia de
x € X con [z], y con q (0 qr) el mapa candnico q: X — Xg dado por ¢(z) = [z] si x € X. Un
subconjunto A C X se dice saturado sii A es unién de clases de equivalencia

SiT: X — X es un homeomorfismo, se dice que R es compatible con T sii z,y € X y x L Y
implica Tx 2 Ty. En ese caso se denota con Tk el homeomorfismo inducido Tg: Xgr — Xg
dado por Tg[z] = [Tx] si x € X, y se lo denomina cociente de T. En ese contexto se dice

también que T es una extension de Tg.

Definicién 3.2.2. Dado « > 0, se dice que T' es a-semi expansivo sii T' es [¢/2, a]-expansivo,
es decir, z,y € X y d(T"z, T"y) < « para todo n € Z implica d(x,y) < ¢/2. En ese caso « se

denomina constante de semi expansividad para T
La siguiente es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.1.5.

Proposicién 3.2.3. El conjunto de los homeomorfismos a-semi expansivos es abierto en H(X).
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Definicién 3.2.4. Si T es a-semi expansivo, se define R(d, o) como la relaciéon de equivalencia

en X compatible con 7" dada por
R(d, .
¢ y sii d(T"z,T"y) < « para todo n € Z,
siz,y € X.Si X es metrizable, T: X — X un homeomorfismo y R una relaciéon de equivalencia
en X compatible con T, se dice que el homeomorfismo cociente inducido Tk es un cociente de
Lewowicz sii existe una métrica compatible d en X y o > 0 tales que T' es a-semi expansivo y

R = R(d, ).

Observacién 3.2.5. Notese que si T es un homeomorfismo [e, a]-expansivo y 0 < ¢ < /2
entonces T' es a-semi expansivo. Ademads, en ese caso las clases de equivalencia [z], x € X, de

la relaciéon R(d, ) de la Definicién 3.2.4, son compactas y su didmetro verifica diam([z]) < e.

Observacién 3.2.6. Para que la relacién R(d, «) de la Definicién 3.2.4 sea una relacién de
equivalencia es suficiente una condicion ligeramente mas débil que la a-semi expansividad de
T, a saber, que z,y € X y d(T"z,T"y) < a para todo n € Z implique d(x,y) < /2 (en lugar
de d(z,y) < @/2). En ese caso es facil ver que en la condicién anterior « puede sustituirse por
cierto o’ > a: en efecto, tomando € € (%/2, ) se tiene que T es [e, a]-expansivo y basta tomar
o' > o de modo que T sea [g, o]-expansivo como en el Lema 3.1.2. Es claro que para este o/ se

tiene que T' es o/-semi expansivo y R(d,a) = R(d, ).
El siguiente resultado se encuentra demostrado en [12, Remark p. 323].
Lema 3.2.7. Si T es a-semi expansivo y R = R(d,«) entonces Xr = X/R es metrizable.

Demostracion. En virtud de [29, Theorem 3.9] es suficiente probar que la descomposicién de
X en clases de equivalencia es semicontinua superiormente, esto es, para toda clase [z] C X
y todo conjunto abierto U C X tal que [z] C U existe un conjunto abierto V' C X tal que
[z] €V que satisface [y] C U para todo y € V' ([29, Definition 3.5]). Si ese no fuera el caso
entonces existirfan una clase [z] C X y un conjunto abierto U C X, [z] C U, tales que para
todo conjunto abierto V' C X, [z] C V, existe y € V tal que [y] Z U. En particular, tomando
V = Byn([z]) con n € N, donde se denota B-(C) = |J .o B:(c) si C C X, se obtiene que para
todo n € N existe y,, € Bi/,([2]) tal que [y,] Z U.

Para cada n € N sean z,, € [z] tal que d(x,,,yn) < Yn'y 2, € [yn] tal que 2, ¢ U. Tomando
subsucesiones si es necesario puede suponerse que T, — T, Y, — Y V 2, — 2 ya que X es
compacto. Como x,, ~ & para todo n € N se tiene que d(T*x,, T*z) < « para todo k € Z,
luego, tomando limite cuando n — +oo se obtiene d(T%z, T*r) < « para todo k € Z, es decir
T ~ x. Asimismo, como ¥, ~ z, para todo n € N se tiene que d(T*y,,T"*z,) < a para todo
k € 7Z y tomando limite cuando n — +o0 se llega a d(T*y, T*z) < « para todo k € Z, o sea

y ~ z. Finalmente, como d(z,,y,) < }/n para todo n € N se deduce que T = y. En suma se
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obtuvo que z ~ T =y ~ z, y por lo tanto z € U ya que se tenia [x] C U. Pero esto contradice

que z, ¢ U para todo n € N ya que ello implica que z ¢ U pues U es abierto y z, — z. O]

Observaciéon 3.2.8. Si X un espacio topoldgico, R C X x X una relaciéon de equivalencia y el
mapa candnico q: X — Xg es un mapa cerrado (que mapea conjuntos cerrados en conjuntos

cerrados), entonces para todo conjunto abierto U C X se tiene que los conjuntos

U={zeX:[z]CUYCX v qU)CXg
son abiertos. En efecto, para el primero de ellos basta observar que X \ U= g ! (q(X \U ))
y utilizar que g es continua y cerrada. Para el segundo se tiene que U ademés de abierto es

~

saturado (unién de clases), luego ¢(U) es abierto.

Como se ha mencionado ya anteriormente, en [27] Lewowicz afirma que lo que aqui se
ha denominado cociente de Lewowicz, justamente en honor a este mateméatico uruguayo, es
efectivamente un homeomorfismo expansivo. Posteriormente Cerminara y Sambarino demuestran
esa afirmacién con todo detalle en [12], construyendo explicitamente una métrica en el espacio
cociente Mp respecto a la cual Ty resulta expansivo. En el siguiente resultado se da una
demostracion alternativa mas breve pero no constructiva de este mismo hecho. Mas aun, se

demuestra también el reciproco: todo cociente expansivo es un cociente de Lewowicz.

Proposicién 3.2.9. Sean X un espacio compacto metrizable, T: X — X un homeomorfismo,
R C X x X una relacion de equivalencia compatible con T y Tr: Xr — Xg el homeomorfismo

cociente asociado. Son equivalentes las siguientes condiciones.
1) Tr es expansivo.
2) Tr es un cociente de Lewowicz.

Demostracion. 1) = 2). Sean d y dr métricas compatibles de X y Xg, respectivamente. Dado
que Tg es expansivo existe una constante ag > 0 tal que si z,y € X y dr(Th[z], TRly]) < ag
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para todo n € Z entonces x ~ y, donde “~” denota equivalencia segiin R. Como el mapa
canonico q: (X,d) = (Xg, dgr) es uniformemente continuo existe o« > 0 tal que si z,y € X y
d(z,y) < «a entonces dg([z], [y]) < ag. Sea

o

K pum
2diam (X, d) + 1

y definase una nueva métrica d; en X mediante la férmula

di(z,y) = dr([2], [y]) + Kd(z,y),

siz,y € X. A partir de la férmula anterior es claro que una sucesion en X converge a un punto
de X segun d sii lo hace segiin dy, en consecuencia d; es una métrica compatible en X.
Por la eleccién de K se tiene que si z,y € X y & ~ y entonces dy (z,y) = Kd(x,y) < 2/2. Este

hecho permite probar que 1" es a-semi expansivo respecto a la métrica d;. En efecto, si x,y € X
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y di(T"z, T"y) < «a para todo n € Z, entonces dr(Th[z], Tiy]) = dr([T"z], [T"y]) < ar para
todo n € Z. Luego la expansividad de T implica que [z] = [y] y entonces d;(z,y) < @/2.

Finalmente se desea probar que R = R(d;,«). Denétese z ~1 y para indicar que = e y
son equivalentes segiin R(dy, «) si z,y € X. Notese que en el parrafo anterior se ha probado
que x ~q y implica x ~ y si z,y € X. Reciprocamente, si x,y € X y x ~ y se tiene que
T"x ~ T"y para todo n € Z pues R se ha supuesto compatible con T'. Por lo tanto se tiene que
di(T"z, T"y) = Kd(T"z,T™y) < ¢/2 < a para todo n € Z, es decir x ~ y.

2) = 1). En primer lugar en virtud del Lema 3.2.7 se tiene que Xy es metrizable. Por lo
tanto, para demostrar que Tk es expansivo es suficiente probar que existe un cubrimiento de
o-expansividad para Tx (Proposicién 1.1.3), es decir que existe un cubrimiento abierto Ug de
Xgr tal que si z,y € X y {Th[x], TEy]} < Ur para todo n € Z entonces [x] = [y].

Para cada € X sean U(x) = Bya(x) y U(z) = {y € X : [y] C U(z)}. Como el mapa
candnico q: X — Xy es cerrado, ya que X es compacto y Xg es de Hausdorff, por la Observacion
3.2.8 los conjuntos (/]\(m) y q(lAf(m)) son abiertos para todo x € X. Ademads, para cada z € X se
verifica z € U (x) ya que [z] C U(x) pues diam([z]) < /2 (Observacién 3.2.5). En consecuencia
la familia Ug = {q([?(x)) :x € X} es un cubrimiento abierto de Xg.

Se afirma que Ur es un cubrimiento de o-expansividad para Tg. En efecto, si z,y € X y
{Th|x], TEy]} < Ur para todo n € Z se deduce que si n € Z entonces {[T"z], [T"y]|} C q((/j(zn))
para cierto z, € X, donde se ha usado que Tqlx] = [T"z| y TRly] = [T"y]. Como U (z,) es un
conjunto saturado se obtiene que {7z, T"y} C ﬁ(zn) y por lo tanto d(T"xz,T"y) < « para
cada n € Z, ya que U(z,) € U(z,) y U(zy,) es una bola de radio o/2. Se tiene entonces que

x ~y, es decir [x] = [y] como se deseaba. O

Observacién 3.2.10. Nétese que en la prueba de 1) = 2) en la Proposicién 3.2.9 la constante
de semi expansividad a de T puede elegirse arbitrariamente pequena en relacién a la constante de
expansividad ag de Tk pues a debe satisfacer solamente la condicion: si z,y € X y d(x,y) < «
entonces dg([z], [y]) < agr. Més aun, tomando una constante K > 0 menor que la elegida en la
citada demostracién se ve que puede lograrse que T sea [e, a]-expansivo respecto a la métrica d;
para € > 0 arbitrariamente pequenio en relacion al a elegido. Obsérvese también que las métricas
d; construidas de esa manera verifican dg([z], [y]) < di(z,y) para todo x,y € X, cualesquiera

sean las constantes a y K elegidas.

Una consecuencia de la Proposicién 3.2.9 y la Observacion 3.2.10 es que si T’ es ag-semi
expansivo para cierto ag > 0 y cierta métrica dy entonces para o > € > 0 arbitrarios dados 1" es
e, a]-expansivo respecto a alguna métrica compatible d, induciendo la relacién de equivalencia
R(d, ) siempre el mismo cociente si € < @/2. En efecto, si T' es ap-semi expansivo entonces por
el reciproco de la Proposicién 3.2.9 se tiene que Tg es expansivo, donde R = R(dy.c). Luego,
por la demostracion del directo de la Proposiciéon 3.2.9 con las puntualizaciones hechas en la

Observacién 3.2.10, se tiene que T es [e, a]-expansivo para o > € > 0 arbitrarios dados menores
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que la constante de expansividad ar de Tk respecto a la métrica d; adecuada. Finalmente,

tomando multiplos de esta métrica se obtiene lo afirmado.

3.2.A. Caracterizaciones topoldgicas

En la Proposicién 3.2.9 se establecié una caracterizacién para que el cociente de un homeo-
morfismo definido en un espacio metrizable compacto sea un homeomorfismo expansivo. En
este apartado se estudian caracterizaciones para que el homeomorfismo cociente sea expansivo
para el caso mas general en el que el espacio de partida es compacto pero no necesariamente
metrizable.

A diferencia del resto de este capitulo donde X denota un espacio métrico compacto, en
esta seccion se asume que X es un espacio topoldgico compacto no necesariamente metrizable.

Como siempre T: X — X denota un homeomorfismo.
Una primera caracterizacién topoldgica para que un cociente sea expansivo es la siguiente.

Proposicién 3.2.11. Si R C X x X una relacion de equivalencia y el espacio cociente Xg es

de Hausdorff, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1) R es compatible con T y el homeomorfismo inducido Tr: Xgr — Xg es expansivo (métrico).

2) Existe un cubrimiento abierto U de X tal que N\, ., T"U\ {2} = Xk.

nez
3) Existe un conjunto abierto U C X x X tal que (), o, T"U = R.

Demostracion. 1) = 2). Sean d una métrica en X y @ > 0 una constante de expansividad
para Tk respecto a d. Sean Ui un cubrimiento de Xg formado por bolas de radio ¢/2 y U el
cubrimiento abierto de X dado por U = ¢! (Ug), donde q: X — Xy es el mapa canénico. Dada
una clase [z] € Xg, donde x € X, para cada n € Z sea U, € U tal que T "z € U,. Se tiene
que T~ "[z] = [T~ "x] C U, pues U, es saturado, y por lo tanto [z] C T"U, para todo n € Z, es
decir [z] € (,,cz T"Un € A\,cz T"U. Esto prueba que Xg < A, T"U.

Por otro lado, si C € A\, o, T"U \ {D} existe una bi-sucesién (U, )nez de elementos de U tal
que C' = (,cz, T"U,. Luego, si x,y € C se tiene que T"x, T"y € U_, para todon € Z, y entonces
[T"z], [T™y] € q(U-,) € Ug para todo n € Z, de donde se deduce que d([T"z], [T"y]) < a para
todo n € Z, ya que Ug es un cubrimiento de bolas de radio ¢/2. En consecuencia se ha de
cumplir [z] = [y] por la expansividad de Ty, de aqui que C' = [z] para algin = € X. Se ha
nez I"UN\ {@} € Xg, lo cual junto con la relacion Xp < A, o, T"U ya
probada implica que A, ., T"U \ {@} = X, como se deseaba.

probado entonces que A nez

2) = 1). En primer lugar nétese que R es compatible con 7" ya que A, _, T"U \ {D} = Xg
y por lo tanto

TXr=T(A\ T'U\{2}) = \ T""'U\ {2} = X&.

neZ nez
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Para probar que el homeomorfismo inducido Txr: Xz — Xg es expansivo considérese para
cada U € U el conjunto U = {xreX:[x)] CUCUyseald ={U : U € U}. Como por hipdtesis
Xr = Npez T"TUN\{@} < U se tiene que U es un cubrimiento de X. Dado que ¢ es cerrada, pues
X es compacto y Xg es de Hausdorff, de la Observacién 3.2.8 se obtiene que el cubrimiento de
Xg dado por Ur = q(ﬁ ) es abierto. Se afirma que Uk es un cubrimiento de o-expansividad para
TR, es decir nnEZ Tgﬁn contiene a lo sumo un punto para toda bi-sucesion (ﬁn)nEZ de elementos
de U, lo cual en virtud de las Proposiciones 1.1.3 y 1.1.13 implica que T es expansivo (métrico).
En efecto, dada una tal bi-sucesién (ﬁn)nez, para cada n € Z sea U, € U tal que fjn = q((/}n)
Supéngase que x,y € X verifican que [z], [y] € N,z Tﬁﬁn. Entonces para cada n € Z se tiene
[T"x], [T"y] € U_, = q(ﬁ_n) y esto implica que Tz, Ty € U_, C U_,, dado que U_, es
saturado. Luego x,y € (), ez, T"Un € N,z T"U \ {D}, y como A, ., T"U \ {@} = Xr por
hipétesis se concluye que [z] = [y] como se deseaba.

2) < 3) Si U es como en 2) es facil ver que U = |, ,, U x U verifica las condiciones

ueU
requeridas en 3). Reciprocamente, dado U como en 3) para cada = € X sea U, un entorno
abierto de = tal que U, x U, C U. Es directo verificar que U = {U, : v € X} satisface lo

enunciado en 2). O

Las condiciones de los items 2) y 3) de la Proposicién 3.2.11 implican la expansividad
del homeomorfismo cociente con la hipotesis de que el espacio cociente sea de Hausdorff. Las
restantes implicaciones en la citada proposicion, a saber 1) = 2) < 3), valen sin esa hipdtesis
adicional. A continuacién se desarrollan brevemente una serie de preliminares con el objetivo de
lograr una caracterizacion de las extensiones de los homeomorfismos expansivos que prescinda
de condiciones sobre el espacio cociente y que involucre solamente propiedades del sistema
dindmico de partida (Proposicién 3.2.16). Las ideas utilizadas son esencialmente las que estan
presentes en el caso de extensiones en espacios metrizables, tratadas en §3.2, adaptadas al caso

general no necesariamente metrizable.
Definicién 3.2.12. Dado un cubrimiento C de X se define la relacién R(C) € X x X, denotada
también ~¢, dada por la férmula

xr~ey sii {T"z,T"y} < C para todo n € Z,

siz,y € X. Dado x € X se definen ademas los conjuntos

[Zle={yeX:z~cy} v Xe={lz]lc:ze X}

En el contexto de la Definicién 3.2.12, nétese que R(C) es una relacién simétrica y reflexiva,
pero que en general no es transitiva. Es claro ademds que R(C) es una relacién de equivalencia

sii X¢ es una particién de X, en cuyo caso el espacio cociente es precisamente X /~¢ = X¢.

Observacion 3.2.13. Si (A, <) es un conjunto dirigido y A = A; U---U A, entonces al menos

uno de los conjuntos A; verifica la siguiente propiedad: para todo A € A existe u € A; tal que si
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v €N, y u <ventonces A < v.2 En consecuencia, si (z))aea €s una red en X entonces (x))xea,

es una subred para algun i € {1,...,r}.

Dendtese con 2% el conjunto de partes de X. Una funcién F': X — 2% se dice semicontinua
superiormente sii para todo z € X y todo entorno U de F(x) existe un entorno V' de x tal que
F(y) CUsiy eV (]9, Definition 1.4.1]). Si P es una particiéon de X se dice que P es una
descomposicion semicontinua superiormente sii para todo P € P y todo entorno U de P existe
un entorno V de P tal quesi Q € Py Q NV # & entonces Q C U ([29, Definition 3.5]). Es
facil ver que una particion P es una descomposicién semicontinua superiormente sii el mapa
X — 2% que asocia a cada elemento € X el elemento P € P que contiene a x es una funcién

semicontinua superiormente.

Lema 3.2.14. Supongase que C es un cubrimiento cerrado y finito de X. Entonces la funcion
X — 2% x> [x]e, es semicontinua superiormente. En particular, si R(C) es una relacion de

equivalencia entonces X¢ es una descomposicion semicontinua superiormente.

Demostracion. Para probar la primera afirmacion supéngase que por el contrario la funcién
X — 2% 2+ [z]c, no es semicontinua superiormente. Entonces existen z € X y un entorno U
de [z]¢ tales que para todo entorno V' de x existe 2’ € V' de modo que [z']¢ € U. Eligiendo en
cada entorno V' de x un punto x’ como el anterior se construye una red (x))xea que converge a
xy tal que [z)]¢c € U para todo A € A. Por lo tanto existe una red (yy)xea tal que z) ~c yy e
yx ¢ U para todo A € A. Como X es compacto puede asumirse que yy — y ¢ U.

Para cada n € Z fijo se tiene que para todo A € A existe C' € C tal que {T"x,, T"y } C C
ya que x) ~¢ yx. Por lo tanto A puede escribirse como la unién finita A = (J.. Ac donde
Ao = {)\ €N {T"x), T"y\} C C}. Entonces, por la Observacion 3.2.13 existe C' € C tal que
(Zx)aere ¥ (Yn)reae son subredes de (zx)aea € (Yx)aea, respectivamente. Para este C' se verifica
que {T"zy, T"y,} C C para todo X € Ag, luego como C' es cerrado tomando limites se obtiene
que {T"z, Ty} C C, es decir {T"x,T"y} < C. Dado que lo anterior vale para todo n € Z se
concluye que = ~¢ y, y por lo tanto y € [z]c C U, lo cual es absurdo pues y ¢ U.

La segunda afirmacion es consecuencia de lo comentado previo al enunciado de este lema. []

La siguiente definicién, donde se emplean las notaciones C = {C' : C € C} y para k € N
Ct={CiU---UCy:Cy,...,Cr €C, CiNCi;y # @ para todo 1 < i < k} si C es un cubrimiento

de X, es la version topolédgica de la Definicién 3.2.2.

Definicién 3.2.15. Dado un cubrimiento abierto y finito & de X se dice que T es U-semi

expansivo sii x,y € X y @ ~za y implica z ~y y, es decir, RU") C R(U).

2En efecto, en caso contrario se tendrfa que para todo i € {1,...,r} existe \; € A tal que para todo u € A;
existe v € A; tal que u < v pero \; £ v. Pero entonces, como A es un conjunto dirigido, tomando pu tal que
Ai < ppara todo i € {1,...,r}, se tiene que p € A;, para algun ig € {1,...,r}. Luego, segin lo supuesto existe
v e, tal que p < vy A, £, locual es absurdo pues \;, < p.



3.2. COCIENTES EXPANSIVOS 81

En relacién a la Definicién 3.2.15, nétese que como U < U* siempre se verifica R(U) C R(U?),
luego T es U-semi expansivo sii R(U) = R(U*). Entonces, en ese caso se tiene que R(U) es
transitiva, pues R(U) o R(U) C RU?) C R(U?) C R(U*) = R(U). Es decir, si T es U-semi
expansivo entonces R(U) = R(U*) es una relacién de equivalencia. Mds atin, claramente es una

relacion de equivalencia compatible con 7.

Proposicién 3.2.16. Sean R una relacion de equivalencia en X compatible con T, Xgp = X/R

yTr: Xr — Xg el homeomorfismo cociente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) Tg es expansivo.
2) Eziste un cubrimiento abierto y finito U de X tal que T es U-semi expansivo y R = R(U).

Demostracion. 1) = 2). Sean d una métrica compatible en Xr y o > 0 una constante de
expansividad de Tg respecto a d. Sean Ur un cubrimiento finito de Xx formado por conjuntos
abiertos de didmetro menor que /4 y U = ¢ ' (Ug), donde ¢: X — Xz, q(z) = [z] siz € X, es
el mapa candnico.

Se afirma que T' es U-semi expansivo. En efecto si z,y € X y x ~;4 y, entonces para cada
n € Z existen Uy, Uy, Us, Uy € U tales que Tz € Uy, U; N Ui+1 #0si1<i<3yT"y e U,.
Luego Tgla] = [T"a] € q(Uh), q(Ui) N q(Uin1) # @ si 1 < i < 3y TRyl = [T"y] € q(U).

Como q(U;) C q(U;) v q(U;) € Ug tiene didmetro menor que «/4 si 1 < i < 4 se deduce que
d(Tp[z], TEly]) < a para todo n € Z. Por lo tanto la expansividad de T implica que [z] = [y] ¥
entonces x ~y; y pues los elementos de U son R-saturados.

Finalmente, para ver que R = R(U) supéngase que z,y € X y x ~y y. Entonces & ~ya y y

“~” denota

por lo probado en el parrafo anterior se tiene que [z] = [y], es decir, x ~ y, donde
equivalencia segin R. Reciprocamente, si z,y € X y x ~ y entonces x ~;; y como ya se observo
anteriormente, dado que los elementos de U son R-saturados.

2) = 1). Como T es U-semi expansivo se tiene que R(U*) = R(U) = R. Luego, dado que
U* es un cubrimiento cerrado y finito de X, por el Lema 3.2.14 Xy es una descomposicién
semicontinua superiormente. Entonces, aplicando [29, Proposition 3.7] se obtiene que el mapa
canonico q: X — Xy es cerrado.

Para cada € X considérense U(z) = {U et 12 e U} y U(z) ={y € X : [y] C U(x)}.
Nétese que z € U(z) para todo z € X, ya que si y € [z] = [z]y entonces {z,y} < U y por lo
tanto y € U(x), es decir, [z] C U(x). Esto junto a la Observacién 3.2.8 permite afirmar que
las familias finitas I = {l/]\(x) crx € X} yUr = q(a) son cubrimientos abiertos de X y Xp
respectivamente.

En virtud de [26, Theorem 3.2] para concluir la prueba es suficiente probar que Ug es un

generador para Tg ([26, Definition 2.4]), es decir, si 2,y € X y [z] ~z [y] entonces [z] = [y].?

3En [26] se asume la hipétesis general de que el espacio en el que se trabaja es un espacio de Hausdorff sin
embargo es facil ver que de hecho esa propiedad se deduce de la existencia de un generador.
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Supéngase entonces que z,y € X son puntos tales que {T%[z], Thly]} < Ug para todo n € Z.
Para cada n € Z sea z, € X tal que {[T"x], [T"y]} C q(ﬁ(zn)y Cq(U(zn) = q(U(z0)7),
donde en la dltima igualdad se ha usado que g es un mapa cerrado, y sean z,,y, € U(z,)”
tales que T"x ~ x, vy T"y ~ y,. Dado que U es finito, para cualquier punto z € X se verifica
Ui =(U{UelU:2eU}) =U{U:2€UecU}, luego {z,, 2.} <UY {yn, 2.} <U ya
que T, Y, € U(z,)”. Como ademéds {T"z,x,} <Uy {T"y,yn} < U pues T"z ~ x,,, T"y ~ y,
y R = R(U), se concluye que {T"z, T"y} < U* para todo n € Z. Entonces x ~p+ Y, de donde
(2] = [y] ya que R = R(U"). O

3.2.B. Casi expansividad

La semi expansividad y en general la [¢, a]-expansividad de un homeomorfismo 7" no parece
tener consecuencias en la dindmica a escala menor que . Concretamente, en el caso semi
expansivo los puntos dentro de una misma clase de equivalencia del cociente expansivo asociado
podrian tener comportamientos dinamicos arbitrarios: T° mueve las clases de equivalencia de
forma expansiva pero no se tiene ninguna condicién sobre cémo actua T dentro de cada una de
ellas.

En orden a obtener resultados mas finos sobre la dinamica surge entonces la idea de considerar
homeomorfismos T que admitan cocientes expansivos con clases de equivalencia de diametro tan
pequeno como se quiera. Dado que una cota para el diametro de las clases de equivalencia es
a/2 si v es una constante de semi expansividad, resulta natural entonces introducir la siguiente

clase de homeomorfismos.

Definicién 3.2.17. Sean X un espacio métrico y T: X — X un homeomorfismo. Se dice que
T es casi expansivo sii existe una sucesion de reales positivos (ay)ren tal que ap — 0y T es

ag-semi expansivo para todo k € N.

Es claro que todo homeomorfismo expansivo es casi expansivo: cualquier sucesion (o )ken
tal que a, — 0y ap < «a para todo k € N, donde « es una constante de expansividad, satisface

la condicion de la Definicién 3.2.17.

Observacion 3.2.18. Si T es un homeomorfismo casi expansivo como en la Definicién 3.2.17,
denotando con T} el homeomorfismo (expansivo) cociente asociado a la constante de semi
expansividad oy, se espera que el comportamiento de 7" sea aproximado cada vez mejor por el de
Ty a medida que k crece. Como es facil ver, esta nocién de convergencia de la sucesion (Tf)gen
a T es de hecho un caso particular de la convergencia C°-Gromov-Hausdorff recientemente

introducida en [7].

Proposicién 3.2.19. El conjunto de homeomorfismos casi expansivos de un espacio métrico
compacto X es un Gs en H(X). Si X es el conjunto de Cantor entonces el conjunto de

homeomorfismos casi expansivos de X es un residual en H(X).
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Demostracion. Dada una sucesién de reales positivos (ag)ren tal que ap — 0, como para cada
k € N el conjunto de homeomorfismos de X que son ai-semi expansivos es abierto por la
Proposicion 3.2.3, entonces el conjunto de homeomorfismos de X que son «aj-semi expansivos
para todo k € N es un Gg. Se deduce entonces la primera afirmacion del enunciado. Para la
segunda basta aplicar lo anterior junto al resultado de [35]: el conjunto de homeomorfismos
expansivos (y por lo tanto para cada o > 0 el de los a-semi expansivos) del conjunto de Cantor
es denso en H(X). O

Recuérdese que la entropia topolégica h(T) € [0,+00] de una funcién continua 7': X — X

que actia en un espacio topoldgico compacto X se define en [4] como:
h(T) = sup{h(T,U) : U cubrimiento abierto y finito de X)},

donde, si U es un cubrimiento abierto y finito de X se definen

N-1
hT,U) = lim lH( A T’kl/{> y H(U) =log(min{|V|:V es subcubrimiento de U }).
k=0

N—-+400

Proposicién 3.2.20. Sean X un espacio topologico compacto, T: X — X un homeomorfismo,
(R,)nen una sucesion de relaciones de equivalencia en X compatibles con T, para cadan € N sean
X, = X/R,, el espacio topoldgico cociente, q,: X — X, la proyeccion candnica y T, : X, — X,
el homeomorfismo inducido por T. Si q, es cerrada para todo n € N y para todo cubrimiento
abierto U de X existe ng € N tal que X,, < U para todo n > ny, entonces h(1,,) — h(T).

Demostracion. En virtud de [4, Theorem 5] se tiene que h(7,) < h(T) para todo n € N.
Supéngase dado a € R tal que a < h(T) y sea U un cubrimiento abierto y finito de X tal que

a < h(T,U). (3.1)

Por hipétesis es posible elegir ny € N tal que X,, < U para todo n > ny. Dado n > ny para
cada clase C' € X, sean Uc € U tal que C C Up, Ue = {z € X : [2] C Uc} y Ue = ¢u(Up).
Definanse U = {ﬁc CeX, b yUr = qn(ﬁ) = {ﬁo : C € X,,}. Dado que C C ﬁc para cada
C € X, se tiene que U es un cubrimiento de X y por lo tanto Ug lo es de X,,. Como g, es

cerrada, la Observacién 3.2.8 implica que los cubrimientos u y Ug son abiertos.

Obsérvese que u=<u pues [70 C Ug para cada C' € X, por lo tanto
WT,U) < h(T,U), (3.2)

en virtud de [4, Property 10]. Por otro lado, como cada Ux € U es saturado (es unién de clases)
se tiene que U = ¢ '(Ug) y eso implica H(U) = H(Ug). Lo mismo ocurre con los cubrimientos
ff;ol T+ y /\kN;ol T *Ug, es decir, H( kNj T*kLAI) = H( ]kV;Ol T~*UR), para todo N € N,
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ya que
Nt o NaL Nelo . AN
AT U= N\ T ¢ Un)= A ¢, (T,"Ur) = ¢," ( \ T, Ur).
k=0 k=0 k=0 k=0

Por lo tanto

La combinacién de las relaciones (3.1), (3.2) y (3.3), junto con el hecho de que h(T,,,Ugr) < h(T},)
arroja que a < h(T),) para todo n > ng. Se concluye entonces que h(7,) — h(T) como se
deseaba. ]

Corolario 3.2.21. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, T: X — X un homeomorfismo
casi expansivo, (oy)gen una sucesion de constantes de semi expansividad para T tal que oy — 0,

y para cada k € N sea T}, el homeomorfismo expansivo inducido por T en el cociente X} =

X/R(d, ). Entonces h(Ty) — h(T).

Demostracion. Por el Lema 3.2.7 cada cociente X, k € N, es de Hausdorff y por lo tanto
el mapa canénico X — X, es cerrado. Por otro lado, como el diametro de las clases de Ry-
equivalencia es menor que «y para cada k € N, queda claro que dado un cubrimiento abierto
U de X existe kg € N tal que X < U si k > kg, pues basta tomar ky € N de modo que ay,
sea menor que un numero de Lebesgue fuerte de U/. La tesis se obtiene entonces aplicando la
Proposicién 3.2.20. O]

3.3. Cocientes Anosov

En esta seccion se estudian los cocientes de sistemas dinamicos que dan homeomorfismos de
Anosov, dando una condicion necesaria y suficiente para que ello ocurra en la Proposicion 3.3.6.
Luego se desarrollan dos aplicaciones de esta proposicion, una en §3.3.A, donde se prueba una
generalizacion del teorema de estabilidad topoldgica de Walters [37, Theorem 4] al contexto de
los homeomorfismos que son extensién de un homeomorfismo de Anosov (Proposicién 3.3.8), y
la otra en §3.3.B construyendo para cada sistema dinamico expansivo una envolvente expansiva

con la propiedad de sombreado para las pseudo drbitas del sistema original (Proposicién 3.3.15).

Definicién 3.3.1. Sea & = (x,,)nez una bi-sucesién de puntos de X. Sid > 0y d(Tx,, 1) <9
para todo n € Z entonces & es llamada d-pseudo orbita. Dado € > 0 se dice que £ es e-sombreada
por la bi—sucesion 1 = (Y, )nez sii d(x,,y,) < € para todo n € Z. En la situacién anterior, si
1N = (T"x) ez es la érbita de un punto x € X se dice simplemente que x e-sombrea a £ y en ese
caso & se denomina e-sombreable.

Dados ¢,6 > 0 y un conjunto de bi-sucesiones S C X% se dice que T tiene la propiedad de

e — § sombreado en S sii toda d-pseudo dérbita perteneciente a S es e-sombreable. Si para todo
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g > 0 existe § > 0 tal que T tiene la propiedad de € — § sombreado en S se dice que T tiene
la propiedad de sombreado en S. Si en los casos anteriores S = X% se omite la mencién a S
y se dice simplemente que T tiene la propiedad de € — § sombreado/propiedad de sombreado.
Si en cambio, se tiene que S = YZ para cierto subconjunto Y C X se adopta la terminologia
propiedad de € — § sombreado para Y /propiedad de sombreado para Y .

Si T es expansivo y tiene la propiedad de sombreado, T' se llama homeomorfismo de Anosov.

Las nociones anteriores, en particular las de pseudo orbita y sombreado, se extienden

naturalmente al contexto topolégico de la siguiente manera.

Definicién 3.3.2. Sean £ = (z,)nez una bi-sucesién de puntos de X y U un cubrimiento
abierto de X. Se dice que £ es una U-pseudo orbita sii {Tx,,x,1} < U para todo n € Z. Se
dice que (,)nez €s U-sombreada por x € X sii {T"z,z,} < U para todo n € Z.

SiT: X — X es un homeomorfismo de un espacio topolégico X se llama generador a todo
cubrimiento abierto y finito U tal que si z,y € X y {T"x, T"y} < U para todo n € Z entonces
x =y, donde se denota U = {U : U € U}. Como se mencionaba en el item 3) de la Observacién
1.1.6 para espacios compactos la existencia de un generador es equivalente a la expansividad
(métrica) de T en virtud de [26, Theorem 3.2].

Lema 3.3.3. Supdngase que T es expansivo, cg > 0 una constante de expansividad y Uy un

generador. Dado S C X% las siquientes condiciones son equivalentes.
1) T tiene la propiedad de sombreado en S.
2) T tiene la propiedad de ag — g sombreado en S para algin dy > 0.
3) T tiene la propiedad de Uy — Vy sombreado en S para algin cubrimiento abierto V.

Demostracion. 1) = 2). Trivial.

2) = 1). Supdngase que T no tiene la propiedad de sombreado en S. Entonces existe € > 0
tal que para todo d > 0 existe una d-pseudo érbita perteneciente a S que no es e-sombreada.
Tomando § = /k, k € N, se obtiene que para todo k € N existe una !/k-pseudo érbita (x%),cz € S
que no es e-sombreada. Por hipétesis, tomando ky € N, kg > 1/5, se tiene que si k > kg la
pseudo 6rbita (z¥),ez es ag-sombreada por algin 2% € X. Como (2%),cz no es e-sombreada
para cada k > ko existe ny, € Z tal que d(T™x*, x;’;)) > ¢. Re indexando cada pseudo orbita
y reemplazando x* por T™z* puede suponerse que n; = 0 para todo k > kq. De esta forma
d(z*, k) > e si k > ko. Tomando subsucesiones si es necesario puede suponerse también que
8 — 2y a2k — y. Es claro que x # y ya que d(x,y) = limy d(2*, 2%) > ¢.

Nétese que como zf — y y d(Tzf,z¥) < 1/k para todo k € N, tomando limite cuando
k — +0o se obtiene que 2% — Ty. Partiendo de esto 1ltimo, el mismo argumento prueba que

rh — T?y, y asi sucesivamente se obtiene que z¥ — T"y para todo n > 0. Por otro lado, como
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d(Tx" |, zk) < /k para todo k € N tomando limite cuando k — +o0 se llega a que Tz" |, — v,
es decir 2%, — T~ 'y. Repitiendo este argumento sucesivamente se llega a la conclusién de que
xk — Ty para todo n € Z (las pseudo 6rbitas tienden puntualmente a la érbita de y). Ahora
bien, como para cada k > ko el punto x* ag-sombrea a (%),cz, se tiene d(T"z* %) < aq
para todo n € Z. Tomando limite cuando k& — 400 se obtiene entonces que d(T"x, T"y) <
para todo n € Z, lo que contradice que o es una constante de expansividad pues = # y. Esta
contradiccion completa la demostracion.

1) = 3). Sean £ > 0 un numero de Lebesgue de Uy, § > 0 tal que T tiene la propiedad
de £ — 0 sombreado en S y V; el cubrimiento de X por bolas de radio 9/2. Si £ € S es una
Vo-pseudo érbita entonces £ es una d-pseudo Orbita, luego existe x € X que e-sombrea a &, de
donde se deduce que & es Uy-sombreada por x.

3) = 1). De igual forma que en la prueba de 2) = 1) si T" no tuviera la propiedad de
sombreado es posible construir 1/k-pseudo érbitas (z%),cz, k € N, pertenecientes a S que
convergen puntualmente a la érbita de cierto y € X. Asimismo, tomando ky € N de modo que
1/k, sea un nimero de Lebesgue de Vy, si k > kg se obtienen puntos z* € X que Us-sombrean
a (x%),ez tales que ¥ — 1 # y. Como para cada n € Z se verifica que {T"z*, 2%} < U, para
todo k > ko y Uy es finito, se concluye que {17z, T"y} < Uy para todo n € Z, contradiciendo
que Uy es un generador ya que T # v. O

Si f: X = Y esuna funcién y £ = (x,,)nez €s una bi-sucesién de puntos de X la bi-sucesién
de puntos de Y correspondiente se denota f(£) = (f (xn))nez. Asimismo, si § € X% se emplea
la notacién f(S) = {f(¢):£€ S} CYZ

Proposicién 3.3.4. 5i S C XZ, T es [%/4, a]-expansivo y tiene la propiedad de ¢/a—§ sombreado
enS, donde 0 < 0 < /4, y R = R(d,«) es la relacion de equivalencia introducida en la Definicion
3.2.4, entonces el homeomorfismo (expansivo) cociente Tgr: Xg — Xg tiene la propiedad de

sombreado en q(S), donde q: X — Xg es el mapa candnico.

Demostracion. En primer lugar nétese que como /4 < «/2 y T es [9/4, a]-expansivo entonces T
es expansivo por la Proposicién 3.2.9 y las clases de equivalencia verifican diam([z]) < /4 < @/16
en virtud de la Observacién 3.2.5. En virtud del Lema 3.3.3 para probar que Tj tiene la
propiedad de sombreado en ¢(S) es suficiente exhibir un generador Ug para T y un cubrimiento
abierto Vi de X tales que toda Vg-pseudo drbita perteneciente a ¢(S) es Ug-sombreada.

Sea I’ C X un conjunto finito tal que J, . r Ba/s(x) = X, si x € X definanse U, = Brq/16(7)
y U, ={y € X :[y] CU,}, y considérense U = {U, : x € F} y Up = {q(U,) : x € F}. Por la
Observacién 3.2.8 éstas son familias de conjuntos abiertos. Méds aun, para cada x € X tomando
y € F tal que d(x,y) < /8 se tiene [z] C U,, pues diam([z]) < /16 y ¢/s + @/16 < 7@/16, y por lo

tanto x € U, € U. Esto prueba que U y en consecuencia Ur son cubrimientos.
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Para ver que Ug es un generador para Tk obsérvese primero que si z € F' entonces

¢ (q(U.)7) C Bayal2). (3.4)

En efecto, como ¢ es cerrada, ya que Xg es metrizable por el Lema 3.2.7 y X es compacto, se
cumple que q(ﬁz)_ = q(ﬁz_). Luego, para todo w € ¢~! (q(ﬁz)_) se tiene [w] € q([?z)_ = q([?z_),
y como U, C U, = Bra/16(2) se tiene que [w] = [w'] para algin v’ € X tal que d(z,w") < 7/16.
En consecuencia w € By, /2(2) dado que diam([w]) < @/16 y 7/16 + 2/16 = /2.

Ahora supéngase que 7,y € X y {Th[x], TR[y]} < Ug para todo n € Z. Entonces, para cada
n € Z se tiene {[T"z|, [T™y]} C q(ﬁz)* para cierto z € F. Aplicando la condicién (3.10) se
obtiene que {T"x,T"y} C B,j2(2), y por lo tanto d(1T"x,T"y) < « para todo n € Z. Esto
implica que [z] = [y], probando que Ug es un generador.

Por otro lado, para cada x € X sean V, = Bjjs(x) y V,={yeM:[y] €V}, vy
considérense las familias V = {V, : € X} y Vi = {g¢(V,) : z € X}. De forma similar a lo
hecho anteriormente con U y Ur se puede verificar que V y Vi son cubrimientos abiertos.

Se afirma que toda Vg-pseudo drbita perteneciente a ¢(S) es Ugr-sombreable. Supéngase
dada una Vg-pseudo érbita q(&) € ¢(S) de Tg, donde & = (z,)nez € S. Entonces, para cada
n € Z se tiene {[T'z,), [xni1]} = {Trlzn), [Tns1]} C q(‘A/y) para cierto y € X. Como Vy es
saturado se obtiene que {Tx,, x,11} C XA/y C Vy = Bs)a(y), y entonces d(Tx,, xpq1) < § para
todo n € Z, es decir, £ es una d-pseudo oOrbita para T'. Luego, por hipdtesis existe z € X que
a/s-sombrea &, esto es, d(T"z,x,) < @/4 para todo n € Z. Para cada n € Z sea z € F tal que
d(xy, z) < @/s. Como diam([T"x]) < ¢/16 para todo n € Z 'y «/a + @/s + a/16 = T2/16, se deduce
que Tg[z] = [T"x] C U, = Braj16(2), de donde Th[z] € q(U.) para todo n € Z. Analogamente
se verifica que [z,] € q(l/f\z) para todo n € Z. Se ha probado entonces que ¢(§) es Ugr-sombreada

por [z], como se queria. O]

Definicién 3.3.5. Dado a > 0, se dice que T' es a-semi Anosov sii existe 6 > 0, tal que § < /4,

T es [9/4, a]-expansivo y tiene la propiedad de ¢/4 — § sombreado.

Es claro que todo homeomorfismo de Anosov es en particular a-semi Anosov si a > 0 es
una constante de expansividad. Asimismo es inmediato que si T' es a-semi Anosov como en la

Definicién 3.3.5 entonces T' es a-semi expansivo pues T es es [9/4, aj-expansivo y 9/4 < /2.

Proposicién 3.3.6. Sean X un espacio compacto metrizable, T: X — X un homeomorfismo,
R C X x X una relacion de equivalencia compatible con T y Tr: Xr — Xg el homeomorfismo

cociente. Son equivalentes las siguientes condiciones.
1) Tr es un homeomorfismo de Anosov.

2) T es a-semi Anosov y R = R(d, a) respecto a alguna métrica compatible d en X y o > 0.
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Demostracion. 1) = 2). Al igual que en la demostracién del directo de la Proposicion 3.2.9 sean
d y dr métricas compatibles en X y Xy respectivamente, ag > 0 una constante de expansividad
para Tg, a > 0 tal que z,y € X y d(x,y) < v implica dgr([z], [y]) < agr, y di la métrica en X

dy(x,y) = dr([2], [y]) + Kd(z,y)

si x,y € X, donde ahora

5
~ 4diam(X,d) + 1

y 0 < 0 < o/4 serd especificado luego. Se tiene que la métrica d; es compatible con X, respecto
a ella T es [9/4, a)-expansivo y R = R(d;, «), todo lo cual se prueba exactamente como en la
citada demostracién de la Proposicion 3.2.9.

Resta especificar § y mostrar que 7T tiene la propiedad de «/4 — § sombreado respecto a
di. Dado que Ty tiene la propiedad de sombreado existe d > 0 tal que toda d-pseudo 6rbita
de Tk es @/s-sombreada. Claramente puede elegirse § < @/4. Sea (2, )nez una o-pseudo 6rbita
de T respecto a dy. Como dy (T, x,11) < § para todo n € Z, de la definicién de d; se
obtiene que dg(Tgr[,), [Xnt1]) = dr([Tz,)], [tni1]) < 0 para todo n € Z. Luego ([x,))nez €s
una J-pseudo érbita para Tg y por lo tanto existe x € X tal que [z] la @/s-sombrea, es decir
dr(Tg[z], [xn]) < @/ para todo n € Z. Entonces, para todo n € Z

di(T"x, x,) = dp([T"x], [z,]) + Kd(T"x, x,,)
= dp(Tg[z], [x,)) + Kd(T"x, x,,)
< o/g+ K diam(X, d)
< afg49/4
< s,
donde se ha usado la definiciéon de K y que § < @/4. Se ha probado entonces que (x,,)nez €S

a/s-sombreada por z como se deseaba.

2) = 1). Es consecuencia de la Proposicién 3.3.4 para el caso S = XZ. [

Observacién 3.3.7. De forma similar a lo indicado en la Observaciéon 3.2.10, nétese que en la
demostracién de 1) = 2) de la Proposicién 3.3.6 la constante o puede elegirse arbitrariamente
pequena en relacion a la constante de expansividad ar de Txr. Asimismo ¢ puede escogerse
arbitrariamente pequeno en relacion al « elegido. Obsérvese también que la métrica d; construida

verifica dg([z], [y]) < di(z,y) para todo z,y € X.

3.3.A. Un resultado de estabilidad

En este apartado se da una primera aplicacién de la Proposicion 3.3.6, mas precisamente del

directo, probando el siguiente resultado que constituye una generalizacion del teorema de estabi-
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lidad topoldgica de Walters [37, Theorem 4] al contexto de las extensiones de homeomorfismos

de Anosov.

Proposicién 3.3.8. Sean X un espacio metrizable compacto, T: X — X un homeomorfismo
y R una relacion de equivalencia en X compatible con T tales que el homeomorfismo inducido
Tr: Xr — Xg es un homeomorfismo de Anosov. Entonces, dado un entorno N, del mapa
canonico q: X — Xg en C(X, Xg) existe un entorno Ny de T en H(X) tal que para todo
S € Nr existe un mapa continuo p: X — Xg tal que Trop=po S yp € N,.

Mas aun, existe un entorno /\/’f de ¢ en C(X, Xg) de modo que si el entorno N, dado verifica

Ny C N entonces el mapa p € Ny es tinico para cada S € Nr.

Demostracion. Sean dr una métrica compatible en Xz y ag > 0 una constante de expansividad
para T respecto a dg. Por la Proposicién 3.3.6 existe una métrica compatible d en X y o > 0

tales que T es a-semi Anosov y R = R(d, a). Por la Observacién 3.3.7 puede asumirse que
a<ar y dr(z]ly]) <d(z,y)sizyeX. (3.5)

Como T es a-semi Anosov, T tiene la propiedad de @/4 — ¢ sombreado para algin 6 > 0, § < /4.
Considérese el entorno Ny = {S € H(X) : d(S,T) < 6}.1

Sea S € Np dado. Para cada x € X se tiene que la dérbita segin S de z, (S™Z),ez, €s
una d-pseudo érbita para 1" pues d(S5,T) < 0. Luego existe y, € X que ¢/4-sombrea segin T'
a (S"T)nez, es decir, d(S™x, T"y,) < @/4 para todo n € Z. Si y,, € X también ¢/s-sombrea a
(S™x)pnez, la desigualdad triangular implica que d(T"y,, T™y.) < ¢/2 para todo n € Z, de donde
se deduce que y, ~ ., pues R = R(d,a). De este modo cada elemento x € X determina una
tunica clase [y,] € Xg, donde y, es algin elemento de X que ¢/s-sombrea segin T la S-érbita de
x. Queda asi definida una funcién p: X — Xg tal que p(z) = [y.] si z € X.

El mapa p verifica TR o p = po S. En efecto, si z € X e y, @/4-sombrea a (S™z),cz entonces
d(S™x, T"y,) < @/4 para todo n € Z. Luego d(S™"Sxz, T"Ty,) = d(S" tx, T" y,) < o/4 para
todo n € Z, es decir, Ty, ¢/4-sombrea segin 71" la S-érbita de Sx. Por lo tanto para todo x € X
se tiene p(Sx) = [Ty, = Tr[y.] = Trp(z), 0 sea Trop =po S.

Para probar la continuidad de p supéngase dados x € X y € > 0. Como Tg es uniformemente

expansivo existe N € N tal que
si [u], [v] € Xgy dr(Tg[u], Th[v]) < ag para todo |n| < N entonces dg([u], [v]) <e. (3.6)
Por otro lado, la continuidad de g o S™ para todo |n| < N permite elegir p > 0 de modo que

si z € X y d(z,2) < p entonces dg(q(S"z),q(S"z)) < @r/2 para todo |n| < N. (3.7)

4Se denota con el mismo sfmbolo d la métrica compatible de H(X) dada por d(S,T) = méx,ecx d(Sx, Tx) si
S,T € H(X). De forma similar si p,q € C(X, Xg) se denota dr(p,q) = méxzex dr(p(z), ¢(z)).



90 CAPITULO 3. EXTENSIONES DE SISTEMAS EXPANSIVOS

Por lo tanto, si z € X y d(z, 2) < p, para todo |n| < N se tiene

dr(Tip(x), Tip(2)) < dr(Trp(). q(S"2)) + dr(a(S"x), a(S"2)) + dr(e(S"2), Tpp(2))
= dr([T"yal, [S"2]) + dr(q(S"2), q(S"2)) + dr([S"2], [T"y:])
< d(T"y,, S"x) + dr (q(S”:U), q(S"z)) +d(S"z, T"y,)
< afg4orfa 4 ofy
< Qp,
donde se han usado las condiciones (3.5) y (3.7). Luego, de la condicién (3.6) se deduce que si
z € X yd(x,z) < p entonces dr (p(a:),p(z)) < g, probando asi la continuidad de p.
Para obtener que p € N, considérese ¢ > 0 tal que p € N, si dr(p,q) < &, sea N € N

de forma que se verifique la condicién (3.6) y redizcase Nr si es necesario de modo que
d(S™,T") < ar/2 para todo |n| < N. Entonces, si x € X para cada |n| < N se tiene

dr(Tgp(2), Tra(x)) = dr(Tgly.). Trl2])
= dg([T"y.), [T"x])
< d(T"yy, Tx)
< d(T"yy, S"x) + d(S"x,T"x)
< afg+ ar/s
< ap.
Por lo tanto dg(p(z),q(z)) < € para todo z € X en virtud de la condicién (3.6). Asi que
dr(p,q) < €y entonces p € N, como se deseaba.
Finalmente, en relacion a la ultima afirmacién del enunciado, obsérvese que si p: X — Xgry
p': X — Xg son tales que Trop=po Sy Trop =p' oS donde S € H(X) y dr(p,p) < ag,
entonces si x € X para todo n € Z se tiene

dr(Thp(z), Thp'(z)) = dr(p(S"z),p'(S"z)) < ag.

Luego p(z) = p'(z) si € X pues ar es una constante de expansividad para Tg, es decir p = p'.
Por lo tanto basta tomar N de modo que dg(p, q) < er/2si p € N}. O

En el contexto de la Proposicion 3.3.8 obsérvese que en el caso particular en el que el
homeomorfismo 7" es un homeomorfismo de Anosov, se tiene que Xg =X, Tr =T v q = idyx,

obteniéndose el resultado de estabilidad topoldgica de Walters para esa clase de homeomorfismos.

3.3.B. Envolventes de sombreado

En esta seccion se estudia una segunda aplicacion de la Proposicion 3.3.6, en este caso

del reciproco, en la versién que se enuncia en la Proposicion 3.3.4. Dado un sistema dinamico
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expansivo en un espacio compacto, en la Proposicion 3.3.15 se construira un sistema dindamico
expansivo conteniendo al primero y con la propiedad de sombreado para las pseudo érbitas del
sistema original. Uno de los insumos para la demostracion de esa proposicion lo constituye la
Proposicién 3.3.13 en la que se da una caracterizacion de la propiedad de expansividad de un
homeomorfismo de un espacio compacto en términos de las pseudo orbitas del sistema. Esta

caracterizacién encontrard una segunda aplicacién en el Anexo, pag. 95.

Definicién 3.3.9. Sean ¥ = X7 el espacio de las bi-sucesiones de elementos de X munido de

la topologia producto y ds, la métrica compatible en ¥ definida por la formula

d(x,
dZ(é-, Tl) = ZkEZ (QIlckg\Jk)a

si € = (2k)kez Y 1 = (Yr)rez son elementos de X. Sean o: 3 — ¥ el homeomorfismo shift dado

por o(zx)kez = (Thr1)kez St (T )kez € B, y 2 X — X el encaje’ 1(x) = (T"x)pez si v € X.

En relacién a la definicién anterior es claro que ¥ es compacto pues X lo es, y que se verifica

ogotr=10T, es decir, se tiene una copia del sistema (X, 7T") dentro de (%, ).

Observacién 3.3.10. Dados elementos £ = (g )rez ¥ 7 = (Yr)rez de ¥ es inmediato ver que
d(o,y0) < ds(&,n).
Es fécil verificar también que dado € > 0 existen ¢/ > 0y N € N tales que

st d(zg,yr) < & para todo |k| < N entonces dx(&,7) < €.

Lema 3.3.11. El sistema dindmico (X, 0) tiene la propiedad de sombreado para Im¢.
Mdas aun, dado € > 0 existe § > 0 tal que toda §-pseudo orbita = = 1(§) = (L(a:k))kez de

puntos de Im ¢, donde & = (zx)rez € XZ, es e-sombreada precisamente por el punto £ € X.

Demostracion. Dado e > 0 sean e’ >0y N € N tales que si 7 = (yx)rez ¥ ¢ = (2k)kez
d(yk, z1.) < €' para todo |k| < N implica ds(n, () < e. (3.8)

Para estos ¢ > 0y N € N, en virtud de la continuidad uniforme de T* para todo |k| < N, es

posible elegir § > 0 de modo que para { = (x,,),ecz se verifica que:
¢ es una d-pseudo 6rbita de T implica d(T"z,,, 2,41) < & para todo |k| < N,n € Z. (3.9)

Supéngase que = = (&, )nez es una d-pseudo 6rbita de o formada por puntos de Im¢. Entonces,

para cada n € Z se tiene &, = 1(x,) para algtin z,, € X, es decir, &, = (T*z,,)rez. Como = es

5Se llama encaje a un mapa continuo e inyectivo.
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una d-pseudo érbita de o para todo n € Z puede estimarse

A(Tn, 2ng1) < ds (T 20)kez, (TF 2011 )kez)
= ds (o (T*z)kez, (T" 041 rez)
= ds(0&n, &nv1)
< 0.

Por lo tanto la bi—sucesion £ = (z,)nez €s una d-pseudo érbita de T'. Entonces, aplicando la

condicién (3.9) y luego la condicién (3.8) con n =&, y ¢ = 0™¢ se deduce que

ds(&n,0"E) = ds (T* 2 kez, (Tnik)rez) < €

para todo n € Z. Esto prueba que = es e-sombreada por £ concluyendo la demostracion. [

Definicién 3.3.12. Sean (X', d’) un espacio métrico compacto y 7": X’ — X’ un homeomor-
fismo. Se dice que el sistema (X', T") es una envolvente de sombreado de (X,T) sii existe un
encaje (un mapa continuo e inyectivo) p: X — X’ que verifica 7" o p = po T y tal que (X', T")

tiene la propiedad de sombreado para Im p (ver Definicién 3.3.1).

Si (X',T") es una envolvente de sombreado de (X,7T") entonces reemplazando la métrica d
de X por la métrica equivalente d, dada por d,(z,y) = d' (,u(x),u(y)) si z,y € X, se puede
identificar (X, d,) con el subespacio Im ¢ C X'. De esta forma puede pensarse que X C X'y
que T'=T’|x. Con estas identificaciones la condicién de sombreado en la Definicién 3.3.12 puede
reformularse diciendo que (X’,7”) tiene la propiedad de sombreado para las pseudo érbitas de
X: para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que toda d-pseudo orbita de puntos de X es e-sombreada
por algun punto de 2’ € X'.

Por el Lema 3.3.11 se tiene que (3, 0) es una envolvente de sombreado para todo homeo-
morfismo 7', con el mapa ¢ jugando el papel del encaje p de la Definicion 3.3.12. Como se vera
en la Proposicion 3.3.15, en el caso en el que T es expansivo puede elegirse una envolvente de

sombreado que ademds es expansiva.

A continuacién se presenta una caracterizacion de la propiedad de expansividad para T en

términos de las pseudo orbitas del sistema.
Proposicién 3.3.13. Sea a > 0. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) T es expansivo con constante de expansividad .
2) Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
si d(zp,yn) < a para todon € Z  entonces d(xp,yn) < € para todo n € Z,

para todo par de §-pseudo orbitas (x,)nez € (Yn)nez de T
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Demostracion. 1) = 2). Si la tesis no fuera cierta existiria ¢ > 0 tal que para cada k € N
se pueden hallar 1/k-pseudo 6rbitas (2F),cz e (y¥)nez de T tales que d(zF, y*) < a para todo
n € Z pero d(xﬁk, yf;'k) > ¢ para cierto ng € Z. Re indexando las pseudo oérbitas si es necesario
puede suponerse que ny = 0 para todo k£ € N. Como X es compacto puede asumirse también
que zf — x e yb — y para ciertos z,y € X. Al igual que en la demostracién del Lema 3.3.3
puede verificarse que 2% — T"z e y* — T"y para todo n € Z (las pseudo 6rbitas convergen
puntualmente a érbitas). Luego, como d(z¥,4*) < a para todo k € Ny n € Z se deduce que
d(T"z, T"y) < « para todo n € Z, y como d(xf, y&) > € para todo k € N se obtiene d(z,y) > ¢,
de donde x # y. Esto contradice que « es una constante de expansividad.

2) = 1). Supédngase que z,y € X verifican d(T"z.T"y) < « para todo n € Z, y obsérvese
que (T"x)nez v (T"Y)nez son o-pseudo Orbitas para todo § > 0. Entonces, por hipétesis, para
todo € > 0 se tiene d(T"z,T"y) < € si n € Z, es decir, (T"x)nez = (T"Y)nez. Luego x =y y

por lo tanto « es una constante de expansividad. O
Dado p > 0 se considera el subespacio compacto o-invariante ¥* de X definido como
P = {(2p)rez € X% : d(Tay, v141) < p para todo k € Z}.

Obsérvese que YX* contiene la copia Im: de X cualquiera sea p > 0. Se denotara con la misma

letra o la restriccién o|ge: P — 3P,

Corolario 3.3.14. Si T es expansivo con constante de expansividad o > 0 entonces para todo

e > 0 existe p > 0 tal que el sistema (X°,0) es [e, a]-expansivo.

Demostracion. Sean & = (xg)kez ¥ 1 = (Yr)rez elementos cualesquiera de X. Dado £ > 0 existe
e’ > 0 tal que si d(zg, yx) < € para todo k € Z entonces dx(&,n) < €. Por la Proposicién 3.3.13
existe p > 0 tal que si {,n € ¥ y d(zk, yx) < o para todo k € Z entonces d(zy, yx) < €' para
todo k € Z. Luego, si {,n € ¥ y ds (0", 0™n) < « para todo n € Z entonces d(x,,y,) < « para
todo n € Z. En consecuencia d(z,,y,) < £ para todo n € Z, y por lo tanto ds(§,n) <e. O

Proposicién 3.3.15. Si T es expansivo, T' tiene una envolvente de sombreado expansiva.

Demostracion. Considérese el encaje t: X — oy para cada bi-sucesion & = (x,,),ecz de elementos
de X dendtese la correspondiente bi-sucesién de elementos de ¥ como (§) = (¢(zn)), -
Sea o > 0 una constante de expansividad de T'. Por el Lema 3.3.11 existe § > 0, el cual puede
asumirse § < @/1, tal que toda d-pseudo drbita = de o perteneciente a (Im¢)% es @/s-sombreable;
y méds aun si = = 1(£), donde £ € X%, entonces € como elemento de ¥ es un punto que sombrea
a =. Para este 0 > 0, por el Corolario 3.3.14 existe p > 0 tal que (X*,0) es [¢/4, a]-expansivo.
El sistema dindmico (X, o) tiene ademas la propiedad de /4 — ¢ sombreado en el conjunto
SP=1(XP) = {u(§) : £ € P}, En efecto, si € € 3 y 1(£) es una d-pseudo érbita de o, como se

ha mencionado en el parrafo anterior ¢+(£) es @/s-sombreada por el punto £ que pertenece a >*.
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Como (X”,0) es a-semi expansivo, ya que es [9/4, a]-expansivo y 9/4 < @/2, considerando la
relacién de equivalencia R = R(dyx, @) en el espacio ¥* (Definicién 3.2.4), se tiene que por la
Proposicién 3.2.9 el homeomorfismo inducido og: 3%, — Xf, es expansivo, donde 3%, = ¥°/R
denota el espacio cociente. Por otro lado, aplicando la Proposicién 3.3.4 se obtiene que (X%, og)
posee la propiedad de sombreado en 8% = ¢(S8”) = u(X”), donde ¢: ¥ — 3% denota el mapa
candnico, ya que (X7, 0) es [9/4, a]-expansivo y tiene la propiedad de @/4 — § sombreado en S”.

Se afirma que (X%, o) es una envolvente de sombreado de (X,T") con p: X — X% dado por
i = qot como encaje (ver Definicién 3.3.12). Ciertamente p es continua, y ogop = poT" porque
ogor=10T yogroq=qoo. Para probar la inyectividad supéngase que z,y € X y pu(x) = u(y),
es decir, t(x) ~ t(y), donde ~ denota R-equivalencia. Entonces, dado que t(z) = (T*2)ez si

z € X, para todo n € Z se tiene
d(T"z, T"y) < dg((T”+kx)keZ, (T”+ky)kez) =dx (J”L(x).U"L(y)) < a.

Por lo tanto x = y pues a es una constante de expansividad para T'. Luego u es inyectiva.
Finalmente, para ver que o tiene la propiedad de sombreado para Im g considérese € > 0
dado. Como oy tiene la propiedad de sombreado en S, existe o' > 0 tal que toda ¢'-pseudo
érbita de og perteneciente a S% es e-sombreable. Por otro lado, como pu: X — Imp es un
homeomorfismo entre espacios compactos, existe 6” > 0 tal quesiz,y € X y dr (,u(m), ,u(y)) <y
entonces d(z,y) < p, donde dr denota la métrica de ¥%. Sea § = min{d’,¢”}. Entonces, si
ZEr = u(€) es una J-pseudo érbita de puntos de Im p, donde &€ = (z,,)nez € X%, dado que § < §”
se tiene £ € ¥, y en consecuencia Zp = () € u(X?) = Sk. Luego, como ¢ < ¢’ se deduce que

Eg es una §’-pseudo érbita de o perteneciente a Sf, y por lo tanto es e-sombreable. O

Preguntas abiertas del Capitulo 3

A continuacién se planea una pregunta que ha surgido en relacién a la teméatica de este

capitulo y que no ha podido ser contestada hasta el momento.

Pregunta 3.3.16. En relacion a la condicién necesaria de la Proposicién 3.2.9 para que un
sistema dinamico cociente sea expansivo se plantea el siguiente problema en el caso casi expansivo
(Definicién 3.2.17).

SiT: X — X es un homeomorfismo de un espacio métrico compacto (X, d) y (Ry)ken €S
una sucesion de relaciones de equivalencia en X compatibles con T tales que el homeomorfismo
inducido por T en X/Ry es expansivo para todo k € N y sup{diamC : C' € X/Ry} — 0 es
entonces T’ casi expansivo?

La Proposicién 3.2.9 proporciona para cada k& € N una métrica dj respecto a la cual T es
semi expansivo y mediante la cual puede construirse el cociente correspondiente. El problema

planteado consiste en encontrar una misma métrica coherente con cada uno de los cocientes.
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Anexo: Una nota sobre sombreado

En este anexo se presenta una segunda aplicacion de la caracterizacion de la propiedad de
expansividad de un homeomorfismo de un espacio compacto en términos de las pseudo orbitas
del sistema dada en la Proposicion 3.3.13. Esta proposicién ha sido utilizada en primer lugar en
el Corolario 3.3.14, probando que el homeomorfismo shift actuando en un conjunto adecuado de
bi-sucesiones del espacio de fases de un sistema expansivo es semi expansivo. En este caso se
empleard la caracterizacion mencionada para dar una prueba simple de la siguiente condicién
de sombreado para un homeomorfismo expansivo 7: X — X definido en un espacio métrico

compacto (X, d).

Proposicion 3.3.17. Si T es expansivo con constante de expansividad o > 0 entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) T tiene la propiedad de sombreado.
2) Emiste 6 > 0 tal que toda §-pseudo drbita de un salto es a-sombreable.®

El item 2) de la proposicién anterior es una condicién suficiente para la propiedad de
sombreado bien conocida en la teoria de los sistemas expansivos. En [8, Theorem 1.2.1] se
prueba entre otras cosas que los difeomorfismos de Anosov tienen la propiedad de sombreado.
En la demostracién, en [8, p. 23|, los autores solo usan la llamada propiedad de producto local: si
d(x,y) < 0 entonces” W2(x) N W(y) # @ si d > 0 es elegido suficientemente pequefio para un
e > 0 dado; y las propiedades especiales (hiperbdlicas) de la métrica d proveniente de estructura
riemanniana de la variedad que soporta el sistema [8, (B), p.20].

Puede verificarse facilmente que la primera de estas dos condiciones es equivalente a la
propiedad de sombreado para pseudo dérbitas de un salto, es decir, para todo € > 0 existe § > 0

tal que para toda bi—sucesion de la forma
_ =2 _ -1 _ _ 72
ey 20=T""y, z1=T""y, zo=z, 21 =Tx, 20=T"2, ...

donde d(z,y) < 9, existe z € X tal que d(1"z, z,) < € para todo n € Z. Por otro lado, en
[15, Theorem 5.1] se prueba que todo sistema expansivo en un espacio compacto admite una
métrica con propiedades similares a las de la métrica d del caso de difeomorfismos de Anosov.
Anteriormente en [33] se construye una tal métrica en el caso en el que el sistema expansivo
posee ademads la propiedad de producto local.® Por lo tanto la prueba de la propiedad de
sombreado dada en [8] funciona igualmente en el caso més general de los homeomorfismos

expansivos, como se afirma en [33, Theorem 2, (4)].

6Se dice que una pseudo érbita & = (2, )nez tiene un salto en el paso n-ésimo sii T, 1 # T,.
TAqui We(z) ={y € X :d(T"x,T"y) <eVn e N}y Wi(z) ={y € X : d(T "z, T "y) <eVn € N}
8En [33] la existencia de estructura de producto local es referida diciendo que se tiene coordenadas candnicas.
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Demostracion de la Proposicion 3.3.17. 1) = 2). Trivial.

2) = 1). Por [37, Lemma 8] es suficiente mostrar que para todo € > 0 existe p > 0 tal
que toda p-pseudo orbita con un nimero finito de saltos es e-sombreable. Para ello alcanza
solamente con hallar p > 0 correspondiente a € = «, ya que por la Proposicién 3.3.13 para todo
¢ > 0 tomando un valor menor de p, mas precisamente eligiendo p < 9§ donde ¢ es el dado por la
citada proposicién, se tiene que a-sombrear una p-pseudo érbita es equivalente a e-sombrearla.

Para hallar un tal p considérese primero § > 0 como en el enunciado, es decir, tal que
toda d-pseudo orbita de un salto es a-sombreable. (3.10)
Por la Proposicion 3.3.13 (con € = ¢/2) puede elegirse un 6 menor para garantizar también que
st una d-pseudo orbita & a-sombrea una §-pseudo orbita n entonces & ¢/2-sombrea n. (3.11)
Puede ademas suponerse que § < «. Para este 6 puede hallarse N € N tal que
si d(T"z, T"y) < a para todo |n| < N entonces d(z,y) < 6, (3.12)

para todo z,y € X, en virtud de la expansividad uniforme. Como 7" es uniformemente continua
existe p > 0, p < 9, tal que todo segmento de p-pseudo orbita de longitud 2N + 1, sea este

Zo, ..., Tan11, €8 0-sombreado por su primer elemento g, es decir,
si d(Txp, xni1) < p, 0 <n < 2N, entonces d(T"xg, x,) < 06,0 <n <2N +1. (3.13)

Se probara que este p cumple la propiedad deseada por induccién en la cantidad de saltos de
las p-pseudo 6rbitas. Por la condicién (3.10) si una p-pseudo 6rbita tiene un solo salto entonces
es a-sombreable ya que p < 4. Sup6ngase ahora que £ = (x,),ez €8 una p-pseudo érbita con
k > 2 saltos. Puede re indexarse & para que el ultimo salto se dé en el paso de xon a xon11, de
esta forma (z,),>2ny €s un segmento de una drbita verdadera. Por la condicién (3.13) puede

reemplazarse (z,)2Y, por (T"x)?Y, en £ obteniéndose una §-pseudo érbita’

£ = (Tn)n<o U (T"w0)0<n<on U (Tn)nson
que a-sombrea a & porque 6 < a. Obsérvese que por un lado la bi-sucesion dada por
N = (Tn)n<o U (T"20)n>0

es una p-pseudo orbita con menos de k saltos. Luego, por la hipétesis inductiva existe y € X

que a-sombrea 7. Por la condicién (3.11) de hecho n es @/2-sombreada por y. Por otro lado

¢ = (T"xo)n<on U () nson

es una d-pseudo drbita con un salto, y entonces por la condicién (3.10) existe z € X que

9Se denota (7,)ner U (Tn)nes = (Tn)nerus si I,J C Z son conjuntos disjuntos de indices.
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a-sombrea (. Nuevamente la condicién (3.11) implica que ( es @/2-sombreada por z.
Como el segmento de 6rbita (T"zg)o<n<on €stéd en ambas bi-sucesiones 7 y ¢ se tiene que
los segmentos correspondientes de las érbitas de y y z verifican d(T"y, T"z) < a si 0 <n < 2N.

Por lo tanto, de la condicién (3.12) se obtiene que d(T™y, T"z) < §. En consecuencia
T=(T"Y)nen U(T"2)n>n

es una 0-pseudo 6rbita con un salto que @/2-sombrea a &’. Una nueva aplicacién de la condicién
(3.10) da un elemento w € X que a-sombrea 7. Dado que w a-sombrea 7, T @/2-sombrea &' y
¢ a-sombrea &, utilizando reiteradas veces la condicién (3.11) se concluye que w a-sombrea &,
como se deseaba. O]
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