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Resumen

En los ultimos tiempos se han desarrollado una gran variedad de modelos
basados en procesos de Lévy que buscan reproducir las propiedades empiricas
de los precios de las opciones y de los retornos de sus subyacentes. Si bien este
objetivo ha sido alcanzado razonablemente, los mismos no son capaces de
explicar de forma satisfactoria la conexién entre la probabilidad histérica -que
reproduce la dinamica del subyacente- y la de riesgo neutral! -la cual se
encuentra implicita en los precios de opciones.

Otra rama de la investigacion ha optado por priorizar este nexo. La
transformada clasica de Esscher forma parte de la misma, define una
probabilidad libre de riesgo de forma que deviene equivalente con la histérica 'y
un proceso de riesgo neutral que, al igual que el supuesto para el subyacente,
resulta un proceso de Lévy. Sin embargo, el desajuste con los precios de
mercado de las opciones es, en general, no despreciable.

El nucleo del trabajo consiste en la propuesta de dos generalizaciones
paramétricas para la transformada de Esscher que, sin resignar las propiedades
mencionadas, logre que los precios tedricos de opciones se ajusten de forma
razonable a las de mercado. La parte final del articulo incluye ilustracién del
método aplicado al indice S&P 500.

Tutor:
Dr. Ernesto Mordecki Pupko

1 A lo largo del trabajo se utilizaran indistintamente las expresiones “probabilidad libre de riesgo” o
“probabilidad de riesgo neutral” como sinénimo de la probabilidad implicita en el precio de las opciones.
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1 Introduccién

En el conjunto de procesos estocasticos aplicados a finanzas aparece en un lugar
destacado los llamados movimientos Brownianos o procesos de Wiener. Un
movimiento Browniano o proceso de Wiener se puede definir como:

Definicién.- Un proceso de Wiener real W = (W;)¢[o,.0) €n (£, F, P) es un proceso
aleatorio tal que cumple las siguientes propiedades:

i) Tiene trayectorias continuas, esto es, las funciones W;(w): [0,) — R son
continuas para cada w fijo como funciones de t.

ii) Tiene incrementos independientes, esto es, dados 0<t; < .. <t,
entonces las variables aleatorias W, , Wy, —W,, .. , W, —W, _ son
independientes.

iii) Wy =0, y W,—W, se distribuyen normales con media cero y varianza
t —s paratodos < t,estoes, W, — W, ~N (0, t —5s).

Estos procesos fueron utilizados para modelar los precios de una gran variedad de
activos financieros desde que, en 1900, Louis Bachelier? propuso su
implementacion en la Bolsa de Paris. Notando como §; al precio de un activo en
tiempo t, el modelo se plante6 como:

St =So+oW,.
El uso de la versién multiplicativa del mismo se generalizé a partir de 1965 cuando
Samuelson propuso un modelo que garantiza la positividad de los precios:
St = SO exp (,ut +0o Wt)'S

Mas adelante, F. Black y M. Scholes#* utilizaron este modelo para valuar el precio de
opciones call> sobre activos que no pagan dividendos. Este trabajo junto con el
desarrollado por Robert Merton mereci6 el Nobel de Economia de 1997.

Para ello consideraron un modelo matematico de mercado financiero en tiempo
continuo, con t € [0,T], que se integra con dos activos:

e B = {B}te[or) €l activo considerado libre de riesgo, tipicamente un bono®
con la mejor calificacién, cuya evolucion es deterministica y cumple las

siguientes condiciones:
BO = 1, dBt = Btrdt

donde r es la tasa de interés del bono por unidad de tiempo.

o S={St}hepor) €l activo riesgoso, tipicamente una accién, de evolucién
aleatoria y que cumple las condiciones:

So =cte, dS;=S;udt+S; adW

2 En Ref. [1].

3 Ref. [31].

4 Ref. [5].

5 Una opcioén call europea da a su comprador el derecho -pero no la obligacién- de comprar un activo a un
precio predeterminado (precio de ejercicio) en una fecha concreta. El vendedor de la opcidn call tiene la
obligacion de vender el activo en el caso de que el comprador ejerza el derecho a comprar. Si la opcién fuese
americana el comprador puede ejercer su derecho en cualquier fecha siendo su limite la fecha estipulada en el
contrato.

6 Aunque en realidad funciona como una cuenta corriente.
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donde u es el retorno medio del activo por unidad de tiempo y o es su
volatilidad.

Ademas se verifica que:

e Las acciones no pagan dividendos.

e No hay costos de transaccién en la compra o la venta de acciones u
opciones.

e Es posible pedir prestado cualquier fraccién del valor de la accién a una tasa
de interés r.

En el mercado descripto se introduce un tercer activo llamado opcién call europea.
Este es un contrato entre dos partes, el vendedor de la opciéon o emisor y el
comprador de la misma o tenedor, con las siguientes caracteristicas:

e El tenedor de la opcion posee el derecho -pero no la obligaciéon- de comprar
una unidad del activo S (activo subyacente) a un precio predeterminado K
(precio de ejercicio) en una fecha concreta T (tiempo de ejercicio).

e El vendedor de la opcion call tiene la obligacion de vender el activo S al
precio K en tiempo T en caso de que el comprador ejerza el derecho a
comprar.

e Como el poseedor de la opcion ejercera el derecho Unicamente si Sy > K
(pues ejecutar la opcién en caso contrario implicaria una pérdida), el valor
que debe recibir éste del emisor —-premio de la opcidn- es:

méx(ST - K, 0) = (ST - K)+
Con estos antecedentes los autores se platearon el problema de determinar el valor
de la opcion. La solucion al mismo se basd en la construccién de un portafolio

compuesto por los primeros dos activos, que tuviera la propiedad de replicar la
opcion’ y que fuera autofinanciante®, dando origen a la conocida féormula:

CBS(Sy, K, T,0) = Sy®(d,) — Ke "Td(d_)

donde:
e S, es el precio actual del subyacente
_ Ln(‘%o)+(ri%2)
C = m

e @ esla funcidn de distribucién de la normal estandar.

La relacion que vincula el precio de esta opcién con el de una opcioén put europea®
(llamada paridad put-call) permite la deduccion del precio teérico de esta tltima
para el modelo citado:

CBS(S(),K,T, O-) - PBS(S(),K,T, O-) = SO - Ke_rT

7 Esto es que el portafolio en tiempo T debe valer el premio de la opcién: (S; — K)*.

8 Este concepto indica que no se inyecta capital adicional, los cambios en el portafolio se generan por la
compra-venta de bonos y acciones y de acciones y bonos por sus equivalentes en cada momento.

9 Una opcidén put europea da a su poseedor el derecho -pero no la obligacién- de vender un activo a un precio
predeterminado en una fecha concreta. Si la opcion fuese americana el comprador puede ejercer su derecho en
cualquier fecha siendo su limite la estipulada en el contrato. A su vez, el vendedor de la opcidn put tiene la
obligacion de comprar el activo subyacente si el tenedor de la opcién (comprador del derecho de vender)
decide ejercer su derecho.
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2 Procesos de Lévy

El movimiento browniano geométrico descripto en el numeral anterior reproduce
algunas de las propiedades que se observan en la de los precios reales de mercado:
continuidad (al menos de a trozos) de las trayectorias, invariancia en la escala,
independencia de los incrementos. Existen, sin embargo, otras caracteristicas las
cuales no es capaz de reproducir el modelo citado: distribucién asimétrica de los
incrementos, colas pesadas, autocorrelacion positiva en el valor absoluto de los
retornos, los efectos llamados “volatility clustering” y “leverage”, saltos (aleatorios
e infrecuentes) en las trayectorias de los precios.

Los hechos mencionados motivan la migracion hacia un conjunto muy variado de
modelos mas generales e incluso, no exclusivamente gaussianos. Dentro de ese
grupo se encuentran los procesos de Lévy:

Definicién.- Un proceso de Lévy es un proceso estocastico cadlag (X;)¢e[o,0) €N
(Q, F, P) con valores en R% que satisface las siguientes propiedades:

1) El proceso parte del origen, estoes, P(X, =0) =1

2) Los incrementos son independientes: para cualquier conjunto de subindices
0 <ty <ty <-- <ty lasvariables aleatorias X; , X;, — X¢,, -, X¢, — X¢,_,
son independientes.

3) Los incrementos son estacionarios: laley de X;,; — X; no depende de t.

4) Continuidad estocastica: Ve > 0,lim,_o P(|X;pp, — Xl =€) =0

Observacién 1.- La propiedad cadlag (continuidad a la derecha y limite a la
izquierda) no impone restricciones a la definicion ya que excluyendo la misma, se
puede probar que existe una tinica modificacion del proceso que es cadlag.

Observacién 2.- La cuarta condicidn difiere radicalmente de la continuidad de las
trayectorias. Simplemente sirve para excluir los procesos que saltan en momentos
del tiempo fijos (por ejemplo los lunes, luego de feriados largos, etc.). En otras
palabras, la propiedad excluye los “efectos calendarios”.

Observacion 3.- Un proceso de Wiener es un proceso de Lévy.

Con esta definicion es posible generalizar el modelo propuesto por Samuelson
sustituyendo el movimiento browniano con tendencia (ut + o W;) por un proceso
de Lévy (rt+ X;). El modelo resultante es el llamado exponential Lévy model 19 y
su representacion es la siguiente:

St = SO exp (rt + Xt)

Definicién.- Una distribuciéon de probabilidad F se dice infinitamente divisible en
R4, si para todo entero n = 2, existen n variables independientes e idénticamente
distribuidas Y3, Y5, ... ¥;, tales que Y; + Y, ...4Y, tiene distribucién F.

Con esta definicion es posible probar la siguiente importante proposicién:

10 Este modelo sera empleado en el resto del presente trabajo, particularmente en las aplicaciones e
ilustraciones a ser expuestas en los siguientes capitulos.
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PROPOSICION
Sea (X¢)te[o,00) un proceso de Lévy. Entonces, para todo ¢ X, tiene una distribucién

infinitamente divisible. Reciprocamente, si F es una distribucion infinitamente
divisible, entonces existe un proceso de Lévy (X;)t[o,-0) tal que la distribucién de

X;esF.

La demostracion de la implicacién directa se realiza a continuacién. El reciproco
puede consultarse en la referencia [32] Corolario 11.6.

Demostracion

Sea @,(2) :E(eizxt) la funcién caracteristica de X;, un proceso de Lévy. Entonces:

Dpis(2) = Py, (2) = Dy, —X+Xs (2) = Py, —x;Px, (2) = Py, Px, (2) = P(2)Ps(2)

La tercera igualdad se debe a la propiedad de independencia y la cuarta a la de
homogeneidad. Por lo tanto, la funcién caracteristica es multiplicativa como
funcion de t.

Ademas, debido a la continuidad estocastica:

P d .
X; = X cuando t — s, y entonces X; = X, o equivalentemente &, P b,
)

Entonces, la funciéon t - @, es multiplicativa y continua, lo que implica que es
exponencial. Esto es:

¢t(z) :E(eizxt) = etllf(l)

Observacién.- Consecuencia de lo anterior es que el unico grado de libertad en la
especificacion de un proceso de Lévy es la distribucion de X, para un ¢ fijo. Por
ejemplosi t = 1:

D,(z) = Y@ = @,(2) =eV@ = (e¥@)" = (&,(2))"
Finalmente, llamando 1y al exponente caracteristico:

Yy, =ty =ty

Utilizando las definiciones que se exponen a continuacién es posible enunciar otra
importante proposicion llamada la Descomposicion de Lévy-Ito.

Definicién.- Sea (X)¢e[o,00y Un proceso de Lévy en R%. La medida v definida en R¢
por la formula:

v(A) = E[# {te[0,1]: 4X, # 0,AX, € A}], A € B(RY

es la llamada medida de Lévy del proceso X.

CONSTRUCCION DE LA “MEDIDA DE LOS SALTOS

A cada (X;)¢e[o,.0) Proceso cadlag con valores en R? se le puede asociar una medida

aleatoria Jy con valores en [0,T] x R% del siguiente modo. Observando que
{te[0,T], AX; = X; — X;_ # 0} es numerable debido a la propiedad cadlag, este



conjunto de elementos define una sucesion (T},),,»; que indica los tiempos de salto
del proceso.

En tiempo T, el proceso X tiene una discontinuidad de magnitud Y, = Xy —

Xr,- € RY\{0} y por ello, (T,,Y,),s; define un proceso llamado de “punto

marcado” en [0, T] x R*\{0} que contiene toda la informacién respecto de los saltos
de X: los tiempos de salto T, y sus amplitudes Y,,. De este modo:

AXT#0
Jx(w,.) = Z 5(Tn(w),yn(w)) = Z 8(t.ax0)
n=1 t €[0,T]

Definicién.- Un proceso de “punto marcado” en (Q,F,F; P) es una sucesion
(T, Y5)ns1 que cumple:

e (T,)n=1 €s una sucesion creciente de tiempos aleatorios no anticipativos
tales que, casi seguramente, T,, — oo
n—oo

e (Y,)n,>1 es una sucesion de variables aleatorias que toman valores en
E c R
e Y,es Fr -medible

En forma intuitiva, para cada subconjunto A medible en R, Jx([0,T],A) es el
numero de saltos de X que ocurren entre 0 y t, y cuya amplitud pertenece a A.

Definicion.- Sea (€, F, P), un espacio de probabilidad, E c R4, y 4 una medida
(positiva) de Radon en (E, £). Una medida aleatoria de Poisson en £ con medida
de intensidad u es una medida a valores naturales:

M:QxE-> N
tal que:

e para casi todo we ), M(w,.) es una medida de Radon de E a valores
naturales, esto es, para cada conjunto A c E, medible y acotado, M(A4) < o
es una variable aleatoria con valores en los naturales.

e para cada conjunto medible A c E, M(.,A) =M (A) es una variable aleatoria
con distribucién Poisson con parametro u(A):

k
VkeN, P(M(A) = k) = e #A (H(;:))

e Dados A4, A4,,...,A, € & conjuntos disjuntos y medibles, las variables
aleatorias M(A4,),M(A,), ..., M(A,) son independientes.

PROPOSICION (Descomposicién de Lévy-Ito)

Dado (X¢)¢e[o,.0) un proceso de Lévy en R%y v su medida de Lévy, se cumplen las
siguientes condiciones:

e vesunamedida de Radon en R4\{0} y satisface:

flxlﬂlxlz v(dx) < oo, f|x|211/(dx) <

7



e Lamedida de saltos de X, que notamos con Jy, es una medida aleatoria de
Poisson en [0, ) x R, con medida de intensidad v(dx)dt.

e Existe un vector y y un movimiento Browniano d-dimensional (B})e[o,c0)
con matriz de covarianzas A tal que:

X;=yt+ B, + X} + lim, o Xf

con:

X§=J- x Jx (ds x dx) < o
[x|21,s€[0,t]

XE = x {Jx (ds xdx) — v(dx)ds} < oo

fgslx|<1,se[0,t]

Los términos de la primera ecuaciéon son independientes y la convergencia del
ultimo término es casi-segura y uniforme en t € [0, T]. Una demostracién puede
consultarse en la referencia [8], Proposicion 3.7, pag. 79.

Alaterna (4,v,y) se lallama tripleta caracteristica.

Utilizando la proposicién anterior y refiriéndolo a la funcién caracteristica se
puede demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA DE REPRESENTACION DE LEVY-KHINCHIN

Sea (X¢)te[o,.) un proceso de Lévy en R? con tripleta caracteristica (4,v,y).

Entonces:
E(e¥t) = @, y e R4

con: Yu) = —% wAu + iy.utf, (e™* — 1 — iu. Xljy<qy) v(dx)

Dicho de otro modo, la tripleta caracteristica define la distribucién del proceso.



3 Transformadas generalizadas de Esscher

Sabido es que la formula de Black y Scholes ha sido referencia en lo que concierne
a valuacion de opciones. También es conocido desde ya hace tiempo que, tanto e/
modelo de probabilidad asumido para el subyacente -probabilidad histdrica- asi
como los precios de opciones obtenidos al aplicar la formula de referencia no son
ajustados a la realidad.

En respuesta al primer aspecto citado y como se mencioné en el numeral anterior,
los procesos de Wiener han pasado a ser sustituidos por los de Lévy a modo de
generalizacion de aquellos y con el objetivo de disminuir los inconvenientes del
modelo asumido.

Relacionado con el segundo punto -los precios de las opciones- los antecedentes
aparecen en la propia férmula de Black y Scholes desde que los autores prueban
que la misma es equivalente a:

CBS(So,K,T,0) = e "TEQ((S; — K)1),

donde E9 es la esperanza bajo una probabilidad @, distinta a la probabilidad
histérica P, aunque vinculada a la mismall. A la probabilidad Q se la denomina
probabilidad de riesgo neutral o libre de riesgo y cumple que proceso descontado
{gt}po = {e""TS;};>0 esuna Q-martingala.

El sentido comun pareceria indicar la existencia de un vinculo entre la dindmica
historica de los precios de un subyacente y las expectativas del mercado
expresadas en las opciones sobre éste. Si bien existe en la actualidad una gran
variedad de modelos que logran reproducir razonablemente las propiedades
empiricas de los precios de las opciones y de los retornos de sus subyacentes, los
mismos no arrojan luz en cuanto al nexo aludido.

La transformada cldsica de Esscher’? es un método que propone un modelo para el
vinculo citado. Su nombre se debe al actuario Fredrik Esscher quien la introdujo
para un caso especial en 193213, Se define para transformaciones de medidas de
probabilidad del siguiente modo:

Definicién.- Dado un espacio de probabilidad (€, F, P), una variable aleatoria X y
un parametro 6, la transformada de Esscher Q9 se define de acuerdo a la siguiente

igualdad:

eOX

E(e(-)X) d

Llamando P a la probabilidad histérica y Q a la de riesgo neutral, el vinculo entre
ambas queda explicito y esta ultima resulta absolutamente continua respecto de la
primeral4. Sin embargo cuando se comparan los precios teéricos de opciones

dQ° = P

11 Mientras que ésta queda definida por la ecuacidon diferencial estocastica: dS; = S; udt + S; adW, la
probabilidad Q, queda especificada por: dS; = S; rdt + S; cdW*.

12 En la literatura estadistica también es conocida como exponential tilting.

13 Ref. [10].

14 Esta propiedad es equivalente a la ausencia de arbitraje en el mercado. Existe posibilidad de arbitraje
cuando, con probabilidad no nula, se puede obtener una ganancia positiva sin arriesgar capital alguno.
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calculados segtn la probabilidad libre de riesgo obtenida por este método y los de
mercado la divergencia es, generalmente, notorial>.

Las generalizaciones paramétricas de Esscher que se pondrdn a consideracion mds
adelante buscan conservar las propiedades deseables explicitadas, esencialmente
que la probabilidad de riesgo neutral Q generada por el método sea absolutamente
continua respecto de la probabilidad historica P y subsanar el déficit de ajuste
respecto de los precios de mercado.

A los efectos planteados, siguiendo el libro Lévy Processes and Infinitely Divisible
Distribution de K. Sato (Ref. [32]), resulta conveniente enunciar el siguiente
teorema:

TEOREMA (de las probabilidades equivalentes) 16

Sean (X, P) y (X;,Q) dos procesos de Levy en R con tripletas caracteristicas
(AP, vPyP) v (49,v9,¥?) respectivamente. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) P/F;~ Q/F; paratodot e (0, )

2) Las tripletas caracteristicas satisfacen:
a) AP = A°

b) vP ~ v?,y definiendo la funcid Laue &2 = 0@ satisface:
~ V%, y definiendo la funcion ¢ (x) tal que F= € satisface:
. LI€0) 5 p
D frale? —1)? VP (d¥) <
i) ¥ =P =[x (v =vP) (dx) € Rec(A)

OBSERVACION: Dado un proceso de Levy (X, P) con tripleta caracteristica (4,v,7)
se puede definir la componente de saltos como:

X! = 181%1 Z (X, —Xs-) — tf x v(dx)

(s, Xs—Xs—)el0,t]x|x|>¢ e<|x|=1

donde la convergencia es uniforme en t cualquier intervalo acotado de tiempo
Pc.s..

También se puede definir la parte continua como:

XE =X, — X}

Mas aun, los procesos(X¢,P) y (X, P) son procesos de Levy independientes con
tripletas (0,v,0) y (4, 0,y) respectivamente.

15 La figura de la pag. 32 es una evidencia de este hecho enmarcado en la ilustracién de las generalizaciones
propuestas para la transformada de Esscher.
16 Su demostracion puede ser consultada en Ref. [32] Teorema 33.1 pag. 218
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3.1 FUNCION CARACTERISTICA DEL PROCESO BAJO LA PROBABILIDAD
LIBRE DE RIESGO

En adelante y de acuerdo a lo mencionado anteriormente, se asumira un modelo
exponencial de Lévy para el activo de riesgo. Esto es:

St = Spexp (rt + X;)
donde (X;);so €s un proceso de Lévy en R.

Ademas se admitira que S, =1 y se impondra la condicién de que el proceso
descontado, {St =5 e‘”}t>0 sea una Q-martingala. La primera propiedad no

impone ninguna restriccién al proceso, simplemente sirve para realizar los
calculos en unidades del subyacente. Por otra parte, para que se cumpla la segunda
condicién basta admitir, en realidad, que E9(e%Xt)< co para algin u € R y que

EQ(e¥t) = &2 (—i) =eWR(-D=1 ¢ equivalentemente 13 (—i) = 0, de acuerdo a la
proposicion de la pagina 22 del presente trabajo.

Se desea destacar las condiciones citadas en la medida que poseen importancia
central en lo que refiere al cdlculo del precio de una opcion desde que el mismo es
igual a:

C(So,K,T,0) = e "TE?((S; — K)).

Comenzando entonces con el calculo, de acuerdo al Teorema de Representacion de
Levy-Khinchin la funcién caracteristica de un proceso (X;):>o, en R, con tripleta
caracteristica ((69)%,v9,y9) bajo Q se puede escribir de la forma siguiente:

EQ (eiuXt) — etpo(u)
con: P9(u) = —% (@D u? + iyQu+[, (e™ — 1 — iuxlgy<yy) v9(dx)

Aplicando el Teorema de las probabilidades equivalentes, para que la probabilidad
libre de riesgo Q sea absolutamente continua respecto de la probabilidad historica
P, es suficiente que se cumplan las siguientes propiedades:

a) sf=d%=g¢
P~ @ ini i e _ Lo sati :
b) v" = v%, y definiendo la funcién ¢ (x) tal que P = € satisface:
_ 163}
) fpale 12 vP(d) < o
i)y y9—yf- flxlslx (v? —vP) (dx) = no?

Despejando y“ en la tiltima ecuacién y sustituyendo en el exponente caracteristico
del proceso bajo la probabilidad de riesgo neutral resulta:

PO (u) = —% o u? + iyQu+[, (e™ — 1 — iuxlgy<yy) ve(dx) = —% o?u®+ iyfu

+iuf _ x (v —vP) (dx) + iuna?+ [, (e™ — 1 — iuxljy<qy) e?® vP (dx)

|x|=1

Por otra parte, la condicidon de martingala impone la restriccién:
N1, P
WU-D =50 +y

11



+ [l (v —vP) (dx) + naz+fR (e = 1= xIjyi<yy) €°@ vP(dx) = 0

1
= ]/P=—EO'2

- f|x|51x (VQ - VP) (dx) — 770'2 - fR (ex —-1- xI{|x|51}) e® ™) VP(dx)

Entonces:
Po(uw) = —= o2 u? Lon
2 2
—iu o X (VO = vP) (dx) — tuno? — i [ (e¥ — 1 — Xlgxiepy) €@ vP(dx) +
U fen X (v? —vP) (dx) + iun02+fR (e™* — 1 — juxlyjy<1y) €™ vP (dx) =
1 1

-5 o?u? — > o?iu— iuJ- (e* — 1 — xlgy<yy) €™ v (dx)
R

+ [ (€™ — 1 — iuxlgy<yy) e?™ vF (dx)

Finalmente:

1 1 )
Yo (u) = -3 o?u? — > o? iu +J [ — 1 — iu(e® — 1)] e?® vP (dx)
R

3.2 TRANSFORMADA Y TRANSFORMADAS GENERALIZADAS DE ESSCHER

La transformada de Esscher es una conocida forma de encontrar una medida
equivalente a otra de modo que la resultante sea martingala. Fue presentada en
1994 por Hans Gerber y Elias Shiu en su articulo Option pricing by Esscher
Transforms!” para valuar derivados cuando los rendimientos logaritmicos de los
subyacentes tienen incrementos estacionarios e independientes.

En efecto, dado un proceso de Lévy (X;,P) con tripleta caracteristica

(4]€3)
((@®)?,v",¥?) , 6 €R y asumiendo que [, (¢ > —1)* v"(dx) < o se puede
aplicar el Teorema de las probabilidades equivalentes para ¢(x) =6x yn =20
obteniéndose la transformaciéon mencionada.

En particular, es facil verificar que, utilizando el resultado del apartado anterior al
modelo de Black-Scholes18, el exponente caracteristico del proceso descontado
bajo la probabilidad libre de riesgo se puede expresar como:

1 1
Yu) = _EUZ u? —Eiu o?

17 Ref [14].
18 El cual sélo contiene la componente de difusion, esto es, v = 0.
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Esto resulta equivalente a que el logaritmo de los precios descontados posee una
distribucidon gaussiana con media (—502) y varianza 2. Con ello, es inmediato
deducir la formula del precio de una opcién call.

En este trabajo, se generalizara la transformada de Esscher de dos formas

diferentes, si el proceso X; posee una componente de difusién no trivial, esto es,
2

o +0:

Casoi) aplicando el Teorema de las probabilidades equivalentes para ¢(x) = 0x
y 7 sin restricciones.
De este modo, se logra una medida equivalente, transformacién de la
probabilidad “a priori”, que es martingala y que posee un parametro
librel®. Posteriormente a la estimacién de los parametros del modelo
utilizado con precios histéricos del subyacente, el parametro libre sera
empleado para calibrar modelos de acuerdo a precios de opciones de
mercado.

Casoii) Aplicando Teorema de las probabilidades equivalentes para @(x) =
01% Ixcoy + 02X Iixs03 ¥ 1 sin restricciones. En este caso dos serfan los
pardmetros libres para calibrar modelos seglin los precios de las
opciones.

Si, por el contrario el proceso X; no posee una componente de difusion, esto es,
d* = 0,1a condicién de martingala seria satisfecha dependiendo de la funcién ¢ (x)
y por ello, las generalizaciones propuestas deben ser adaptadas al modelo que se
aplique. Esta situacion se ilustrara con el modelo Variance Gamma.

3.3 APLICACIONES
3.3.1 APLICACION AL MODELO DE SALTO-DIFUSION DE MERTON

Todo proceso de salto-difusion posee la forma siguiente:
N
i=1

donde (N;);so es un proceso de Poisson que cuenta los saltos de X y Y; son
variables i.i.d. que identifican la magnitud de los saltos.

En el modelo de Merton los saltos de los precios logaritmicos de X; se asumen
normales: Y; ~ N(u,5?%). De acuerdo a ello y al resultado anterior, el exponente
caracteristico de un proceso que sigue el modelo de Merton se puede formular del
siguiente modo:

19 Si bien, en principio se emplean dos parametros, la condicién de martingala genera que reste un solo grado
de libertad. En efecto, para cualquier 6 fijo, la misma resulta en una ecuacién lineal de primer grado en 1, por
lo que existe (y es Unica) la raiz de la misma.
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2

Pou) = —%02 ul—iu[=o

N =

+J- e?®(e* — 1) vP(dx) ] +f (e — 1) e?® vP(dx)

siendo v = Af, v fy(u,8%) la densidad de una distribucion normal Y con media
Wy varianza 2.

Por ello, para las generalizaciones de Esscher propuestas, el exponente
caracteristico resulta segun las siguientes formulaciones?20:

Casoi) Y9u) = —%az u? —iu [% g%+ fR Ae%*(e* —1) fy(x,u, 6%) dx ]+
J, 2 (e™ —1) e f(x,u,6%) dx =

1 i 1 1 252 15252
— _50_2 uz —iu [E 0_2 + 2 (eu(9+1)+2(9+1) ) _eu9+29 1) )] +

lo2g2 2y_1ls2 2
+/1€“0+20 8 (elu(u+06) 56%u ~1)

Casoii) ¥Y9(u) = —%02 u? —iu [% o + f_ooo/l e%%(e* — 1) fy(x,u, 62) dx +

+00 0
| aetrer -0 fCom ot dxl+ [ 2el(e = 1) fyGon 6 dx
0 —0c0
+00
+j e (e™* — 1) f, (x, 1, 6%) dx =
0

1 ! 1 252 +(0,+1)82
_50.2 u? — iu [E o2 + ) eHO1+ D3 (0:1+1)%67 4 (_ﬂ(lT)) _

1 eu91+%9552 ® (_M + 9152> +/1e”(92+1)+%(92+1)252
6

10 ()| et [y (220

1,262 . 1,202 2
/18“‘91+2 0168 f_oooemx FyrCo,u+ 9152,62) dx — 2 eu61+2 076 ® (_ u+4(9515 )+

1 +
1 phb2+3 0362 f

o 2
e fy(x, 1+ 0,6%,6%) dx — 2 02+ 0367 [1 . (—wﬂ
0

g

No existe formula cerrada para las integrales de integrando complejo. Su calculo se
puede efectuar utilizando la descomposicion e™* = cos(ux) +isen(ux) y
evaluando las integrales reales resultantes por métodos numéricos.

20 Calculos intermedios pueden ser consultados en el Anexo de calculo.
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3.3.2 APLICACION AL MODELO DE SALTO-DIFUSION DE KOU

En el modelo de Kou los saltos de los precios logaritmicos de X; se asumen doble
exponenciales: Y; ~ DExp(p,n4,7,), cuya funcién de densidad estd dada por la
formula:

fr(x) = pnie " ¥ lycoy + qnae " lgsgp con g =1—p

De forma analoga que para el modelo de Merton el exponente caracteristico de un
proceso que sigue el modelo de Kou se puede formular del siguiente modo:

1 1
Q = — 4202 _ i [Z 42
P« (u) S0 Ut — [2 o
+J- e?@®(e* — 1) vP(dx) ] +f (e — 1) e?™® vP(dx)
R R
Siendo vP = Afy y fv(p,71,7,) la densidad de una distribucién doble exponencial
Y,conY ~ DExp(p,n1,M2)-

Entonces, para las generalizaciones de Esscher propuestas:

Casoi) yY?u) = —%02 u? —iu [% o A} e (e* - 1) fy(p,n,my) dx ]+
Jp A(e™ —1) % fy(p,ny,mp)dx = —s 02 u? — iu [ 5 o2 +

f e (e* — 1)(pnie ¥ yeoy + qnae 2 gspy) dx ] +
R

Jp 2 (™ = 1) e (pnie " lyycoy + 26 Ixnpy) dx =

1 1 2 A A A
2?2y —iu [_ o2 + PNy _ qn: __AP A ] +
2 2 [(6+1D) —m] [E+1D)—n] [6—m] [6—n]

Am  __ Ame  Aem Aqme

[iu+6—mn] [iu+6—mny] [6—m] [6—n,]

Casoii) y?w) = —%02 u? —iu [% o+ f_ooo/l e%1*(e* — 1) f,(p,ny, 1) dx +
7 2% (e = 1) fy (o n)dx] + [0 A (e — 1) %% £y (p, 1y, m,)dx +

f0+00/1 (eiux - 1) ef2* fr(0,n1,m2)dx =

1 2.2 . 1 2 ° O1x(,x —Mx
—50%u —lU[EO' + Ae*(e* — 1) pnye” " liyqy dx +

+oo 0
f Aeb2%(e* — 1) qnze 12 Iy 0y dx] +_f A eelx(eiux - 1) prie” 1 lycoy dx +
0 —oo

f0+°°/1 e%% (e* — 1) qn,e "2 Iyepydx =

Apns  Aqmp  Apm Aqn;
[((01+1)-n1]  [(O241)-m2]  [61—m1]  [02-72]

Apmy Aqn; Apmy Aqn,

[iu+0; —nq] [iu+6,—nz] [61—n1] [62—n2]

| +

1 . 1
—502 u? —iu [E 0%+
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3.3.3 APLICACION AL MODELO DE VARIANCE GAMMA

Este modelo puede ser construido cambiando el tiempo de un proceso Browniano
con otro proceso de Levy especial llamado subordinador, que cumple:

X;=20cs. Vt>0

La nueva escala de tiempo se interpreta como el “tiempo de negocios” y de acuerdo
con lo dicho el proceso es Browniano si se mira en esta escala.

El resultado final de la construccién es un proceso que carece de componente
gaussiana, con infinita cantidad de saltos aunque de variacion finita.

La medida de los saltos esta dada por la siguiente formula:

Ju?+ 20?%/k

1
X o2

— _— LAx—Blx| _i _
v(x) = e , con A = B =
(x) g 2

i) PRIMERA PROPUESTA DE GENERALIZACION (¢ (x) = 6x)

En lo relativo a las propuestas de generalizacidon de Esscher, si bien el exponente
caracteristico libre de riesgo de un proceso que sigue el modelo de Variance
Gamma se puede formular de forma analoga que para los modelos anteriores, la
condicion de martingala pierde un grado de libertad debido a la carencia de
componente gaussiana no trivial (6? = 0) y de acuerdo a ello, la primera propuesta
de generalizacidn resulta igual al modelo de Esscher clasico.

Esta condicidn se formula especificamente para el modelo Variance Gamma y la
funcion @ (x) = Ox del siguiente modo:

1

Ox(,x
—1) = x Ifpen] ——
L [e (e ) X {|x|_1}] K |x|

Es facil observar que la integral de la ecuacion es convergente si y sélo si se cumple
que:

eA B X (dx) +yP = 0

—(AP +BP) <9 <BP —AP — 12

Adicionalmente, para que el espacio paramétrico de 8 sea no nulo, se debe cumplir
la condicién adicional B > 1/2.

Aplicando el calculo 15. del Anexo la condicién de martingala se puede expresar
del siguiente modo:

eAPx—BP|x| (dx)

1 P P
0x(px _ 1 Ax—leld P_j | P
jR [e (e )] K |x| e ( x) +y R X {Ix|=1} K |x|

1
= |, 1 = 1 g e M@ 4 =0
R

2! Estas desigualdades surgen de las condiciones de convergencia para las ramas negativa y positiva de la
integral.
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1 P,_pP 1
con b= yP = [ Xluzy 7 e 77 H(dx) =V”‘E(

e—(aP+BPy _4 e(AP—BP)_l)

(AP+BP) (AP-BP)

Este parametro puede ser interpretado como el valor de la componente de la
tripleta caracteristica para una funcion de truncado nula. Al contrario de y*que no
es un parametro intrinseco y que depende de la funcién de truncado que se usa en
la representacion de Lévy-Khinchin, b posee una interpretacion intrinseca como el
drift de la parte continua (trivial, dado que 6% = 0) del proceso.

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DE MARTINGALA EN
EL MODELO VARIANCE GAMMA PARA ¢(x) = Ox

Aplicando los calculos 13. y 14. del Anexo la ecuacion resulta:

1 (A" + BP +6) L (BT-AT 6D\
« "\@P+BP+o+1) « e R R
1 (BP)’—(aP+0+1)2\ _ (BP)’-(aP+6+1)2 _ .p

( (BP)2—(AP+6)2 =b = (BP)2—(AP+0)2 - =

(BP)Y2— (AP +0+1)2=e" [(BP)2 - (AP +0)Y] &
(e —1) 02 +2[(e*® —1) AP — 110 —[(BP)? — (AP)?](e"? — 1) — 24P —1=0

Las dos soluciones de la ecuacién anterior son:

o \/(BP)Z(ekb _ 1)2 4+ ekb — 1

9T = —
(er? —1)

Finalmente, con un simple aunque tedioso calculo se puede demostrar que las
restricciones sobre los pardmetros descartan a 8*como solucién, porlo que 0~ es
el parametro de Esscher.

EXPONENTE CARACTERISTICO EN EL MODELO VARIANCE GAMMA PARA LA
TRANSFORMADA GENERALIZADA DE ESSCHER

El exponente caracteristico libre de riesgo se puede calcular de acuerdo a lo que
sigue:

0.2

N -~

YO) = — 0% ut — i |
+ f e?®@(e* — 1) vP(dx) ] +f (e —1) e?@ yP(dx) =

—iu [, e?®(e* = 1) vP(dx) + [, (™ — 1) e?™ vP(dx)

Esta ultima igualdad debido a que, como se dijo, en este modelo 0% = 0. Entonces,
para este caso, el exponente caracteristico resulta:

0 1 +o00 1
PO = iu [ et (er =) e dx—iu [ ef(er = 1) " a
— KX 0 KX
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= J°, (e — 1) 0t L ol g ot - 1) 0 L ol H g =

, (Ln(AP+BP+9+1)—Ln(AP+BP+9)+Ln(BP—AP—9—1)—Ln(BP—AP—9)>
=1
k k

(Ln(AP+BP+9+iu)—Ln(AP+BP+6) N Ln(BP—AP—e—iu)—Ln(BP—AP—e))
k k
1 [ ((AP+BP+9+1)(BP—AP—H—1)) ((AP+BP+9+iu)(BP—AP—9—iu)>]
iuln —Ln

Tk (AP + BP + 0)(B? — AP — 0) (AP + BP + 0)(BP — AP — 0)
_ 1 2i (AP +6) 1 ,
e S =T Py /T e g P T Vi

1 (BP)> — (AP + 0 + 1)? |
+E Ln( (BP)2 — (A7 + B)? ) iu

El primer término de la ultima igualdad es el exponente caracteristico de un
modelo Variance Gamma donde el parametro BYpermanece igual al pardmetro
histérico B” y AP cambia por A? = (A" + ), siendo O el valor hallado para que se
cumpla la condicion de martingala. E]l segundo término es el drift del proceso el
cual fue establecido de modo que cumpla el Teorema de las probabilidades
equivalentes.

En la formulacion méas amplia los pardmetros cumplen las siguientes igualdades:
o k@ =x"

w — AP — 4Q — ue
¢ Lrt0=A"+0=A4 = oy

[(uP)2+2(cP)2/KP _gP—po— (HQ)2+2(O‘Q)2/KQ

* (@P)? - (02)?

De acuerdo a ello la equivalencia es la siguiente:
[ ] KQ = KP
2

w((89)*~(4272)

o 40=—__24°
R (COETDY

o? =

if) SEGUNDA PROPUESTA DE GENERALIZACION (¢(x) = 6;x Ixcqy + 62 Ixa0y)

La condicion de martingala se formula especificamente para el modelo Variance
Gamma y la funcién ¢(x) = 0;x Ix<oy + 02% Ix=03 del siguiente modo:

1
JR [eelx I{X<0}+92xl{xzo} (ex _ 1) —x I{lesl}] m eAPx—BPle(dx) + VP =0

La integral anterior es convergente si y soOlo si se cumplen las siguientes
restricciones:

{—(AP+BP) <0,
0, <BP —AP —1
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Aplicando los célculos 13, 14 y 15 del Anexo la condicién de martingala se puede
expresar del siguiente modo:

0 1 P pP +oo 1 P_pP
J- eelx(ex -1)— e(A +B )x dx+f eezx(ex_ 1) — e(A -B )xdx+ hb=0 o
o KX o KX

1 (AP +BY + 0, + 1)(BY — 4P -6, 1) )
Kk “\ T (AP + B + 6,)(BF — 47 — 0,) -

1 ~ 1 —(A+B)x _q (A-B)_q
donde b = y — fR X L1y == e?* Bl (dx) =y - X (e (A+B) e(A—B) )

K |x|

De acuerdo a lo anterior resulta que:
(B — AP —-0,-1)
(BP — 4P — 0, — 1) —eb(B” — 47 —9,)

61 = _(AP + BP) +

EXPONENTE CARACTERISTICO EN EL MODELO VARIANCE GAMMA PARA
@(x) = 01x Ixcgy + 02x Iysgy

El exponente caracteristico libre de riesgo en este caso se puede calcular del modo
siguiente:

Ppe(w) =

0 400
iuf e[hx(ex _ 1) i e(AP+BP)x dx — iu f egzx(ex _ 1) i e(AP_BP)xdx _
—oo KX 0 KX

[°, (et —1) efx - e Yy 4 J; (e — 1) e ﬁ e(AP=BP)x gy =

_ (Ln(AP+BP+91+1)—Ln(AP+BP+91) n Ln(BP—AP—92—1)—Ln(BP—AP—62))
mu
k k
(Ln(AP +BP + 6, +iu) — Ln(AF + B +6,) N Ln(B? — AP — 0, — iu) — Ln(B? — AY — 62)>
k k

1. (4" +BP +0,+1)(BP —4AP -0, 1) (A? + B + 6, + iuw)(B” — AP — 6, — iu)
=—liuln —
k (AP + BP 4+ 6,)(B? — AP — 8,) (AP + BP + 6,)(BP — AP —6,)

) 2i (ar + 211 02) 1
- TRt 0, — 0\’ 610, 61— 05\’ 61 + 6,1’
(Br+mg) —(ar+mg) () —(ar+2)

1 (A* +B? +06,+1)(B?P —A? — 9, — 1)\ .
+—Ln u
k (AP + BP 4+ 6,)(B? — AP —8,)

2

El primer término de esta ultima igualdad es el exponente caracteristico de un
modelo Variance Gamma con:
o AQ = gP 4 9t0

e BU=BF+ 612;92
(BP-4P-0,-1)

— (4P o pP
© Gi=-(+B)+ (P —4P-0,-1)—erb (BP—aP—5,)
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El segundo término es el drift del proceso el cual fue establecido de modo que
cumpla el Teorema de las probabilidades equivalentes.

En la formulacion mas amplia los parametros cumplen las siguientes igualdades:

[ ] KQ:KP

we 6146, _ ,p 0146 _ .o _  uC
° P2 + ;- AT+ > = = (O‘Q)Z
JWP2+2(cP)2/kP | 610, _ Lp , 6102 _ po _ J W) +2(s9)" /e
o + =B"+—==B%= >
(aP)? 2 2 (a9)

De acuerdo a ello la equivalencia es la misma que para el caso anterior22:

[ KQ:KP

-z

#((89)*~(a272)
249

R

22 Salvo el cambio de los valores de A9 y B.
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4 Tlustracién del Método para el indice S&P 500

4.1 TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER PARA EL CALCULO DE PRECIOS
DE OPCIONES

Contrariamente al caso clasico con la féormula de Black-Scholes, en los modelos
Lévy-exponenciales no existen formulas explicitas para precios de opciones call a
causa de que /a densidad de un proceso de Lévy es tipicamente no conocida en
forma cerrada.

Sin embargo, la funcién caracteristica de esta densidad puede, en general, ser
expresada en términos de funciones elementales para la mayoria de los procesos
de Lévy aplicados en la literatura. Esto ha llevado al desarrollo de los métodos de
valuacion de opciones basados en la transformada de Fourier para modelos Lévy-
exponenciales. Para estos métodos, si bien se necesita evaluar una transformada
de Fourier numéricamente, como éstos, simultdneamente, dan precios de opciones
para un rango de strikes y la transformada de Fourier puede ser eficientemente
calculada con el algoritmo llamado FFT, la complejidad total del método es
comparable al generado por la formula de Black-Scholes.

Existen basicamente dos métodos para la valuacién de opciones basados en la
transformada de Fourier. El primero debido a Carr y Madan es facil de
implementar pero tiene bajas tasas de convergencia. El segundo, debido a Lewis,
converge mas rapido pero necesita una decision inteligente que hace mas delicada
la produccion de una implementacién robusta automatica.

Recordemos que la transformada de Fourier de una funcion f se define como:

Ff(v) =J e’ f(x) dx

Usualmente v es real, pero también puede tomar valores complejos.

La inversa de la transformada de Fourier esta dada por la formula:

1 (> .
FU@ =g e ey dv

Recordemos también que para f € L2(R), F 1Ff = f, aunque funciona también
en otros casos.

En lo que sigue detallaremos el método de Carr y Madan, el que posteriormente sera
aplicado a los datos propuestos.

Asumiremos para ello que S, = 1, esto es, que en tiempo 0 todos los precios estan
expresados en unidades del subyacente y notaremos k = Ln K por logaritmo
natural del strike (precio de ejercicio). Otra hipotesis necesaria de este método es
que el precio del activo tiene momento de orden 1 + «, para cierto a > 0:

+00
Ja>0: f pr(s)e*9s ds < o
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donde p; es la densidad de la probabilidad libre de riesgo. O, en términos de la
densidad de Lévy:

Ja>0: f v(dy)e*9Y < oo
lylz1

Con esta hipotesis se puede probar la siguiente:

PROPOSICION
uX
Si E(e**t)< oo paraalgin u € R, entonces (E(ee—u;t)) es martingala.
t €[0,00)
Demostracion

euXt et (Xe— Xs+Xs) et Xe— Xs)equ
E (E(euXt) /T5> =E (E(eu Xe— X5+XS)) /TS) =E (E(eu Xe— XS))E(euXS) /TS>
E(e* XX |F)E(e" s [Fy)  E(e™*s/F)  e**s
E(eu(Xt— XS))E(eu XS) - E(eu XS) - E(ev XS)

Las igualdades anteriores se cumplen por la independencia entre (X; — X5) y X
paras < t y la medibilidad de X respecto de F.

Por lo tanto, para u < 1 + « se satisface la hip6tesis de la proposicién y de acuerdo

aello, ( et

—_— es martingala.
E(euxt) )t E[O,OO) g

eXt

E(eXt) )t €[0,00)

e

X
En particular para u=1,( es martingala con E(—E(e;t))z

E (s ) = 1

Ademas, si E(e*t) =1,Vt = (e*),¢[o,w) €s martingalay en ese caso:

E(e*t) =d4(—i) = 1 6 equivalentemente ¥y (—i) = 0

Estas hipotesis son satisfechas en la mayoria de los modelos que se utilizan para
modelar activos financieros imponiendo una condicién en el decaimiento
exponencial para saltos positivos (saltos negativos no afectan).

DEDUCCION DEL PRECIO DE UNA OPCION CALL PARA UN RANGO DE STRIKES
APLICANDO LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

Sea (Xt )tefo,0) Proceso de los rendimientos logaritmicos descontados por la tasa

libre de riesgo. El precio de una opcién call puede ser expresada en términos del
strike del siguiente modo:

C(k) — e—rT E[(ST _ K)+] — e—rT E[(erT+XT _ K)+] — e—rT E [(erT+XT _ ek)+]
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Quisiéramos expresar la transformada de Fourier del precio en funcién del strike
C(k) en términos de la funcién caracteristica ®(v) de Xt para luego hallar los
precios de opciones call para un rango de strikes invirtiendo la transformada de
Fourier.

Lamentablemente no podemos realizar esto directamente porque C(K) no es
integrable23. La idea clave para solucionar este problema es calcular la
transformada de Fourier para un valor de la opcién modificado, esto es, por
ejemplo para:

zr(k) = e T E [(erT’fXT — ek)+] _ (1 _ ek—rT)+

siendo su transformada de Fourier:

(V) = Fp(v) = f eivk 2,1 dk

Esta funcién puede ser expresada en términos de la funcién caracteristica de X1 de
acuerdo al razonamiento que sigue. En primer lugar:

ZT(k) — e—rT E[(erT+XT _ ek)+] _ (1 _ ek—rT)+=

e T E[(erT"LXT - ek) I{rT+XT < k}] -(1- ek_rT)I{k <rT} =
Entonces como (e%t); (g 0y €s martingalay E(e*T) = E(e*0) = E(S,) = 1:

= e"rTE[(erTJrXT —eM) Loprix, < k}] - E[(eXT —ek™T) Ik < TT}]

= e T E[(e™ T — ") Igrixy <ig] — e TTE[(€THET — k) Iy < oy
+00
=T j (eTT+* — ¢k) (I{rT+XTS iy — L SrT})pT(x) dx

El intercambio de integrales es posible debido a la condicidn de hipdtesis:
i) para x < 0, integrando respecto de k:

rT rT
T
j |erT+x _ ek| dk :j (ek _ erT+x) dk = (ek _ erT+xk)|:T+x < (erT _ erT+x)
rT+x rT+x

Al multiplicar esta ultima expresidn por la funcién de densidad de Xr, la resultante
es integrable respecto de x.

ii) para x = 0:

rT+x
f |erT+x _ ekI dk = (erT+xk _ ek)|;;+x < erT+x xl{x>0}
rT

De igual modo, cuando se multiplica esta uUltima expresién por la funciéon de
densidad de Xr, resulta ser integrable respecto de x (observar que es para este
resultado que se necesita la finitud de un momento exponencial mayor que 1) .

23 Si se cumplen las condiciones pag. 98, proposicién 3.18. de [8]: limj,_,_o, C(k) = E(ext) = E(eXO) =1
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Entonces:

+o0
r(v) = Fzp(v) = j ek 7,.(k) dk =
+00 +oo
=e T f dk f ek (e — XY (Iprixy <1y — I < rry) Pr(X) dx =

+o0 rT
— e—rTf pT(x) dxj eivk(ek — erT+x) dk =

x+rT

f+oo (eer(l _ ex) ewrT+x e(w+1)x+er
(o]

= - d
w+l  w@+D)  wwtD >pT(x) *

El primer término entre paréntesis desaparece debido a la condicion de martingala
y operando obtenemaos:

+o00 eivrT+x e(iv+1)x+ivrT
Grv) = f_oo <_ iv(iv+1) + iv(iv+1) )pT(x) dx =

f (ewx+x _ ex)pT(x) (w—+1) [Pr(v—i) — Q- (—1)] =

er ivrT

[@r(v —1) = Pr(=D)] =

er

w(w +1)
e

iv(iv+1)

Debido a la condicién de hipotesis el numerador resulta una funcién analitica (es
igual a cero para v = 0) y entonces {r(v) tiene un limite finito parav — 0.
Finalmente, el precio de la opcidon puede ser hallado invirtiendo la transformada de
Fourier y realizando algun calculo adicional:

1+t |
zr(k) = Zj—oo ek 7. (v) dv
1t .
Ck) =zr(k)+ (1 —ek™M* = %f e Wk .(v)dv+ (1 —ek )t

Nota: aunque para derivar la férmula se necesita la condicién de hipotesis notese
que no se necesita el valor exacto de a para realizar el calculo, lo que hace que el
método sea facil de implementar.

El precio a pagar por ello es una lenta convergencia del algoritmo: como
®;(z) — 0 cuando Nz — o, {;(v) es equivalente a |v|~2 en el infinito, el error de
truncado en la evaluacién numérica de la integral -de menos a mas infinito- es
importante. Esta lenta convergencia ocurre porque el valor adicionado a C(k) no
es suficientemente liso y por ello la transformada de Fourier no decae
suficientemente rapido en el infinito.

Para la mayoria de los modelos la convergencia puede ser drasticamente mejorada
remplazando el valor del tiempo por una funcién lisa que dependa del strike.
Siguiendo a Cont y Tankov, en vez de sustraer el valor intrinseco de la opcién (que
es no diferenciable) respecto de su precio, es recomendable extraer el precio de
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una opcién call valuada segin Black-Scholes con una volatilidad adecuada. La
funcion resultante es, a la vez, integrable y lisa:

zr(k) = e E[(eT — e)*] = CE5 (k)
donde Cgs(k) es el precio, segin Black-Scholes, de una opcién call con una

volatilidad del activo subyacente igual a ¢ y logaritmo del valor de ejercicio igual a
k. Con igual razonamiento que el expuesto arriba, se puede deducir que:

(r(w) = [Pr(v—1) — 7 (v — D]

e ivrT

iv(iv+1)
o O'ZT 2 .
con ¢J(v) = exp - (v= +iv)

Como para la mayor parte de los modelos usados habitualmente la funcién
caracteristica decae mas rapidamente que cualquier potencia de su argumento en
el infinito (no es cierto para el modelo variance gamma), esto implica que esta
ultima expresion decae mas rapido que cualquier potencia de v cuando Jtz — ooy
la integral de la inversa de la transformada de Fourier converge muy rapido.

4.2 APLICACION AL MODELO DE SALTOS-DIFUSION DE MERTON

(En este numeral se utiliz6 exclusivamente el software libre: R Development Core
Team (2010). R: A language and environment for statistical computing. R
Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL
http://www.R-project.org/.)

Como se sabe, la diferencia de los logaritmos de los precios en un proceso de
difusion Black-Scholes se modela mediante la distribuciéon normal. Ello no ocurre
asi en la realidad y de alli la necesidad de apelar a otros modelos mas generales
como los modelos de saltos-difusion. La diferencia de los logaritmos de los precios
del Indice S&P 500 para datos desde el 01/01/04 al 31/12/07, no resultan
normales de acuerdo a las salidas de los tests aplicados con el software indicado,
paquete “nortest”24:

Anderson-Darling normality test
data: dlbid
A =5.8108, p-value = 2.611e-14

Cramer-von Mises normality test
data: dlbid
W = 1.0946, p-value = 7.59e-10

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: dlbid
D = 0.0632, p-value = 3.731e-10

Pearson chi-square normality test
data: dlbid
P = 87.6806, p-value = 8.247¢e-08

Shapiro-Francia normality test
data: dlbid
W = 0.9768, p-value = 1.444e-10

24 Juergen Gross (2006). Nortest: Tests for Normality. R package version1.0.
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En el modelo de Merton, de acuerdo a lo expuesto anteriormente, se asume que los
saltos en la diferencia de los logaritmos de los precios poseen una distribuciéon
normal: ¥; ~ N(u, 62). Considerando este supuesto y la parte del proceso que se
corresponde con una difusién (con drift y y desviacién estandar o) es posible
establecer la densidad de X;:

o 2
w (A)¥ exp (— (zx(a;;:t+ ;fgz)) )

pe(x) = e‘“z
‘ k=0 k! \J2m (a2t + k§2)

Siguiendo a Cont y Tankov?2> o a Peter Honoré2¢ esta densidad se puede aproximar
para los modelos de salto-difusién y particularmente en el modelo de Merton, en
pequenos intervalos de tiempo A, por:

Pa(x) = A f1(x) + (1 = 24) fo(x) D
donde:

e f, esla densidad correspondiente a situaciones “normales®, esto es,
con distribucién N(y, c%) .

e fi1 = fo*vy, es la convolucién de f, con la distribuciéon de la
longitud de los saltos vy ~ N(u, §2).

e JA indica la frecuencia esperada de la cantidad de saltos en un
intervalo de tiempo A

Si se aplicaa A=1 dia resulta:

V2m (6% + 62) V2m o?

Esto se puede interpretar como la mezcla de dos normales, una indicando la
distribucién de los rendimientos cuando en un dia no ocurrié ningun salto y la otra
en el caso de que haya ocurrido exactamente un salto. Las probabilidades que
implican la ocurrencia de dos o mas saltos en un mismo dia son despreciadas en la
aproximacion.

pa(x) = 2A

4.2.1 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO BAJO LA
PROBABILIDAD HISTORICA

La estimacion de los cinco parametros utilizados en el modelo se llevaron a cabo
utilizando los siguientes métodos:

a) Método Generalizado de los Momentos: este método, debido a su propiedad
de consistencia, s6lo requiere que las condiciones en sus momentos sean
correctamente especificadas. El GMM27 es robusto respecto a la inexacta
especificacion de la distribucidn de los datos pagando con menos eficiencia
dicha ventaja. Ademas, es facil de implementar debido a que las funciones

25 Ref. [8], pag 214 y siguientes.
26 Ref. [18], pag 4, version revisada Noviembre 1998.
27 Por las siglas en inglés: Generalized Method of Moments
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caracteristicas de las distribuciones involucradas son conocidas en formas
cerradas y por ello son conocidos también sus momentos.

En el Modelo de Merton las estadisticas de los cinco primeros momentos
son:

D) EX)=@u+y)t

i) V(Xp) =(0?+28%+ )t

iii) E(X3) = A (38%u+u3)t

iv) E(X}) =2138*+ 68%u%2+u")t

v) EX?)=2A(156%u+ 1082u3 +ud) ¢

Utilizando el paquete “gmm”28 de R y aplicando este método a la diferencia de los
logaritmos de los precios del Indice S&P 500 descontada la tasa libre de riesgo, se
obtuvieron las siguientes estimaciones:

A U 1) y o
0.04757536  -0.00714719  0.02267298 0.00056517 0.01523073

b) Método de Maxima Verosimilitud: es el método mas comun para estimar los
parametros de un modelo de distribucién de los retornos en finanzas. De
acuerdo al mismo, se eligen los parametros 6 que maximizan la funcién de
verosimilitud del modelo o el logaritmo de ella para los datos observados:

max | [F(Xs0) 6 maxs ) In (£ (X 6))
t=1 t=1

Ocurre que, en general, los funcionales f(-;6) de un conjunto importante de
procesos de Levy no son conocidos en forma cerrada y por ello, tanto estos como
las funciones a maximizar deber ser calculadas numéricamente, lo que agrega una
complejidad computacional importante al método. Adicionalmente, la funcion de
verosimilitud o su logaritmo no siempre es -la mayor parte de las veces no lo es-
una funcién céncava en los parametros. Ello implica la posible existencia de
multiples maximos locales por lo que, conjuntamente con la cantidad de
dimensiones del espacio paramétrico, generan una complejidad que esta lejos de
ser trivial y pueden hacer que los algoritmos -usualmente basados en métodos de
gradiente descendente- no converjan al maximo absoluto.

Mas importante ain que la observacién anterior resulta el hecho de que no es
valida la utilizacién del Método de Maxima Verosimilitud estindar para el Modelo de
Merton e incluso para modelos mas simples como los llamados Modelos Bernoulli
de Saltos-Difusion?®. El argumento es facil de comprender siguiendo a Kiefer y
reparametrizando la formula (1):

p(x;) =w f(x; my,sf) + (1 —w) f(x; my,s3)

28 Pierre Chausse (2010). Computing Generalized Method of Moments and Generalized Empirical Likelihood
with R. Journal of Statistical Software, 34(11), 1-35. URL http://www.jstatsoft.org/v34/i11/.
29 Ref [18].
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Eligiendo m,=x; para algin i, si §; tiende a cero entonces p(x;) tiende a . En las
otras observaciones eligiendo fijos m, y §,, el segundo miembro de la igualdad
queda acotado inferiormente por un niumero distinto de cero con lo que se asegura
que la verosimilitud diverja.

Sin embargo, este inconveniente puede ser facilmente levantado con la restricciéon
de las desviaciones a un compacto3?. Similar consecuencia también es posible
lograr estableciendo un valor fijo para la razén de volatilidades. Una vez ejecutado
alguno de los procedimientos citados, se aplica Maxima Verosimilitud en la forma
habitual.

En lo que a este ultimo método refiere, cabe destacar que existe una gran cantidad
de algoritmos que tienen como objetivo la maximizacion de funciones en general y
del logaritmo de la verosimilitud en particular con ventajas y desventajas que le
son propias. Algunos de ellos son:

¢ NR, por Newton-Raphson. Se basa en la aproximacién de una funcién por un
polinomio de grado 2 de acuerdo a la expansiéon dada por el Teorema de
Taylor.

e BFGS, por Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno. Es un método derivado de los
de Newton pero que no utiliza la matriz Hessiana de las derivadas segundas
de la funcién.

e NM, por Nelder-Mead. Es un algoritmo numérico que permite encontrar una
solucién éptima de un problema de maximizacién o minimizaciéon buscando
en los vértices de un poligono31.

e BHHH, por Berndt-Hall-Hall-Hausman. Es un algoritmo de optimizacion del
tipo de los de tipo Gauss-Newton. Esta basado en la relacion estadistica de
que la matriz de covarianza del estimador es igual a la matriz de covarianza
del gradiente de la funcién de verosimilitud.

e SANN, por simulated annealing o recorrido simulado. A diferencia de los
algoritmos tradicionales que parten de un punto inicial el cual se va
optimizando iterativamente hasta que no es posible mejora alguna, este
método permite movimientos hacia soluciones peores controlando los
escapes mediante una funcién de probabilidad que hard disminuir la
probabilidad de esos movimientos hacia soluciones peores conforme
avanza la busqueda, quedando previsiblemente mas cerca del 6ptimo
global.

Se aplicaron los dos procedimientos citados arriba para lograr acotar la log-
verosimilitud. El primero fue ejecutado utilizando la funcién logistica3? y el
segundo siguiendo el sugerido por P. Honoré. Posteriormente, utilizando el
paquete “maxLik”33 se aplicaron los algoritmos referidos a los datos con valor
inicial —-como primera opcién- igual a la estimacién de los pardmetros por el

30 A un intervalo cerrado que incluya valores razonables para dichos parametros.

31 0 simplex, un poligono de N+1 vértices contenido en un espacio de dimensién N.

32 Para lograr que un pardmetro 6 “viva” en un intervalo [0;,0p], el mismo se puede reparametrizar en
funcién de otro parametro, digamos ¢, de la forma siguiente: 6 = 6; + (6p — 6;) I (£), siendo [ la funcién
logistica.

33 Ott Toomet <otoomet@ut.ee>, Arne Henningsen <arne.henningsen@googlemail.com>, with contributions
from Spencer Graves and Yves Croissant (2010). maxLik: Maximum Likelihood Estimation. R package version
1.0-0. http://CRAN.R-project.org/package=maxLik.
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método generalizado de los momentos. A continuacién, empleando el mismo
paquete, se tomaron distintos valores iniciales iguales al punto medio del intervalo
especificado para el respectivo parametro. Algunos resultados arrojaron
problemas de convergencia del algoritmo, otras salidas valores fuera del espacio
paramétrico tedrico o con valores estadisticamente no significativos. No siendo
este problema especifico el objeto del presente trabajo, de entre los resultados
aceptados como validos se selecciona el siguiente de acuerdo al criterio del autor:

A U o) y o
0.03842416 -0.002181616 0.01578651 0.0005563094 0.006697282

c) Algoritmo E-M (Expectation-Maximitation): es un método para la estimaciéon
de parametros que utiliza Maxima Verosimilitud y donde el modelo
empleado depende de variables no observadas. E-M es un algoritmo
iterativo que alterna el computo de la esperanza del logaritmo de la
Verosimilitud dada la distribucién actual de la variable (paso E) con una
etapa de maximizacién que computa los parametros que maximizan la
esperanza del logaritmo de la verosimilitud (paso M). Estos pardmetros
seran utilizados para determinar la distribucién de la variable en el préoximo
E-escalon.

Aplicando este algoritmo a los datos utilizando el paquete “mixtools”34 de R,
resulta en salidas que serian incompatibles con el modelo tedrico donde se
espera que los saltos en el mismo sean eventos ocasionalmente raros.

summary of normalmixEM object:

comp 1 comp 2
lambda 0.41216020 0.587839800
mu 0.00110467 -0.000560452
sigma  0.00363827 0.009317855
loglik at estimate: 3519.488>

De acuerdo a los resultados anteriores en adelante se aplicara en la ilustracion del
método para la calibracién, la estimaciéon por maxima verosimilitud calculada en

b).

4.2.2 CALIBRACION DEL MODELO DE SALTOS-DIFUSION DE MERTON PARA
S&P 500

La calibracién se aplica utilizando opciones call sobre el fndice S&P 500 con
vencimiento 19/01/2008. Los datos corresponden a precios de compra promedio
ponderados de fecha 02/01/2008 y por ello se valuaran con plazo igual a 12 dias
habiles. El hecho de tomar un exiguo plazo de vencimiento para las opciones
genera una mayor liquidez de estos derivados financieros y con ello un mejor
ajuste a los precios de mercado.

En las figuras que siguen se grafican los precios de las opciones en comparacién
con los Precios teoricos valuados por la formula de Black-Scholes. Como se observa

34 Tatiana Benaglia, Didier Chauveau, David R. Hunter, Derek Young (2009). mixtools: An R Package for
Analyzing Finite Mixture Models. Journal of Statistical Software, 32(6), 1-29. URL http://www.jstatsoft.org/
v32/i06/.
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existe una importante diferencia entre los mismos ratificando una vez mas, para el
caso en particular, la necesidad de su valoracién mediante modelos alternativos.

Precio de call sobre S&P 500 Venc. 19/01/08

B precios reales
B precios Black-Scholes

precio
0.08 0.10
! !

0.06
1

0.04
1

max = 55 % del precio

0.02
1

0.00
|

T T T T T T T
0.90 0.95 1.00 1.05 110 115 1.20

valor de ejercicio

En lo que sigue se realizard la calibracién de tres modelos a efectos de su
comparacion. En todos los casos se utilizara el método de minimos cuadrados
ponderados de acuerdo a la conocida férmula:

N
’ 2
arg{ming Z}ti(cir'réodelo _ Cl_mercado)
i=1

donde:

es el precio tedrico (dado por el modelo utilizado) de la opcién call

para un valor de ejercicio K;, un plazo determinado y fijo T3> y cuyos

parametros estan dados por el vector 6.

cmercado
l

modelo
Ci,@

es el precio de mercado de la opcion call para un valor de ejercicio
K; y un plazo determinado y fijo T.

e 0 eselvector de pardmetros del modelo3®.
e ], son los ponderadores del método de minimos cuadrados37.
e N eslacantidad de datos38.

Se emplearan tres modelos para la valuacion de los precios teoéricos:

1) B-S: corresponde a la férmula de Black-Scholes con parametro libre o. La
estimacion de este valor se corresponderia con la volatilidad promedio
ponderada que mejor ajusta a los precios de mercado. Este modelo se

35 La calibracion se efectia en forma independiente para cada plazo.

36 Como veremos a continuacion este espacio tendra dimensién 1 o 2 de acuerdo al modelo tedrico utilizado.

37 En nuestro ejemplo se utiliza como ponderadores una doble exponencial simétrica centrada en un valor de
ejercicio igual a 1y con factor de decaimiento de 0,98.

38 En esta implementacion N=22001, lo cual se logra utilizando splines cubicos en la interpolacién de los
precios de mercado. Esto es necesario para la implementacién mediante la transformada rapida de Fourier.
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genera a efectos de su comparacién con las propuestas de generalizacion
del modelo de Esscher.

2) Esscher 1: corresponde a una primera generalizacidon de Esscher aplicando
el Teorema de las probabilidades equivalentes con ¢@(x) = 6x y n sin
restricciones.

3) Esscher 2: corresponde a la segunda generalizaciéon de Esscher con
@(x) = 0;x Iixeoy + 02X Iixs0y ¥y 71 sin restricciones.

Empleando, entonces, minimos cuadrados ordinarios y la transformada rapida de
Fourier para el calculo de precios de opciones, se realizé la calibracién utilizando
las funciones “nls” (nonlinear least squares) y “fft” (fast fourier transform) del
paquete “stats”3? de R. Los resultados fueron los siguientes:

Call Vencimiento 19/01/08

Parametros Calculo
Modelo B-S o 0.01380018
Modelo Esscher 1 0 -98.566960
O1 -98.61927
Modelo Esscher 2
02 -444.06618

De las salidas anteriores se pueden extraer las conclusiones que siguen:

1.

La estimacion de Ia volatilidad promedio implicita en los precios de las opciones
es sensiblemente superior a la historica, situacion consistente con la conocida
caracteristica de “aversion al riesgo”. En efecto, mientras que esta tultima se
sitda en el entorno de 0,76% diario (12,16% anual)#?, la implicita es del orden
de 1,13% (18,08% anual).

Para el modelo de saltos-difusion de Merton la aplicacién tradicional de la
transformada de Esscher conjuntamente con la condiciéon de martingala da
como resultado 6 = —10.60. Sin embargo, en las dos generalizaciones
propuestas del modelo de Esscher las estimaciones del o de los pardmetros
resultan sustancialmente inferiores a las anteriores ratificando nuevamente la
propiedad de “aversion al riesgo” citada en la observacion anterior.

En la siguiente grafica queda evidenciado este hecho*! asi como una clara
discrepancia entre los precios de mercado y los tedricos que arroja el modelo
Esscher clasico:

39 R Development Core Team (2010). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation
for Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/.

40 Aplicando el modelo de difusién puro a los rendimientos logaritmicos del S&P 500 descontados por la
probabilidad libre de riesgo se obtiene como resultado una volatilidad diaria igual a 0,007561819 siendo el
drift estadisticamente no significativo.

41 Dado que precios tedricos inferiores del modelo Esscher clasico con respecto al modelo Esscher 1 implica
menor riesgo implicito.
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Precio de call sobre S&P 500 Venc. 19/01/08
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Grafica comparativa de precios de mercado de opciones call y precios tedricos utilizando los modelos Esscher
clasico (6=-10.60) y Esscher 1 (6=-98.56696)

Efectivamente, mientras que el componente de saltos de la probabilidad histérica
en el modelo de Merton se distribuye N (u = —0.002181616; §2 = 0.0157865132)
con intensidad A = 0.03842416 saltos por dia, dicha componente, bajo la
probabilidad libre de riesgo y aplicando Esscher clasico resulta N (u+ 662 =

1
—0.0048241, 62) con intensidad 1 etz peat _ 0.03987814 saltos. Sin embargo, en
la calibracién de precios de opciones con vencimiento 19/01/08, el componente de
saltos se distribuye N(u+ 608% = —0.026745872; §2) con intensidad

1
2eM*29°% = 0.159865641, Jo que implica que, la media de los saltos en esta

probabilidad libre de riesgo es 12 veces la historica mientras que su intensidad
resulta 4 veces superior.

Distribucion de los saltos

i W prodaida e R
= probzbikiad e de desgo

15 20 25

denszidad

10

0z -0 Uk 04 0z

Tlustracion de la distribucion de los saltos en la probabilidad histérica y en la libre de riesgo

En cuanto a las propuestas de generalizacién de la trasformada de Esscher, los
resultados evidencian /a escasa diferencia entre los mismos para el ejemplo elegido,
por lo que, de acuerdo a la regla de parsimonia se deberia optar por el modelo mds
simple. Esta exigua discrepancia queda particularmente evidenciada en la
comparacion entre las distribuciones de los saltos de los dos modelos:
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Distribucion de los saltos
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Ilustracién de la distribucién de los saltos en los modelos propuestos

Mds en general, se podria concluir que el modelo Esscher 2 es apropiado cuando las
distribuciones de los saltos estdin mds o menos centradas en cero: caso contrario,
como sucede en esta ilustracidn, una cola*? puede resultar escasamente relevante y
por ello, el modelo Esscher 1 ser el mas adecuado.

Un argumento adicional a favor del modelo con un solo pardmetro es el hecho de
ser extremadamente econdémico computacionalmente hablando. En efecto,
mientras que en la estimacién del parametro del modelo Esscher 1 se emplean tan
s6lo unos segundos, la estimacién de los pardmetros del modelo Esscher 2 se
miden en horas dado que, para el modelo de Merton, involucran calculos
numéricos de integrales para las cuales no existen férmulas cerradas43.

3. Sin embargo, cuando se observan las volatilidades implicitas, atiin se aprecia
una importante discrepancia entre los modelos teoricos y el mercado:

Volatilidades implicitas: mercado vs. teérica

+ B mercado
B Modelo B-S
B Modelo Esscher 1

0.08
|
+

volatilidad implicita

0.02
|

k ok Kk ok ok Kk ok Kk Kk Kk kR

T T T T T T
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

valor de ejercicio

42 La cola positiva en nuestro caso, aunque podria ser la negativa en otras aplicaciones.
43 Véase ecuaciones 9) y 10) del Anexo de calculo.
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4.3 APLICACION AL MODELO VARIANCE GAMMA

(En este numeral se utiliz6 exclusivamente el software libre: R Development Core
Team (2010). R: A language and environment for statistical computing. R
Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL
http://www.R-project.org/.)

Contrariamente a lo que sucede en la mayoria de los modelos la densidad de un proceso
Variance Gamma es conocida en forma cerrada. Esta dado por la férmula:

(539 1/k-1/2 il i g
p:(x) = alc,o,p, k) el o> 1|x —c| K1/k-1/2 02
1/k -1/2
2 1
con:ale,0,1,1) = ST 222y
K

K, esla funciéon modificada de Bessel de tercer tipo de orden v

Las estadisticas de los cuatro primeros momentos son:

D EX)=@+o)t

i) V(X;) =(0?+xu®)t

iii) E([X; — E(X)1?) = Qu3k? + 302%ku) t

iv) E([X, — E(X)]*) = B+ 1202uKk? + 6u*ic®) t

La estimacion de los cuatro parametros utilizados se llevardan a cabo a
continuacion utilizando los Métodos de los Momentos y de Maxima Verosimilitud.

4.3.1. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO BAJO LA
PROBABILIDAD HISTORICA

a) Método Generalizado de los Momentos: la estimacion se realiza utilizando el
software R, paquete “gmm”44, aplicado a la diferencia de los logaritmos de
los precios del Indice S&P 500 descontada la tasa libre de riesgo, para los
datos correspondientes al afio 200745. Los resultados son los siguientes:

c U o K
-0.0015435 0.0014725 0.009786429 1.331000

b) Método de Maxima Verosimilitud: se utilizaron los algoritmos disponibles en
el software R, paquete “Variance Gamma”46:

44 Pierre Chausse (2010). Computing Generalized Method of Moments and Generalized Empirical Likelihood
with R. Journal of Statistical Software, 34(11), 1-35. URL http://www.jstatsoft.org/v34/i11/.

45 A diferencia que para el modelo de Merton donde se utilizaron los datos correspondientes a los afios 2004-
2007, para el caso Variance Gamma se ha preferido variar la cantidad de datos utilizados para la ilustracion
por considerarlo mas adecuado a esta distribucion. Simultineamente y aunque no se expone en el presente
trabajo, se realizaron los calculos para la anterior situaciéon: las conclusiones fueron similares a las que se
exponen en esta ilustracién.

46 David Scott <d.scott@auckland.acnz> and Christine Yang Dong <c.dong@auckland.ac.nz> (2010).
VarianceGamma: The Variance Gamma Distribution. R package version 0.3-0.http://CRAN.R-project.org/
package=VarianceGamma.
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e BFGS, ya descripto en ocasiéon de la estimacion de los parametros del
modelo de Merton.

e NM, ya descripto en ocasidn de la estimacion de los parametros del modelo
de Merton.

e NLM, siglas en inglés de minimizaciéon no lineal. Busca el minimo de una
funcién utilizando un algoritmo del tipo de los de Newton. Si la funcién
posee atributos como el gradiente o el hessiano ellos son usados en el
calculo; de otro modo, se utilizan derivadas numéricas.

Los valores iniciales -como primera opcion- fueron iguales a la estimacién de los
pardmetros por el método generalizado de los momentos. Posteriormente se
utilizaron otros valores iniciales generados por algoritmos disponibles en el
paquete citado. De las salidas enumeradas a continuacion se expone la que arrojo
un mayor valor para la verosimilitud:

c U o K
0.001054 -0.001161 0.011407 1.760642

4.3.2 CALIBRACION DEL MODELO VARIANCE GAMMA PARA S&P 500

La calibracién se aplica a las mismas opciones call sobre el Indice S&P 500 con
vencimiento 19/01/2008 a efectos de su comparaciéon con los otros modelos
explicitados.

Al igual que para el modelo de Merton se emplearan sus tres equivalentes para la
valuacién de los precios tedricos:

1) B-S: corresponde a la férmula de Black-Scholes con parametro libre o. La
estimacién de este valor se corresponderia con la volatilidad promedio
ponderada que mejor ajusta a los precios de mercado. Este modelo se
genera a efectos de su comparacién con las propuestas de generalizacion
del modelo de Esscher.

2) Esscher 1: debido a la carencia de la componente gaussiana no trivial, el
caso del modelo Variance Gamma resulta igual al modelo Esscher clasico en
el que no resta parametro libre para la calibracion: este simplemente se
calcula.

3) Esscher2: corresponde a la generalizacion de Esscher con ¢@(x) =
01% Ixcoy + 02X x>0y que, para el modelo Variance Gamma, conserva un

solo parametro libre para calibracion.

De los procedimientos se obtuvieron los siguientes resultados:

Call Vencimiento 19/01/08
Parametros

Cilculo

Modelo

Modelo B-S o 0.01380018
Modelo Esscher 1 0 0.3097551
01 -58.34262
Modelo Esscher 2
02 73.75379
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A partir de ello se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1.

El modelo de Esscher aplicado al Variance Gamma -Esscher 1- resulta en una
distribucién similar a la histérica. Mientras que los parametros de esta ultima
son: ¢ = 0.001054, u = - 0.001161, ¢ = 0.011407, k = 1.760642, €l de la
primeraes: ¢ = 0.001054, u =-0.001119998, ¢ = 0.01140345, k = 1.760642.

En cambio, al aplicar el modelo Esscher 2, la probabilidad libre de riesgo se

diferencia notoriamente de la histdrica en los parametros no invariantes: u = -
0.001790698, o = 0.03835932.

Distribucién de los saltos

B densidad histérica
B densidad libre de riesgo

120
I

100
|

densidad
60

40

20

Las estadisticas de ambas distribuciones son las siguientes:

Estadisticas de las distribuciones

Histérica Libre de Riesgo
Media -0.000107 -0.000737
Varianza 0.000132 0.001477
Asimetria -0.529575 -0.245787
Curtosis 5.469451 5.322226

Las mismas evidencian la caracteristica de ‘aversion al riesgo” en la
probabilidad calibrada, particularmente en relacion a Ia media y varianza de la
misma.

Si bien al observar las volatilidades implicitas, ain se aprecia discrepancia
entre el modelo tedrico y el mercado, la correspondiente al Modelo Esscher 2
reproduce la tipica “mueca” (“smirk”) que caracteriza el grafico de
volatilidades implicitas de mercado.

36



Volatilidades implicitas: mercado vs. tedrica

8 | ++ B mercado
o + B Modelo B-S
+ @ Modelo Esscher 2
+
©
= ©o ++
\L_) O - +
a O +
£ +
e -h:".
] < +
il O 4
5 o©O
©
o
>
N
o
o
Kk ko ok kK K K K St A, g
\ \ \ \ \ \
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11

valor de ejercicio

4, Resulta posible la calibracién del modelo Variance Gamma en forma mas
ajustada al mercado que las explicitadas en los dos numerales anteriores. En
efecto, para valores de los parametros: ¢ = - 0.005086, u = 0.000083, 0 =
0.011356, k = 1.760642 la distribucién consiguiente reproduce de mejor
modo el grafico de volatilidades implicitas como se observa en el grafico que
sigue. Sin embargo, esta probabilidad no resulta absolutamente continua
respecto de la historica debido a que los pardmetros de posicion*” no son
coincidentes y por ello no cumplen con el Teorema 1 (de las probabilidades
equivalentes). Este fendmeno fue observado por primera vez por P. Carr, H.
Geman, D. Madan y M. Yor en “The Fine Structure of Asset Retums: An
Empirical Investigation” 48

Volatilidades implicitas: mercado vs. tedrica

8 | ++ - mercado
o n @ variance gamma
+
+
©
= (o] ++
.9 O ] +
32 o E
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e N
© < L
T O
= o
o
o
>
AN
o
o
i,
I I I I I [
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

valor de ejercicio

47 chistérica — () 0001054 % - 0.000147 = ccalibrada
48 Ref [7].
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5 Conclusiones y perspectivas

La inexistencia de oportunidades de arbitraje es un supuesto habitual en la teoria
financiera siendo conocida la equivalencia de este principio con la existencia de
una medida de martingala equivalente a la probabilidad histérica.

La transformada clasica de Esscher es un procedimiento que postula una
probabilidad libre de riesgo de forma que resulta equivalente a la histérica y es
frecuentemente citada y utilizada para lograr el mencionado objetivo. Sin embargo,
el desajuste que se observa entre los precios tedricos que se generan a partir de
este método y los de mercado es notorio debido a la peticiéon de principio que lo
sustenta.

El ndcleo de este trabajo consistié en la propuesta y la experimentacién de dos
generalizaciones paramétricas de la transformada de Esscher para los modelos de
Merton y Variance Gamma. Los resultados fueron pobres en el caso de la primera
modelizaciéon y mas auspiciosos para el modelo Variance Gamma. En este ultimo
caso, si bien al observar las volatilidades implicitas ain se aprecia discrepancia
entre el modelo tedrico y el mercado, la correspondiente al Modelo Esscher 2
reproduce la tipica “mueca” (“smirk”) que caracteriza el grafico de volatilidades
implicitas de mercado y aproxima razonablemente los precios de mercado para
valores de ejercicio proximos al precio spot del subyacente.

En cuanto a las perspectivas de analisis existen dos vias principales a explorar:

e La primera refiere a la determinaciéon del conjunto de informacién que se
utilizara, por una parte, para la estimacion de la probabilidad histérica y por
otra, para la calibracion de la medida libre de riesgo. Si bien parece bastante
claro que la periodicidad de los datos sea diaria, no es tan evidente -al
menos en lo referente a las practicas habituales- la extensidon y ventana
temporales a aplicarse en la estimacién ni la relaciéon que las mismas
debieran tener con la fecha de los precios de las opciones a emplearse en la
calibracion#.

e Lasegunda via a explorar esta relacionada con la distribucion utilizada para
la modelizacion, particularmente de la probabilidad histérica. Desde el
punto de vista estadistico el objetivo final es el no rechazo de la hipoétesis
nula en la prueba de bondad de ajuste. Hasta el presente esto no ha sido
alcanzado siendo la frecuente la postulacién de la distribuciéon a ser
aplicada en este caso e incluso en la calibracién de la probabilidad libre de
riesgo. Si bien se han logrado ciertos avances, en este campo existe aun
mucho camino a recorrer.

49 Como fue mencionado, para la ilustracion del método propuesto se empled, en la estimaciéon de la
probabilidad histérica, una ventana temporal de cuatro afios (2004-2007) y el primer dia habil posterior a ésta
(02/01/2008) como la fecha de los precios de las opciones a utilizarse en la calibracion.
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ANEXO DE CALCULO
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. . 1
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Realizando el cambio de variable 2 i en la primera integral resulta:
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Aplicando nuevos cambios de variable a las dos integrales:
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