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Resumen

Dado un conjunto finito de matrices de PSLp2,Rq que generan libremente un grupo de

Schottky y una probabilidad soportada en estas matrices, probamos que la medida

estacionaria de la caminata al azar asociada tiene dimensión de Hausdorff

estrictamente más chica que el conjunto ĺımite del grupo en el borde del plano

hiperbólico. En particular, si fijamos un punto del plano hiperbólico, la medida de

Patterson Sullivan correspondiente es singular con respecto a la medida estacionaria

de la caminata. Esto prueba casos particulares de una conjetura aún abierta debida a

Vadim Kaimanovich y Vincent LePrince.

Abstract

Given a finite set of PSLp2,Rq matrices freely generating a Schottky group and a

probability measure supported on these matrices, we prove that the stationary

measure of the associated random walk has strictly-smaller Hausdorff dimension than

the limit set of the group on the boundary of the hyperbolic plane. In particular, if we

fix a point on the hyperbolic plane, the corresponding Patterson Sullivan measure is

singular with respect to the stationary measure of the random walk. This proves

particular cases of a still-open conjecture due to Vadim Kaimanovich and Vincent

LePrince.
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4.2. Pérdida de dimensión para caminatas a vecinos más cercanos . . . . . . 88
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Introducción

La conjetura de Kaimanovich-Le Prince: Este trabajo está motivado por una

conjetura aún abierta enunciada por V. Kaimanovich y V. Le Prince en [KLP11] so-

bre productos aleatorios de matrices invertibles. Fijada una ley de probabilidad µ en

SLpd,Rq, consideramos sucesiones i.i.d tXjuj Ă SLpd,Rq y es de interés conocer propie-

dades asintóticas sobre los productos sucesivos

X1 ¨ ¨ ¨Xn ¨ ¨ ¨ . (0.0.1)

El teorema de Oseledets 1 afirma que si µ tiene primer momento finito y su soporte

genera un subgrupo Zariski denso, casi toda sucesión tiene asociada una una bandera

completa en Rd, esto es: una sucesión encajada de subespacios vectoriales V1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă

Vd´1 con dimpVjq “ j. La distribución de probabilidad ν “ νpµq de estas banderas se

conoce como la medida armónica asociada a µ. Por otro lado el espacio de banderas

admite una estructura diferenciable como subvariedad del producto de las grasmanianas

Gp1,Rdqˆ¨ ¨ ¨ˆGpd´1,Rdq donde las matrices ortogonales actúan transitivamente y hay

una única medida invariante por dicha acción. Diremos que esta es la medida geométrica

natural. Basándose en ejemplos conocidos en ese momento ([GLJ93] para SLp2,Zq por

ejemplo) Kaimanovich y Le Prince [KLP11, pg. 3] conjeturan que si µ da peso solamente

a finitas matrices entonces las dos medidas son singulares. Además prueban que siempre

existe una tal µ y se referencia bibliograf́ıa que proporciona ejemplos donde la conjetura

falla si se admite µ con soporte infinito. La conjetura enunciada de esta manera fue

refutada independientemente por [BPS12] y [Bou12] en dimensión dos, y el último fue

extendido por Benoist y Quint [BQ18] a grupos de Lie semisimples en general. Tanto

[Bou12] como [BQ18] prueban la existencia de medidas µ con soporte finito y con

medida armónica cuya densidad tiene regularidad arbitraria con respecto a la medida

geométrica natural. Todos los contraejemplos a la conjetura conocidos hasta ahora

1ver por ejemplo [AB08, Theorem 1.5] para SLp2,Rq

7
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cumplen que el soporte de µ genera grupos densos por lo que en la actualidad se buscan

ejemplos discretos. La conjetura aún abierta es entonces: ¿existe una probabilidad µ

soportada en finitas matrices de SLpd,Rq que generen un grupo discreto y Zariski denso

y cuya medida armónica asociada sea continua con respecto a la medida geométrica

natural?.

Una propiedad clave que cumple la medida armónica es ser la única probabilidad

µ´estacionaria [Fur63, Fur11] por la acción lineal de las matrices en el espacio de

banderas: esto es, si el soporte de µ es discreto, ν es la única probabilidad en el espacio

de banderas que satisface la ecuación

µ ˚ ν :“
ÿ

gPsupppµq

µpgq g ˚ ν “ ν. (0.0.2)

Observar que µ ˚ ν es la distribución de gpxq si g P SLpd,Rq tiene distribución µ y x

tiene distribución ν.

Dimensión dos: Nos restringiremos al caso d “ 2, donde el espacio de banderas es

el espacio proyectivo PpR2q :“ pR2 ´ t0uq{ „ con x „ λx, @λ ‰ 0, x P R2 ´ t0u, y la

medida rotacionalmente invariante es (proporcional a) Lebesgue. Denotemos por H al

semiplano complejo tz P C : Impzq ą 0u y por BH :“ R Y t8u a su frontera como

subconjunto de la esfera de Riemann. Identificando a cada recta del plano complejo

con su pendiente tenemos un mapa PpR2q Ñ R Y t8u equivariante por las acciones,

lineal en PpR2q y por transformaciones de Möbius en RY t8u, de SLp2,Rq. Esto surge

de observar simplemente que

ax ` by

cx ` dy
“
ax
y

` b

cx
y

` d
.

Las transformaciones de Möbius asociadas a matrices de SLp2,Rq actúan por isometŕıas

para la métrica hiperbólica en H. Fijado un punto base o P H y una probabilidad µ

que da peso a un conjunto finito de matrices que generan un grupo Zariski denso de

SLp2,Rq, la imagen de o por (0.0.1) converge con probabilidad 1 a algún punto de BH.

La distribución del ĺımite (que resulta independiente del punto base) es estacionaria

en el sentido de (0.0.2) y por unicidad coincide con ν (la medida armónica de µ). Es

desde esta perspectiva que estudiamos la singularidad de la medida armónica o estacio-

naria con respecto a la medida geométrica natural. En esta ĺınea resultados recientes

[Kos21, KT20] prueban la singularidad de la medida estacionaria con respecto a Lebes-

gue, en el caso en que µ es simétrica (i.e µpgq “ µpg´1q) y soportada en traslaciones
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que identifican lados opuestos de un poĺıgono en H. La técnica usada se basa en un

resultado muy general [BHM11, Corollary 1.4, Theorem 1.5]. En un contexto similar

pero con técnicas diferentes [CLP21] muestran la singularidad de la medida armónica

para una familia infinita de grupos fuchsianos cocompactos si µ le da igual probabilidad

a los elementos de un generador particular. De una manera u otra las formas de probar

la singularidad pasan por probar algo más fuerte: la pérdida de dimensión. Decimos que

una probabilidad pierde dimensión si tiene dimensión de Hausdorff estrictamente menor

a su soporte. Equivalentemente, existe un conjunto con medida total de dimensión de

Hausdorff estrictamente menor a la del soporte de la medida (el soporte es el cerra-

do de medida total “más pequeño”). El caso de un grupo fuchsiano cocompacto sigue

abierto en general, salvo por los trabajos mencionados. En este trabajo nos concentra-

mos en ciertos grupos fuchsianos convexos cocompactos pero no cocompactos: grupos

de Schottky sin elementos parabólicos. La conjetura de Kaimanovich y Le Prince en

este caso resulta trivial ya que el conjunto ĺımite de estos grupos es un conjunto de

Cantor de dimensión menor a uno, por lo que no puede soportar una medida continua

con respecto a Lebesgue. Sin embargo śı tiene sentido comparar la medida estacionaria

con respecto a la medida (técnicamente una familia de medidas en la misma clase)

de Patterson-Sullivan [Pat76, Sul79]. El objetivo de todo este trabajo es probar esta

extensión de la conjetura a estos grupos de Schottky y para caminatas a vecinos más

cercanos, esto es, µ soportada en un generador libre del grupo. El resultado principal

se puede enunciar como sigue:

Teorema. Sea G un grupo de Schottky en H sin elementos parabólicos, libre en un

generador finito F y µ una probabilidad soportada en F . Esto es, µpaq ą 0, @a P F

y
ř

aPF µpaq “ 1. Entonces la medida µ´estacionaria ν está soportada en el conjunto

ĺımite del grupo, pero su dimensión de Hausdorff es estrictamente menor. En otras

palabras, el conjunto ĺımite de G es el cerrado de ν´medida total más pequeño, pero

contiene conjuntos de dimensión estrictamente más chica, que también también tienen

medida total.

Este trabajo contiene al menos dos grandes simplificaciones que representan obstácu-

los a la hora de generalizar algo de lo hecho acá. En primer lugar, los grupos en lo que

trabajamos son grupos libres. Esto permite una codificación simbólica biyectiva del

conjunto ĺımite con un subshift de tipo finito, con lo que la maquinaria del formalis-

mo termodinámico se aplica sin grandes dificultades. Esta es quizás la primera gran

dificultad a superar para atacar con esta estrategia el caso cocompacto o si admitimos
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elementos parabólicos. Trabajos como [BS79, Ser81, Ser86] dan una codificación simbóli-

ca en otros casos más complejos y queda aún por explorar hasta dónde los argumentos

de este trabajo pueden funcionar. La segunda gran simplificación (relacionada con la

anterior) es al considerar caminatas a vecinos más cercanos. La principal consecuencia

de esto es que la medida estacionaria resulta de Markov. Esta propiedad parece perderse

(aunque tampoco es obvio) si cambiamos el generador libre del grupo de Schottky en

cuestión por algún otro, por ejemplo si al generador libre le agregamos productos de

pares de elementos. En esta ĺınea hemos conseguido algún resultado parcial que extien-

de mı́nimamente lo hecho aqúı, pero el problema permanece mayoritariamente abierto

y no forma parte de esta tesis. Para caminatas con soporte finito en grupos fuchsianos

finitamente generados en general, es sabido ([Ser83]) que la medida estacionaria entra

en el contexto del formalismo termodinámico; pero el potencial asociado es en general

más dif́ıcil de tratar que en nuestro caso.

Organización del trabajo: En el Caṕıtulo 1, luego de las definiciones básicas pre-

sentamos un ejemplo clásico, donde calculamos la dimensión de Hausdorff del atractor

de (un semigrupo de) contracciones en el intervalo. En el proceso requerimos una co-

dificación simbólica del conjunto y medidas auxiliares cuyas dimensiones acotan por

debajo la dimensión del conjunto. Entre esas medidas auxiliares, hay una que realiza la

dimensión del conjunto. En cambio en nuestro ejemplo de interés, si bien el compacto

invariante por la dinámica es un conjunto de Cantor en R (con distorsiones controla-

das) no encontramos una medida “sencilla”que realice la dimensión. En definitiva, una

consecuencia de este trabajo es que la estrategia no se traduce directamente al sustituir

contracciones del intervalo con transformaciones de Möbius .

Todos los preliminares sobre geometŕıa hiperbólica plana, la acción de grupos dis-

cretos de isometŕıas y su conjunto ĺımite están en el Caṕıtulo 2. Sobre el final de ese

caṕıtulo presentamos nuestros grupos de interés desde un punto de vista geométrico y

enunciamos el resultado preciso que probaremos. En el Caṕıtulo 3 nos meteremos en

la codificación simbólica del grupo y de su conjunto ĺımite e introduciremos los resul-

tados principales del formalismo termodinámico que nos permitirán comparar las dos

medidas de interés. Es alĺı donde explotamos al máximo nuestra primer simplificación,

la codificación simbólica biyectiva. En el Caṕıtulo 4 se presentan las particularidades

probabiĺısticas de nuestro problema. Se presentan los resultados principales necesarios

sobre caminatas al azar en árboles, tomados del trabajo de Ledrappier [Led01] y en-

tre ellos la propiedad de Markov de la medida estacionaria de la caminata. Es esta
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propiedad la que nos permite comparar, al final del caṕıtulo, nuestras dos medidas de

interés.
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Caṕıtulo 1

Dimensión y medida de Hausdorff

Este trabajo gira en torno a una noción1 de dimensión de un conjunto. Esta noción

proviene de la geometŕıa pura del espacio: hay una distancia en el ambiente y medimos

la distorsión en las distancias entre puntos cercanos si reescalamos de alguna manera

el conjunto.

Un trabajo de B. Mandelbrot [Man67] sostiene basado en ciertas interpolaciones

emṕıricas, que tiene sentido asumir que la costa oeste británica tiene dimensión D “

1,25.2 Ese trabajo se basa en mediciones previas hechas por L. Richardson, 3 que estimó

la relación

LpGq “ FG1´D,

siendo LpGq la longitud entre dos puntos fijos interpolada tomando puntos consecutivos

a distancia G sobre la ĺınea de la costa, F una constante positiva y D la dimensión para

Mandelbrot, otra constante, mayor o igual a uno. Fronteras mas suaves tienen dimensión

cercana a uno y crece cuanto más “irregular” es la curva. En particular, salvo que la

dimensión sea exactamente 1, la longitud total se hace arbitrariamente grande si la

escala G se achica lo suficiente. Aśı, pareceŕıa ser que la noción de longitud pierde

sentido en las costas geográficas. Sin embargo, la tasa con la que la longitud crece como

función de G potencialmente nos permite distinguir curvas e incluso proporciona un

orden de complejidad entre ellas. Esta idea es bien capturada por la “dimensión de

Hausdorff”de un conjunto, junto con otras propiedades básicas esperadas. El desaf́ıo es

1la que nos interesa está lejos de ser la única posible, ver por ejemplo https://terrytao.

wordpress.com/2009/05/19/245c-notes-5-hausdorff-dimension-optional/
2Se plantean también D “ 1,15 para la frontera terrestre alemana, D “ 1,13 para Australia, entre

otros
3https://en.wikipedia.org/wiki/Lewis_Fry_Richardson
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cómo calcular o al menos acotar la dimensión de Hausdorff de un conjunto dado. La

idea presentada más arriba de aproximar un conjunto por otros conjuntos que poseen

cantidades conocidas permite en general conseguir cotas superiores para la dimensión.

Conseguir cotas inferiores sin embargo, en general requiere herramientas más finas.

1.1. Dimensión de Hausdorff

Lo que sigue es una construcción general atribuida a Carathéodory, de la cual la

medida de Hausdorff es una instancia particular. Referimos a [MT10]. Comencemos

fijando un espacio métrico pM,dq, que supondremos de ahora en más completo y sepa-

rable. La única σ´álgebra a considerar en M es la de Borel para la topoloǵıa inducida

por d.

Para una familia de subconjuntos de M , F Ă 2M y una función calibre ϕ : F Ñ

r0,`8s consideramos para cada A Ă M, δ ě 0

ϕδpAq “ ı́nf

#

ÿ

nPN

ϕpAnq : A Ă
ď

n

An

+

, (1.1.1)

el ı́nfimo tomado sobre todos los cubrimientos numerables tAnu Ă F con diampAnq ď δ.

La propiedad clave es que al achicar δ la familia de cubrimientos posibles se restringe y

por lo tanto ϕδpAq es no decreciente. Adoptamos la convención que si para ciertos A y

δ el ı́nfimo se toma sobre un conjunto vaćıo entonces ϕδpAq “ `8. Además suponemos

H P F y ϕpHq “ 0, @δ.

Para cada δ ě 0, ϕδ como función del conjunto A es una medida exterior (ver [SS05,

Chapter 6] definiciones). Sin embargo esta familia de medidas no necesariamente es de

Borel (i.e. los borelianos son conjuntos medibles). Usando la monotońıa en δ se define

entonces la medida de Carathéodory respecto a F y ϕ como

φpAq “ ĺım
δÑ0

ϕδpAq “ sup
δą0

ϕδpAq.

El siguiente criterio debido a Carathéodory muestra que φ es una medida de Borel

en M .

Teorema. Sea µ˚ medida exterior en un espacio métrico pM,dq. Entonces µ˚ es de

Borel si y solo si

µ˚pE Y F q “ µ˚pEq ` µ˚pF q, @E,F Ă M : dpE,F q ą 0;
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es decir, si y solo si µ˚ es una medida exterior métrica. En este caso, la restricción de

µ˚ a la sigma álgebra de Borel es una medida.

Este criterio es fácil de verificar en la construcción anterior: si δ ă 1
2
dpE,F q, un

cubrimiento de E Y F de diámetro menor a δ es unión disjunta de uno de E y uno

de F , de donde ϕδpE Y F q “ ϕδpEq ` ϕδpF q. Tomando ĺımite vemos que φ verifica el

criterio.

Definición 1.1. Lamedida s-dimensional de Hausdorff Hs es la medida de Carathéodory

asociada a

F “ tBpx, rq; x P M, r ą 0u,

y calibre

ϕ : A ÞÑ diampAq
s.

Apunte 1.2. Aśı definida a veces se denomina medida esférica de Hausdorff, y se reserva

el término medida de Hausdorff cuando F “ 2M . Sin embargo, estas medidas resultan

equivalentes a menos de constantes multiplicativas uniformes ([MT10, Remark 1.4.6]),

lo que bastará para nuestro interés.

Ejemplo 1.3. Si M “ Rd con la distancia eucĺıdea usual, la medida de Lebesgue, que

denotamos m, es la medida de Carathéodory asociada a F “ tR “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id :

Ij intervalo en Ru y ϕpRq “
ś

j diampIjq. Más en general para un natural k ď d la

medida k´dimensional de Hausdorff en Rd corresponde a la medida de volumen en

subvariedades suaves de dimensión k.

Ejemplo 1.4. La medida H0 es la medida de conteo. En particular, cualquier conjunto

infinito tiene medida 0´dimensional infinita.

Lema 1.5 (Propiedades básicas). Las siguientes son propiedades de la medida de Haus-

dorff de dimensión s verificables a partir de su definición:

(i) HspfpAqq “ HspAq para cualquier isometŕıa4 f :M Ñ M .

(ii) Reescalado en M “ Rd: Hspr ¨ Aq “ rsHspAq, @r ą 0.

(iii) Para 0 ď s ă t tenemos:

si HspAq ă `8 entonces HtpAq “ 0

4es decir dpx, yq “ dpfpxq, fpyqq @x, y P M
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si 0 ă HtpAq entonces HspAq “ `8.

Demostración: El primer item se basa en el hecho que las isometŕıas llevan cubri-

mientos por bolas en cubrimientos por bolas del mismo diámetro.

Para el segundo item, observar que

A Ă
ď

n

An ðñ r ¨ A Ă
ď

n

r ¨ An.

Aplicando la homotecia de Rd x ÞÑ r ¨ x a un cubrimiento de A de diámetro menor

a δ obtenemos uno de r ¨ A de diámetro menor a r ¨ δ. La homotecia distorsiona los

diámetros por un factor r. Por lo tanto, para el calibre ϕpEq “ diampEqs, tomando

ı́nfimo sobre los cubrimientos de A se concluye

ϕrδpr ¨ Aq ď rsϕδpAq.

La homotecia x ÞÑ 1
r
x lleva cubrimientos de r ¨ A de diámetro δ en cubrimientos de A

de diámetro δ
r
y tomando ı́nfimo sobre los cubrimientos de r ¨ A obtenemos

ϕ δ
r
pAq ď

1

rs
ϕδpr ¨ Aq.

Como

ĺım
δ
ϕ δ

r
pAq “ ĺım

δ
ϕδpAq “ Hs

pAq

y

ĺım
δ
ϕδpr ¨ Aq “ ĺım

δ
ϕrδpr ¨ Aq “ Hs

pr ¨ Aq

obtenemos la igualdad del segundo item.

Para el tercero observamos que dado un cubrimiento tAnu de A de diámetro menor

a δ se tiene
ÿ

n

diampAnq
t

ď δt´s
ÿ

n

diampAnq
s.

Tomando ı́nfimo sobre los cubrimientos resulta que los valores de (1.1.1) asociados a

los calibres ϕp¨q :“ diamp¨qs y ϕ̂p¨q :“ diamp¨qt verifican

ϕ̂δpAq ď δt´sϕδpAq.

Por lo tanto si ĺımδÑ0 ϕδpAq “ HspAq ă `8 entonces HtpAq “ 0 y si ĺımδÑ0 ϕ̂δpAq “

HtpAq ą 0 entonces HspAq “ `8.
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l

El tercer punto de la proposición anterior nos dice que hay a lo sumo un valor de

s que le da medida de Hausdorff positiva y finita a un conjunto. Este valor es lo que

definiremos como dimensión de Hausdorff.

Definición 1.6 (Dimensión de Hausdorff). Dado A Ă M , la dimensión de Hausdorff

de A es

dimHpAq “ ı́nf
s

tHs
pAq “ 0u “ sup

s
tHs

pAq “ `8u.

Se puede ver que la dimensión de Hausdorff es monótona con respecto a la inclusión

A Ă B ñ dimHpAq ď dimHpBq,

y numerablemente estable

dimH

˜

`8
ď

n

An

¸

“ sup
n

dimHpAnq.

Definición 1.7. Una función f : pM1, d1q Ñ pM2, d2q entre espacios métricos se dice:

c, α´Hölder si d2pfpxq, fpyqq ď cd1px, yqα para todos x, y P M1.

c´Lipschitz si f es c, 1´Hölder .

c´biLipschitz si f invertible y tanto f como su inversa son c´Lipschitz.

Proposición 1.8. Sea f : pM1, d1q Ñ pM2, d2q una función c, α´Hölder . Entonces:

dimH pfpAqq ď
1

α
dimHpAq.

En particular la dimensión de Hausdorff de un conjunto es un invariante bi-Lipschitz.

Demostración:

Tomemos s ą dimHpEq cualquiera. Observando que A Ă
Ť

nAn implica fpAq Ă
Ť

n fpAnq y que diampfpAnqq ď diampAiq
α obtenemos

H
s
α pfpEqq ď Hs

pEq “ 0.

Por lo tanto
s

α
ě dimHpfpEqq.
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En general no es fácil calcular la dimensión de un conjunto a partir de la definición.

Como se mencionó en la introducción del caṕıtulo, cotas superiores son en general más

fáciles: para probar que la dimensión de un conjunto dado es menor que un cierto

número s, alcanza encontrar para cada δ ą 0 algún cubrimiento tal que la suma de los

diámetros a la s quedan controlados. Veremos varios ejemplos de esto en las secciones

siguientes. Por otro lado, las cotas inferiores son más delicadas ya que debemos controlar

todos los cubrimientos de diámetro menor a δ. En esta dirección un resultado clásico es

el siguiente:

Teorema 1.9 (Principio de distribución de masa y lema de Frostman).

(i) Si existe una medida de Borel ν tal que νpAq ą 0 y para todo x P A Ă M y todo

r suficientemente chico se cumple

νpBpx, rqq ď rs,

entonces

Hs
pAq ą 0.

En particular, dimHpAq ě s.

(ii) Si HspAq ą 0 y A es compacto entonces existe una medida de Borel ν positiva en

A tal que

νpBpx, rqq ď rs, si Bpx, rq Ă M.

El primer punto del teorema (llamado “Principio de distribución de masa”) dice que

podemos acotar inferiormente la dimensión de un conjunto si encontramos una cierta

medida auxiliar. La prueba es sencilla y la vemos a continuación. El segundo, conocido

como “lema de Frostman”dice que siempre existe una tal medida. Una prueba en el

caso M “ Rd puede hallarse en [Mat95, Theorem 8.8].

Demostración:(Teorema 1.9 (i)) La clave es que cualquier conjunto E está contenido

en una bola de radio 2diampEq. Supongamos A Ă
Ť

nAn, entonces

ÿ

n

diampAnq
s

ě
1

2s

ÿ

n

νpAnq ě
1

2s
νpΛq ą 0.

Como el cubrimiento es arbitrario, concluimos que

dimHpAq ě s.

l
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1.2. Dimensión de Hausdorff de una medida de Bo-

rel

Para aplicar el principio de distribución de masa, se nos exige controlar los valores

que toma alguna medida auxiliar en en las bolas centradas en los puntos del conjunto

en cuestión. En esta sección refinamos el análisis para conseguir resultados un poco más

prácticos.

Definición 1.10. Sea ν una medida finita de Borel en un espacio métrico pM,dq. El

soporte de ν es

supppνq “ tx P M : @r ą 0, νpBpx, rqq ą 0u .

Como Mzsupppνq es una unión numerable5 de abiertos de medida cero, el soporte

de una medida es un conjunto cerrado de medida total.

Definición 1.11 (Dimensión de Hausdorff de una medida). Una medida de Borel ν se

dice de dimensión exacta si existe δ ě 0 y un conjunto de ν´medida total B tal que

ĺım
rÑ0

log νpBpx, rqq

log r
“ δ, @x P B.

En este caso, decimos que δ es la dimensión de Hausdorff de ν, que denotaremos por

dimHpνq.

Proposición 1.12. Sea ν una media de Borel finita de dimensión exacta. Entonces

dimHpνq ď dimHpsupppνqq.

Demostración: Sea δ “ dimHpνq y tomemos ϵ ą 0. Vamos a encontrar un subconjunto

B Ă supppνq con medida de Hausdorff pδ´ϵq´dimensional mayor a cero. Por el principio

de distribución de masa vamos a concluir que

δ ´ ϵ ď dimHpBq ď dimHpsupppνqq.

Consideremos

Bn “

"

x P supppνq :
log νpBpx, rqq

log r
ě δ ´ ϵ, @r ă 1{n

*

.

5(un espacio métrico separable tiene una base numerable)
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Como la unión de los conjuntos Bn tiene medida total, a partir de cierto n, νpBnq ą

0. Sea B cualquiera de ellos. Tenemos que para todo r ă 1{n y x P B:

log νpBpx, rqq

log r
ě δ ´ ϵ ðñ log νpBpx, rqq ď pδ ´ ϵq log r ðñ νpBpx, rqq ď rδ´ϵ.

Aplicando el principio de distribución de masa se concluye la prueba ya que ϵ es arbi-

trario.

l

No siempre es posible estimar el crecimiento de la medida de las bolas para todo

radio r ą 0, si no que conocemos la medida en alguna sucesión de radios. El siguiente

es un lema técnico al que recurriremos repetidamente.

Lema 1.13. Sea ν una probabilidad de Borel. Sea x P supppνq y una sucesión rnpxq Ñ 0

si n Ñ `8 tal que:

ĺım
n

log rn`1pxq

log rnpxq
“ 1.

Entonces,

ĺım
n

log νpBpx, rnpxqqq

log rnpxq
“ ĺım

rÑ0

log νpBpx, rqq

log r
.

En particular si para ν´ casi todo x P supppνq existe una sucesión rn Ñ 0 si n Ñ `8

que cumple:

ĺımn
log νpBpx,rn`1qq

log r
“ δ, y

ĺımn
log rn`1

log rn
“ 1.

Entonces ν es de dimensión exacta y

dimHpνq “ δ.

Demostración. Fijemos x y trnun como en la hipótesis. Suponemos además r1 ă 1. Para

cada r ą 0 y suficientemente chico (r ă r1 alcanza) tomamos n tal que rn`1 ă r ď rn.

Entonces

log νpBpx, rn`1qq ă log νpBpx, rqq ď log νpBpx, rnqq, y

log νpBpx, rn`1qq

log r
ą

log νpBpx, rqq

log r
ě

log νpBpx, rnqq

log r
.

Para evitar complicaciones con los signos, observar que

log νpBpx, rn`1qq

log r
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log νpBpx, rn`1qq

log r

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log νpBpx, rn`1qq

log rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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pues | log r|´1 ď | log rn|´1. De la misma manera obtenemos

log νpBpx, rn`1qq

log r
ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log νpBpx, rnqq

log rn`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Como ĺımn

ˇ

ˇ

ˇ

log rn
log rn`1

ˇ

ˇ

ˇ
“ ĺımn

ˇ

ˇ

ˇ

log rn`1

log rn

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1, obtenemos que

ĺım
rÑ0

log νpBpx, rqq

log r
“ ĺım

nÑ`8

log νpBpx, rnpxqqq

log rnpxq
.

Si el ĺımite anterior vale δ para todo x en un conjunto de medida total, por definición

ν es de dimensión exacta igual a δ.

1.3. Teorema de Moran-Hutchinson

Lo que sigue es una exposición simplificada de resultados de [Hut81]. En este trabajo

se prueba, entre otras cosas la existencia y unicidad de un compacto no vaćıo invariante

bajo la acción de un semigrupo de mapas contractivos en un espacio métrico completo.

Probamos este hecho para similaridades en Rd.

Bajo cierta hipótesis adicional de “separación”se puede calcular la dimensión de

Hausdorff del compacto invariante en términos de los factores de contracción. Esto

hab́ıa sido hecho previamente por Moran en [Mor46]. Realizaremos esto en detalle para

dos contracciones en el intervalo con imágenes disjuntas6, en cuyo caso el compacto

invariante es un conjunto de Cantor en r0, 1s.

1.3.1. Conjuntos autosimilares

Consideremos n similaridades f1, ¨ ¨ ¨ , fn : Rd Ñ Rd, es decir cada fi cumple

dpfipxq, fipyqq “ ri ¨ dpx, yq, @x, y P Rd,

para algún factor de contracción ri P p0, 1q. Cada fi es una contracción en Rd y por

lo tanto tiene un único punto fijo xi, es decir fipxiq “ xi. Se puede probar [Hut81,

Proposition (1), section 2.2] que las similaridades en Rd son composiciones del tipo

h˝ τ ˝R donde h es una homotecia, τ una traslación y R una transformación ortogonal.

Proposición 1.14. Existe un único compacto no vaćıo Λ Ă Rd tal que

Λ “ f1pΛq Y ¨ ¨ ¨ Y fnpΛq.
6es la manera más fácil de satisfacer la hipótesis de separación
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Para probar la proposición usaremos la siguiente noción de distancia entre subcon-

juntos compactos de Rd. Dado un conjunto A Ă Rd sea Aϵ “ tx P Rd : dpx,Aq ă ϵu.

Dados dos subconjuntos compactos de Rd, E y F su distancia de Hausdorff se define

por

dpE,F q “ ı́nftϵ ą 0 : E Ă F ϵ y F Ă Eϵ
u.

Para cualquier terna de compactos E,F,G Ă Rd se verifican las siguientes propiedades

dpE,F q “ 0 ðñ E “ F ,

dpE,F q “ dpF,Eq

dpE,F q ď dpE,Gq ` dpG,F q

Sean f1, . . . , fn similaridades con radios de contracción respectivos ri P p0, 1q.

Notar que si todo punto de E tiene un punto de F a distancia a lo sumo ϵ

entonces todo punto de fjpEq tiene un punto de fjpF q a no más de rj ¨ ϵ. Con esto

se puede chequear que

d

˜

n
ď

i“1

fipEq,
n
ď

i“1

fipF q

¸

ď máx
j

trju ¨ dpE,F q.

Demostración:(Proposición 1.14) Este resultado es en esṕıritu un teorema de punto

fijo de contracciones. En efecto, como mencionamos arriba aplicar una cantidad finita

de similaridades contrae la distancia de Hausdorff entre conjuntos. Nos basamos en la

prueba de [SS05].

Afirmación. Existe una bola B Ă Rn tal que para todo j “ 1, . . . , n

fj
`

B
˘

Ă B.

Para probar la afirmación, consideremos x “ 1
n

ř

i xi. Veremos que si dpx, xq ď R

para algún R suficientemente grande, entonces dpx, fjpxqq ă R y podremos tomar

B “ Bpx,Rq.
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Para eso tomamos cualquier j “ 1, . . . , n y calculamos:

dpx, fjpxqq “ ∥x ´ fjpxq∥

ď
1

n

ÿ

i

p∥xi ´ xj∥ ` ∥xj ´ fjpxq∥q

ď

˜

1

n

ÿ

i

∥xi ´ xj∥

¸

` rj ¨ ∥xj ´ x∥

ď

˜

1

n

ÿ

i

∥xi ´ xj∥

¸

` rj ¨ p∥xj ´ x∥ ` ∥x ´ x∥q

ď

˜

1 ` rj
n

ÿ

i

∥xi ´ xj∥

¸

` rj ¨ ∥x ´ x∥ .

Basta tomar R de manera que para todo j “ 1, . . . , n se tenga:
´

1`rj
n

ř

i ∥xi ´ xj∥
¯

` rj ¨ R

R
ă 1,

y queda probada la afirmación.

A partir del compacto B de la afirmación anterior, consideramos una sucesión de

conjuntos compactos tFku dada por F 1 “ B y

F k`1
“

n
ď

i“1

fi
`

F k
˘

, @k ě 1.

Como F 2 Ă F 1, recursivamente tenemos que F k`1 Ă F k para todo k, y definimos

Λ “
č

kě1

F k.

Λ es no vaćıo y es compacto. Además7

n
ď

i“1

fipΛq “

n
ď

i“1

fi

˜

č

kě1

F k

¸

“
č

kě1

n
ď

i“1

fi
`

F k
˘

“
č

kě1

F k`1
“ Λ.

Para ver la unicidad de Λ suponemos que hay otro compacto no vaćıo Λ̂ “
Ťn
i“1 fipΛ̂q.

Observamos que

dpΛ, Λ̂q “ d

˜

n
ď

i“1

fipΛq,
n
ď

i“1

fipΛ̂q

¸

ď máx
j

trju ¨ dpΛ, Λ̂q.

7la igualdad vale porque en nuestro caso F k`1 Ă F k para todo k y consideramos finitas fi. En

general solo valen las inclusiones Ă.
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Figura 1.1: Dos contracciones en el intervalo r0, 1s

Como máxjtrju ă 1 necesariamente dpΛ, Λ̂q “ 0 y Λ “ Λ̂.

l

El sistema tf1, ¨ ¨ ¨ , fnu es un ejemplo de un IFS (iterated function system) y se dice

que Λ es el atractor del IFS. Decimos que un conjunto es autosimilar si es el atractor

de un IFS formado por similaridades.

1.3.2. Ejemplo: dos contracciones en el intervalo separadas

Fijemos dos números reales positivos λ1 y λ2 de manera que λ1 ` λ2 ă 1 y conside-

remos las dos contracciones en el intervalo f1, f2 : r0, 1s Ñ r0, 1s dadas por

f1ptq “ λ1t, y f2ptq “ 1 ´ λ2 ` λ2t.

Denotemos por Λ al atractor del sistema tf1, f2u, es decir, el único compacto en

r0, 1s que verifica

Λ “ f1 pΛq Y f2 pΛq .

Persiguiendo la prueba de la Proposición 1.14 tenemos que

Λ “
č

kě1

ď

pi1,...,ikqPt1,2uk

fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq.

Para cada k ě 1,
Ť

pi1,...,ikqPt1,2uk
fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq es una unión de intervalos cerra-

dos, el diámetro de cada uno de los cuales es a lo sumo pmáxtλ1, λ2uqk. En particular,

ningún punto de Λ es aislado. Esta unión es además disjunta: dados pi1, . . . , ikq ‰

pj1, . . . , jkq, si l es la primera coordenada donde difieren, entonces

dpfil ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq, fjl ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fjkpr0, 1sqq ą 1 ´ λ1 ´ λ2.
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Por lo tanto

dpfi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq, fj1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fjkpr0, 1sqq ą p1 ´ λ1 ´ λ2qλi1 ¨ ¨ ¨λil´1
.

Podemos concluir entonces, que para una sucesión ω “ tijuj P t1, 2uN

č

k

fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq

consiste en exactamente un punto de Λ, y además entre dos puntos de Λ hay un intervalo

que no está contenido en Λ. En resumen, hemos visto que Λ es un conjunto compacto,

perfecto y totalmente disconexo, es decir, un conjunto de Cantor.

Notar que obtuvimos una codificación simbólica para los elementos de Λ, identifican-

do cada uno con una sucesión de śımbolos. Usaremos la notación x “ ĺımnrx1, . . . , xns

para referirnos a

x “
č

n

rx1, . . . , xns.

Nos dirigimos a probar el teorema de Morán-Hutchinson en este caso:

Teorema 1.15. la dimensión de Hausdorff de Λ es δ, el único real que verifica

λδ1 ` λδ2 “ 1. (1.3.1)

Más aún, 0 ă HδpΛq ă `8.

Probaremos las dos desigualdades por separado.

Proposición 1.16. Con las notaciones anteriores tenemos

dimHpΛq ď δ.

Demostración: Para k P N, el conjunto de iterados de orden k

ď

ijPt1,2u

fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq (1.3.2)

es un cubrimiento de Λ por 2k compactos de diámetro a lo sumo pmáxtλ1, λ2uqk. Más

aún el diámetro de fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq es

λr1λ
k´r
2

si r es la cantidad de ı́ndices ij que valen 1.
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Denotemos por Ck “ tCiu
2k

i“1 al cubrimiento de la forma (1.3.2) para cada k. Estos

verifican
ÿ

i

pdiampCiqq
s

“

k
ÿ

j“0

ˆ

k

j

˙

λsj1 λ
spk´jq

2 “ pλs1 ` λs2q
k.

Para cualquier s ě δ, la expresión pλs1 ` λs2qk está acotada uniformemente. Como

estos cubrimientos se pueden tomar con diámetro arbitrariamente chico concluimos que

dimHpΛq ď δ.

l

Para probar la otra desigualdad construiremos una medida de probabilidad de di-

mensión δ soportada en Λ. Notar que Λ es un espacio métrico con la distancia heredada

de r0, 1s. Para cada k´upla pi1, . . . , ikq P t1, 2uk definimos el cilindro

ri1 ¨ ¨ ¨ iks “ Λ X fi1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fikpr0, 1sq.

Los cilindros generan la misma topoloǵıa que las bolas

tΛ X Bpx, rq : r ą 0, x P Λu .

Por lo tanto la σ´álgebra de Borel también es generada los cilindros.

Fijemos un peso p P p0, 1q (a determinar luego) y para cada cilindro definimos la

premedida

νpri1 ¨ ¨ ¨ iksq “

k
ź

j“1

p ¨ δ1pijq ` p1 ´ pq ¨ δ2pijq.

A un cilindro con r coordenadas iguales a 1 y k ´ r coordenadas iguales a 2 mide

prp1 ´ pqk´r. El conjunto de uniones finitas de cilindros es un álgebra8, y ν se extiende

a una única probabilidad σ´finita en la σ´álgebra de Borel de Λ (ver [SS05, Theorem

1.5]).

A partir de la Proposición 1.12 sabemos que dimHpνq ď dimHpΛq. Veremos a conti-

nuación que ν es de dimensión exacta y que para cierta elección del peso p, la dimensión

de ν vale exactamente δ. Para eso, necesitaremos aplicar el Lema 1.13. Sin embargo no

conocemos la medida en las bolas sino en los cilindros. El pasaje de bolas a cilindros

está dado por el siguiente lema técnico.

8(i.e. es cerrado por complementos y uniones e intersecciones finitas)
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Lema 1.17. Para todo x “ ĺımnrx1, . . . , xns P Λ vale

ĺım
rÑ0

log νpBpx, rqq

log r
“ ĺım

nÑ`8

log νprx1, . . . , xnsq

log diamprx1, . . . , xnsq
.

Demostración: Sean x “ ĺımnrx1, . . . , xns y x̂ “ ĺımnrx̂1, . . . , x̂ns dos puntos de Λ.

Sea k ě 1 la primer coordenada en que difieren, esto es

xk ‰ x̂k, y xi “ x̂i @i ă k.

En ese caso

dpx, x̂q ě p1 ´ λ1 ´ λ2q ¨ λx1 ¨ ¨ ¨λxk´1

ě
1 ´ λ1 ´ λ2
máxtλ1, λ2u

¨ λx1 ¨ ¨ ¨λxk

“
1 ´ λ1 ´ λ2
máxtλ1, λ2u

¨ diamprx1, . . . , xksq.

Sea θ “ 1´λ1´λ2
máxtλ1,λ2u

y para cada natural n definimos

rnpxq “
θ

2
¨ diamprx1, . . . , xnsq.

Por lo anterior, si x̂ P Bpx, rnpxqq, necesariamente x̂ P rx1, . . . , xns y por lo tanto

νpBpx, rnpxqqq ď νprx1, . . . , xnsq.

Esto nos permitirá controlar por arriba la medida de las bolas con estos radios. Para

la cota inferior, es claro que si tomamos m suficientemente grande, rx1, . . . , xn`ms Ă

Bpx, rnpxqq. La clave sin embargo, es quem se puede tomar uniforme en x y n: tomamos

m “ mı́n

"

k : pmáxtλ1, λ2uq
m

ď
θ

2

*

.

Con este valor de m obtenemos que

diamprx1, . . . , xn`msq ď
θ

2
¨ diamprx1, . . . , xnsq “ rnpxq.

Por lo tanto

rx1, . . . , xn`ms Ă Bpx, rnpxqq

Hasta ahora tenemos que

log νprx1, . . . , xn`msq

log diamprx1, . . . , xnsq
ď

log νpBpx, rnpxqqq

log r
ď

log νprx1, . . . , xnsq

log diamprx1, . . . , xn`msq
, (1.3.3)
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pero siendo m uniforme, ĺımn
log diamprx1,...,xn`msq

log diamprx1,...,xnsq
“ 1 y por lo tanto

ĺım
n

log νpBpx, rnpxqqq

log r
“ ĺım

n

log νprx1, . . . , xnsq

log diamprx1, . . . , xnsq
.

Para rematar observamos que ĺımn
log rn`1pxq

log rnpxq
“ 1 y por el lema 1.13 concluimos que

ĺım
n

log νpBpx, rnpxqqq

log rnpxq
“ ĺım

n

log νpBpx, rqq

log r
.

l

Proposición 1.18. Con las notaciones anteriores tenemos

dimHpΛq ě δ.

Demostración: Consideramos la medida ν construida antes con pesos p y 1 ´ p.

Usando el Lema 1.17, para calcular la dimensión de ν debemos calcular

ĺım
n

log νprx1, . . . , xnsq

log diamprx1, . . . , xnsq
,

para todos los puntos x “ ĺımnrx1, . . . , xns en un conjunto de medida total. Para cada

natural k, sea rk : Λ Ñ N la variable aleatoria

rkpxq “ #ti ď k : xi “ 1, si x “ ĺım
n

rx1, . . . , xnsu,

por la ley de los grandes números existe un conjunto de medida total B tal que

ĺım
k

rkpxq

k
“ p.

Para cualquier x P B tenemos entonces

ĺım
k

log νprx1, ¨ ¨ ¨ , xksq

log diamprx1, . . . , xksq
“ ĺım

k

rkpxq log p ` pk ´ rkppqq logp1 ´ pq

rkpxq log λ1 ` pk ´ rkpxqq log λ2

“
p log p ` p1 ´ pq logp1 ´ pq

p log λ1 ` p1 ´ pq log λ2
.

La fórmula anterior vale para cualquier valor de p P p0, 1q. En particular, si p “ λδ1 con

δ dado por (1.3.1), obtenemos

dimHpνq “ δ.

l



Caṕıtulo 2

Grupos de Schottky en el plano

hiperbólico

En este caṕıtulo presentamos una familia de grupos discretos de isometŕıas del plano

hiperbólico.

2.1. Preliminares de geometŕıa hiperbólica plana

El objetivo de esta sección es introducir la terminoloǵıa básica y las notaciones a

usar en el espacio geométrico subyacente en todo este trabajo: el plano hiperbólico.

Topológicamente, es un subconjunto abierto y simplemente conexo del plano complejo

C. Gracias al teorema de Riemann [SS10, Theorem 3.1] cualquier tal conjunto que no

sea todo el plano se identifica v́ıa transformaciones de Möbius con el disco unitario

D “ tz P C : |z| ă 1u.

Las transformaciones de Möbius se pueden codificar con una matriz compleja 2 ˆ 2 de

determinante no nulo
˜

a b

c d

¸

ÞÑ

ˆ

z P C Ñ
az ` b

cz ` d

˙

.

Todas las biyecciones conformes de C y más aún, los de la esfera de Riemann C “

C Y t8u que preservan orientación están dados por una transformación de esta clase.

Los ćırculos en la esfera de Riemann son ćırculos eucĺıdeos en C o rectas del plano

complejo compactificadas con el punto 8. Las transformaciones de Möbius preservan

los ćırculos de C.

29
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2.1.1. El disco de Poincaré

Sobre D definimos la métrica hiperbólica

dspxqpu, vq “
2

1 ´ |x|2
dzpxqpu, vq “ 2

a

xu, vy

1 ´ |x|2
“ 2

?
u1v1 ` u2v2

1 ´ px21 ` x22q
,

donde x “ x1 ` ix2 P D, u “ pu1, u2q y v “ pv1, v2q son vectores del tangente TxD, x¨, ¨y

y | ¨ | son el producto interno y el módulo usual en C dadas por la métrica eucĺıdea dz.

Esta métrica tiene curvatura gaussiana constante igual a ´1 (ver por ejemplo [Hub06,

Proposition 2.1.12]). Por definición ds es conforme a dz, por lo que los ángulos entre

curvas coinciden para la métrica eucĺıdea y la hiperbólica. Los mapas conformes que

preservan el disco son bien conocidos:

Proposición 2.1 ([Dal10, Proposition 1.1]). Los difeomorfismos conformes de D en D

que preservan orientación son transformaciones de Möbius de la forma

z ÞÑ
az ` b

bz ` a
, con |a|

2
´ |b|2 “ 1.

Si f es una transformación de como en la proposición anterior, su derivada es

f 1
pzq “

1
`

bz ` a
˘2 .

Derivando y usando que |a|2 ´ |b|2 “ 1, vemos que la métrica hiperbólica es invariante

por f :

|f 1pzq|

1 ´ |fpzq|2
“

ˇ

ˇbz ` a
ˇ

ˇ

´2

ˇ

ˇbz ` a
ˇ

ˇ

2
´ |az ` b|2

ˇ

ˇbz ` a
ˇ

ˇ

2

“
`

|bz|
2

` |a|
2

` baz ` azb ´ |az|
2

´ |b|2 ´ azb ´ baz
˘´1

“ p1 ´ |z|
2
q

´1.

El grupo especial unitario, SUp1, 1q es el grupo de matrices de la forma
˜

a b

b a

¸

, con |a|
2

´ |b|2 “ 1.

Recordar que la identificación entre matrices y transformaciones de Möbius siempre es

a menos de múltiplos escalares, por lo que el grupo de isometŕıas de D que preservan

orientación Isom`
pDq no es exactamente SUp1, 1q pero se identifica con el cociente

SUp1, 1q{t˘Idu.
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Por más detalles consultar [SS10]. El plano hiperbólico tiene un grupo grande de iso-

metŕıas, en particular Isom`
pDq actúa transitivamente en D 1.

Si z es un punto de D, el segmento eucĺıdeo que une 0 P D con z está parametrizado

por γptq “ tz, t P r0, 1s y para la métrica hiperbólica tiene largo

lpγq “

ż 1

0

dspγptqqp 9γptq, 9γptqqdt “

ż 1

0

2|z|

1 ´ t2|z|2
dt “ log

ˆ

1 ` |z|

1 ´ |z|

˙

. (2.1.1)

Se puede chequear directamente que es la curva de 0 a z que minimiza esta longitud.

Por lo tanto, las geodésicas por el origen para la métrica hiperbólica son restricciones

de las rectas de C a D.

Definición 2.2 (Distancia hiperbólica). Dados dos puntos z, ẑ P D la distancia entre

ambos según la métrica hiperbólica es

dDpz, ẑq “ ı́nftlpγq : γ es una curva diferenciable a trozos que los une.u

En el caso en que uno de los puntos es el origen, la distancia a cualquier otro está

dada por (2.1.1). Además como la fórmula depende solamente del módulo eucĺıdeo de

z, el ćırculo eucĺıdeo con centro 0 y radio r es el ćırculo hiperbólico con mismo centro

y radio

log

ˆ

1 ` r

1 ´ r

˙

“ 2 arctanhprq. (2.1.2)

Una transformación de Möbius que preserva el disco lleva ćırculos en ćırculos. Con

esto y la transitividad de la acción de Isom`
pDq tenemos que el ćırculo de radio r al-

rededor de un punto z P D para la métrica hiperbólica, es también un ćırculo eucĺıdeo

aunque no con el mismo centro. En particular, ambas métricas generan la misma topo-

loǵıa en D.

Ya conocemos las geodésicas por el origen en el disco de Poincaré. Como los ángulos

se preservan sus imágenes por Isom`
pDq son arcos de ćırculo perpendiculares al borde

del disco (los complejos de módulo uno) y por lo tanto éstos son también geodésicas.

Más aún dado cualquier punto de D y un arco de ćırculo perpendicular al borde que

lo contenga, consideremos una isometŕıa que lleve el punto a 0. El arco se mapea en

un diámetro del disco con extremos eit y eipπ`tq para algún t. Por otro lado la rotación

1Observar que la transformación con a “ 1 y b “ ẑ lleva 0 P D en ẑ. Componiendo transformaciones

de esta forma y sus inversas podemos llevar cualquier punto de D en cualquier otro por un elemento

de Isom`
pDq
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z ÞÑ e´itz asociada a la matriz

˜

expp´it
2

q 0

0 expp it
2

q

¸

,

lleva los extremos a ´1 y 1. Por lo tanto podemos mapear el arco de ćırculo en la

geodésica horizontal por el origen. Componiendo transformaciones de esta forma y sus

inversas podemos llevar cualquier arco de ćırculo perpendicular al borde en cualquier

otro y en cualquier diámetro. En otras palabras, la acción de Isom`
pDq no solo es

transitiva en los puntos del disco pero también lo es en el conjunto de geodésicas con

un punto marcado.

2.1.2. El semiplano superior

El otro modelo del plano hiperbólico en el que trabajaremos es el del semiplano

superior

H “ tz P C : Impzq ą 0u.

El mapa F : H Ñ D dado por

F pzq “
z ´ i

z ` i
(2.1.3)

es una biyección conforme entre D y H, con inversa

F´1 : D Ñ H : F´1
pzq “ i ¨

1 ` z

1 ´ z
.

El pullback de la métrica hiperbólica en D por F resulta

F ˚
pdsqpzqpu1, u2q “ ds pF pzqq pF 1

pzq ¨ u1, F
1
pzq ¨ u2q “

xu1, u2y

Impzq
,

donde x¨, ¨y es el producto interno usual en C, z es un punto de H y u1, u2 son vectores

del tangente TzH. En particular, un vector de módulo eucĺıdeo 1 en TzH tiene norma

según la métrica hiperbólica muy grande si Impzq es cercana a cero y muy pequeña si

Impzq es muy grande. Por simplicidad denotaremos también por ds a F ˚pdsq.

Observar también que la geodésica horizontal en D (los puntos de D con parte

imaginaria nula) se mapean por F´1 en la recta (eucĺıdea) vertical

tRepzq “ 0u Ă H.
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(a) D (b) H

Figura 2.1: El disco de Poincaré y el semiplano superior

En particular esta recta es una geodésica para la métrica hiperbólica en H. La curva

γptq “ et ¨ i está parametrizada por longitud de arco:

dspγptqqp 9γptqq “
| 9γptq|

Impγptqq
“
et

et
“ 1, @t P R. (2.1.4)

La extensión natural de F´1 al borde del disco BD “ tz P C : |z| “ 1u, lo lleva al eje

real extendido BH “ tz P C : Impzq “ 0u Y t8u, con las identificaciones

F´1p´1q “ 0,

F´1p1q “ 8,

F´1piq “ ´1 y

F´1p´iq “ 1.

Como F´1 preserva los ángulos, las geodésicas del disco de Poincaré se mapean en

rectas verticales (i.e. de parte real constante) y arcos de ćırculo perpendiculares al eje

real en H (ćırculos con centro en la recta real). Dados dos puntos de H existe una única

geodésica que los une: una recta vertical si ambos puntos tienen la misma parte real y

un arco de ćırculo perpendicular al borde si no.

Denotamos por dH a la distancia inducida por la métrica hiperbólica en H:

dHpx, yq “ ı́nftlpγq : γ es un camino en C1 a trozos en H que une x con yu.
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Proposición 2.3 ([Kat92, Theorem 1.2.6]). Tenemos la siguiente fórmula para la dis-

tancia hiperbólica en H; dados x, y P H vale:

sinh

ˆ

1

2
dHpx, yq

˙

“
|x ´ y|

2
a

ImpxqImpyq
.

2.1.3. La métrica hiperbólica en coordenadas polares

La métrica eucĺıdea en coordenadas polares para D corresponde al pull-back por el

mapa diferenciable

f : p0, 1q ˆ R Ñ D´ t0u : pr, θq Ñ reiθ.

En vista de (2.1.2) y que dz2 y ds2 son conformemente equivalentes, para la métrica

hiperbólica vamos a considerear el difeomorfismo

g : D´ t0u Ñ D´ t0u : reiθ Ñ tanhpr{2qeiθ.

La métrica en polares ahora está dada por el pull-back de ds2 por el mapa h “ g ˝ f .

Observar que h es un mapa conforme. Si a la métrica obtenida la denotamos por dw

tenemos

dwpr, θqpu, vq “ dsphpr, θqqpdhpr,θqu, dhpr,θqvq “ 2

a

xdhpr,θqu, dhpr,θqvy

1 ´ |hpr, θq|2
.

Escribiendo dw2 “ Epr, θq2dr2 ` Gpr, θq2dθ2, obtenemos

Epr, θq “ 2

a

xhr, hry

1 ´ |hpr, θq|2
“

pcoshpr{2qq´2

pcoshpr{2qq´2
“ 1, y

Gpr, θq “ 2

a

xhθ, hθy

1 ´ |hpr, θq|2

“ 2

a

xtanhpr{2qieiθ, tanhpr{2qieiθy

1 ´ ptanhpr{2qq2

“ 2 coshpr{2q sinhpr{2q

“ sinhprq.

Por lo tanto,

dw2
“ dr2 ` sinhprq2dθ2.

Con esto conseguimos:
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(i) si desde el origen abrimos un ángulo ϵ, el arco determinado sobre el ćırculo de

radio R mide
ż ϵ

0

sinhpRqdθ “ ϵ ¨ sinhpRq. (2.1.5)

En particular el peŕımetro del ćırculo es

ż 2π

0

sinhpRqdθ “ 2π sinhpRq,

(ii) y el área hiperbólica del disco de radio R:

ż R

0

ż 2π

0

sinhprqdθdr “

ż R

0

2π sinhprqdr “ 2πpcoshpRq ´ 1q.

Observar que cuando r Ñ 0, el peŕımetro del ćırculo de radio r es equivalente a 2πr

y el área a πr2. Cuando r Ñ 8 ambos son equivalentes a πer.

2.1.4. El grupo de isometŕıas

Presentamos ahora el grupo de isometŕıas del plano hiperbólico. Como mencionamos

antes, en el disco de Poincaré este grupo es isomorfo a un cociente de SUp1, 1q. Presen-

taremos brevemente el grupo de isometŕıas del semiplano, conjugado a SUp1, 1q por el

mapa F . Por más detalles de esta sección referimos a [Kat92, And05, Dal10, Bea95] o

a mi monograf́ıa de licenciatura [Gar19].

A partir del grupo de matrices

S˚Lp2,Rq “

#˜

a b

c d

¸

: a, b, c, d P R, y ad ´ bc P t´1, 1u

+

,

consideramos

PS˚Lp2,Rq “ S˚Lp2,Rq{t˘Idu.

Teorema 2.4 ([Kat92, Theorem 1.3.1]). El grupo de isometŕıas del semiplano superior

IsompHq es isomorfo a PS˚Lp2,Rq.

Nos concentraremos principalmente en el subgrupo Isom`
pHq de las isometŕıas que

preservan orientación. Estas son transformaciones de Möbius asociadas a matrices del

subgrupo de S˚Lp2,Rq

SLp2,Rq “

#˜

a b

c d

¸

: a, b, c, d P R, y ad ´ bc “ 1

+

.
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Como una matriz y su opuesta inducen la misma transformación la identificación pasa

al cociente

PSLp2,Rq “ SLp2,Rq{t˘Idu,

y los elementos de PSLp2,Rq están en biyección con las isometŕıas de H que preservan

orientación. Observar que Isom`
pHq tiene ı́ndice dos en IsompHq. De aqúı en más iden-

tificaremos constantemente un elemento de PSLp2,Rq con su transformación de Möbius

asociada.

Como vimos en el disco de Poincaré, las isometŕıas que preservan orientación actúan

transitivamente en el conjunto de geodésicas con uno de sus puntos marcados. Conju-

gando por el mapa F lo mismo vale para la acción de PSLp2,Rq en H.

Hay tres tipos de elementos en PSLp2,Rq según la acción lineal en R2 de (cualquiera

de) sus dos matrices de SLp2,Rq asociadas. Una matriz de SLp2,Rq´tIdu diagonalizable

es conjugada en SLp2,Rq a una de la forma

˜

λ 0

0 λ´1

¸

para algún λ P R ´ t0, 1u. A la matriz y a su isometŕıa de H asociada les llamaremos

hiperbólicas. Una matriz de SLp2,RqztIdu con un único valor propio real es conjugada

a una de la forma
˜

a 1

0 a

¸

con a P t´1, 1u. A ella y su isometŕıa asociada les diremos parabólicas. Por último, una

matriz sin valores propios reales es conjugada a una rotación

˜

cospθq ´ sinpθq

sinpθq cospθq

¸

,

para algún θ R πZ. A la matriz y a su isometŕıa asociada les diremos eĺıpticas. Los

nombres provienen de las curvas invariantes por la acción lineal en R2: hipérbolas y

elipses para matrices hiperbólicas y eĺıpticas respectivamente, y el término parabólico

como caso intermedio.

Los tres tipos se distinguen al tomar la traza en valor absoluto de la matriz, una

cantidad invariante por conjugación y que pasa al cociente PSLp2,Rq. Una matriz A

tiene |trpAq|:

|λ ` λ´1| si A es hiperbólica, y por lo tanto |trpAq| ą 2,
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exactamente 2 si A es parabólica o Id y

2 ¨ cospθq ă 2 si A es eĺıptica.

La dinámica de la acción por isometŕıas en el plano hiperbólico es esencialmente dife-

rente en cada uno de estos tres casos. Si consideramos la isometŕıa dada por una matriz

de determinante uno
˜

a b

c d

¸

,

y buscamos sus puntos fijos

z “
az ` b

cz ` d

obtenemos

z “
a ´ d ˘

a

pa ` dq2 ´ 4

2c
.

Esta ecuación tiene dos soluciones diferentes en R Y t8u si y solo si la matriz es hi-

perbólica, una única en RYt8u si es parabólica y una única en H si es eĺıptica. Observar

que 8 es fijo si y solo si c “ 0.

2.1.4.1. Dinámica de una isometŕıa hiperbólica

Dada una matriz hiperbólica, su eje de traslación es la única geodésica en H cuyos

extremos son los puntos fijos por la acción de la matriz. Como preserva orientación y no

tiene otros puntos fijos, ésta es la única geodésica invariante por la acción de la matriz.

Proposición 2.5. Sea una g P Isom`
pHq isometŕıa hiperbólica con matriz asociada

A P PSLp2,Rq. Entonces

lpgq :“ ı́nf
xPH

tdHpx, gpxqqu ą 0.

Esta cantidad se dice el largo de traslación de g y es realizada por los puntos de la

única geodésica invariante por g. Sobre esta geodésica g actúa como una traslación con

distancia lpgq. Además valen las siguientes igualdades:

|trpAq| “ 2 cosh
´

lpgq

2

¯

,

si λ es uno de los dos valores propios de A, entonces lpgq “ 2| logpλq|.

Para cualquier x P H se tiene que

ĺım
n

dHpx, gnpxqq

n
“ lpgq.
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Demostración: Tanto la traza como los valores propios de la matriz son invariantes

por conjugación. Por lo tanto a menos de conjugación en SLp2,Rq podemos suponer

A “

˜

exppt{2q 0

0 expp´t{2q

¸

,

para cierto t ą 0. La transformación de Möbius asociada es g : z ÞÑ expptq ¨ z. La única

geodésica invariante por esta transformación es el eje imaginario tRe “ 0u.

De (2.1.4) surge que

dHpi, A ¨ iq “ dpi, expptq ¨ iq “ t.

Se tiene entonces que |trpAq| “ exp
`

t
2

˘

` exp
`

´ t
2

˘

“ 2 cosh
`

t
2

˘

y t también cumple el

segundo item. Veamos a continuación que lpgq “ t.

Para cualquier x P H, por el teorema 2.3 vale

sinh

ˆ

dHpx, et ¨ xq

2

˙

“
exppt{2q ´ expp´t{2q

2

|x|

Impxq

ě
exppt{2q ´ expp´t{2q

2

“ sinh

ˆ

dHpi, et ¨ iq

2

˙

.

Como sinh´1 es creciente y la igualdad se da si y solo si Repxq “ 0, hemos probado que

dHpx,A ¨ xq ě dHpi, A ¨ iq, @x P H,

y la igualdad se da si y solo si Repxq “ 0.

Para ver el último item sean x P H cualquiera y un punto o en la geodésica invariante

por g. Por la desigualdad triangular y usando que g es una isometŕıa tenemos

|dHpx, gnpxqq ´ nlpgq| “ |dHpx, gnpxqq ´ dHpo, gnpoqq|

ď dHpo, xq ` dHpgnpxq, gnpoqq

“ 2dHpo, xq.

Dividiendo entre n el ĺımite es cero y concluimos.

l

Supongamos B una matriz hiperbólica y P P SLp2,Rq tal que

B “ P ¨ A ¨ P´1,

donde A es como en la demostración anterior. Al punto P p8q le decimos el atractor de

B y a P p0q le decimos el repulsor de B.
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2.1.4.2. Dinámica de una isometŕıa parabólica

A menos de conjugación, una matriz parabólica de PSLp2,Rq es

˜

1 1

0 1

¸

.

La isometŕıa asociada es h : z ÞÑ z`1 y su único punto fijo es 8. Las curvas invariantes

por la acción de la matriz anterior son las rectas horizontales llamadas horociclos basados

en 8. La órbita de cualquier punto de H por los iterados esta matriz van hacia 8, tanto

a futuro como a pasado.

Procediendo como con elementos hiperbólicos, vemos que para cualquier x P H

sinh

ˆ

dHpx, x ` 1q

2

˙

“
1

2 ¨ Impxq
.

En particular ı́nfxPHtdHpx, hpxqqu “ 0 y no se realiza en H.

Si B P PSLp2,Rq es una matriz parabólica cualquiera, existe P P SLp2,Rq tal que

B “ P ¨

˜

1 1

0 1

¸

¨ P´1.

Su único punto fijo es P p8q P R Y t8u. Si P p8q ‰ 8 los horociclos correspondientes

son las imágenes de las rectas horizontales por P : ćırculos tangentes al eje real en el

punto P p8q.

2.1.4.3. Dinámica de una isometŕıa eĺıptica

Las matrices de PSLp2,Rq sin valores propios reales, fijan un único punto de H y

por lo tanto ı́nfxPHtdHpx, hpxqqu “ 0 y este valor se realiza en el punto fijo.

Proposición 2.6. La rotación de ángulo θ en sentido horario que fija i P H está dada

por la matriz

Rθ “

˜

cos
`

θ
2

˘

´ sin
`

θ
2

˘

sin
`

θ
2

˘

cos
`

θ
2

˘

¸

.

Demostración: Primero veamos que i es fijo por Rθ. Para eso calculamos

Rθ ¨ i “
i cos

`

θ
2

˘

´ sin
`

θ
2

˘

i sin
`

θ
2

˘

` cos
`

θ
2

˘ “
i exppiθ{2q

exppiθ{2q
“ i.
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Para probar que Rθ rota un ángulo θ los elementos de H alrededor de i vemos que

R1
θpθq “ expp´iθq, por lo que un vector v P TiH se mapea en expp´iθq ¨ v. Por lo tanto

la geodésica por i con dirección v va en la geodésica por i con dirección expp´iθq ¨ v.

Como Rθ es una isometŕıa, cada ćırculo centrado en i se preserva y concluimos que Rθ

es una rotación de ángulo θ en sentido horario en cada uno de ellos.

l

En general un elemento eĺıptico R de PSLp2,Rq de la forma

R “ P ¨ Rθ ¨ P´1,

(con P P SLp2,Rq) es una rotación de ángulo θ con centro P piq.

2.1.5. Trigonometŕıa hiperbólica

Las siguientes propiedades pueden encontrarse en [And05, Section 5.6] o [Kat92,

Theorem 1.5.2].

Proposición 2.7. Supongamos T un triángulo hiperbólico de lados a, b y c con ángulos

opuestos respectivos α, β y γ. Entonces se verifican:

(i) Ley del seno:
sinhpaq

sinpαq
“

sinhpbq

sinpβq
“

sinhpcq

sinpγq
.

(ii) Primera ley del coseno:

coshpaq “ coshpbq ¨ coshpcq ´ sinhpbq ¨ sinhpcq ¨ cospαq.

(iii) Segunda ley del coseno:

cospγq “ ´ cospαq ¨ cospβq ` sinpαq ¨ sinpβq ¨ coshpcq.

Con la primera ley del coseno y la ley del seno, como con sus análogas en la geometŕıa

eucĺıdea, un triángulo queda determinado dados dos lados y un ángulo o dos ángulos

y un lado. Sin embargo la geometŕıa eucĺıdea no tiene una regla análoga a la segunda

ley del coseno. Aśı, un triángulo hiperbólico queda determinado dados sus tres ángulos

internos.
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2.1.6. El borde del plano hiperbólico

Nos concentramos ahora en el “horizonte”del plano hiperbólico. Para comenzar ex-

plotamos el hecho de que todo nuestro espacio está encajado en un espacio conocido más

grande (la esfera de Riemann). Como mencionamos antes el borde del plano hiperbólico

(o el ćırculo al infinito) es:

BH “ RY t8u,

en el modelo del semiplano o

BD “ tz P C : |z| “ 1u

en el disco de Poincaré. Ambos son conjuntos compactos y el mapa F en (2.1.3) es

una identificación biholomorfa entre los dos, en particular es un mapa bi-Lipschitz

entre ambos. Esto será importante cuando estudiemos la dimensión de Hausdorff de

subconjuntos del borde, en vista de la Proposición 1.8.

Como la distancia de cualquier punto del plano hiperbólico a los elementos de una

sucesión que converge (topológicamente) a un punto del borde tiende a infinto, la noción

de distancia hiperbólica pierde sentido para comparar puntos del borde con puntos in-

teriores. La noción de convergencia al borde que usaremos será topológica, simplemente

como subconjuntos de la esfera de Riemann.

La acción por transformaciones de Möbius de PSLp2,Rq en la esfera de Riemann

también preserva BH, por lo que la acción por isometŕıas en H se extiende naturalmente

al borde.

2.1.6.1. Funciones de Busemann, sombras y producto de Gromov

Dados x, y, z P H sea

bzpx, yq :“ dHpx, zq ´ dHpy, zq.

Si σ : r0,`8q Ñ H parametriza un rayo geodésico con σp0q “ z y ĺımt σptq “ ζ P BH el

ĺımite

bζpx, yq :“ ĺım
tÑ`8

bσptqpx, yq

existe y no depende del z elegido. La función bζp¨, ¨q : H ˆ H Ñ R se llama función

de Busemann basada en ζ. Para ver esta construcción en detalle en el semiplano

superior referimos a la sección 1.1.4 de [Dal10]. Resumimos las propiedades básicas a

continuación.
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Figura 2.2: bζpx, yq “ bζpx, zq “ dHpx, zq ą 0.

Proposición 2.8. Para g P PSLp2,Rq, ζ P BH y x, y, z P H tenemos:

(i) bgpζqpgpxq, gpyqq “ bζpx, yq,

(ii) bζpx, yq “ bζpx, zq ` bζpz, yq,

(iii) ´dHpx, yq ď bζpx, yq ď dHpx, yq,

(iv) bζpx, yq “ ´bζpy, xq,

(v) bζpx, yq “ dHpx, yq si y solo si y pertenece al rayo geodésico rx, ζq.

Se puede ver que las curvas de nivel de la función bζpx, ¨q de Busemann son los

horociclos basados en ζ. En general bζpx, yq mide la distancia entre el horociclo basado

en ζ que pasa por x y el que pasa por y, con signo positivo si el horociclo por y esta

contenido en el “interior”del horociclo por x (Figura 2.2).

Un amplio contexto para el siguiente resultado puede encontrarse en [Qui] o en

[BH99].

Proposición 2.9. En el disco de Poincaré se tiene, para x, y P D, ζ P BD:

bζpx, yq “ log

ˆ

P py, ζq

P px, ζq

˙

,

donde P : Dˆ BD Ñ R es el núcleo de Poisson

P pz, ζq “
1 ´ ∥z∥2

∥ζ ´ z∥2
.
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Figura 2.3: La sombra de x a y de radio R en el disco de Poincaré.

Definición 2.10. Dados dos puntos x, y P H y r ą 0 definimos la sombra de x a y

de radio R, como los ĺımites de rayos geodésicos que parten de x y pasan por la bola

Bpy,Rq:

ORpx, yq :“ tζ P BH : rx, ζq X Bpy,Rq ‰ Hu.

Ver Figura 2.3.

Proposición 2.11. Si ζ P ORpx, yq entonces

dHpx, yq ´ 2R ď bζpx, yq ď dHpx, yq.

Demostración: Ver Apéndice 5.1.

l

El producto de Gromov entre dos puntos η, ζ P BH desde un punto x P H es

pη ¨ ζqx “
bηpx, zq ` bζpx, zq

2
,

donde z P H es un punto cualquiera de la geodésica que une η y ζ. Para ver que no

depende de la elección supongamos que ẑ es otro punto de la geodésica, en el rayo rz, ζq.

Tenemos entonces:

pη ¨ ζqx “
bηpx, zq ` bζpx, zq

2

“
bηpx, ẑq ` bηpẑ, zq ` bζpx, ẑq ` bζpẑ, zq

2

“
bηpx, ẑq ` dHpz, ẑq ` bζpx, ẑq ´ dHpz, ẑq

2
.
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Figura 2.4

Una primera intuición es que pη ¨ ζqx mide la distancia entre los horociclos por x

basados en los dos puntos del borde, medido sobre la geodésica entre ellos. Para ver

esto tomemos η, ζ P BH y x P H. Denotamos por pη, ζq a la geodésica que une los dos

puntos del borde. Elegimos y como el punto de la geodésica que minimiza la distancia a

x. Ahora sean zη el punto de corte entre el horociclo basado en η por x y zζ el análogo

para el horociclo basado en ζ. Obtenemos algo como en la Figura 2.4.

Entonces

2 ¨ pη ¨ ζqx “ bηpx, yq ` bζpx, yq

“ bηpzη, yq ` bζpzζ , yq.

Por construcción y P rzη, ηq X rzζ , ζq y por lo tanto

bηpzη, yq ` bζpzζ , yq “ dHpzη, yq ` dHpzζ , yq “ dHpzη, zζq.

Otra intuición es que el producto de Gromov pη ¨ ζqx mide a grandes rasgos la

distancia dHpx, pη, ζqq. Comencemos con el producto de Gromov entre puntos de H:

@x, y, z P H, py ¨ zqx :“
1

2
pdHpx, yq ` dHpx, zq ´ dHpy, zqq .

El producto de Gromov entre puntos del borde es una extensión de éste: tomemos

una geodésica pη, ζq y dos sucesiones zt y ẑt en la geodésica de manera que zt Ñ η y
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ẑt Ñ ζ con t Ñ `8. Fijemos y otro punto de pη, ζq. Entonces, por definición:

2 ¨ pη ¨ ζqx “ ĺım
t
dHpx, ztq ´ dHpy, ztq ` dHpx, ẑtq ´ dHpy, ẑtq

“ ĺım
t
dHpx, ztq ` dHpx, ẑtq ´ dHpzt, ẑtq

“ ĺım
t

pzt ¨ ẑtqx.

Con un ingrediente adicional conseguimos que pη¨ζqx es comparable con dHpx, pη, ζqq.

Este ingrediente es la siguiente definición: Un triángulo geodésico con vértices x, y, z P H

se dice δ´fino si cualquiera de los tres lados está contenido en la unión de los δ´entornos

de otros dos. El siguiente resultado corresponde a [GdlH90, Lemme 17].

Lema 2.12. Si ∆ es un triángulo geodésico δ´fino con vértices x, y, z P H entonces,

py ¨ zqx ď dHpx, ry, zsq ď py ¨ zqx ` δ,

donde ry, zs es el segmento geodésico que une y con z.

Por la discusión anterior, si tomamos yn y zn sucesiones de puntos sobre una geodési-

ca fija de manera que yn tiende a uno de sus extremos y zn al otro, conseguimos esti-

mativas similares para dos puntos del borde: para η, ζ P BH:

2 ¨ pη ¨ ζqx ď dHpx, pη, ζqq ď 2 ¨ pη ¨ ζqx ` δ. (2.1.6)

Un espacio métrico se dice hiperbólico si existe δ ą 0 tal que todo triángulo es

δ´fino. Referimos a rGdlH90s. Se sabe que el plano hiperbólico es log 2´hiperbólico y

este valor es óptimo [Nv16].

2.1.6.2. Métrica visual en el borde y diámetro de las sombras

A partir del producto de Gromov podemos definir para cada z P H una distancia en

BH, que llamamos la métrica visual en z:

dzpη, ζq :“ expp´pη ¨ ζqzq.

Teorema 2.13 ([Bou95]). En cualquier punto de un espacio CAT(-1) la distancia visual

definida arriba es una distancia en el borde.

En nuestro caso, la distancia obtenida es equivalente a otra muy bien conocida:
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Proposición 2.14. La métrica visual en el origen en 0 P D es bi-Lipschitz equivalente

a la métrica eucĺıdea en el ćırculo BD. Más precisamente, existe una constante C ą 1

tal que, dados dos puntos del borde η y ζ, si α P p0, πs es el ángulo que forman los rayos

geodésicos r0, ηq y r0, ζq con vértice en 0, entonces:

C´1α ď d0pη, ζq ď Cα.

Demostración: Ver Apéndice 5.1.

l

Observación 2.15. Componiendo con una isometŕıa de D obtenemos una iden-

tificación bi-Lipschitz entre d0p¨, ¨q y dxp¨, ¨q, por lo que tenemos un resultado

análogo al anterior para cualquier punto x P D.

Notar que en el modelo del semiplano obtenemos el mismo resultado. Esto se

deduce simplemente de que el mapa F : H Ñ D es una identificación bi-Lispschitz

entre los bordes en cada modelo.

Como corolario de los items anteriores, a la hora estudiar la dimensión de Haus-

dorff de subconjuntos del borde del plano hiperbólico, resulta indiferente hacerlo

en cualquiera de los dos modelos, con la distancia visual desde cualquier punto o

con la distancia eucĺıdea.

Proposición 2.16. Fijados x, y P H, la asociación

ζ P BH ÞÑ bζpx, yq

es Lipschitz para la distancia visual d0, es decir existe una constante C tal que para

todos η, ζ P BH:

|bηpx, yq ´ bζpx, yq| ď C ¨ d0pη, ζq.

Demostración: Ver Apéndice 5.1.

l

Cerramos la sección con una estimativa del diámetro de las sombras.

Proposición 2.17. Dados x, y P H y R ą 0, sean η, ζ P BH los extremos de la sombra

ORpx, yq, entonces existe C ą 1 tal que

C´1
¨ expp´dHpx, yqq ď dxpη, ζq ď C ¨ expp´dHpx, yqq. (2.1.7)
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Demostración: Ver Apéndice 2.17.

l

Proposición 2.18. Para cualquier elemento g P IsompHq, x P H y η, ζ P BH vale:

dxpgη, gζq

dxpη, ζq
“ exp

ˆ

bηpx, g
´1pxqq ` bζpx, g

´1pxqq

2

˙

.

Demostración: Sea z P H perteneciente a la geodésica que une η y ζ. Usando las

propiedades de las funciones de Busemann calculamos:

dxpgη, gζq “ exp

ˆ

´
bgpηqpx, gpzqq ` bgpζqpx, gpzqq

2

˙

“ exp

ˆ

´
bηpg

´1pxq, zq ` bζpg
´1pxq, zq

2

˙

“ exp

ˆ

bηpz, g
´1pxqq ` bζpz, g

´1pxqq

2

˙

“ exp

ˆ

bηpz, xq ` bηpx, g
´1pxq

2
`
bζpz, xq ` bζpx, g

´1pxqq

2

˙

“ exp

ˆ

´
bηpx, zq ` bζpx, zq

2

˙

exp

ˆ

bηpx, g
´1pxqq ` bζpx, g

´1pxqq

2

˙

“ dxpη, ζq exp

ˆ

bηpx, g
´1pxqq ` bζpx, g

´1pxqq

2

˙

l

2.2. Grupos fuchsianos

Al tener identificado el grupo Isom`
pHq con un (cociente de) un grupo de matrices,

éste hereda una topoloǵıa y una estructura diferenciable. Como la función determinante

es una función suave en R4 cuyo único valor valor cŕıtico es 0,

SLp2,Rq “ det´1
p1q

es una variedad diferenciable de dimensión 3 en R4. Más aún, es un grupo de Lie ya que

multiplicar por una matriz fija o invertir una matriz 2ˆ2 son operaciones diferenciables.

Con la estructura de grupo de Lie podemos probar el siguiente criterio:

Proposición 2.19. Un subgrupo G de SLp2,Rq no tiene puntos de acumulación en

SLp2,Rq si y solo si la identidad es un elemento aislado en G.
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Demostración: Ver Apéndice 5.1.

l

Como cada elemento de PSLp2,Rq tiene solamente dos preimágenes en PSLp2,Rq, el

resultado anterior puede reescribirse en PSLp2,Rq. Por lo tanto un subgrupo discreto

de PSLp2,Rq no tiene puntos de acumulación en PSLp2,Rq.

Definición 2.20. Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSLp2,Rq.

La acción de un grupo G en H se dice discontinua si cualquier compacto contiene

a lo sumo finitos elementos de la G´órbita de un punto dado.

Teorema 2.21. Un grupo G Ă PSLp2,Rq es discreto si y solo si actúa discontinuamente

en H.

Una prueba puede encontrarse en la Sección 3.1 de mi monograf́ıa de licenciatura

[Gar19].

Corolario 2.22. Si G es un grupo fuchsiano la G´órbita de cualquier punto z P H,

tg ¨ z : g P Gu

es un conjunto discreto.

La acción de un grupo fuchsiano tesela el plano hiperbólico; esto es: existe un sub-

conjunto D Ă H que satisface:

D es cerrado en H y tiene interior no vaćıo,

Ť

gPG g ¨ D “ H,

intpDq X g ¨ intpDq “ H, @g P G.

Un conjunto D que satisface las tres condiciones anteriores se dice un dominio funda-

mental para la acción de G. Es posible construir para cualquier grupo fuchsiano, y cada

generador del grupo, los llamados dominios de Dirichlet : dominios fundamentales que

resultan ser poĺıgonos convexos localmente finitos2 aunque en general no necesariamen-

te compactos (pueden tener vértices en RY t8u). Por detalles de esta construcción ver

[Dal10, Section 1.2] o el apéndice de [Gar19].

2finitos lados por vértice
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2.2.1. Conjunto ĺımite

Para los detalles de esta sección referimos a [Dal10, Section 1.3].

Definición 2.23. Sea G un grupo de isometŕıas del plano hiperbólico, definimos si

conjunto ĺımite deG como el conjunto de puntos de acumulación en el borde de cualquier

G´órbita: dado z P H cualquiera

ΛG :“ G ¨ z X BH.

No es dif́ıcil ver que la definición no depende del punto z elegido.

El conjunto ĺımite contiene a todos los puntos fijos de isometŕıas hiperbólicas o

parabólicas de G, lo que permite probar:

Proposición 2.24. Si un grupo G Ă PSLp2,Rq contiene dos elementos hiperbólicos sin

puntos fijos en común, entonces ΛG es un conjunto infinto.

Demostración: Basta observar que si g y h son dos hiperbólicos sin fijos en común

entonces los elementos de la forma

h´n
¨ g ¨ hn

tienen fijos diferentes para cada n.

l

Un grupo fuchsiano se dice elemental si su conjunto ĺımite es finito, posiblemente

vaćıo (por ejemplo al grupo generado por un eĺıptico lo consideramos elemental). Se

puede ver que los grupos fuchsianos elementales están generados por un único elemento

a menos de ı́ndice dos ([Dal10, Proposition 3.3],[Kat92]).

Proposición 2.25. La acción de un grupo no elemental G en ΛG es minimal. Esto es,

ΛG es el menor cerrado (resp. a la inclusión) no vaćıo en BH invariante por la acción

de G.

Demostración: Ver [Dal10, Proposition 3.6].

2.2.2. Región de Nielsen y grupos convexos cocompactos

La acción de un grupo de isometŕıas del plano hiperbólico discreto y no elemental

tiene un subconjunto asociado que es cerrado, invariante y convexo, y además minimal
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con respecto a estas propiedades. Este conjunto se llama región de Nielsen de G, la

denotaremos NpGq y resulta ser la envolvente convexa del conjunto ĺımite en el siguiente

sentido: NpGq es la unión de segmentos geodésicos en H entre puntos del conjunto:

tz P H : existen η, ζ P ΛG y z P pη, ζqu.

Nos será útil mirar la acción de G restricta a NpGq. Obviamente NpGq hereda

la métrica hiperbólica de H y G actúa por isometŕıas en NpGq. Si D es un dominio

fundamental para la acción G ñ H entonces D X NpGq es un dominio fundamental

para la acción G ñ NpGq y en particular D X NpGq tesela NpGq.

Proposición 2.26. Sea x P NpGq y ζ P ΛG. Entonces el rayo geodésico rx, ζq está

contenido en NpGq.

Demostración: Tomemos una sucesión tznun Ă NpGq, con zn Ñ ζ si n Ñ `8. Por

convexidad, el segmento geodésico rx, zns Ă NpGq. Sea ζn P BH el extremo del rayo

geodésico rx, znq. Tenemos entonces ζn Ñ ζ. Como dHpx, znq Ñ `8, para cada N P N

encontramos una sucesión xn,N P rx, ζns a distancia N de x y nuevamente, por convexi-

dad xn,N P NpGq para todo n suficientemente grande y todo N . Tomando ĺımite en n,

para cada N encontramos puntos a distancia N de x en el rayo rx, ζq acumulados por

puntos de NpGq. Como NpGq es cerrado éstos ĺımites también pertenecen al conjunto.

Haciendo N arbitrariamente grande vemos que todo el rayo geodésico está contenido

en NpGq.

l

Definición 2.27. Un grupo discreto y no elemental de isometŕıas de H se dice convexo

cocompacto si existe un dominio fundamental D para su acción en H tal que DXNpGq

es compacto. Si además NpGq “ H (o equivalentemente ΛG “ BH) decimos simplemente

que el grupo es cocompacto.

Nuestros ejemplos de interés serán convexos cocompactos no cocompactos.

Observación 2.28. Si G convexo cocompacto tenemos que:

(i) para o P DXNpGq cualquiera, como DXNpGq tesela NpGq, todo punto de NpGq

tiene un elemento de la G´órbita de o a distancia a lo sumo diampD X NpGqq.

(ii) G
I

NpGq es compacto con la topoloǵıa cociente.
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Corolario 2.29. Sean G un grupo convexo cocompacto, D un dominio fundamental en

H tal que D X NpGq es compacto, x P D X NpGq, y R “ diampD X NpGqq. Entonces,

todo ζ P ΛG pertenece a ORpx, gpxqq para infinitos g P G.

Demostración: Usando la proposición y la observación anteriores, basta observar que

el rayo geodésico rx, ζq Ă NpGq es cubierto por alguna sucesión de bolas tBpgnpxq, Rqun.

l

2.2.3. Grafo de Cayley, Lema de Švarc-Milnor y Lema de Mor-

se

Enunciamos ahora dos lemas clásicos, importantes para el caṕıtulo siguiente. Ambos

resultados nos permiten vincular la geometŕıa intŕınseca del grupo con la del espacio

donde actúan.

Definición 2.30. El grafo de Cayley de un grupo G con respecto a un generador F es

el grafo cuyos vértices son los elementos de G, y entre dos de ellos g y h hay una arista

si y solo si h´1g P F . Nos restringiremos a generadores F donde g P F sii g´1 P F , por

lo que el grafo se puede pensar no dirigido. La distancia de palabras entre dos elementos

de G, g y h, se define como la mı́nima cantidad de letras necesarias para escribir g´1 ¨h

como producto de elementos de F , o equivalentemente algún camino más corto entre g

y h siguiendo las aristas del grafo de Cayley.

Si cambiamos la elección del generador, la distancia de palabras cambia, pero de

forma “controlada”.

Definición 2.31. Un encaje cuasi-isométrico entre dos espacios métricos pX, dXq,

pY, dY q es un a función f : X Ñ Y para la cual existen constantes positivas A y B

tales que @x1, x2 P X

A´1
¨ dY pfpx1q, fpx2qq ´ B ď dXpx1, x2q ď A ¨ dY pfpx1q, fpx2qq ` B.

Si además existe una constante C tal que para todo y P Y

dY py, fpXqq ă C

decimos que f es una cuasi-isometŕıa (o cuasi isometŕıa).
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No profundizaremos más de lo indispensable, pero mencionamos simplemente que

la noción de cuasi isometŕıa induce una relación de equivalencia entre espacios métricos

y que la hiperbolicidad de un espacio (como la definimos antes) es un invariante de las

cuasi isometŕıas. Referimos por ejemplo a [BH99], [BKS91, Chapter 10], [GdlH90] o las

notas [Kai14, BP03].

Proposición 2.32. Si F 1 es otro generador finito del grupo G entonces id : pG, dF q Ñ

pG, dF 1q es una cuasi isometŕıa.

El primer lema es un resultado muy general que dice esencialmente que si un grupo

actúa “lindo” en un espacio métrico “lindo” entonces una órbita del grupo no es dis-

tinguible “a gran escala”3 del espacio en el que actúa. Una prueba puede encontrarse

en [BH99, Proposition 8.19].

Lema 2.33 (Švarc-Milnor). Sea pX, dq un espacio métrico completo, localmente com-

pacto y geodésico4 y G un grupo actuando discontinuamente, por isometŕıas, en X.

Supongamos además que el cociente GzX es compacto con la topoloǵıa cociente. Enton-

ces G es finitamente generado. Además, dado cualquier generador finito F de G y dado

cualquier punto o P X, el mapa

orb : pG, dF q Ñ pX, dq : g ÞÑ gpoq

es una cuasi isometŕıa.

Para grupos convexo cocompactos de IsompHq, el resultado se aplica directamente

con X “ NpGq.

Definición 2.34. Una cuasi geodésica (resp segmento cuasi geodésico, rayo cuasi geodési-

co) es una curva imagen de R (resp un segmento r0, Ls, r0,`8q) por un encaje cuasi

isométrico.

El segundo lema nos dice que un espacio métrico hiperbólico los segmentos cuasi

geodésicos están uniformemente “cerca”de segmentos geodésicos.

Lema 2.35 (Morse). Existe R “ RpA,Bq tal que todo segmento cuasi geodésico con

constantes A,B está contenido en el R´entorno del segmento geodésico que une sus

extremos.

3(a menos de cuasi isometŕıa)
4esto es, que entre cualquier par de puntos hay al menos una geodésica
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Nos será útil en general el siguiente corolario del Lema de Morse para rayos cuasi

geodésicos en H.

Corolario 2.36. Sea α a un encaje cuasi isométrico de r0,`8q en H. Entonces existe

el ĺımite α8 :“ ĺımtÑ8 αt y es un punto de BH. Además si β : r0,`8q Ñ H es el rayo

geodésico de α0 a α8 entonces

sup
tPr0,`8q

tdHpαt, βtqu ď R.

Demostración: Abuso de notación mediante, denotamos también por α al rayo cuasi

geodésico imagen del encaje. Por compacidad hay algún punto de acumulación de α en

HYBH. Como α se escapa de cualquier compacto todos sus puntos de acumulación per-

tenecen a BH. Para ver que hay un único punto de acumulación basta observar que para

todo t ą 0, por Morse, los puntos αs con s P r0, ts están a distancia acotada (uniforme

en s y t) del segmento geodésico rα0, αts; por lo que no puede haber subsucesiones en

r0,`8q convergiendo a puntos diferentes de BH.

Sea β : r0,`8q Ñ H es el rayo geodésico de α0 a α8. Consideremos una sucesión

cualquiera tTnun Ă r0,`8q tal que Tn ą Tn´1 para todo n y tal que ĺımn Tn “ `8.

Para cada n sea βn : r0,`8q Ñ H el rayo geodésico desde α0 y que pasa por αTn . Como

cada βn es 1´Lipschitz, por Arzela-Áscoli existe una subsucesión βnk
tal que βnk

|r0,T1s

converge uniformemente a β|r0,T1s. Además para todo s P r0, T1s tenemos

dHpβs, αsq “ ĺım
n
dHppβnqs, αsq ď R. (2.2.1)

De la sucesión tβnk
uk se puede tomar una nueva subsucesión que converge uniforme-

mente en r0, T2s y satisface (2.2.1) en dicho intervalo. Procedemos de la misma manera

para cada n P N.

l

2.2.4. Grupos de Schottky

Podemos ahora presentar los grupos fuchsianos que nos interesarán para este tra-

bajo: los grupo de Schottky. En algún sentido son los subgrupos discretos de PSLp2,Rq

no elementales más sencillos.

Proposición 2.37. Un grupo fuchsiano no elemental contiene elementos hiperbólicos

con ejes de traslación diferentes.
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Figura 2.5: Los semiplanos R˘pγq y rpγq la geodésica borde.

Demostración: Si el grupo es no elemental su conjunto ĺımite es infinito y el resultado

se deduce de [Dal10, Proposition 3.3].

l

Fijado un punto o P NpGq y un elemento hiperbólico γ P IsompHq consideramos los

semiplanos

R`
pγq :“ tz P H : dHpz, γ ¨ oq ď dHpz,oqu y R´

pγq :“ tz P H : dHpz, γ ¨ oq ě dHpz,oqu

y denotamos por rpγq a la geodésica R`pγqXR´pγq. Ver Figura 2.5. Observar que con las

definiciones análogas para γ´1 se tiene que γ pR`pγ´1qq “ R´pγq, γ pR´pγ´1qq “ R`pγq

y en particular γ prpγ´1qq “ rpγq.

En general, al considerar un grupo discreto de isometŕıas generado por un conjunto

F “ tγ˘1
1 , . . . , γ˘1

k u, el dominio de Dirichlet (mencionado previamente) para un punto

o, que no es fijo por ningún elemento no trivial del grupo5, es por definición

Rpoq :“
č

γPF

R´
pγq.

Veremos ahora que si los largos de traslación dos elementos hiperbólicos son sufi-

cientemente grandes el grupo que generan es discreto.

Proposición 2.38. Sean g, h P IsompHq dos isometŕıas hiperbólicas sin puntos fijos en

común. Supongamos además que para γ, γ̂ P F :“ tg, g´1, h, h´1u con γ ‰ γ̂ se tiene

dHpR`
pγq, R`

pγ̂qq ą 0.

5como el grupo es numerable necesariamente existen tales puntos
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Entonces el grupo generado por F es libre y discreto, y F es un generador libre.

Demostración: Veremos que el grupo generado por F no tiene relaciones no triviales

con un argumento estándar llamado usualmente de “ping-pong”. La clave será usar

inductivamente un hecho observado previamente: que para todo γ P F

γ
`

R´
pγ´1

q
˘

“ R`
pγq.

Tomamos entonces cualquier composición de largo k de elementos de F γ1 ¨ ¨ ¨ γk con

γi ‰ γ´1
i`1, i “ 1, . . . , k ´ 1 y tenemos que

γk pRpoqq Ă γk
`

R´
pγ´1
k q

˘

“ R`
pγkq.

Como γk ‰ γ´1
k´1 sabemos que R`pγkqXR`pγ´1

k´1q “ H, por lo tanto R`pγkq Ă R´pγ´1
k´1q.

Con el mismo argumento, concluimos que

γk´1γk pRpoqq Ă γk´1

`

R`
pγkq

˘

Ă γk´1

`

R´
pγ´1
k´1q

˘

Ă R`
pγk´1q.

Procediendo inductivamente, se concluye que γ1 ¨ ¨ ¨ γk pRpoqq Ă R`pγ1q. En particular,

γ1 ¨ ¨ ¨ γk pRpoqq X Rpoq y γ1 ¨ ¨ ¨ γk ‰ Id P PSLp2,Rq. Esto prueba que la identidad en el

grupo generado por g y h es un elemento aislado (y por lo tanto el grupo es discreto) pero

también que toda palabra finita con letras en F sin inversos consecutivos es diferente

de la identidad, por lo que el grupo es isomorfo al grupo libre y F es un generador libre.

l

La proposición anterior se extiende sin complicaciones a una cantidad arbitraria de

generadores. Estos serán los grupos en los que nos concentraremos para este trabajo.

Definición 2.39. Un grupo fuchsiano se dice un grupo de Schottky si tiene algún

generador F “ tg˘1
1 , ¨ ¨ ¨ , g˘1

k u tal que cada gi P PSLp2,Rq es un elemento hiperbólico y

para todos γ ‰ γ̂ elementos de F ,

dH
`

R`
pγq, R`

pγ̂q
˘

ą 0.

Observación 2.40. La definición anterior contiene todos los casos de interés para

este trabajo. En general se admiten como grupos de Schottky, grupos con generadores

infinitos, con elementos parabólicos y relajando la hipótesis de distancia positiva entre

las regiones R`p¨q, pidiendo que sean disjuntas en H (pudiendo ser tangentes en BH).

Casos con elementos parabólicos son tratados, por ejemplo en el Caṕıtulo II de [Dal10].
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Figura 2.6: Cociente GzNpGq con G generado por dos hiperbólicos. En el caso de la

izquierda los ejes del generador se intersectan y en el de la derecha no.

En vista de la proposición anterior, los elementos de un grupo de Schottky G se

identifican biyectivamente con las palabras finitas con letras en un generador libre de

G y sin inversos consecutivos. Una palabra sin inversos consecutivos se dice reducida y

su largo es la cantidad de letras. El grafo de Cayley asociado es un árbol regular con 2k

vecinos por vértice. En el caso de dos generadores, el cociente GzNpGq es una superficie

orientable con borde como en la Figura 2.6.

Proposición 2.41. Sea Γ un grupo de Schottky generado por hiperbólicos g˘1
1 , . . . , g˘1

k P

PSLp2,Rq. Entonces todo elemento de Γ ´ tIdu es hiperbólico.

Demostración: Ver [Dal10, Property 1.9].

l

Proposición 2.42. Sea G un grupo de Schottky. Entonces G es convexo cocompacto si

y solo si tiene un generador libre formado por elementos hiperbólicos.

El siguiente resultado será importante en el Caṕıtulo 4 y lo tomamos de [FF21].

Proposición 2.43. Consideremos dos elementos hiperbólicos g y h sin puntos fijos

en común. Denotemos por g`, h` y g´, h´ a los atractores y repulsores respectivos. Se

tienen las siguientes desigualdades para las longitudes de traslación:

(i) si los ejes de traslación se cortan, entonces lpg ¨ hq ă lpgq ` lphq;

(ii) si los ejes de traslación no se cortan y el orden g` ă h` ă h´ ă g´ es compatible

con una orientación en el ćırculo entonces lpg ¨ hq ą lpgq ` lphq;
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(iii) si los ejes de traslación no se cortan y el orden g` ă h´ ă h` ă g´ es compatible

con una orientación en el ćırculo entonces lpg´1 ¨ hq ą lpgq ` lphq.

Demostración:

(i) Fijemos o P D el punto de corte de los ejes. Aplicando triangulares tenemos

lpghq ď dHpo, ghpoqq

ď dHpo, gpoqq ` dHpgpoq, ghpoqq

“ dHpo, gpoqq ` dHpo, hpoqq

“ lpgq ` lphq.

Como h no preserva la misma geodésica que g, los puntos o, gpoq y ghpoq no están

alineados, por lo tanto la segunda desigualdad es estricta.

(ii) En este caso escribimos a las dos isometŕıas como composiciones de simetŕıas

axiales (ver [Bea95, Section 7.38]). Para ello tomamos r1 la única geodésica per-

pendicular a ambos ejes de traslación y s1 la simetŕıa axial por dicha geodésica.

Luego quedan determinadas otras dos geodésicas, r2 y r3, perpendiculares a los

ejes de g y h respectivamente de manera que

g “ s2 ˝ s1, y h “ s1 ˝ s3;

siendo s2 y s3 las simetŕıas axiales correspondientes. Ver Figura 2.7. El eje de

traslación del producto

g ¨ h “ s2 ˝ s1 ˝ s1 ˝ s3 “ s2 ˝ s3

es la geodésica perpendicular común a r2 y r3, y se tiene la desigualdad

lpg ¨ hq “ 2dHpr2, r3q ą 2pdHpr2, r1q ` dHpr1, r3qq “ lpgq ` lphq.

(iii) Inmediato a partir de la parte anterior.

l

Enunciamos a continuación una caracterización del conjunto ĺımite de un grupo de

Schottky, que muestra en particular que el conjunto ĺımite de un grupo de Schottky es
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Figura 2.7: Descomposición en simetŕıas axiales de g ¨ h

topológicamente un conjunto de Cantor en BH. En el caṕıtulo siguiente obtendremos una

codificación simbólica que nos permitirá manipular más cómodamente las propiedades

métricas (y medibles) del conjunto ĺımite.

Fijado un punto o P NpGq, usamos como antes la notación

R`
pγq “ tz P H : dHpz, γ ¨ oq ď dHpz,oqu,

para γ P F . Para un elemento γ1 ¨ ¨ ¨ γr P G en su forma reducida definimos

R`
pγ1 ¨ ¨ ¨ γrq “ γ1 ¨ ¨ ¨ γr´1 ¨ R`

pγrq.

En particular

R`
pγ1 ¨ ¨ ¨ γrq Ă R`

pγ1 ¨ ¨ ¨ γr´1q Ă ¨ ¨ ¨ Ă R`
pγ1q.

Proposición 2.44.

ΛG “
č

kě1

ď

γ1¨¨¨γk
palabra reducida

de largo k

R`pγ1 ¨ ¨ ¨ γkq,

con la clausura de R`p¨q tomada en HY BH como subconjunto de HY BH.

Demostración: Ver [Dal10, Proposition 1.11].

l
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2.3. Enunciado Principal: pérdida de dimensión pa-

ra caminatas de vecinos más cercanos

Fijemos un grupo de Schottky G con neutro e y generado libremente por 2d ele-

mentos hiperbólicos a1, . . . , a2d de manera que ad`j “ a´1
j . En G consideramos una

caminata al azar con incrementos soportados en dicho generador. Esto es, considera-

mos pesos pj P p0, 1q con
ř2d
j“1 pj “ 1 y una sucesión de variables aleatorias tXnunPN

que toman valores en F “ tajuj con probabilidades

PpXn “ ajq “ pj, aj P F, n P N.

La caminata al azar en G asociada a estos pesos es la sucesión productos sucesivos

Zn “

$

&

%

Z0 “ e

X1 ¨ ¨ ¨Xn, n ě 1.

Como los incrementos de la caminata son los elementos del generador libre F , decimos

que la caminata es de vecinos más cercanos.

Para dirigirnos al teorema principal de este trabajo, optamos por minimizar los

resultados previos, postergando los detalles al Caṕıtulo 4.

Fijado un punto base o P H cada Zn tiene asociado naturalmente el punto

Znpoq P H.

Se puede ver (Teorema 4.7) que el largo de la palabra Zn, como palabra reducida con

letras en F tiende a infinito casi seguramente. Con esto obtendremos que la sucesión

tZnpoqun tiene un ĺımite bien definido en ΛG. Es decir, con probabilidad uno, la caminata

en H converge a algún punto del borde. La medida estacionaria de la caminata 6, que

a un boreliano E Ă BH le asigna

νpEq :“ Ppĺım
n
Znpoq P Eq,

tiene como soporte todo ΛG y resulta ser de dimensión exacta7. Por la Proposición 1.12,

la dimensión de Hausdorff de la medida está mayorada por la de ΛG. Diremos que la

6o medida armónica, como se le suele llamar también
7Una versión muy general de este resultado junto con una fórmula del tipo “entroṕıa sobre exponente

de Lyapunov”para su dimensión puede encontrarse en [Tan19]
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medida estacionaria (o que la caminata) pierde dimensión cuando la desigualdad es

estricta.

En la demostración de la Proposición 1.18 donde teńıamos dos similaridades en R,

construimos una medida que realiza la dimensión del conjunto de Cantor que la soporta

tomando pesos convenientes. En el contexto de esta sección, tenemos un conjunto finito

de transformaciones de Möbius (los elementos del generador F ) que determinan un

conjunto de Cantor en R Y t8u: el conjunto ĺımite del grupo que generan. Sobre este

conjunto, para cada elección de pesos iniciales sobre los elementos de F tenemos una

probabilidad natural sobre el conjunto ĺımite: la media estacionaria de la caminata.

El objetivo principal de este trabajo es probar la pérdida de dimensión para estas

caminatas al azar en grupos de Schottky.

Teorema Principal 1. Sean G un grupo de Schottky con generador libre y finito

F , µ una probabilidad soportada en F y ν la probabilidad µ´estacionaria en el

conjunto ĺımite ΛG. Entonces ν pierde dimensión; esto es:

dimHpνq ă dimHpΛGq.



Caṕıtulo 3

Formalismo Termodinámico

La teoŕıa que presentaremos ahora estudia medidas en secuencias de śımbolos so-

bre un alfabeto finito F . Sobre las sucesiones de śımbolos hay una dinámica natural

que corresponde a eliminar el primer término de la sucesión. El estudio de medidas

invariantes por esta transformación es a grandes rasgos lo que se denomina formalismo

termodinámico y nos basaremos en el enfoque llevado a cabo por uno de sus mayores

exponentes: Rufus Bowen (1947–1978). Las referencias principales para este caṕıtulo

son [Bow08] y [BP11]. Nuestro ejemplo de interés es siempre Σ: el conjunto de palabras

infinitas reducidas en un generador libre de un grupo de Schottky, y es con respecto a

quién enunciaremos todos los resultados relevantes. El formalismo termodinámico pro-

porciona una maquinaria potente una vez obtenida una buena codificación simbólica de

la dinámica que se quiere estudiar 1, y como consecuencia los contextos de aplicación

de la teoŕıa son variados y con ello va la dispersión de resultados en la literatura. El

principio del survey [BP11] es una buena gúıa para lo que necesitaremos de la teoŕıa en

este trabajo.

De aqúı en más fijamos un grupo de Schottky G con generador libre

F “ ta1, . . . , a2du, ad`j “ a´1
j , j “ 1, . . . , d.

Denotamos por Λ a su conjunto ĺımite y por Σ al conjunto de palabras reducidas infinitas

en F :

Σ “ tω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ ¨ ¨ : ωi P F y ωi ‰ ωi`1u.

En general denotaremos por ω a un elemento ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ ¨ ¨ P Σ. Σ se puede ver también

como el conjunto de caminos admisibles siguiendo las aristas de un grafo dirigido con

1por ejemplo, la estrategia que usaremos en este trabajo fue desarrollada por Bowen para estudiar

difeomorfismos “Axioma A”[Bow08] y el conjunto ĺımite de grupos cuasi-Fuchsianos [Bow79]
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vértices F y aristas entre cualquier par de vértices no inversos. En el caso de dos gene-

radores y sus inversos, el grafo tiene vértices tg, h, g´1, h´1u y la matriz de adyacencias

respectiva es:

MΣ “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 0 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Bowen desarrolla su teoŕıa para “subshifts de tipo finito irreducibles”. Un subshift

X es un conjunto de sucesiones de FN, donde F es un alfabeto finto definidos por un

cierto conjunto F de palabras finitas “prohibidas”

X “ tω1 . . . ωn . . . : @i ă j, ωiωi`1 . . . ωj R Fu.

X no determina un único conjunto F, pero decimos que es un subshift de tipo finito

(SFT) si F se puede tomar como un conjunto finito. En X definimos el shift unilateral

a izquierda

σ : X Ñ X : σpω1ω2 . . .q “ ω2ω3 . . . .

Una familia particular de SFT, en la que nuestro caso entra, son los caminos admisibles

de un grafo dirigido finito2, donde el conjunto F se puede tomar como pares de vértices

sin arista del primero al segundo. Estos se denominan topological Markov chains (TMC)

([Par77]) o intrinsic Markov chains ([Par64]). Un TMC se dice irreducible si su matriz

de adyacencia asociada tiene alguna potencia con todas sus entradas estrictamente

positivas. Esto equivale a que el grafo asociado sea fuertemente conexo o que el shift

σ : X Ñ X es topológicamente mixing ([Bow08, Lema 1.3]). Nuestro ejemplo de interés

claramente cae en esta clase: podemos tomar F “ taja
´1
j : j “ 1, . . . , 2du y M2

Σ tiene

todas sus entradas positivas.

En Σ consideramos la distancia dada por:

dΣpω, ω̂q “ exp p´máxtn : ωi “ ω̂i, @ i ď nuq ,

y dΣpω, ωq “ 0. Una base de entornos para un elemento ω son los cilindros

rω1 . . . ωns “ tω̂ P Σ : ω̂i “ ωi, @i ď nu.

Con esta distancia, Σ es un espacio métrico compacto, completo, separable y totalmente

disconexo. La única sigma álgebra a considerar en Σ es la de Borel (generada por los

2finitos vértices y finitas aristas
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cilindros). Por el Teorema de extensión de Carathéodory, dos medidas sigma finitas no

pueden coincidir en todos los cilindros de Σ. A menos que se especifique lo contrario,

todas las medidas a considerar son probabilidades de Radón, sigma finitas y definidas

en los boreleanos de Σ.

Proposición 3.1. Sea o un punto cualquiera en la región de Nielsen de G. Entonces

existe un homeomorfismo Hölder continuo π : pΣ, dΣq Ñ pΛ, doq tal que @ω P Σ

πpωq “ ĺım
n
ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ o.

Para simplificar la exposición postergamos brevemente esta prueba. Es la codifica-

ción simbólica π la que nos introducirá al formalismo termodinámico, donde podremos

comparar las dos medidas que nos interesan en el Teorema 1: la de Hausdorff de Λ

contra la medida estacionaria de una caminata al azar en el grupo. Las definiciones

pertinentes se darán más adelante, pero vale la pena tener en mente que el shift σ ad-

mite muchas medidas invariantes 3. Sin embargo, existe para cada una de nuestras dos

medidas de interés una única invariante y ergódica, con respecto a las cuales son abso-

lutamente continuas respectivamente. Comparar estas dos medidas invariantes es lo que

nos permitirá concluir que la medida estacionaria tiene dimensión menor que el conjun-

to ĺımite. Más concretamente, para demostrar el teorema usaremos el contrarrećıproco

del siguiente resultado:

Lema 3.2. Sea ν una probabilidad shift invariante y ergódica. Si se cumple dimHpνq “

dimHpΛq “ δ, entonces existe una constante uniforme C ą 1 tal que para todo n P N y

todo cilindro rω1 ¨ ¨ ¨ωns Ă Σ vale:

C´1
¨ exp p´δdHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oqq ď νpπrω1 ¨ ¨ ¨ωnsq ď C ¨ exp p´δdHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oqq .

La prueba del lema será el objetivo de todo este caṕıtulo. Cerramos esta sección con

la prueba pendiente:

Demostración:(Proposición 3.1)

Sea ω P Σ una palabra infinita reducida cualquiera. Por Švarc-Milnor (Lema 2.33)

tω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqun Ă H es un rayo cuasi geodésico en H. Por el Corolario 2.36 existe el

3Por ejemplo, sobre una órbita peŕıodica para el shift podemos colocar peso uniforme y obtenemos

una medida σ´invariante y ergódica. Notar que los puntos periódicos de Σ forman un conjunto denso

y hay órbitas periódicas de peŕıodo arbitrariamente grande.
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ĺımite

ĺım
n
ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoq “: πpωq P BH.

Recordar que ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoq P R`pω1 ¨ ¨ ¨ωnq para todo n, por lo que cualquier palabra

ĺımite con el prefijo ω1 ¨ ¨ ¨ωn pertenece a R`pω1 ¨ ¨ ¨ωnq; y además si ωn ‰ ω̂n entonces

R`pω1 ¨ ¨ ¨ωn´1ωnq X R`pω1 ¨ ¨ ¨ωn´1ω̂nq “ H, por lo que π resulta inyectiva. La sobre-

yectividad se concluye del Lema 2.44 ya que si ζ P
Ş

ně1R
`pω1 ¨ ¨ ¨ωnq entonces es

aproximado por la sucesión tω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqun.

Para ver que π es una función Hölder tomamos ω ‰ ω̂ y γ :“ ω1 ¨ ¨ ¨ωn “ ω̂1 ¨ ¨ ¨ ω̂n

y ωn`1 ‰ ω̂n`1; es decir dΣpω, ω̂q “ expp´nq. Por (2.1.6) conseguimos β ą 0 tal que

dopπpωq, πpω̂qq ď const ¨ expp´βdHpo, pπpωq, πpω̂qqqq.

Aplicando el Lema de Morse conseguimos R tal que los rayos geodésicos ro, πpωqq y

ro, πpω̂qq, y la geodésica pπpωq, πpω̂qq están a distancia menor a R de γpoq. Por lo tanto

dHpo, pπpωq, πpω̂qqq ě dHpo, γpoqq ´ R (3.0.1)

y concluimos, por Švarc-Milnor que existe β1 ą 0 tal que

dopπpωq, πpω̂qq ď const ¨ expp´β1nq.

l

Observación 3.3. Si aplicamos el mismo argumento que usamos en la demostra-

ción anterior para concluir (3.0.1) a las geodésicas rpω1 ¨ ¨ ¨ωkq en vez de pπpωq, πpω̂qq

podemos probar que el diámetro visual de R`pω1 ¨ ¨ ¨ωkq Ñ 0 con k, por lo que

las intersecciones encajadas
Ş

kě1R
`pω1 ¨ ¨ ¨ωkq consisten en un punto, dando aśı

una prueba para el Lema 2.44.

A partir del ı́tem anterior, vemos que la acción de G en Λ se corresponde con

la concatenación de śımbolos seguido de eliminar inversos consecutivos. Más es-

pećıficamente, si γ1 ¨ ¨ ¨ γn es una palabra finita reducida, y ζ “ ζ1 ¨ ¨ ¨ un elemento

de Σ, entonces

γ1 ¨ ¨ ¨ γn ¨ ζ “
č

kě1

γ1 ¨ ¨ ¨ γnR`pζ1 ¨ ¨ ¨ ζkq “
č

kě1

R`pγ1 ¨ ¨ ¨ γn´t ¨ ζt`1 ¨ ¨ ¨ ζkq, (3.0.2)

donde 1 ď t ď n es tal que γn´t ‰ ζ´1
t`1 y γn´t`i “ ζ´1

i para todo i “ 1, . . . , t.
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Proposición 3.4. Dado un punto cualquiera o P NpGq existen R ą 0 y n P N tales

que para todo ω P Σ

πpωq P ORpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqq.

Demostración: Dado ω P Σ cualquiera, por Švarc-Milnor la imagen del rayo geodésico

rid, ωq según la distancia de palabras dF en G es una cuasi-geodésica en la región de

Nielsen NpGq. Por el Lema de Morse esta cuasi-geodésica está a distancia a lo sumo R

(uniforme) del rayo geodésico ro, πpωqq. Por lo tanto

πpωq P ORpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqq.

l

3.1. Medidas de equilibrio

Una medida µ se dice shift invariante si σ˚µ “ µ, donde σ˚µ es el push-forward

de µ por σ. Una medida shift invariante µ se dice ergódica si para cualquier conjunto

A Ă Σ invariante (i.e. σ´1pAq “ A) se tiene µpAq P t0, 1u.

Definición 3.5. Dada una función continua ψ : Σ Ñ R, definimos:

La n´ésima suma de Birkhoff de ψ

Snψpωq “

n´1
ÿ

i“0

ψ ˝ σipωq.

Para cada natural k definimos

varkpψq “ sup t|ψpωq ´ ψpω̂q| : ωi “ ω̂i @i ď ku .

Si existen constantes c ą 0 y α P p0, 1q tales que para todo k

varkpψq ď c ¨ αk,

diremos que ψ es un potencial Hölder . Esta condición corresponde a ser Hölder

con respecto a la distancia dΣ, con constantes c y ´ logα.
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Teorema 3.6 ([Bow08, Theorem 1.2]). Sea ψ : Σ Ñ R un potencial Hölder . Entonces

existe una única medida de probabilidad νψ en Σ, invariante y ergódica para el shift que

cumple lo siguente:

Existen constantes C1, C2 ą 0 y P P R, tales que para todo natural n y todo ω P Σ:

C1 ¨ exp p´n ¨ P ` Snψpωqq ď νψrω1 ¨ ¨ ¨ωns ď C2 ¨ exp p´n ¨ P ` Snψpωqq . (3.1.1)

Notación. Usaremos la notación a — b para indicar que el cociente a
b
está acotado por

constantes uniformes positivas. Aśı, (3.1.1) lo reescribimos como

νψrω1 ¨ ¨ ¨ωns — exp p´n ¨ P ` Snψpωqq .

La probabilidad νψ que da el teorema se llama medida de Gibbs o medida de equi-

librio del potencial ψ. El teorema se puede leer “la medida de equilibrio asociada a

un potencial ψ es la única probabilidad shift invariante cuyo valor en los cilindros es

comparable con las sumas de Birkhoff de ψ´P” , donde “comparable”significa a menos

de constantes multiplicativas uniformes.

La constante P , que depende sólo de ψ, se denomina presión topológica de ψ y se

caracteriza por el siguiente principio variacional

P “ sup

"

hµpσq `

ż

Σ

ψpωq dµpωq : µ probabilidad shift invariante en Σ

*

, (3.1.2)

donde hµpσq es la entroṕıa medible o entroṕıa de Kolmogorov-Sinai del shift con respecto

a la probabilidad µ. La medida de equilibrio de ψ se caracteriza también en términos

de la presión:

Teorema 3.7 ([Bow08, Theorem 1.22]). Sea ψ como en las hipótesis del Teorema 3.6.

Entonces el supremo en (3.1.2) es un máximo y es alcanzado solamente por la medida

de Gibbs νψ.

Teorema 3.8 ([Bow08, Theorem 1.28]). Sean φ, ψ : Σ Ñ R dos potenciales Hölder .

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) νφ “ νψ;

(ii) existe una constante K tal que Snφpωq ´Snψpωq “ n ¨K, siempre que σnpωq “ ω;

(iii) existen una constante K, y una función u : Σ Ñ R tal que

φpωq ´ ψpωq “ K ` upσpωqq ´ upωq, @ω P Σ;
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(iv) existen constantes K y L tales que para todo ω P Σ y todo n ą 0

|Snφpωq ´ Snψpωq ´ n ¨ K| ď L.

Si estas condiciones se cumplen, entonces

K “ Pφ ´ Pψ,

donde Pφ y Pψ son las presiones topológicas respectivas.

Bajo cualquiera de las condiciones en el teorema anterior diremos que φ y ψ son

potenciales cohomólogos.

3.2. El potencial geométrico

En esta sección estudiaremos un potencial Hölder en Σ cuya medida de equilibrio

es equivalente a la medida de Hausdorff en Λ. Fijamos de ahora en más un punto

o P NpGq. Comencemos considerando la función

ψ : Σ Ñ R : ψpωq “ bπpωqpo, ω1poqq.

Proposición 3.9. ψ es un potencial Hölder estrictamente positivo. Sus sumas de Birkhoff

tienen cumplen:

Snψpωq “ bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq.

Demostración: Por compacidad alcanza con ver que ψ es localmente Hölder . Por

un lado, π es Hölder (Proposición 3.1) y por otro, por la Proposición 2.16 tenemos

que ζ ÞÑ bζpo, ω1 ¨ oq es Lipschitz si fijamos ω1 P F . Como ω1 “ ω̂1 si dΣpω, ω̂q ă 1,

concluimos que ψ es localmente Hölder .

Para la segunda parte, por la aditividad de las funciones de Busemann, tenemos:

bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq “ bπpωqpo, ω1 ¨ oq ` bπpωqpω1 ¨ o, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq

“ bπpωqpo, ω1 ¨ oq ` bπ˝σpωqpo, ω2 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq

“ bπpωqpo, ω1 ¨ oq ` bπ˝σpωqpo, ω2 ¨ oq ` bπ˝σpωqpω2 ¨ o, ω2 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq

...

“

n´1
ÿ

i“0

bπ˝σipωqpo, ωi ¨ oq

“ Snψpωq.

l
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Corolario 3.10. Existe m P N y α ą 0 tal que para todo ω P Σ y todo k P N

expp´Skmψpωqq ă expp´kαq.

Demostración: Por la Proposición 3.4 existe R tal que para todo n suficientemente

grande y todo ω tenemos πpωq P ORpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqq y por lo tanto

bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqq ě dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqq ´ 2R. (3.2.1)

Basta tomar m suficientemente grande de forma que

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωmpoqq ´ 2R ą 0

y definir α como el mı́nimo valor de Smψ.

l

Se puede probar ([Par64]) que la máxima entroṕıa que puede alcanzar una medida

shift invariante en el subshift Σ es logp2d´ 1q, por el momento solo nos importa que es

finita y positiva. Consideremos entonces para cada δ ą 0 el potencial

ψδ :“ ´δψ.

Se puede probar que la presión asociada a ψδ por (3.1.2), que denotaremos por Pδ,

vaŕıa continuamente con δ y es estrictamente decreciente. Para δ “ 0, tenemos P0 “

logp2d´1q y para δ suficientemente grande debe ser Pδ ă 0 ya que la integral en (3.1.2)

se hace arbitrariamente chica.

Definición 3.11. El potencial geométrico es la función

ψδ : Σ Ñ R : ψδpωq “ ´δbπpωqpo, ω1 ¨ oq,

donde δ es el único real positivo que verifica

Pδ “ 0. (3.2.2)

Denotamos por νδ a la medida de equilibrio del potencial geométrico (Teorema 3.6)

y tenemos

νδrω1 ¨ ¨ ¨ωns — exp
`

´δbπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq
˘

,

uniformemente en n P N y ω P Σ.
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Por la Proposición 2.11 obtenemos:

νδrω1 ¨ ¨ ¨ωns — exp p´δdHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oqq . (3.2.3)

Necesitaremos definir

θ “ mı́n
␣

dopR`
pγq, R`

pγ̂nqq : γ ‰ γ̂ P F
(

ą 0. (3.2.4)

Lema 3.12. Sea m una probabilidad en Σ. Para cada n P N y ω P Σ, sea

rnpωq “ expp´dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oqq ¨
θ

2
.

Entonces para todo ω P Σ:

ĺım
rÑ0

log π˚mpBdopπpωq, rqq

log r
“ ĺım

nÑ`8

logmrω1 ¨ ¨ ¨ωns

log rnpωq
. (3.2.5)

Demostración: Comencemos cambiando el parámetro continuo r en el término de la

izquierda en (3.2.5) por el discreto rn. Para ello, por el Lema 1.13 basta chequear que

para todo ω P Σ
log rn`1pωq

log rnpωq
Ñ 1.

Por un lado

ĺım
n

log rn`1pωq

log rnpωq
“ ĺım

n

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn`1 ¨ oq

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq
,

y por otro con la desigualdad triangular obtenemos

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn`1 ¨ oq

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq
P

„

1 ´
dHpo, ωn`1 ¨ oq

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq
, 1 `

dHpo, ωn`1 ¨ oq

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq

ȷ

;

y concluimos

ĺım
n

log rn`1pωq

log rnpωq
“ 1.

Hasta ahora tenemos que el término de la izquierda en (3.2.5) coincide con

ĺım
n

log π˚mpBdopπpωq, rnpωqqq

log rnpωq
. (3.2.6)

El punto clave para el resto de la demostración es el siguiente:

Afirmación. Existe k P N independiente de ω y de n tal que

mrω1 ¨ ¨ ¨ωn`ks ď π˚mpBdopπpωq, rnpωqqq ď mrω1 ¨ ¨ ¨ωns.
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Una vez que probemos esta afirmación, la demostración se remata de la misma forma

que en el caso de las similaridades (1.3.3). Probemos entonces la afirmación:

Recordar que por definición

πrω1 ¨ ¨ ¨ωns “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn´1pR
`

pωnqq.

Tomemos ω, ω̂ P Σ tales que ω1 “ ω̂1, . . . , ωn “ ω̂n y ωn`1 ‰ ω̂n`1, entonces

πpωq “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ η y πpω̂q “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ ζ,

para ciertos η P R`pωn`1q X Λ y ζ P R`pω̂n`1q X Λ. Por la Proposición 2.18 sabemos

dopπpωq, πpω̂qq

dopη, ζq
“ exp

ˆ

bπpωqpo, pω1 ¨ ¨ ¨ωnq´1 ¨ oq ` bπpω̂qpo, pω1 ¨ ¨ ¨ωnq´1 ¨ oq

2

˙

.

Para controlar la distancia de separación entre πpωq y πpω̂q un lado, para ρ P

tπpωq, πpω̂qu tenemos

´bρpo, pω1 ¨ ¨ ¨ωnq
´1

¨ oq “ bρppω1 ¨ ¨ ¨ωnq
´1

¨ o,oq ď dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq,

y por el otro

dopη, ζq ě dopR`
pωnq, R`

pω̂nqq.

El término de la derecha está acotado por debajo uniformemente por θ (3.2.4). Entonces

dopπpωq, πpω̂qq ě expp´dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oqq ¨ θ ě rnpωq.

En conclusión:

Bdopπpωq, rnpωqq X Λ Ă πrω1 ¨ ¨ ¨ωn`1s Ă πrω1 ¨ ¨ ¨ωns. (3.2.7)

Para la otra desigualdad en la afirmación, buscamos k P N tal que para todo ω P Σ

y todo natural n

diamoπrω1 ¨ ¨ ¨ωn`ks ď rnpωq,

de donde concluiremos que

πrω1 ¨ ¨ ¨ωn`ks Ă Bdopπpωq, rnpωqq. (3.2.8)

De la Proposición 3.4, tomamos R tal que para todo n suficientemente grande y

todo ω P Σ

πrω1 ¨ ¨ ¨ωns Ă ORpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnq.
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con eso y usando la Proposición 2.11 calculamos para cualquier s P N:

diamoπrω1 ¨ ¨ ¨ωn`ss ď C ¨ exp p´dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn`spoqqq

ď expp´bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn`spoqqq

“ expp´bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqqq ¨

¨ expp´bπpωqpω1 ¨ ¨ ¨ωnpoq, ω1 ¨ ¨ ¨ωn`spoqqq

“ expp´bπpωqpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqqq expp´Ssψpσnpωqqq

ď expp´dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpoqqq expp2Rq expp´Ssψpσnpωqqq.

Con el Corolario 3.10 conseguimos s suficientemente grande de forma que

expp´Ssψp¨qq ă
θ expp´2Rq

2

y obtenemos lo que queŕıamos:

diamoπrω1 ¨ ¨ ¨ωn`ss ď rnpωq.

l

Proposición 3.13. Sea m una probabilidad shift invariante y ergódica soportada en Σ.

Entonces π˚m es una probabilidad en Λ de dimensión exacta

dimHpπ˚mq “
hmpσq
ş

Σ
ψdm

, (3.2.9)

siendo hmpσq la entroṕıa medible de el shift respecto a m. Además, dimHpπ˚mq ď δ y la

igualdad se da si y solo si m “ νδ la medida de equilibrio del potencial geométrico.

Demostración: Análogamente a lo hecho para dos similaridades en R (Proposición

1.18) la dimensión de la medida en cuestión estará dada por el ĺımite casi seguro

ĺım
nÑ`8

log π˚mrω1 ¨ ¨ ¨ωns

log rnpωq
, (3.2.10)

para una sucesión de radios convenientes, como en el Lema 1.17. Esta sucesión de radios

será la del Lema 3.12. Veamos primero que (3.2.10) vale constante igual al término de la

derecha en (3.2.9) en un conjunto de m-medida total: Por un lado un resultado clásico,

el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman 4 dice que para m´ctp ω P Σ,

ĺım
nÑ`8

´ logmrω1 ¨ ¨ ¨ωns

n
“ hmpσq.

4Ver por ej.[Hoc14, AC88]
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Por el otro, si πpωq P ORpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨oq para todo n, por Proposición 2.11 y el Teorema

ergódico de Birkhoff, para m´ctp ω P Σ también tenemos

ĺım
nÑ`8

dHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωn ¨ oq

n
“ ĺım

nÑ`8

Snψpωq

n
“

ż

Σ

ψ dm.

Por lo tanto

dimHpπ˚mq “
hmpσq
ş

Σ
ψdm

.

Por el Teorema 3.7, tenemos que

0 ě hmpσq ´ δ

ż

Σ

ψ dm,

y la igualdad se alcanza sólo en la medida de equilibrio νδ asociada al potencial geométri-

co. En conclusión, para cualquier otra medida shift invariante y ergódica m se tiene

dimHpπ˚mq ă dimHpπ˚νδq “ δ.

l

Corolario 3.14. El conjunto ĺımite del grupo de Schottky G tiene dimensión de Haus-

dorff δ dado por (3.2.2) y π˚νδ es la medida de Hausdorff en Λ.

Demostración: De la proposición anterior conseguimos la cota más dif́ıcil: como π˚νδ

es una probabilidad soportada en Λ con dimensión de Hausdorff δ, por el Lema 1.12

dimHpΛq ě δ.

Para la cota superior, consideramos para cada n el cubrimiento de Λ, formado por los

cilindros de largo n. Los cilindros son mutuamente disjuntos y a partir de (3.2.3) y la

Proposición 3.4 obtenemos

ÿ

diamoπpω1 ¨ ¨ ¨ωnq
δ

ď C ¨
ÿ

expp´δdHpo, ω1 ¨ ¨ ¨ωnpωqqq

ď C 1
ÿ

νδrω1 ¨ ¨ ¨ωns

ď C 1νδpΛq.

Como la cota es uniforme en n, concluimos que

dimHpΛq ď δ.

l



Caṕıtulo 4

Pérdida de dimensión para

caminatas a vecinos más cercanos

En esta sección estudiaremos caminatas al azar a vecinos más cercanos en grupos

de Schottky. Como vimos, éstos grupos son libres en algún generador. El objetivo prin-

cipal es presentar la medida estacionaria asociada a una caminata al azar en un grupo

libre y llevarla al contexto del formalismo termodinámico, donde podremos compararla

contra la medida de equilibrio del potencial geométrico. Este objeto de estudio depende

únicamente de la estructura de grupo y no de las traslaciones en H asociadas. Por esta

razón nos focalizamos en grupos libres en general.

Sea G el grupo libre generado por a1, . . . , ad y sus inversos ad`1, . . . , a2d con a´1
i “

ad`i. Como el grupo no tiene relaciones no triviales, cada elemento de G se corresponde

con una única palabra finita reducida (sin inversos consecutivos) cuyas letras pertenecen

al generador libre. Si escribimos g “ ai1 ¨ ¨ ¨ ain en su forma reducida, denotaremos

|g| :“ n. El producto entre dos palabras reducidas es la reducción de la concatenación

de ambas, es decir a g “ g1 ¨ ¨ ¨ gn y ĝ “ ĝ1 ¨ ¨ ¨ ĝm se le asigna la palabra reducida

g ¨ ĝ “ g1 ¨ ¨ ¨ gn´j ¨ ĝj`1 ¨ ĝj`2 ¨ ¨ ¨ ĝm, (4.0.1)

donde j es tal que gn “ ĝ´1
1 , gn´1 “ ĝ´1

2 ,. . . , gn´j`1 “ ĝ´1
j y gn´j ‰ ĝ´1

j`1.

La cantidad de palabras reducidas de largo n es

2d ¨ p2d ´ 1q
n´1,

si n ě 1 y la palabra vaćıa es la única de largo 0. El borde del grupo libre es el conjunto

Σ el conjunto de palabras infinitas reducidas. Como ya hicimos antes, consideramos en

73
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MÁS CERCANOS

Σ la métrica de palabras

dΣpω, ω̂q “ exp p´máxtn : ωi “ ω̂i @i ď nuq .

La topoloǵıa generada por esta métrica tiene como base de entornos alrededor de un

elemento ω P Σ a los cilindros

rω1 ¨ ¨ ¨ωns “ tω̂ P Σ : ω̂j “ ωj, @j ď nu.

La acción por multiplicación a izquierda de G en śı mismo dada por (4.0.1) se

extiende naturalmente a una acción de G en Σ. La Observación 3.3 dice que el mapa π

es equivariante para la acción de G.

Existe una medida de probabilidad natural, en Σ que a cilindros de igual largo les

asigna igual probabilidad y que denotaremos por m. Para todo ω P Σ tenemos

mrω1 ¨ ¨ ¨ωns “
1

2d ¨ p2d ´ 1qn´1
(4.0.2)

Proposición 4.1 ([Led01, Proposition 1.9]). Con la métrica dΣ, la dimensión de Haus-

dorff de Σ cumple

dimHpΣq “ dimHpmq “ logp2d ´ 1q.

Sea µ una probabilidad en G. Una caminata en G con ley µ es una sucesión de pro-

ductos sucesivos de elementos de G sorteados de forma independiente con probabilidad

µ. Más formalmente sean Ω “ GZ, µZ la medida producto en Ω y σ el shift en Ω:

σ : Ω Ñ Ω : pωiqiPZ Ñ pωi`1qiPZ.

Consideremos las sucesiones de funciones

Xn : Ω Ñ G : Xnpωq “ ωn, n ě 1; y

Zn : Ω Ñ G : Znpωq “

$

&

%

e, si n “ 0,

X1pωq ¨ ¨ ¨Xnpωq “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn, si n ą 0.

Cada ω P Ω tiene asociada una trayectoria: ω ÞÑ Zpωq “ pZnpωqqně0 P GN. Sobre

el conjunto de trayectorias definimos la probabilidad P :“ Z˚µ
Z como la imagen de

µZ por el mapa Z. Describiremos mejor esta probabilidad en la Proposición 4.4. Por

“caminata al azar”nos referimos al par pZ, µq.
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Una acción de G por transformaciones continuas en un espacio X induce una acción

de G en las probabilidades de X, donde para una función continua φ : X Ñ R tenemos

g ˚ νpφq “

ż

X

φpxq dpg ˚ νqpxq “

ż

X

φpg ¨ xq dνpxq.

En términos de un conjunto A Ă X, tenemos

g ˚ νpAq “ νpg´1Aq.

Proposición 4.2. No existen probabilidades en Σ invariantes por la acción de G, es

decir, no existe ν tal que g ˚ ν “ ν para todo g P G.

Demostración: Sean ν una probabilidad de Borel, rω1s un cilindro de largo uno tal

que νrω1s ą 0 y n ą 0 tal que p2d´ 1qnνrω1s ą 1. Observar que hay p2d´ 1qn palabras

de largo n en Σ cuya última letra es diferente de ω´1
1 . Entonces: g1 ¨ ¨ ¨ gn ¨ rω1s “

rg1 ¨ ¨ ¨ gn ¨ω1s si gn ‰ ω´1
1 y gi ‰ g´1

i`1 para i “ 1, . . . , n´1 y como todos estos conjuntos

son disjuntos dos a dos no pueden tener todos la misma probabilidad. Por lo tanto ν

no es G´invariante.

l

Definición 4.3. A partir de una probabilidad µ en G y una probabilidad ν en Σ,

definimos una probabilidad en Σ como la convolución de µ y ν:

µ ˚ ν “
ÿ

gPG

µpgq g ˚ ν. (4.0.3)

Proposición 4.4 (Distribuciones marginales de P). Para todo n ě 1 se tiene que la

distribución de probabilidad de la variable aleatoria Zn es la convolución de orden n:

µn :“ µ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ µ
loooomoooon

n

.

Demostración: La prueba será por inducción en n. Si n “ 1, PpZ1 “ gq “ PpX1 “
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gq “ µpgq para todo g P G. Para el paso inductivo tomamos g P G y calculamos:

PpZn “ gq “

2d
ÿ

i“1

PpZn “ g,X1 “ aiq

“

2d
ÿ

i“1

PpX1 ¨ ¨ ¨Xn “ g,X1 “ aiq

“

2d
ÿ

i“1

PpX2 ¨ ¨ ¨Xn “ a´1
i ¨ g,X1 “ aiq

“

2d
ÿ

i“1

PpX2 ¨ ¨ ¨Xn “ a´1
i ¨ gqPpX1 “ aiq

“

2d
ÿ

i“1

µn´1
pa´1
i ¨ gqµpaiq

“ µ ˚ µn´1
pgq.

En la cuarta igualdad usamos la independencia de X1 con respecto a (cualquier función

de) X2, . . . , Xn y en la quinta igualdad que la distribución de X2 ¨ ¨ ¨Xn es la misma que

la de X1 ¨ ¨ ¨Xn´1.

l

Como vimos, no existen medidas invariantes por todo el grupo. Sin embargo, si

fijamos alguna forma de promediar en el grupo śı existen medidas “invariantes en pro-

medio”para una acción en un espacio compacto. Observar que la siguiente definición

generaliza la noción de medida invariante por la acción de un grupo.

Definición 4.5. Una medida de probabilidad en X se dice µ´estacionaria si

ν “ µ ˚ ν. (4.0.4)

Proposición 4.6. Supongamos que G actúa en un espacio métrico compacto X por

transformaciones continuas. Si µ es una probabilidad en G entonces existe una proba-

bilidad ν en X tal que µ ˚ ν “ ν.

Demostración: Si X es compacto, el conjunto de probabilidades en X también lo es

(con la topoloǵıa débil-˚). Tomemos x P X un punto cualquiera y consideremos

νn “
1

n

n´1
ÿ

j“0

µj ˚ δx.
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A menos de subsucesión suponemos νn Ñ ν para alguna probabilidad ν. Entonces

ĺım
n
µ ˚ νn ´ νn “ ĺım

n

1

n

n´1
ÿ

j“0

`

µj`1
˚ δx ´ µj ˚ δx

˘

“ ĺım
n

µn ˚ δx ´ δx
n

“ 0.

l

En nuestro caso, resulta que hay una única medida estacionaria y resulta ser la dis-

tribución de probabilidad de la trayectoria ĺımite de la caminata al azar. Esta situación

no es exclusiva del contexto de este trabajo: ver por ejemplo [Fur02, Theorem 1.34] y

las referencias ah́ı citadas.

Teorema 4.7 ([Led01, Theorem 1.12]). Para casi todo ω P Ω, existe el ĺımite

ĺım
n
Znpωq,

y es un elemento de Σ. Sea Z8 : Ω Ñ Σ el mapa (definido en un conjunto de probabilidad

total)

Z8pωq “ ĺım
n
Znpωq.

Entonces la distribución de probabilidad de Z8 es la imagen de µZ por Z8, no tiene

átomos y es la única medida µ´estacionaria en Σ.

Demostración: Esbozo de la demostración:

(i) Por compacidad existe una medida estacionaria ν0. Ninguna medida estaciona-

ria puede tener átomos, de lo contrario el conjunto finito de puntos con masas

puntuales máximas se preserva.

(ii) Para cada f P CpΣ,Rq, Znν0pfq : FN Ñ R es una martingala y por lo tanto existe

una medida como ĺımite débil de Znpωqν0 para casi todo ω. La denotamos por νω.

(iii) Si el largo de Znpωq no tiende a infinito entonces existe g P G tal que Znpωq “ g

para infinitos valores de n. Por lo tanto νω “ gν0. Esto solo puede pasar si a

partir de cierto momento n0, Znpωq “ g; o equivalentemente ωn “ ωn`1@n ě n0.

Las sucesiones eventualmente constantes tienen probabilidad nula, por lo que

|Zn| Ñ `8 con probabilidad uno.
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(iv) A partir de lo anterior, se puede chequear que νω está soportada en un único

punto Z8pωq P Σ.

(v) Del diagrama

pω1, ω2, . . . q
σ //

��

pω2, ω3, . . . q

��

pω1, ω1ω2, ω1ω2ω3, . . . q
X1 // pω2, ω2ω3, . . . q

se deduce la relación, para ω P Ω:

Z8pωq “ X1pωq ¨ Z8 ˝ σpωq “ ω1 ¨ Z8pσpωqq.

Z8 ˝ σ es independiente de X1 y tiene la misma distribución que Z8 de donde se

obtiene:

PpZ8 P Aq “
ÿ

x

PpX1 “ x, Z8 P Aq

“
ÿ

x

PpX1 “ x, ĺım
n
X1 ¨ ¨ ¨Xn P Aq

“
ÿ

x

PpX1 “ x, ĺım
n
X2 ¨ ¨ ¨Xn P x´1Aq

“
ÿ

x

PpX1 “ xqPpZ8 ˝ σ P x´1Aq

“
ÿ

x

µpxqPpZ8 ˝ σ P x´1Aq

“
ÿ

x

µpxqPpZ8 P x´1Aq.

Es decir, la distribución de Z8 es µ-estacionaria.

l

Cuando la probabilidad µ le da peso solamente a los elementos del generador

F “ ta1, . . . , a2du decimos que la caminata es a vecinos más cercanos. Impĺıcitamente

estamos considerando el grafo de Cayley del grupo libre con respecto a este generador,

que resulta un árbol regular cuyos vértices son los elementos del grupo y hay una arista

(que asumimos no dirigida) entre dos vértices g y h si g´1 ¨ h P F . Si la medida µ está

soportada en el generador F el término Zn`1 de la caminata es un vecino de Zn. Si µ

está soportada en otro generador (finito) del grupo pero queremos preservar el árbol
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como espacio subyacente la caminata puede saltar varias aristas a la vez. Sobre cami-

natas al azar de rango finito en árboles hay resultados conocidos ([PW87, Lal93] por

mencionar algunos) pero no parecen ser suficientes para nuestro problema de estudio.

La otra opción natural seŕıa cambiar el grafo de Cayley al asociado al nuevo generador,

perdiendo en general la estructura de árbol. Cualquiera de estas opciones complejiza

notoriamente el problema y son posibles v́ıas de generalización de todo lo hecho en este

trabajo.

La gran ventaja de las caminatas a vecinos más cercanos en árboles es la siguiente

es que tenemos una fórmula expĺıcita para la medida estacionaria, como veremos a

continuación. Para cada g P G consideramos el tiempo de parada τg “ mı́nnPNtZn “ gu;

y denotaremos por qpgq a la probabilidad de que la caminata en algún momento pasa

por g:

qpgq “ Ppτg ă `8q “

$

&

%

1, si g “ e,
ř

ně1 Ppτg “ nq, si no.

Proposición 4.8. Sea µ soportada en ta1, . . . , a2du y ν su medida estacionaria en Σ.

Entonces la medida ν tiene la siguiente forma expĺıcita en términos de los qp¨q para

cada cilindro rω1 ¨ ¨ ¨ωns:

νrω1 ¨ ¨ ¨ωns “ qpω1q ¨ ¨ ¨ qpωn´1q ¨
qpωnq

1 ´ qpωnqqpω´1
n q

.

Para probar este resultado precisaremos un lema técnico antes.

Lema 4.9. Sean g “ ai1 ¨ ¨ ¨ ain y h “ ain`1 ¨ ¨ ¨ ain`m dos elementos cualesquiera de G

en su forma reducida, de manera que ain`1 ‰ a´1
in
. Entonces

qpg ¨ hq “ qpgqqphq.

En particular qpgq “
śn

j“1 qpaijq.

Demostración: La clave es que para que Zk tome el valor g ¨ h, necesariamente debe

existir l P 1, . . . , k´ 1 tal que X1 ¨ ¨ ¨Xl “ g y Xl`1 ¨ ¨ ¨Xk “ h;1 y por lo tanto τg ă τg¨h.

Comenzamos observando que para cada l ă k tenemos

tτg “ lu X tτgh “ ku “

1Esto depende fuertemente de que la caminata es a vecinos más cercanos y presenta una gran

complejidad para estudiar el caso general.
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tτg “ lu X

˜

k´l´1
č

j“1

tXl`1 ¨ ¨ ¨Xl`j ‰ hu

¸

X tXl`1 ¨ ¨ ¨Xk “ g ¨ hu.

Por otro lado, usando que tτg “ lu depende solo de X1 ¨ ¨ ¨Xj, con j “ 1, . . . , l; que

X1 ¨ ¨ ¨ , Xl y Xl`1 ¨ ¨ ¨Xk son independientes y que Xl`1 ¨ ¨ ¨Xk tiene la misma distribu-

ción que X1 ¨ ¨ ¨Xk´l (es decir µ
k´l), obtenemos

P pτg “ l, τgh “ kq “ P pτg “ lq ¨ P pτh “ k ´ lq .

Podemos calcular entonces

qpg ¨ hq “
ÿ

kě2

Ppτg¨h “ kq

“
ÿ

kě2

k´1
ÿ

l“1

Ppτg¨h “ k, τg “ lq

“
ÿ

kě2

k´1
ÿ

l“1

Ppτh “ k ´ lq ¨ Ppτg “ lq

“

˜

ÿ

mě1

Ppτg “ mq

¸˜

ÿ

mě1

Ppτh “ mq

¸

“ qpgq ¨ qphq.

l

Demostración:(Proposición 4.8) Comencemos calculando los qpaiq en términos de µ.

Para eso nos será útil distinguir según el primer paso de la caminata. Razonando como
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en la proposición anterior calculamos:

qpaiq “
ÿ

kě1

P pτai “ kq

“
ÿ

kě1

ÿ

j“1,...,2d

P pτai “ k,X1 “ ajq

“ µpaiq `
ÿ

kě2

ÿ

j‰i

P

˜

k´1
č

j“2

X2 ¨ ¨ ¨Xj ‰ a´1
j ai, X2 ¨ ¨ ¨Xk “ a´1

j ai, X1 “ aj

¸

“ µpaiq `
ÿ

kě2

ÿ

j‰i

P
´

τa´1
j ai

¯

P pX1 “ ajq

“ µpaiq `
ÿ

kě2

ÿ

j‰i

P
´

τa´1
j ai

¯

µpajq

“ µpaiq `
ÿ

j‰i

µpajq
ÿ

kě2

P
´

τa´1
j ai

¯

“ µpaiq `
ÿ

j‰i

µpajqqpa
´1
j aiq

“ µpaiq `
ÿ

j‰i

µpajqqpa
´1
j qqpaiq.

Por lo tanto para cada i “ 1, . . . , 2d se debe satisfacer la relación

qpaiq “ µpaiq ` qpaiq ¨
ÿ

j‰i

µpajq ¨ qpa´1
j q. (4.0.5)

Fijada µ, existe una única solución pqpa1q, . . . , qpa2dqq P p0, 1q2d de (4.0.5), ver

[Led01, Lema 2.2].

Queremos calcular la probabilidad de que la caminata se escape por un cierto cilindro

rai1 ¨ ¨ ¨ ains, es decir eventualmente Znpωq P rai1 ¨ ¨ ¨ ains para todo n mayor a un cierto

n0pωq. Denotemos por ν a dicha medida.

Comencemos con los cilindros de largo uno. La probabilidad de que la palabra redu-

cida ĺımite empiece con ai podemos escribirla como la probabilidad de que la caminata

entre y salga cierta cantidad de veces del cilindro rais, luego entre y no salga más. Por
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la propiedad de Markov fuerte estos eventos son independientes y podemos calcular:

νrais “ Ppĺım
n
Zn P raisq

“
ÿ

ně0

Ppentrar y salir de rais n veces , entrar y no salir de raisq

“

«

ÿ

n

pqpaiqqpa
´1
i qq

n

ff

qpaiqp1 ´ qpa´1
i qq

“
qpaiqp1 ´ qpa´1

i qq

1 ´ qpaiqqpa
´1
i q

.

La probabilidad de que la caminata se escape por un cilindro arbitrario rai1 ¨ ¨ ¨ ains

se puede descomponer como la probabilidad de entrar en rai1 ¨ ¨ ¨ ain´1s y luego escaparse

por el cilindro rains. Para cada cilindro rai1 ¨ ¨ ¨ ains definimos

νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “ qpai1 ¨ ¨ ¨ ain´1q ¨ νrains “ qpai1q ¨ ¨ ¨ qpain´1q ¨
qpainqp1 ´ qpa´1

in
qq

1 ´ qpainqqpa´1
in

q
, (4.0.6)

que resulta una premedida y se extiende de forma única a una probabilidad en los

borelianos de Σ ([SS05, Theorem 1.5]). Podemos ver que es estacionaria chequeando la

definición (4.0.4):

µ ˚ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “

2d
ÿ

j“1

µpajq ¨ aj ˚ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains

“ µpai1q ¨ νrai2 ¨ ¨ ¨ ains `
ÿ

j‰i1

µpajq ¨ νra´1
j ¨ ai1 ¨ ¨ ¨ ains

“

˜

µpai1q `
ÿ

j‰i1

µpajq ¨ qpa´1
j q ¨ qpai1q

¸

¨ νrai2 ¨ ¨ ¨ ains

(4.0.5q
“ qpai1q ¨ νrai2 ¨ ¨ ¨ ains

“ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains.

Por el Teorema 4.7 la medida ν es la distribución de probabilidad de Z8 “ ĺımn Zn.

l

La medida estacionaria de una caminata a vecinos más cercanos pertenece a una

familia particularmente importante:

Definición 4.10. Una medida de probabilidad ν en ta1, . . . , anuN se dice de Markov

si existen: p “ pppa1q, . . . , ppa2dqq P r0, 1s2d y ppai, ajq P r0, 1s, con i, j “ 1, . . . , 2d tales

que

https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_property#Strong_Markov_property
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ř2d
i“1 ppaiq “ 1,

ř2d
j“1 ppai, ajq “ 1 y

para todo cilindro rai1 ¨ ¨ ¨ ains vale

νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “ ppai1q ¨ ppai1 , ai2q ¨ ¨ ¨ ppain´1 , ainq. (4.0.7)

El vector p se dice vector de probabilidades iniciales y llamaremos probabilidades de

transición a los números ppai, ajq.

Corolario 4.11. La medida estacionaria asociada a una caminata al azar a vecinos

más cercanos es una medida de Markov soportada en Σ.

Demostración: Como probabilidades iniciales tomamos

ppaiq “ νrais.

Luego, buscamos ppai, ajq tal que

νrai ¨ ajs “ νrais ¨ ppai, ajq.

Por el lema anterior tenemos que νrai ¨ ajs “ qpaiq ¨ νrajs, lo que sugiere definir

ppai, ajq :“
qpaiq ¨ νrajs

νrais

y por (4.0.6) resulta

νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “ ppai1q ¨ ppai1 , ai2q ¨ ¨ ¨ ppain´1 , ainq.

l

Observación 4.12. Por fin podemos llevar la medida estacionaria al contexto del

caṕıtulo anterior. Para ello basta observar que la medida de Markov de (4.0.7) en

cualquier cilindro es comparable con la exponencial de las sumas de Birkoff del potencial

φpω1ω2 ¨ ¨ ¨ q “ logpppω1, ω2qq. (4.0.8)

Siendo un potencial localmente constante, φ es Hölder y por lo tanto entra en el contexto

del Teorema de Bowen 3.6. Nuestra medida estacionaria ν en principio no es invariante,

sin embargo veremos en la sección siguiente que es absolutamente continua con respecto

a la medida de equilibrio de φ, que también resulta ser de Markov.
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4.1. Potenciales localmente constantes y medidas

de Markov

Proposición 4.13. Sea ν una medida de Markov en Σ con probabilidades iniciales p “

pp1, . . . , p2dq y transiciones pp¨, ¨q. Consideremos la matriz de transiciones P P R2dˆ2d

cuya coordenada pi, jq es

P pi, jq “ ppaj, aiq.

Entonces ν es shift invariante si y solo si p es un vector propio a derecha de P asociado

al valor propio 1.

Demostración: Calculamos directamente

σ ˚ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “
ÿ

b

νrb ¨ ai1 ¨ ¨ ¨ ains

“
ÿ

b

ppbq ¨ ppb, ai1q ¨ ¨ ¨ ppain´1 , ainq

“

˜

ÿ

b

ppbq ¨ ppb, ai1q

¸

ppai1 , ai2q ¨ ¨ ¨ ppain´1 , ainq.

Por lo tanto σ ˚ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains “ νrai1 ¨ ¨ ¨ ains si y solamente si

ÿ

b

ppbq ¨ ppb, ai1q “ ppai1q.

Como lo anterior vale para todo cilindro, esta ecuación se reescribe vectorialmente como

P ¨ p “ p.

l

Enunciamos a continuación un teorema clásico que usaremos repetidamente. Para

ello mencionamos que una matriz con entradas reales no negativas se dice primitiva si

alguna de sus potencias tiene sus entradas estrictamente positivas.

Teorema 4.14 (Perrón Frobenius). Sea M una matriz real primitiva no negativa.

Entonces: Su valor propio más grande es un real positivo y por lo tanto coincide con su

radio espectral ρpMq. Además:

ρpMq es simple (i.e multiplicidad geométrica 1) y por lo tanto cualquier otro valor

propio tiene módulo estrictamente menor a ρpMq;
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ρpMq tiene vectores propios (a derecha y a izquierda) con entradas estrictamente

positivas;

cualquier vector propio (a derecha o a izquierda) asociado a un valor propio dis-

tinto de ρpMq tiene entradas no positivas.

Proposición 4.15. Si P es una matriz estocástica (por columnas) tal que para algún

n P N P n es estrictamente positiva, entonces hay una única medida de Markov inva-

riante y ergódica con transiciones P .

Demostración: Por Perrón Forbenius una tal matriz P tiene un único autovector

positivo2, p, asociado al valor propio 1. Denotemos por ν a la medida que en los cilindros

vale

νrω1 ¨ ¨ ¨ωks “ ppω1q ¨ ppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωk´1, ωkq.

Ya sabemos que ν es invariante por el shift σ, probemos ahora que es ergódica. Es decir

que todo boreleano B P Σ tal que σ´1pBq “ B verifica νpBq P t0, 1u. Fijemos un tal B

y consideremos para cada letra de nuestro alfabeto x P F “ ta1, . . . , a2nu la familia de

medidas de Markov con mismas transiciones y condición inicial δx:

νxrω1 ¨ ¨ ¨ωks “

$

&

%

0, si ω1 ‰ x,

ppx, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωk´1, ωkq si ω1 “ x.

Sea fBpxq “ νxpBq. La primera parte de la prueba consiste en probar que fB es armónica

y por lo tanto constante:

Afirmación. Para todo x P F se tiene

fBpxq “
ÿ

yPF

ppx, yq ¨ fBpyq.

Como F es un grafo finito, toda función armónica en F es constante.

Demostración:

fBpxq “ νxpBq

“ νxpσ´1
pBqq

“ νx ptω P Σ : σpωq P Buq

“
ÿ

y

ppx, yqνypBq

“
ÿ

y

ppx, yqfBpyq.

2i.e. con todas sus entradas estrictamente positivas
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En el razonamiento anterior, para la cuarta igualdad usamos la “propiedad de Markov

débil”. Comentaremos solamente que el conjunto B se dice un “evento de cola”, por no

depender de finitas coordenadas. En este trabajo no hemos formalizado este aspecto;

referimos por ejemplo a [Var01, Theorem 4.8]. Para ver que fB es constante, observamos

que para cualquier x P F tenemos

mı́n
y„x

fBpyq ď
ÿ

y„x

ppx, yqfpyq “ fBpxq ď máx
y„x

fBpyq.

Por lo tanto si x es un máximo de fB, sus vecinos también. Esto se propaga por toda

la componente conexa (saliente) del grafo, que en nuestro caso es todo el grafo y esto

prueba la afirmación.

Dado B Ă Σ invariante, fB como antes y ϵ ą 0, sea Cϵ una unión finita de cilindros

en Σ tal que la diferencia simétrica entre ambos cumple νxpCϵ△Bq ă ϵ, @x P F . En

particular |νxpCϵq ´ νxpBq| ă ϵ. Sea p “ fBpxq “ νxpBq. Por la afirmación anterior

p es independiente de x P F y por lo tanto νpBq “ p. Si denotamos por rωn “ ys

al cilindro de sucesiones que en su n´ésima coordenada valen y, sea N P N tal que

Cϵ X

´

Ť

yPF rωN “ ys

¯

‰ H y Cϵ X

´

Ť

yPF rωN`k “ ys

¯

“ H, @k ě 1. Observar primero

que para cualquier x P F , por la invarianza de B tenemos

νxpB X σ´NBq “ νxpB X Cϵ X σ´NBq ` νxppBzCϵq X σ´NBq

“ νxpCϵ X σ´NBq ` νxppBzCϵq X σ´NBq.

Por lo tanto |νxpCϵ X σ´NBq ´ νxpB X σ´NBq| “ |νxpCϵ X σ´NBq ´ νxpBq| ă ϵ.

Por otro lado, usando la propiedad de Markov tenemos:

νx
`

Cϵ X σ´N
pBq

˘

“
ÿ

yPF

νx pCϵ X rωN “ ysq νy
`

σ´N
pBq

˘

“ p
ÿ

yPF

νx pCϵ X rωN “ ysq

“ p ¨ νxpCϵq.

Juntando las estimativas anteriores tenemos:

|p2 ´ p| ď |p2 ´ p ¨ νxpCϵq| ` |p ¨ νxpCϵq ´ p|

ď pϵ ` ϵ.

Como ϵ es arbitrario concluimos que p2 “ p.

https://en.wikipedia.org/wiki/Markov_property#Definition
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Por lo tanto, la medida estacionaria de la caminata, ν, que determinamos en la

Proposición 4.8 resulta ser de Markov con ciertas distribuciones iniciales y matriz de

transiciones P . Si consideramos la probabilidad de Markov con mismas transiciones P

y probabilidades iniciales dadas por las coordenadas del 1´autovector a derecha de P

cuyas coordenadas (todas positivas) suman uno, la medida de cualquier cilindro resulta

comparable con la exponencial de las sumas de Birkhoff del potencial (4.0.8). Por la

unicidad en el Teorema 3.6 el potencial φ tiene presión cero y esta es su medida de

equilibrio. La denotaremos por νφ. Observar que el cociente de las medidas ν y νφ

de cualquier cilindro está acotado uniformemente por constantes positivas. Esto nos

dice, no solo que estas dos medidas son mutuamente absolutamente continuas sino que

tienen la misma dimensión. Para ver esto último, la Proposición 3.13 dice que νφ es

de dimensión exacta y es directo chequear que los ĺımites (3.12) aplicados a las dos

medidas coinciden. Resumimos esto en el siguiente resultado:

Lema 4.16. Supongamos que F “ ta1, . . . , ad, a
´1
1 , ¨ ¨ ¨ , a´1

d u es un generador libre de

un grupo G y µ una probabilidad soportada en F que le da peso positivo a todos sus

elementos. Como antes denotamos por Σ al conjunto de palabras reducidas con letras

en F . Entonces:

(i) La única medida µ´estacionaria en Σ, es de Markov para ciertos pesos iniciales

y una matriz de transiciones P .

(ii) Además P induce un potencial localmente constante con presión cero cuya medida

de equilibrio y la medida estacionaria son mutuamente absolutamente continuas

y tienen igual dimensión de Hausdorff.

Llegado este punto, nuestro problema principal se reduce a comparar la medida

νφ con la medida νψ asociada al potencial geométrico del caṕıtulo anterior. Para eso

hay que probar que los potenciales φ y ψ no son cohomólogos refutando alguna de las

condiciones del Teorema 3.8.

En el Apéndice 5.1 vemos que a cualquier potencial localmente constante le corres-

ponde una medida de equilibrio que es Markov.
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4.2. Pérdida de dimensión para caminatas a vecinos

más cercanos

Podemos probar por fin la pérdida de dimensión para caminatas al azar a vecinos

más cercanos en grupos de Schottky. A partir del Lema 4.16 alcanza con probar que el

potencial geométrico del caṕıtulo anterior (ver 3.11) no es cohomólogo a un potencial

localmente constante.

Teorema 4.17. El potencial geométrico no es cohomólogo a un potencial 2´localmente

constante. En particular la medida de equilibrio de dicho potencial no es de Markov.

Demostración: Denotamos por νδ a la medida de equilibrio en Σ asociada al potencial

geométrico ψδ. La prueba del teorema será por absurdo. Supongamos entonces que

existen: un vector de probabilidades p, y probabilidades de transición pp¨, ¨q tales que

para todo natural n y todo ω P Σ

νδrω1 ¨ ¨ ¨ωns “ ppω1qppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn´1, ωnq.

La clave de la prueba es la siguiente: dado g “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn un elemento del grupo

escrito de manera reducida y tal que ω1 ‰ ω´1
n , tenemos por un lado que para cualquier

k P N

νδrg
k
s “ ppω1q ¨ pppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn, ω1qq

k´1 ppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn´1, ωnq

“
ppω1q

ppωn, ω1q
pppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn, ω1qq

k ;

y por el otro, por el Lema 3.2

νδrg
k
s — expp´δ ¨ dHpo, gnpoqqq,

con constantes multiplicativas independientes de k. Tomando ĺımites en k de ráıces

k´ésimas, por la Proposición 2.5 obtenemos

ppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn, ω1q “ expp´δ ¨ lpgqq. (4.2.1)

Para dos elementos hiperbólicos que comienzan con la misma letra, h1 “ ω1 ¨ ¨ ¨ωn

y h2 “ ω1 ¨ ω̂2 ¨ ¨ ¨ ω̂n, aplicamos (4.2.1) a g “ h1, g “ h2 y g “ h1 ¨ h2 obtenemos:

expp´δ ¨ lph1 ¨ h2qq “ ppω1, ω2q ¨ ¨ ¨ ppωn´1, ωnqppωn, ω1qppω1, ω̂2q ¨ ¨ ¨ ppω̂n´1, ω̂nqppω̂n, ω1q

“ expp´δ ¨ lph1qq expp´δ ¨ lph2qq.
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La relación anterior entre los largos de traslación contradice la Proposición 2.43 lo que

concluye la prueba.

l
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Caṕıtulo 5

Apéndice

5.1. Apéndice al Caṕıtulo 2.

Proposición 2.11. Si ζ P ORpx, yq entonces

dHpx, yq ´ 2R ď bζpx, yq ď dHpx, yq.

Demostración:(2.11)

La segunda desigualdad se prueba directamente de la definición de las funciones de

Buseman. Para la primera desigualdad tomamos x, y y ζ como en la hipótesis, σ :

r0,`8q Ñ H una parametrización del rayo geodésico rx, ζq y s : σpsq P Bpy,RqXrx, ζq.

Entonces para todo t ą s:

dHpy, σptqq ď R ` dHpσptq, σpsqq

“ R ` dHpσptq, xq ´ dHpx, σpsqq

ď R ` dHpσptq, xq ´ dHpx, yq ` dHpy, σpsqq

ď 2R ` dHpσptq, xq ´ dHpx, yq.

Por definición,

bζpx, yq “ ĺım
t
dHpx, σptqq ´ dHpy, σptqq ě dHpx, yq ´ 2R.

l

Proposición 2.14. La métrica visual en el origen en 0 P D es bi-Lipschitz equivalente

a la métrica eucĺıdea en el ćırculo BD. Más precisamente, existe una constante C ą 1

91
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tal que, dados dos puntos del borde η y ζ, si α P p0, πs es el ángulo que forman los rayos

geodésicos r0, ηq y r0, ζq con vértice en 0, entonces:

C´1α ď d0pη, ζq ď Cα.

Demostración:(2.14)

Si 0 P pη, ζq entonces α “ π y d0pη, ζq “ 1. A partir de ahora suponemos α ă π. A

menos de rotar todo alrededor del origen suponemos η “ exppiθq y ζ “ expp´iθq para

algún θ P p0, π{2q. De esta manera α “ 2θ. Buscaremos el punto y de la geodésica pη, ζq

que realiza la distancia dHp0, pη, ζqq. Por construcción, este punto pertenece al eje real.

Una vez determinado y, aplicaremos el Lema 2.1.6.1 para acotar d0pη, ζq.

El centro del ćırculo eucĺıdeo en C que corta ortogonalmente a BD en η y ζ lo

obtenemos como la ráız de

t ÞÑ Impη ` t ¨ ηK
q,

donde ηK “ exp pi ¨ pθ ´ π{2qq “ psinpθq,´ cospθqq. Este valor resulta t “ tanpθq. El

ćırculo buscado tiene radio tanpθq y está centrado en

Re
`

η ` tanpθq ¨ ηK
˘

“
1

cospθq
.

Despejamos y de la relación

y ` tanpθq “
1

cospθq
,

obteniendo

y “
1 ´ sinpθq

cospθq
.

Por (2.1.2) obtenemos

dHp0, yq “ dHp0, pη, ζqq “ log
cospθq ` 1 ´ sinpθq

cospθq ´ 1 ` sinpθq
“ ´ log tanpθ{2q. (5.1.1)

Ver figura 5.1. Por (2.1.6) obtenemos una constante C ą 1 tal que

C´1
¨ d0pη, ζq ď expp´dHp0, pη, ζqqq ď tanpθ{2q ď C ¨ θ,

ya que 0 ď θ ď π{2 y la derivada de tan está uniformemente acotada en r0, π{4s.

Para la otra desigualdad despejamos de (5.1.1):

θ “ 2 ¨ arctan pexp p´dHp0, yqqq .
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Figura 5.1

La derivada de arctan es estrictamente positiva y menor a 1 en cualquier número real,

por lo que

θ ď Ĉ ¨ d0pη, ζq.

l

Proposición 2.16. Fijados x, y P H, la asociación

ζ P BH ÞÑ bζpx, yq

es Lipschitz para la distancia visual d0, es decir existe una constante C tal que para

todos η, ζ P BH:

|bηpx, yq ´ bζpx, yq| ď C ¨ d0pη, ζq.

Demostración:(2.16)

La acción de las rotaciones que fijan 0 es transitiva en el borde del plano hiperbólico.

Tomamos un punto ζ P BH y Rθ una rotación de ángulo θ que fija 0 P H. Por el lema

2.14 alcanza con probar que existe C ą 0 tal que para

|bζpx, yq ´ bRθpζqpx, yq| ď Cθ.

Calculamos primero:

bRθpζqpx, yq “ bζpR´θpxq, R´θpyqq

“ bζpR´θpxq, xq ` bζpx, yq ` bζpy,R´θpyqq.

Por lo tanto

|bRθpζqpx, yq ´ bζpx, yq| ď dHpx,R´θpxqq ` dHpy,R´θpyqq.
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Por (2.1.5) tenemos

dHpx,R´θpxqq “ dHp0, xq ¨ θ

y

dHpy,R´θpyqq “ dHp0, yq ¨ θ.

Por lo tanto C “ dHp0, xq ` dHp0, yq es una constante de Lipschitz como queŕıamos.

l

Proposición 2.17. Dados x, y P H y R ą 0, sean η, ζ P BH los extremos de la sombra

ORpx, yq, entonces existe C ą 1 tal que

C´1
¨ expp´dHpx, yqq ď dxpη, ζq ď C ¨ expp´dHpx, yqq. (2.1.7)

Demostración:(2.17). Sea t la distancia entre los puntos de tangencia de rx, ηq X

Bpy,Rq y rx, ζq XBpy,Rq. Denotamos por θ al ángulo que forman η y ζ con vértice en

x, por (2.1.5) tenemos

sinhpdHpx, yq ´ Rq ¨ θ ď t ď 2R ď sinhpdHpx, yqq ¨ θ̂,

para algún θ̂ ď θ.

Por lo tanto conseguimos las estimativas como en (2.1.7). Por la Observación 2.15

conseguimos estimativas análogas para dxpη, ζq.

l

Proposición 2.19. Un subgrupo G de SLp2,Rq no tiene puntos de acumulación en

SLp2,Rq si y solo si la identidad es un elemento aislado en G.

Demostración:(2.19).

Si G no acumula en SLp2,Rq entonces no acumula en Id. Esto prueba el directo.

Supongamos ahora que existe un entorno U Ă SLp2,Rq de Id tal que GXU “ tIdu.

Sea h “ ĺımk gk para alguna sucesión tgkuk Ă G, con h P SLp2,Rq. Entonces

ĺım
k
g´1
k gk`1 “ h´1

¨ h “ Id P G.

Si g´1
k gk`1 P U entonces debe ser gk “ gk`1 “ h “ Id. Esto muestra que G no tiene

puntos de acumulación en SLp2,Rq.

l
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5.2. Apéndice al Caṕıtulo 4

Mı́nimas generalizaciones a medidas k´Markov para potenciales pk`1q´localmente

constantes.

5.2.1. Potenciales localmente constante y medidas Markov.

A cualquier potencial localmente constante le corresponde una medida de equilibrio

que es Markov:

Lema 5.1. Si f : Σ Ñ R es una función 2´localmente constante, es decir fpωq “

fpω1, ω2q, entonces su presión topológica es logpρq, donde ρ es el radio espectral de la

matriz Qf P R2dˆ2d

Qf pi, jq “

$

&

%

0, si aj “ a´1
i ,

exppfpaj, aiqq, si no;

y su medida de equilibrio νf es de Markov.

Demostración: Consideremos f y Qf como en el enunciado. Vı́a Perrón-Frobenius

sea r el único autovector a izquierda positivo de Qf , esto es

rt ¨ Qf “ ρ ¨ rt,

con ρ ą 0 el radio espectral de Qf . La estocastización de Qf es la matriz

Q̂f “
1

ρ
¨ D ¨ Qf ¨ D´1,

donde D es la matriz diagonal r

D “

¨

˚

˝

r1
. . .

rn

˛

‹

‚

.

Observar que la matriz Q̂f es estocástica por columnas1:

1t2d ¨ Q̂f “
1

ρ
¨ rt ¨ Qf ¨ D´1

“ rt ¨ D´1
“ 1t2d.

112d es el vector columna de unos de dimensión 2d
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La coordenada pi, jq de Q̂f está dada por

Q̂f pi, jq “

$

&

%

0, si aj “ a´1
i ,

1
ρ
rir

´1
j exppfpaj, aiqq, si no.

Observar que Q̂f es 1
ρ

¨ Qg para

gpai1ai2 ¨ ¨ ¨ q “ fpai1 , ai2q ` logpri2q ´ logpri1q.

Se deduce del Teorema 3.8 que f y g tienen la misma medida de equilibrio y la

misma presión. Ahora estamos en una situación conocida para determinar la medida

de equilibrio y la presión de g a partir de la matriz estocástica Q̂f : como hicimos en la

Observación 4.12, consideramos

φf pai1ai2 ¨ ¨ ¨ q “ log Q̂f pi2, i1q.

Por un lado, ya vimos que este potencial tiene presión cero y su medida de equilibrio

es de Markov (con las transiciones dadas por Q̂f ); y por otro

Snφf pωq “ Sngpωq ´ n log ρ.

Por la unicidad del Teorema 3.6 concluimos que la presión de g es log ρ y la medida de

equilibrio es la misma que la de φf , que sabemos es de Markov.

l

Lema 5.2. Supongamos ahora que el potencial depende de las primeras k ` 1 coorde-

nadas. Entonces su medida de equilibrio es k´Markov.

Demostración: Sea aplica el mismo argumento a la k´block presentation ([BP11]).

l
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