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Resumen

Dado un conjunto finito de matrices de PSL(2,R) que generan libremente un grupo de
Schottky y una probabilidad soportada en estas matrices, probamos que la medida
estacionaria de la caminata al azar asociada tiene dimension de Hausdorft
estrictamente mas chica que el conjunto limite del grupo en el borde del plano
hiperbdlico. En particular, si fijamos un punto del plano hiperbdlico, la medida de
Patterson Sullivan correspondiente es singular con respecto a la medida estacionaria
de la caminata. Esto prueba casos particulares de una conjetura ain abierta debida a

Vadim Kaimanovich y Vincent LePrince.

Abstract

Given a finite set of PSL(2,R) matrices freely generating a Schottky group and a
probability measure supported on these matrices, we prove that the stationary
measure of the associated random walk has strictly-smaller Hausdorff dimension than
the limit set of the group on the boundary of the hyperbolic plane. In particular, if we
fix a point on the hyperbolic plane, the corresponding Patterson Sullivan measure is
singular with respect to the stationary measure of the random walk. This proves
particular cases of a still-open conjecture due to Vadim Kaimanovich and Vincent

LePrince.
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Introduccion

La conjetura de Kaimanovich-Le Prince: Este trabajo estda motivado por una
conjetura aun abierta enunciada por V. Kaimanovich y V. Le Prince en | ] so-
bre productos aleatorios de matrices invertibles. Fijada una ley de probabilidad u en
SL(d,R), consideramos sucesiones i.i.d {X;}; < SL(d,R) y es de interés conocer propie-

dades asintéticas sobre los productos sucesivos
XX, (0.0.1)

El teorema de Oseledets ! afirma que si p tiene primer momento finito y su soporte
genera un subgrupo Zariski denso, casi toda sucesion tiene asociada una una bandera
completa en R?, esto es: una sucesién encajada de subespacios vectoriales V; < --- <
Vi—1 con dim(V;) = j. La distribucién de probabilidad v = v(u) de estas banderas se
conoce como la medida armonica asociada a p. Por otro lado el espacio de banderas
admite una estructura diferenciable como subvariedad del producto de las grasmanianas
G(1,RY) x---x G(d—1,R?) donde las matrices ortogonales actian transitivamente y hay
una unica medida invariante por dicha accion. Diremos que esta es la medida geométrica
natural. Basandose en ejemplos conocidos en ese momento (| ] para SL(2, Z) por
ejemplo) Kaimanovich y Le Prince | , pg. 3] conjeturan que si ;1 da peso solamente
a finitas matrices entonces las dos medidas son singulares. Ademas prueban que siempre
existe una tal p y se referencia bibliografia que proporciona ejemplos donde la conjetura

falla si se admite p con soporte infinito. La conjetura enunciada de esta manera fue

refutada independientemente por | |y | | en dimensién dos, y el dltimo fue
extendido por Benoist y Quint | | a grupos de Lie semisimples en general. Tanto
[ | como | ] prueban la existencia de medidas g con soporte finito y con

medida armoénica cuya densidad tiene regularidad arbitraria con respecto a la medida

geométrica natural. Todos los contraejemplos a la conjetura conocidos hasta ahora

Lyer por ejemplo | , Theorem 1.5] para SL(2,R)
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cumplen que el soporte de p genera grupos densos por lo que en la actualidad se buscan
ejemplos discretos. La conjetura atn abierta es entonces: existe una probabilidad p
soportada en finitas matrices de SL(d,R) que generen un grupo discreto y Zariski denso
y cuya medida armonica asociada sea continua con respecto a la medida geométrica
natural?.

Una propiedad clave que cumple la medida armonica es ser la tnica probabilidad
pu—estacionaria | ; | por la accién lineal de las matrices en el espacio de
banderas: esto es, si el soporte de u es discreto, v es la tinica probabilidad en el espacio

de banderas que satisface la ecuacién

v = Z w(g) g=v=w. (0.0.2)

gesupp ()

Observar que p = v es la distribucién de g(x) si g € SL(d,R) tiene distribucién p y

tiene distribucion v.

Dimensién dos: Nos restringiremos al caso d = 2, donde el espacio de banderas es
el espacio proyectivo P(R?) := (R? — {0})/ ~ con & ~ Ax,V\ # 0,7 € R? — {0}, y la
medida rotacionalmente invariante es (proporcional a) Lebesgue. Denotemos por H al
semiplano complejo {z € C : Im(z) > 0} y por dH := R u {0} a su frontera como
subconjunto de la esfera de Riemann. Identificando a cada recta del plano complejo
con su pendiente tenemos un mapa P(R?) — R U {0} equivariante por las acciones,
lineal en P(R?) y por transformaciones de Mobius en R U {o0}, de SL(2, R). Esto surge

de observar simplemente que
z
ar + by _ 9 + b'
cr + dy c§ +d

Las transformaciones de Mobius asociadas a matrices de SL(2,R) actian por isometrias
para la métrica hiperbdlica en H. Fijado un punto base o € H y una probabilidad u
que da peso a un conjunto finito de matrices que generan un grupo Zariski denso de
SL(2,R), la imagen de o por (0.0.1) converge con probabilidad 1 a algtin punto de JH.
La distribucién del limite (que resulta independiente del punto base) es estacionaria
en el sentido de (0.0.2) y por unicidad coincide con v (la medida arménica de p). Es
desde esta perspectiva que estudiamos la singularidad de la medida armoénica o estacio-
naria con respecto a la medida geométrica natural. En esta linea resultados recientes
[ , | prueban la singularidad de la medida estacionaria con respecto a Lebes-

gue, en el caso en que p es simétrica (i.e u(g) = pu(g™')) y soportada en traslaciones
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que identifican lados opuestos de un poligono en H. La técnica usada se basa en un
resultado muy general [ , Corollary 1.4, Theorem 1.5]. En un contexto similar
pero con técnicas diferentes | | muestran la singularidad de la medida arménica
para una familia infinita de grupos fuchsianos cocompactos si i le da igual probabilidad
a los elementos de un generador particular. De una manera u otra las formas de probar
la singularidad pasan por probar algo mas fuerte: la pérdida de dimension. Decimos que
una probabilidad pierde dimension si tiene dimension de Hausdorff estrictamente menor
a su soporte. Equivalentemente, existe un conjunto con medida total de dimensién de
Hausdorff estrictamente menor a la del soporte de la medida (el soporte es el cerra-
do de medida total “més pequeno”). El caso de un grupo fuchsiano cocompacto sigue
abierto en general, salvo por los trabajos mencionados. En este trabajo nos concentra-
mos en ciertos grupos fuchsianos convexos cocompactos pero no cocompactos: grupos
de Schottky sin elementos parabdlicos. La conjetura de Kaimanovich y Le Prince en
este caso resulta trivial ya que el conjunto limite de estos grupos es un conjunto de
Cantor de dimensién menor a uno, por lo que no puede soportar una medida continua
con respecto a Lebesgue. Sin embargo si tiene sentido comparar la medida estacionaria
con respecto a la medida (técnicamente una familia de medidas en la misma clase)
de Patterson-Sullivan | : |. El objetivo de todo este trabajo es probar esta
extension de la conjetura a estos grupos de Schottky y para caminatas a vecinos mas
cercanos, esto es, p soportada en un generador libre del grupo. El resultado principal

se puede enunciar como sigue:

Teorema. Sea G un grupo de Schottky en H sin elementos parabdlicos, libre en un
generador finito F' y p una probabilidad soportada en F. Esto es, u(a) > 0, Ya € F
Y Duer H(a) = 1. Entonces la medida p1—estacionaria v estd soportada en el conjunto
limite del grupo, pero su dimension de Hausdorff es estrictamente menor. En otras
palabras, el conjunto limite de G es el cerrado de v—medida total mds pequeno, pero
contiene conjuntos de dimension estrictamente mas chica, que también también tienen

medida total.

Este trabajo contiene al menos dos grandes simplificaciones que representan obstacu-
los a la hora de generalizar algo de lo hecho aca. En primer lugar, los grupos en lo que
trabajamos son grupos libres. Esto permite una codificacion simbdlica biyectiva del
conjunto limite con un subshift de tipo finito, con lo que la maquinaria del formalis-
mo termodindmico se aplica sin grandes dificultades. Esta es quizas la primera gran

dificultad a superar para atacar con esta estrategia el caso cocompacto o si admitimos
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elementos parabélicos. Trabajos como | , , | dan una codificacién simbdli-
ca en otros casos mas complejos y queda atin por explorar hasta dénde los argumentos
de este trabajo pueden funcionar. La segunda gran simplificacién (relacionada con la
anterior) es al considerar caminatas a vecinos méas cercanos. La principal consecuencia
de esto es que la medida estacionaria resulta de Markov. Esta propiedad parece perderse
(aunque tampoco es obvio) si cambiamos el generador libre del grupo de Schottky en
cuestién por algtiin otro, por ejemplo si al generador libre le agregamos productos de
pares de elementos. En esta linea hemos conseguido algin resultado parcial que extien-
de minimamente lo hecho aqui, pero el problema permanece mayoritariamente abierto
y no forma parte de esta tesis. Para caminatas con soporte finito en grupos fuchsianos
finitamente generados en general, es sabido (] |) que la medida estacionaria entra
en el contexto del formalismo termodinamico; pero el potencial asociado es en general

mas dificil de tratar que en nuestro caso.

Organizacién del trabajo: En el Capitulo 1, luego de las definiciones bésicas pre-
sentamos un ejemplo clasico, donde calculamos la dimensiéon de Hausdorff del atractor
de (un semigrupo de) contracciones en el intervalo. En el proceso requerimos una co-
dificacién simbdlica del conjunto y medidas auxiliares cuyas dimensiones acotan por
debajo la dimension del conjunto. Entre esas medidas auxiliares, hay una que realiza la
dimensién del conjunto. En cambio en nuestro ejemplo de interés, si bien el compacto
invariante por la dindmica es un conjunto de Cantor en R (con distorsiones controla-
das) no encontramos una medida “sencilla”’ que realice la dimensién. En definitiva, una
consecuencia de este trabajo es que la estrategia no se traduce directamente al sustituir
contracciones del intervalo con transformaciones de Mobius .

Todos los preliminares sobre geometria hiperbdlica plana, la accién de grupos dis-
cretos de isometrias y su conjunto limite estan en el Capitulo 2. Sobre el final de ese
capitulo presentamos nuestros grupos de interés desde un punto de vista geométrico y
enunciamos el resultado preciso que probaremos. En el Capitulo 3 nos meteremos en
la codificacion simbodlica del grupo y de su conjunto limite e introduciremos los resul-
tados principales del formalismo termodinamico que nos permitiran comparar las dos
medidas de interés. Es alli donde explotamos al maximo nuestra primer simplificacion,
la codificacion simbdlica biyectiva. En el Capitulo 4 se presentan las particularidades
probabilisticas de nuestro problema. Se presentan los resultados principales necesarios
sobre caminatas al azar en arboles, tomados del trabajo de Ledrappier | | v en-

tre ellos la propiedad de Markov de la medida estacionaria de la caminata. Es esta
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propiedad la que nos permite comparar, al final del capitulo, nuestras dos medidas de

interés.
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Capitulo 1
Dimension y medida de Hausdorft

Este trabajo gira en torno a una nocién' de dimensién de un conjunto. Esta nocién
proviene de la geometria pura del espacio: hay una distancia en el ambiente y medimos
la distorsion en las distancias entre puntos cercanos si reescalamos de alguna manera
el conjunto.

Un trabajo de B. Mandelbrot | | sostiene basado en ciertas interpolaciones
empiricas, que tiene sentido asumir que la costa oeste britdnica tiene dimension D =
1,25.2 Ese trabajo se basa en mediciones previas hechas por L. Richardson,  que estimé
la relacion

L(G) = FG*P,

siendo L(G) la longitud entre dos puntos fijos interpolada tomando puntos consecutivos
a distancia GG sobre la linea de la costa, F' una constante positiva y D la dimensién para
Mandelbrot, otra constante, mayor o igual a uno. Fronteras mas suaves tienen dimension
cercana a uno y crece cuanto mas “irregular” es la curva. En particular, salvo que la
dimensién sea exactamente 1, la longitud total se hace arbitrariamente grande si la
escala G se achica lo suficiente. Asi, pareceria ser que la nocién de longitud pierde
sentido en las costas geograficas. Sin embargo, la tasa con la que la longitud crece como
funciéon de G potencialmente nos permite distinguir curvas e incluso proporciona un
orden de complejidad entre ellas. Esta idea es bien capturada por la “dimension de

Hausdorft”de un conjunto, junto con otras propiedades basicas esperadas. El desafio es

1a que nos interesa estd lejos de ser la tnica posible, ver por ejemplo https://terrytao.
wordpress.com/2009/05/19/245c-notes-5-hausdorff-dimension-optional/
2Se plantean también D = 1,15 para la frontera terrestre alemana, D = 1,13 para Australia, entre

otros
3https://en.wikipedia.org/wiki/Lewis_Fry_Richardson
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cémo calcular o al menos acotar la dimension de Hausdorff de un conjunto dado. La
idea presentada mas arriba de aproximar un conjunto por otros conjuntos que poseen
cantidades conocidas permite en general conseguir cotas superiores para la dimension.

Conseguir cotas inferiores sin embargo, en general requiere herramientas més finas.

1.1. Dimension de Hausdorff

Lo que sigue es una construcciéon general atribuida a Carathéodory, de la cual la
medida de Hausdorfl es una instancia particular. Referimos a | ]. Comencemos
fijando un espacio métrico (M, d), que supondremos de ahora en mas completo y sepa-
rable. La tinica c—4lgebra a considerar en M es la de Borel para la topologia inducida
por d.

Para una familia de subconjuntos de M, ¥ < 2M y una funcién calibre ¢ : F —

[0, +00] consideramos para cada A < M, § =0

ds5(A) =inf{2 P(A,): Ac UAn}, (1.1.1)

neN n
el infimo tomado sobre todos los cubrimientos numerables {A,} < F con diam(A,,) < 6.
La propiedad clave es que al achicar ¢ la familia de cubrimientos posibles se restringe y
por lo tanto ¢s(A) es no decreciente. Adoptamos la convencién que si para ciertos A y
9 el infimo se toma sobre un conjunto vacio entonces ¢s(A) = +00. Ademés suponemos
DeTy o) =0, V0.

Para cada § > 0, ¢5 como funcién del conjunto A es una medida exterior (ver | ,
Chapter 6] definiciones). Sin embargo esta familia de medidas no necesariamente es de
Borel (i.e. los borelianos son conjuntos medibles). Usando la monotonia en § se define
entonces la medida de Carathéodory respecto a F y ¢ como

p(A) = (lsli% ¢s(A) = sup ¢5(A).

6>0

El siguiente criterio debido a Carathéodory muestra que ¢ es una medida de Borel
en M.

Teorema. Sea pi. medida exterior en un espacio métrico (M,d). Entonces . es de

Borel si y solo si

1:(E U F) = p3(E) + ps(F), YE,F < M : d(E,F) > 0;
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es decir, si y solo si ps es una medida exterior métrica. En este caso, la restriccion de

s @ la sigma dlgebra de Borel es una medida.

Este criterio es fécil de verificar en la construccién anterior: si § < id(E, F), un
cubrimiento de £ U F' de didmetro menor a 6 es unién disjunta de uno de F y uno
de F, de donde ¢s(E U F) = ¢5(E) + ¢s(F'). Tomando limite vemos que ¢ verifica el

criterio.

Definicién 1.1. La medida s-dimensional de Hausdorff J° es la medida de Carathéodory

asociada a
F ={B(z,r); xe M, r >0},

y calibre
¢: A diam(A)°.

Apunte 1.2. Asi definida a veces se denomina medida esférica de Hausdorff, y se reserva
el término medida de Hausdorff cuando F = 2™, Sin embargo, estas medidas resultan
equivalentes a menos de constantes multiplicativas uniformes (| , Remark 1.4.6]),

lo que bastard para nuestro interés.

Ejemplo 1.3. Si M = R? con la distancia euclidea usual, la medida de Lebesgue, que
denotamos m, es la medida de Carathéodory asociada a F = {R = I} x --- x I; :
I; intervalo en R} y ¢(R) = [];diam(/;). Mds en general para un natural k < d la
medida k—dimensional de Hausdorff en R? corresponde a la medida de volumen en

subvariedades suaves de dimensién k.

Ejemplo 1.4. La medida H° es la medida de conteo. En particular, cualquier conjunto

infinito tiene medida 0—dimensional infinita.

Lema 1.5 (Propiedades basicas). Las siguientes son propiedades de la medida de Haus-

dorff de dimension s verificables a partir de su definicion:
(1) HE(f(A)) = H*(A) para cualquier isometria® f: M — M.
(11) Reescalado en M = R: H*(r - A) = r*H*(A), Vr > 0.
(111) Para 0 < s <t tenemos:

w st H°(A) < 400 entonces H'(A) =0

4es decir d(z,y) = d(f(z), f(y)) Vz,ye M
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v 500 < H'(A) entonces H*(A) = +o0.

DEMOSTRACION: El primer item se basa en el hecho que las isometrias llevan cubri-
mientos por bolas en cubrimientos por bolas del mismo diametro.

Para el segundo item, observar que

ACUAn — T'ACUT'An.

Aplicando la homotecia de R? x + 7 -z a un cubrimiento de A de didmetro menor
a 0 obtenemos uno de r - A de didmetro menor a r - 9. La homotecia distorsiona los
didmetros por un factor r. Por lo tanto, para el calibre ¢(F) = diam(FE)®, tomando

infimo sobre los cubrimientos de A se concluye

qbn;(r . A) < 7’8¢5(A>.

La homotecia z — %x lleva cubrimientos de r - A de didmetro § en cubrimientos de A

de didmetro ‘TE y tomando infimo sobre los cubrimientos de r - A obtenemos

61(4) < ~s(r - A).

Como
lim ¢ (A) = 1 ¢5(A) = H(A)

ligngb(;(r CA) = h’gngbr(;(r CA)=TF(r- A)

obtenemos la igualdad del segundo item.
Para el tercero observamos que dado un cubrimiento {A,} de A de didmetro menor

a d se tiene
> diam(A,)" < 6" )" diam(A,)".

Tomando infimo sobre los cubrimientos resulta que los valores de (1.1.1) asociados a
los calibres ¢(-) := diam(:)* y ¢(-) := diam(-) verifican

d5(A) < 6 ¢5(A).

Por lo tanto si lims_o ¢5(A) = H*(A) < 400 entonces HH(A) = 0 y si limg_q ds(A) =
H'(A) > 0 entonces H*(A) = +oo.
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O]

El tercer punto de la proposicién anterior nos dice que hay a lo sumo un valor de
s que le da medida de Hausdorff positiva y finita a un conjunto. Este valor es lo que

definiremos como dimensién de Hausdorff.

Definicién 1.6 (Dimensién de Hausdorff). Dado A < M, la dimension de Hausdorff
de A es
dimy(A) = nf{H*(A) = 0} = sup{H*(A) = +o0}.

Se puede ver que la dimension de Hausdorff es monétona con respecto a la inclusién
Ac B= dImH(A) < dimH(B),

y numerablemente estable

+0o0
dimy <U An> = supdimy(4,).

Definicién 1.7. Una funcién f: (M;,d;) — (Ms, ds) entre espacios métricos se dice:
» ¢, a—Holder sids(f(x), f(y)) < edi(x,y)* para todos =,y € M.
= c—Lipschitz si f es ¢, 1—Holder .
= c—bilipschitz si f invertible y tanto f como su inversa son c—Lipschitz.
Proposicién 1.8. Sea f: (My,dy) — (Ms, dy) una funcion ¢, a—Holder . Entonces:
dimy (f(A4)) < édimH(A).
En particular la dimension de Hausdorff de un conjunto es un invariante bi-Lipschitz.

DEMOSTRACION:
Tomemos s > dimy(E) cualquiera. Observando que A < [ J, A, implica f(A) <
U, f(A,) v que diam(f(A,)) < diam(A;)* obtenemos

Ha(f(B)) < H(E) =0.

Por lo tanto
> dim(f(E)).

S
(0%
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En general no es facil calcular la dimensién de un conjunto a partir de la definicién.
Como se mencioné en la introduccién del capitulo, cotas superiores son en general més
faciles: para probar que la dimensién de un conjunto dado es menor que un cierto
numero s, alcanza encontrar para cada ¢ > 0 algiun cubrimiento tal que la suma de los
didmetros a la s quedan controlados. Veremos varios ejemplos de esto en las secciones
siguientes. Por otro lado, las cotas inferiores son mas delicadas ya que debemos controlar
todos los cubrimientos de didmetro menor a d. En esta direccién un resultado clésico es

el siguiente:
Teorema 1.9 (Principio de distribucién de masa y lema de Frostman).

(1) Si eziste una medida de Borel v tal que v(A) > 0 y para todo x € A < M y todo

r suficientemente chico se cumple
v(B(z,r)) <71’

entonces
H(A) > 0.

En particular, dimy(A) = s.

(1) Si H*(A) > 0 y A es compacto entonces existe una medida de Borel v positiva en
A tal que
v(B(z,r)) <7r°, si B(x,r) c M.

El primer punto del teorema (llamado “Principio de distribucién de masa”) dice que
podemos acotar inferiormente la dimensiéon de un conjunto si encontramos una cierta
medida auxiliar. La prueba es sencilla y la vemos a continuacion. El segundo, conocido
como “lema de Frostman”dice que siempre existe una tal medida. Una prueba en el

caso M = R? puede hallarse en | , Theorem 8.8].

DEMOSTRACION: (Teorema 1.9 (1)) La clave es que cualquier conjunto F estd contenido

en una bola de radio 2diam(F). Supongamos A < | J, A, entonces

: s 1 1
;dlam(An) > §ZV(An> > §V(A) > 0.

n

Como el cubrimiento es arbitrario, concluimos que

dimy(A) = s.
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1.2. Dimension de Hausdorff de una medida de Bo-

rel

Para aplicar el principio de distribucién de masa, se nos exige controlar los valores
que toma alguna medida auxiliar en en las bolas centradas en los puntos del conjunto
en cuestién. En esta seccion refinamos el andlisis para conseguir resultados un poco mas

practicos.

Definicién 1.10. Sea v una medida finita de Borel en un espacio métrico (M, d). El

soporte de v es
supp(v) ={xe M : Vr >0, v(B(x,r)) > 0}.

Como M\supp(v) es una unién numerable® de abiertos de medida cero, el soporte

de una medida es un conjunto cerrado de medida total.

Definicién 1.11 (Dimension de Hausdorff de una medida). Una medida de Borel v se

dice de dimension exacta si existe 6 = 0 y un conjunto de r—medida total B tal que

lim logv(B(z,r))

=0, Vx € B.
r—0 log r

En este caso, decimos que ¢ es la dimension de Hausdorff de v, que denotaremos por
dimy(v).
Proposicién 1.12. Sea v una media de Borel finita de dimension exacta. Entonces
dimy(v) < dimy(supp(v)).

DEMOSTRACION: Sea 0 = dimy(v) y tomemos € > 0. Vamos a encontrar un subconjunto
B < supp(v) con medida de Hausdorff (0 —e)—dimensional mayor a cero. Por el principio

de distribucion de masa vamos a concluir que
0 — e < dimy(B) < dimy(supp(v)).

Consideremos

logv(B(z,r))

B, = {x € supp(v) : o

>0 — e, Vr<1/n}.

®(un espacio métrico separable tiene una base numerable)
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Como la unién de los conjuntos B,, tiene medida total, a partir de cierto n, v(B,) >
0. Sea B cualquiera de ellos. Tenemos que para todo r < 1/ny x € B:
log v(B(z,r))

d—e
logr '

>0—¢€ < logr(B(z,r)) < (0 —e)logr < v(B(z,r)) <r
Aplicando el principio de distribucién de masa se concluye la prueba ya que € es arbi-

trario.
]

No siempre es posible estimar el crecimiento de la medida de las bolas para todo
radio r > 0, si no que conocemos la medida en alguna sucesién de radios. El siguiente

es un lema técnico al que recurriremos repetidamente.

Lema 1.13. Sea v una probabilidad de Borel. Sea x € supp(v) y una sucesion rp(x) — 0

st n — 400 tal que:

h'mw -1
n logra(r)
Entonces,
lim logv(B(z,rn(x))) _ . log v(B(z, r))
n log r,, () r—0 log r

En particular si para v— casi todo x € supp(v) existe una sucesion r, — 0 si n — +00

que cumple:

o lim, 2ABE) — 5y

logrn41 =1

" hmn log rn

Entonces v es de dimension exvacta y
dimH(z/) = 4.

Demostracion. Fijemos x y {r,}, como en la hipdtesis. Suponemos ademds r; < 1. Para
cada r > 0 y suficientemente chico (r < r; alcanza) tomamos n tal que 7,11 <7 < 7,.
Entonces

logv(B(x,1,41)) <logv(B(x,r)) <logv(B(x,r,)), y

logv(B(z,141)) - logv(B(z,r)) - logv(B(z, 1))
logr logr ~ logr '

Para evitar complicaciones con los signos, observar que

log V(B(:B? Tn-i—l))
log r,

log V(B(w, 70:1)) _ [log(B(r, rasn)
log r log r

<
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pues |logr|™! < |log7,|™!. De la misma manera obtenemos

logv(B(z,7341)) -

logv(B(z,1y,)) ‘ |

log r log 741
Como lim,, lloﬁ = lim,, lolgT—"“ = 1, obtenemos que
08 Tnt1 0g T
m logv(B(x,r)) _ lm logv(B(x,r,(x))) |
r—0 log r n—-+00 log r,, ()

Si el limite anterior vale § para todo x en un conjunto de medida total, por definicién

v es de dimensién exacta igual a §. m

1.3. Teorema de Moran-Hutchinson

Lo que sigue es una exposicién simplificada de resultados de | ]. En este trabajo
se prueba, entre otras cosas la existencia y unicidad de un compacto no vacio invariante
bajo la acciéon de un semigrupo de mapas contractivos en un espacio métrico completo.
Probamos este hecho para similaridades en R?.

Bajo cierta hipotesis adicional de “separacion”se puede calcular la dimensién de
Hausdorff del compacto invariante en términos de los factores de contraccion. Esto
habia sido hecho previamente por Moran en | |. Realizaremos esto en detalle para
dos contracciones en el intervalo con imégenes disjuntas®, en cuyo caso el compacto

invariante es un conjunto de Cantor en [0, 1].

1.3.1. Conjuntos autosimilares

nsideremos n similaridades f1, -+, f, : — ir ; cum
Consideremos laridad S R?Y — R?, es decir cada f; cumple

d(fl(x)7 fz(y)> =T d(ZE,y), vx7y € Rda

para algin factor de contraccién r; € (0,1). Cada f; es una contraccién en R? y por
lo tanto tiene un dnico punto fijo z;, es decir f;(x;) = ;. Se puede probar | ,
Proposition (1), section 2.2] que las similaridades en R? son composiciones del tipo

hoto R donde h es una homotecia, 7 una traslaciéon y R una transformacién ortogonal.

Proposicién 1.14. Eziste un tnico compacto no vacio A < R? tal que

A=fi(A)u-- U fu(A).

Ses la manera més ficil de satisfacer la hipdtesis de separacién
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Para probar la proposicion usaremos la siguiente nocién de distancia entre subcon-
juntos compactos de R, Dado un conjunto A = R? sea A = {z € R? : d(x, A) < €}.
Dados dos subconjuntos compactos de R, E v F su distancia de Hausdorff se define

por

d(E,F)=inf{e>0: Fc F‘y Fc EY}.

Para cualquier terna de compactos F, F, G = R? se verifican las siguientes propiedades
» d(E,F)=0 < E=F,
» d(E,F) =d(F,E)
» d(E,F) <d(E,G)+d(G,F)

» Sean fi,..., f, similaridades con radios de contraccién respectivos r; € (0,1).
Notar que si todo punto de E tiene un punto de F' a distancia a lo sumo ¢
entonces todo punto de f;(E) tiene un punto de f;(F') a no mas de r; -e. Con esto

se puede chequear que

1=

d( fi(E),U fi(F)> < m]cfix{rj} d(E, F).

DEMOSTRACION: (Proposicién 1.14) Este resultado es en espiritu un teorema de punto
fijo de contracciones. En efecto, como mencionamos arriba aplicar una cantidad finita
de similaridades contrae la distancia de Hausdorff entre conjuntos. Nos basamos en la

prueba de | ].
Afirmacion. Eziste una bola B < R™ tal que para todo 7 =1,....n

Para probar la afirmacién, consideremos T = %ZZ x;. Veremos que si d(Z,z) < R
para algin R suficientemente grande, entonces d(Z, f;(z)) < R y podremos tomar

B = B(7, R).
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Para eso tomamos cualquier j = 1,...,n y calculamos:

AT, f;(x)) = [z = f ()]

1
< gZ(Hwi—%‘H+H%—fj(i€)H)
1
< EEH%—%’H +rj - |lzg — |
1 _ _
< 52”*””1"“”1” + 15 ([l =zl + [[7 = «])

147 _
< JZH@-%H) +ry- [T =
i

n
Basta tomar R de manera que para todo j = 1,...,n se tenga:
1+r;
(42 5w — ) + 7+ R
7 <1,

y queda probada la afirmacion.
A partir del compacto B de la afirmacién anterior, consideramos una sucesion de

conjuntos compactos {F,} dada por F' = By
Fr =) fi (FY), ¥k = 1
i=1

Como F? c F', recursivamente tenemos que F**! < F* para todo k, y definimos
A=()F"
k=1

A es no vacio y es compacto. Ademas’

Ufz‘(/\) = Ufz‘ (ﬂ Fk) = ﬂUfz (Fk) - ﬂFkH = A
i=1 ' k>1i=1 k=1
Para ver la unicidad de A suponemos que hay otro compacto no vacio A= U, fl(f\)

Observamos que

n

dA ) = d ( ) m) < iy} - (A, &),

"la igualdad vale porque en nuestro caso F¥*' < F* para todo k y consideramos finitas f;. En

general solo valen las inclusiones c.



24 CAPITULO 1. DIMENSION Y MEDIDA DE HAUSDORFF

Ji

C——20

0 M

Figura 1.1: Dos contracciones en el intervalo [0, 1]

Como méx;{r;} < 1 necesariamente d(A,A) =0y A = A.
L]
El sistema {f1,-- -, fn} es un ejemplo de un IFS (iterated function system) y se dice
que A es el atractor del IFS. Decimos que un conjunto es autosimilar si es el atractor

de un IFS formado por similaridades.

1.3.2. Ejemplo: dos contracciones en el intervalo separadas

Fijemos dos niimeros reales positivos A\; y A\ de manera que A\; + Ay < 1 y conside-

remos las dos contracciones en el intervalo fi, fo : [0,1] — [0, 1] dadas por

fl(t) = >‘lt7 Yy f?(t) =1- )\2 + )\Qt

Denotemos por A al atractor del sistema {fi, fo}, es decir, el inico compacto en
[0, 1] que verifica
A=fi(A)u fa(A).

Persiguiendo la prueba de la Proposicién 1.14 tenemos que

A= ﬂ U f“Oszk([O,l])

k=1 (i ... ig)e{1,2}F

.....

dos, el diametro de cada uno de los cuales es a lo sumo (max{\;, \o})¥. En particular,
ningtin punto de A es aislado. Esta unién es ademds disjunta: dados (iy,...,ix) #

(J1,- -+, Jk), si [ es la primera coordenada donde difieren, entonces

d(fiy o+ o fi, ([0,1]), fj, 00 f5,([0,1])) > 1 — Ay = Ao
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Por lo tanto

d(fiy 0+ o fi, (10,1]), fj, 0+ 0 f5,([0,1])) > (1T = Ax = M)Ay -+~ A,

Podemos concluir entonces, que para una sucesién w = {i;}, € {1,2}"
ﬂfn -0 fi, ([0,1])

consiste en exactamente un punto de A, y ademés entre dos puntos de A hay un intervalo
que no estd contenido en A. En resumen, hemos visto que A es un conjunto compacto,
perfecto y totalmente disconexo, es decir, un conjunto de Cantor.

Notar que obtuvimos una codificaciéon simbdlica para los elementos de A, identifican-

do cada uno con una sucesiéon de simbolos. Usaremos la notacién x = lim,[xy, ..., x,]

x = ﬂ[:cl,...,xn].

n

para referirnos a

Nos dirigimos a probar el teorema de Moran-Hutchinson en este caso:
Teorema 1.15. la dimension de Hausdorff de A es d, el inico real que verifica
M+ =1 (1.3.1)
Mds aiin, 0 < H°(A) < +oo0.
Probaremos las dos desigualdades por separado.

Proposicién 1.16. Con las notaciones anteriores tenemos

dimy(A) < 6.

DEMOSTRACION: Para k € N, el conjunto de iterados de orden k

U oo o full0.1]) (1.3.2)

ij€{1,2}

es un cubrimiento de A por 2 compactos de didmetro a lo sumo (max{\;, A\2})*. M4s
atn el didmetro de f;, o---o f; ([0,1]) es

A

si r es la cantidad de indices i; que valen 1.
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Denotemos por €, = {C;}%, al cubrimiento de la forma (1.3.2) para cada k. Estos
verifican
AN .
D (diam(Cy))” = >’ ( _)x;u;“”) = (A + Ak
i i=o \J
Para cualquier s > §, la expresién (\; + \3)* estd acotada uniformemente. Como

estos cubrimientos se pueden tomar con diametro arbitrariamente chico concluimos que

0

Para probar la otra desigualdad construiremos una medida de probabilidad de di-

mensién ¢ soportada en A. Notar que A es un espacio métrico con la distancia heredada
de [0, 1]. Para cada k—upla (iy,. .., i) € {1,2}* definimos el cilindro

[iv-ie] = Ao fiy o0 f3,([0,1]).
Los cilindros generan la misma topologia que las bolas
{An B(z,r): >0,z A}.

Por lo tanto la o—algebra de Borel también es generada los cilindros.
Fijemos un peso p € (0,1) (a determinar luego) y para cada cilindro definimos la

premedida
v([iv- i) = HP +01(i) + (1 = p) - 62(35).-

A un cilindro con r coordenadas iguales a 1 y k — r coordenadas iguales a 2 mide
p" (1 —p)*¥". El conjunto de uniones finitas de cilindros es un 4lgebra®, y v se extiende
a una unica probabilidad oc—finita en la o—algebra de Borel de A (ver | , Theorem
1.5]).

A partir de la Proposicién 1.12 sabemos que dimy () < dimy(A). Veremos a conti-
nuacion que v es de dimension exacta y que para cierta eleccion del peso p, la dimension
de v vale exactamente . Para eso, necesitaremos aplicar el Lema 1.13. Sin embargo no
conocemos la medida en las bolas sino en los cilindros. El pasaje de bolas a cilindros

estd dado por el siguiente lema técnico.

8(i.e. es cerrado por complementos y uniones e intersecciones finitas)
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Lema 1.17. Para todo x = lim,[z1,...,x,] € A vale

it lOgV(B(.T,T)) ; logy([xlu"wxn])
m —————= = .
r—0 log r n—+w log diam([z1, ..., 2,])

DEMOSTRACION: Sean x = lim,[z1,...,2,] vy & = lim,[#1,...,2,] dos puntos de A.

Sea k > 1 la primer coordenada en que difieren, esto es
Tp # T, Yy oy =2; Vi < k.

En ese caso

d(z,2) = (1= —X) Apy - Ay,
R ) A
max{A;, Ao} o
1 — _
_ & d]am([xl,axk‘])

max{A, \a}

— =M= :
Sea 0 = mapiog] ¥ para cada natural n definimos

ro(x) = 3 diam([z1, ..., z,)).
Por lo anterior, si & € B(z,7,(x)), necesariamente & € [xy,...,2,] y por lo tanto
V(B r(@)) < oo, . )

Esto nos permitird controlar por arriba la medida de las bolas con estos radios. Para
la cota inferior, es claro que si tomamos m suficientemente grande, [x1,...,Zpim] <

B(z,r,(x)). La clave sin embargo, es que m se puede tomar uniforme en x y n: tomamos

0
m = min {k o (max{A;, A})™ < 5} )

Con este valor de m obtenemos que

diam([z1, ..., Tnim]) < 5 - diam([z1, ..., 2,]) = ra(2).

N D

Por lo tanto
[21,. .., Tpam] © Blx,r,(2))

Hasta ahora tenemos que

logv([z1, .-\ Tnim]) _ logv(B(x,r,(x))) _ logv([z1,...,2,])

~ ~ 1. .
log diam([zy, ..., z,]) log r log diam([z1, ..., Tpim])’ (13.3)
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. . ; logdiam([z1,...,2n4m])
pero siendo m uniforme, lim,, log diam (o1 -] = 1 y por lo tanto

lm logv(B(x,r,(x))) — lm logv([z1,...,2,])

n log r n logdiam([xq,...,z,])
Para rematar observamos que lim,, % =1y por el lema 1.13 concluimos que

lim log v(B(x,r,(x))) i logv(B(x,1)) '
n log 7, () n log r

Proposiciéon 1.18. Con las notaciones anteriores tenemos

DEMOSTRACION: Consideramos la medida v construida antes con pesos p y 1 — p.

Usando el Lema 1.17, para calcular la dimension de v debemos calcular

logv([z1, ..., 25])

lim ,
n logdiam([x1,...,z,])
para todos los puntos x = lim,[z1,...,2,] en un conjunto de medida total. Para cada

natural k, sea r, : A — N la variable aleatoria
ri(x) =#{i<k: z;=1, siz=1lmzy,...,2,]},

por la ley de los grandes ntimeros existe un conjunto de medida total B tal que

ri(x)

lim =
k

Para cualquier x € B tenemos entonces

i Jogv(fen - m]) o re(@)logp + (k= ri(p)) log(1 — p)
k logdiam([zy,. .., xx]) ko ri(z)log A\ 4+ (kK — () log As
plogp + (1 —p)log(l — p)

plog A + (1 —p)log Ay

La férmula anterior vale para cualquier valor de p € (0,1). En particular, si p = A con
d dado por (1.3.1), obtenemos
dimH(V) =0.



Capitulo 2

Grupos de Schottky en el plano

hiperbdlico

En este capitulo presentamos una familia de grupos discretos de isometrias del plano

hiperbdlico.

2.1. Preliminares de geometria hiperbdlica plana

El objetivo de esta seccion es introducir la terminologia basica y las notaciones a
usar en el espacio geométrico subyacente en todo este trabajo: el plano hiperbolico.
Topolégicamente, es un subconjunto abierto y simplemente conexo del plano complejo
C. Gracias al teorema de Riemann | , Theorem 3.1] cualquier tal conjunto que no

sea todo el plano se identifica via transformaciones de Mobius con el disco unitario
D={zeC: |z| <1}
Las transformaciones de Mobius se pueden codificar con una matriz compleja 2 x 2 de
a b +b
—(zeCc o> .
c d cz+d

Todas las biyecciones conformes de C y mas atn, los de la esfera de Riemann C =

determinante no nulo

C u {0} que preservan orientacién estdn dados por una transformacién de esta clase.
Los circulos en la esfera de Riemann son circulos euclideos en C o rectas del plano
complejo compactificadas con el punto co. Las transformaciones de Mébius preservan

los circulos de C.

29
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2.1.1. El disco de Poincaré

Sobre D definimos la métrica hiperbolica

d(2)(t,0) = — 2> da(@)(u,v) = 2V _ Vo T sty

S 1—af? L—lzf2 71— (af +a3)’

donde z = xy +ixs € D, u = (u1,uz) y v = (v1,v2) son vectores del tangente T, D, (-, )
y | - | son el producto interno y el médulo usual en C dadas por la métrica euclidea dz.
Esta métrica tiene curvatura gaussiana constante igual a —1 (ver por ejemplo | ,
Proposition 2.1.12]). Por definicién ds es conforme a dz, por lo que los dngulos entre
curvas coinciden para la métrica euclidea y la hiperbdlica. Los mapas conformes que

preservan el disco son bien conocidos:

Proposicién 2.1 (| , Proposition 1.1]). Los difeomorfismos conformes de D en D

que preservan orientacion son transformaciones de Mobius de la forma

az+b
zr> =——— con |a]* — |[b]* = 1.
bz
Si f es una transformacién de como en la proposicién anterior, su derivada es
1
f/(z) = = R
(bz + a)

Derivando y usando que |a|?> — |b]* = 1, vemos que la métrica hiperbdlica es invariante
por f:
- —2
Lf'(2)] S ‘b22+6‘ ’l_)z—i-ﬁf
1—[f(2)]? bz +a|” — laz + b)?
(|bz]* + |a]* + baz + azb — |az|* — |b]> — azb — l_)az)_l
- -k

El grupo especial unitario, SU(1, 1) es el grupo de matrices de la forma

b
(C_l _) , con |a]* —|b]* = 1.
b a

Recordar que la identificacion entre matrices y transformaciones de Mobius siempre es
a menos de multiplos escalares, por lo que el grupo de isometrias de D que preservan

orientacién Isom™ (D) no es exactamente SU(1, 1) pero se identifica con el cociente

SU(1,1)/{+Id}.



2.1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA 31

Por més detalles consultar | |. El plano hiperbdlico tiene un grupo grande de iso-
metrias, en particular Isom™ (D) actda transitivamente en D 1.
Si z es un punto de D, el segmento euclideo que une 0 € D con z esta parametrizado

por (t) = tz, t € [0,1] y para la métrica hiperbdlica tiene largo

l(’y):f ds('y(t))(*y(t),f'y(t))dtzf ﬂdt—log(”w). (2.1.1)

0 o 1—82z2 1 -]

Se puede chequear directamente que es la curva de 0 a z que minimiza esta longitud.
Por lo tanto, las geodésicas por el origen para la métrica hiperbdlica son restricciones
de las rectas de C a D.

Definicién 2.2 (Distancia hiperbdlica). Dados dos puntos z, Z € D la distancia entre

ambos segin la métrica hiperbdlica es
dp(z, %) = inf{l(7y) : 7 es una curva diferenciable a trozos que los une.}

En el caso en que uno de los puntos es el origen, la distancia a cualquier otro esta
dada por (2.1.1). Ademés como la férmula depende solamente del médulo euclideo de
z, el circulo euclideo con centro 0 y radio r es el circulo hiperbdlico con mismo centro

y radio

1
log (1 ha T) = 2arctanh(r). (2.1.2)

—r

Una transformacion de Mobius que preserva el disco lleva circulos en circulos. Con
esto y la transitividad de la accién de Isom™ (D) tenemos que el circulo de radio r al-
rededor de un punto z € D para la métrica hiperbdlica, es también un circulo euclideo
aunque no con el mismo centro. En particular, ambas métricas generan la misma topo-
logia en D.

Ya conocemos las geodésicas por el origen en el disco de Poincaré. Como los angulos
se preservan sus imdgenes por Isom™ (D) son arcos de circulo perpendiculares al borde
del disco (los complejos de médulo uno) y por lo tanto éstos son también geodésicas.
Mas aun dado cualquier punto de D y un arco de circulo perpendicular al borde que
lo contenga, consideremos una isometria que lleve el punto a 0. El arco se mapea en

i(m+t)

un didmetro del disco con extremos e y e para algun t. Por otro lado la rotaciéon

!Observar que la transformacién con a = 1y b = 2 lleva 0 € D en 2. Componiendo transformaciones
de esta forma y sus inversas podemos llevar cualquier punto de D en cualquier otro por un elemento
de Isom™ (D)
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2z — e "z asociada a la matriz

exp(3t) 0
0 exp(%) ’

lleva los extremos a —1 y 1. Por lo tanto podemos mapear el arco de circulo en la
geodésica horizontal por el origen. Componiendo transformaciones de esta forma y sus
inversas podemos llevar cualquier arco de circulo perpendicular al borde en cualquier
otro y en cualquier didmetro. En otras palabras, la accién de Isom™ (D) no solo es
transitiva en los puntos del disco pero también lo es en el conjunto de geodésicas con

un punto marcado.

2.1.2. El semiplano superior

El otro modelo del plano hiperbdlico en el que trabajaremos es el del semiplano
superior

H={zeC: Im(z) > 0}.

El mapa F': H — D dado por
zZ—1
F(z) = 2.1.
(2) = —— (2.1.3)

es una biyeccién conforme entre D y H, con inversa

1+z2
1—2z

F'D->H: Flz)=i
El pullback de la métrica hiperbdlica en D por F' resulta

F*(ds)(2)(u1,uz) = ds (F(2)) (F'(2) - u1, F'(2) - ug) = %,
donde (-, -) es el producto interno usual en C, z es un punto de H y wuy, us son vectores
del tangente T,H. En particular, un vector de moédulo euclideo 1 en T,H tiene norma
segin la métrica hiperbdlica muy grande si Im(z) es cercana a cero y muy pequena si
Im(z) es muy grande. Por simplicidad denotaremos también por ds a F*(ds).
Observar también que la geodésica horizontal en D (los puntos de D con parte

imaginaria nula) se mapean por F~! en la recta (euclidea) vertical

{Re(z) = 0} < H.
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Figura 2.1: El disco de Poincaré y el semiplano superior

En particular esta recta es una geodésica para la métrica hiperbdlica en H. La curva
v(t) = €' - i estd parametrizada por longitud de arco:

: t
bl _ S —1, vieR (2.1.4)

ds(y(t))(¥(t)) = Im(y(t)) e

La extensién natural de F~! al borde del disco dD = {z € C : |z| = 1}, lo lleva al ¢je

real extendido 0H = {z € C: Im(z) = 0} U {0}, con las identificaciones

Como F~! preserva los angulos, las geodésicas del disco de Poincaré se mapean en
rectas verticales (i.e. de parte real constante) y arcos de circulo perpendiculares al eje
real en H (circulos con centro en la recta real). Dados dos puntos de H existe una tnica
geodésica que los une: una recta vertical si ambos puntos tienen la misma parte real y
un arco de circulo perpendicular al borde si no.

Denotamos por dy a la distancia inducida por la métrica hiperbdlica en H:

du(x,y) = inf{l(y) : v es un camino en C* a trozos en H que une x con y}.
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Proposicién 2.3 (| , Theorem 1.2.6]). Tenemos la siguiente formula para la dis-

tancia hiperbolica en H; dados x,y € H vale:

(1 _ |-yl
s (3] = 5 im()Im(y)

2.1.3. La métrica hiperbdlica en coordenadas polares

La métrica euclidea en coordenadas polares para D corresponde al pull-back por el
mapa diferenciable
f:(0,1)xR—-D—{0}: (r,0) —re®.

En vista de (2.1.2) y que dz? y ds? son conformemente equivalentes, para la métrica

hiperbdlica vamos a considerear el difeomorfismo
g:D—{0} - D —{0}: re" - tanh(r/2)e”.

La métrica en polares ahora estd dada por el pull-back de ds? por el mapa h = go f.
Observar que h es un mapa conforme. Si a la métrica obtenida la denotamos por dw

tenemos

<dh(r79)u, dh(r79)7j>
1= |h(r,0)]"

dw(r,8)(u,v) = ds(h(r,0))(dhq ey, dhg.gv) = 2\/
Escribiendo dw? = E(r,6)*dr?* + G(r,0)*db?, obtenemos

E(r,0) = le (cosh(r/2))"2 1

— A 0)  (cosh(rj2))2 Y
(hg, hg)
G(r,0) = 2—1—|h(r,0)|2

£/{tanh(r/2)ie®, tanh(r/2)ie)
1 — (tanh(r/2))?
= 2cosh(r/2) sinh(r/2)
= sinh(r).

Por lo tanto,
dw® = dr* + sinh(r)*d6>.

Con esto conseguimos:
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(1) si desde el origen abrimos un dngulo ¢, el arco determinado sobre el circulo de
radio R mide

Je sinh(R)df = € - sinh(R). (2.1.5)

En particular el perimetro del circulo es

21
J sinh(R)df — 2 sinh(R),
0

(11) y el area hiperbdlica del disco de radio R:

R p2r R
J f sinh(r)dfdr = f 27 sinh(r)dr = 27 (cosh(R) — 1).
0o Jo 0

Observar que cuando r — 0, el perimetro del circulo de radio r es equivalente a 27r

y el drea a 2. Cuando r — o0 ambos son equivalentes a me”.

2.1.4. El grupo de isometrias

Presentamos ahora el grupo de isometrias del plano hiperbélico. Como mencionamos
antes, en el disco de Poincaré este grupo es isomorfo a un cociente de SU(1,1). Presen-
taremos brevemente el grupo de isometrias del semiplano, conjugado a SU(1, 1) por el
mapa F. Por més detalles de esta seccién referimos a | , , , ] o
a mi monografia de licenciatura | ]

A partir del grupo de matrices

b
S*L(2,R) = {(“ d) Cab e, deR, yad—bce{—l,l}},

c
consideramos

PS*L(2,R) = S*L(2,R)/{£1d}.
Teorema 2.4 (| , Theorem 1.3.1]). El grupo de isometrias del semiplano superior

Isom(H) es isomorfo a PS*L(2,R).

Nos concentraremos principalmente en el subgrupo Isom™ (H) de las isometrias que

preservan orientacion. Estas son transformaciones de Mobius asociadas a matrices del

subgrupo de S*L(2,R)

b
SL(2,R) = {(a d) CabcdeR, yad—bc:l}.
C
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Como una matriz y su opuesta inducen la misma transformacién la identificacién pasa

al cociente

PSL(2,R) = SL(2,R)/{+Id},

y los elementos de PSL(2,R) estédn en biyeccién con las isometrias de H que preservan
orientaciéon. Observar que Isom™ (H) tiene indice dos en Isom(H). De aqui en més iden-
tificaremos constantemente un elemento de PSL(2,R) con su transformacién de Mébius
asociada.

Como vimos en el disco de Poincaré, las isometrias que preservan orientacion actian
transitivamente en el conjunto de geodésicas con uno de sus puntos marcados. Conju-
gando por el mapa F' lo mismo vale para la accién de PSL(2,R) en H.

Hay tres tipos de elementos en PSL(2, R) segiin la accién lineal en R? de (cualquiera
de) sus dos matrices de SL(2, R) asociadas. Una matriz de SL(2,R) —{Id} diagonalizable

es conjugada en SL(2,R) a una de la forma

(o)

para algin A € R — {0,1}. A la matriz y a su isometria de H asociada les llamaremos

hiperbdlicas. Una matriz de SL(2,R)\{Id} con un tnico valor propio real es conjugada

o)

con a € {—1,1}. A ella y su isometria asociada les diremos parabdlicas. Por iltimo, una

a una de la forma

matriz sin valores propios reales es conjugada a una rotacién

cos(f) —sin(6)
sin(d) cos(d) |’
para algun 6 ¢ wZ. A la matriz y a su isometria asociada les diremos elipticas. Los
nombres provienen de las curvas invariantes por la accién lineal en R2: hipérbolas y
elipses para matrices hiperbdlicas y elipticas respectivamente, y el término parabdlico
como caso intermedio.
Los tres tipos se distinguen al tomar la traza en valor absoluto de la matriz, una

cantidad invariante por conjugacién y que pasa al cociente PSL(2,R). Una matriz A
tiene [tr(A)|:

= |A+ A7Y si A es hiperbdlica, y por lo tanto [tr(A)| > 2,
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= exactamente 2 si A es parabdlica o Id y
» 2-cos(f) < 2si A es eliptica.

La dinamica de la accién por isometrias en el plano hiperbdlico es esencialmente dife-

rente en cada uno de estos tres casos. Si consideramos la isometria dada por una matriz

a b

c d)’
az +b
cz+d

a—d+/(a+d)?—4
2c '

Esta ecuacién tiene dos soluciones diferentes en R U {0} si y solo si la matriz es hi-

de determinante uno

y buscamos sus puntos fijos

obtenemos

z =

perbdlica, una tnica en Ru {00} si es parabdlica y una tinica en H si es eliptica. Observar

que o es fijo si y solo si ¢ = 0.

2.1.4.1. Dinamica de una isometria hiperbdlica

Dada una matriz hiperbdlica, su eje de traslacion es la tinica geodésica en H cuyos
extremos son los puntos fijos por la acciéon de la matriz. Como preserva orientacién y no

tiene otros puntos fijos, ésta es la Unica geodésica invariante por la accién de la matriz.

Proposicién 2.5. Sea una g € lsom™ (H) isometria hiperbdlica con matriz asociada

A € PSL(2,R). Entonces
l(g) := mf{du(z, g(x))} > 0.

Esta cantidad se dice el largo de traslacion de g vy es realizada por los puntos de la
unica geodésica invariante por g. Sobre esta geodésica g actia como una traslacion con

distancia l(g). Ademds valen las siguientes igualdades:
« [tr(A)] = 2cosh (1),
» 50\ es uno de los dos valores propios de A, entonces l(g) = 2|log(M)].

» Para cualquier x € H se tiene que

n n

=1(g)-
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DEMOSTRACION: Tanto la traza como los valores propios de la matriz son invariantes

por conjugacién. Por lo tanto a menos de conjugacién en SL(2,R) podemos suponer

4 (exp(t/Q) 0 )
0 exp(—t/2) )’

para cierto ¢t > 0. La transformacién de Mébius asociada es g : z — exp(?) - z. La tnica
geodésica invariante por esta transformacién es el eje imaginario {Re = 0}.

De (2.1.4) surge que
du(i, A-i) = d(i,exp(t) - i) = t.

Se tiene entonces que [tr(A)| = exp () + exp (—%) = 2cosh (4) y ¢ también cumple el
segundo item. Veamos a continuacién que I(g) = t.
Para cualquier x € H, por el teorema 2.3 vale
sinh (dmx, ' x)) _ o(t/2) —exp(/2) |a]
2 2 Im(x)
exp(t/2) — exp(—t/2)
2

_ h(%)

Como sinh ™! es creciente y la igualdad se da si y solo si Re(x) = 0, hemos probado que

WV

du(z,A-x) = dy(i, A-i), Vo eH,

y la igualdad se da si y solo si Re(z) = 0.
Para ver el ultimo item sean x € H cualquiera y un punto o en la geodésica invariante

por g. Por la desigualdad triangular y usando que g es una isometria tenemos
|, 9" () — nl(g)| |du (2, g"(x)) — du(o, g"(0))|

< dylo,x) + du(g"(x), 9" (0))
= 2dy(o,x).

Dividiendo entre n el limite es cero y concluimos.

Supongamos B una matriz hiperbdlica y P € SL(2,R) tal que
B=P-A P,

donde A es como en la demostracién anterior. Al punto P(o0) le decimos el atractor de

By a P(0) le decimos el repulsor de B.
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2.1.4.2. Dinamica de una isometria parabdlica

A menos de conjugacién, una matriz parabdlica de PSL(2,R) es

o)

La isometria asociada es h : z — z+1 y su unico punto fijo es co. Las curvas invariantes
por la accién de la matriz anterior son las rectas horizontales llamadas horociclos basados
en oo. La drbita de cualquier punto de H por los iterados esta matriz van hacia oo, tanto
a futuro como a pasado.

Procediendo como con elementos hiperbédlicos, vemos que para cualquier € H

mm(%@§+n)=2¢;@y

En particular inf,ep{du(z, h(x))} = 0 y no se realiza en H.

Si B € PSL(2,R) es una matriz parabdlica cualquiera, existe P € SL(2,R) tal que

11
B=P. . P71
0 1

Su tnico punto fijo es P(0) € R u {0}. Si P(o0) # 0 los horociclos correspondientes
son las imagenes de las rectas horizontales por P: circulos tangentes al eje real en el
punto P(o0).

2.1.4.3. Dinamica de una isometria eliptica

Las matrices de PSL(2,R) sin valores propios reales, fijan un tunico punto de H y

por lo tanto inf,ep{du(z, h(x))} = 0 y este valor se realiza en el punto fijo.

Proposicién 2.6. La rotacion de angulo 6 en sentido horario que fija i € H estd dada

v o)

DEMOSTRACION: Primero veamos que i es fijo por Ry. Para eso calculamos

por la matriz
) —sin (
) ;

COS (

~— N

NID NoID

Ry i icos (§) —sin (%)  iexp(i6/2)

~ isin () + cos (&) ~ exp(if/2)
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Para probar que Ry rota un angulo 6 los elementos de H alrededor de ¢ vemos que
Ry (0) = exp(—if), por lo que un vector v € T;H se mapea en exp(—if) - v. Por lo tanto
la geodésica por i con direccién v va en la geodésica por i con direccion exp(—if) - v.
Como Ry es una isometria, cada circulo centrado en i se preserva y concluimos que Ry
es una rotacion de angulo 6 en sentido horario en cada uno de ellos.

O
En general un elemento eliptico R de PSL(2,R) de la forma

R=P Ry P,

(con P € SL(2,R)) es una rotacién de dngulo € con centro P(i).

2.1.5. Trigonometria hiperbdlica

Las siguientes propiedades pueden encontrarse en | , Section 5.6] o | ,
Theorem 1.5.2].

Proposicién 2.7. Supongamos T un triangulo hiperbolico de lados a,b y ¢ con dngulos

opuestos respectivos o, 3y v. Entonces se verifican:

(1) Ley del seno:
sinh(a)  sinh(b)  sinh(c)

sin()  sin(B)  sin(y)

(1) Primera ley del coseno:

cosh(a) = cosh(b) - cosh(c) — sinh(b) - sinh(c) - cos(a).

(11) Segunda ley del coseno:

cos(y) = —cos(a) - cos(f) + sin(«) - sin(B) - cosh(c).

Con la primera ley del coseno y la ley del seno, como con sus andlogas en la geometria
euclidea, un triangulo queda determinado dados dos lados y un angulo o dos angulos
y un lado. Sin embargo la geometria euclidea no tiene una regla andloga a la segunda
ley del coseno. Asi, un tridangulo hiperbdlico queda determinado dados sus tres angulos

internos.
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2.1.6. El borde del plano hiperbdlico

Nos concentramos ahora en el “horizonte”del plano hiperbdlico. Para comenzar ex-
plotamos el hecho de que todo nuestro espacio esta encajado en un espacio conocido més
grande (la esfera de Riemann). Como mencionamos antes el borde del plano hiperbdlico

(o el circulo al infinito) es:

JH =R u {0},

en el modelo del semiplano o
D ={zeC: |z| =1}

en el disco de Poincaré. Ambos son conjuntos compactos y el mapa F' en (2.1.3) es
una identificacién biholomorfa entre los dos, en particular es un mapa bi-Lipschitz
entre ambos. Esto serd importante cuando estudiemos la dimension de Hausdorff de
subconjuntos del borde, en vista de la Proposicién 1.8.

Como la distancia de cualquier punto del plano hiperbdlico a los elementos de una
sucesion que converge (topolégicamente) a un punto del borde tiende a infinto, la nocién
de distancia hiperbodlica pierde sentido para comparar puntos del borde con puntos in-
teriores. La nocion de convergencia al borde que usaremos serd topolédgica, simplemente
como subconjuntos de la esfera de Riemann.

La accién por transformaciones de Mobius de PSL(2,R) en la esfera de Riemann
también preserva 0H, por lo que la accién por isometrias en H se extiende naturalmente
al borde.

2.1.6.1. Funciones de Busemann, sombras y producto de Gromov

Dados z,y, z € H sea

b.(x,y) := dn(z, 2) — du(y, 2).

Sio: [0,4+00) — H parametriza un rayo geodésico con o(0) = z y lim; o(t) = ¢ € 0H el
limite
b( (I, y) = tEI—iI-loo ba(t) (l’, y)

existe y no depende del z elegido. La funcién b¢(-,-) : H x H — R se llama funcion
de Busemann basada en (. Para ver esta construccion en detalle en el semiplano
superior referimos a la seccién 1.1.4 de | |. Resumimos las propiedades bésicas a

continuacion.
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Figura 2.2: b¢(z,y) = be(x, 2) = du(zx, z) > 0.

Proposicién 2.8. Para g € PSL(2,R), (€ dH y z,y,z € H tenemos:

(1) byo)(9(x), 9(y)) = be(z,y),
(1) be(z,y) = be(x, 2) + be(z,y),
(1) —du(z,y) < be(z,y) < du(z,y),
(1v) bz, y) = =bc(y, ),
(V) be(,y) = du(,y) si y solo siy pertencee al rayo geodésico [, ¢).

Se puede ver que las curvas de nivel de la funcién b¢(z,-) de Busemann son los
horociclos basados en ¢. En general b (x,y) mide la distancia entre el horociclo basado
en ( que pasa por x y el que pasa por y, con signo positivo si el horociclo por y esta
contenido en el “interior”del horociclo por z (Figura 2.2).

Un amplio contexto para el siguiente resultado puede encontrarse en [)ui] o en

[BHO9].

Proposicién 2.9. En el disco de Poincaré se tiene, para x,y € D, € dD:

be(x,y) = log (igi E‘D ’

donde P : D x dD — R es el nicleo de Poisson

2
_ Ll

PO =1 op
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Or(z,y)

2

Figura 2.3: La sombra de x a y de radio R en el disco de Poincaré.

Definicién 2.10. Dados dos puntos z,y € H y » > 0 definimos la sombra de x a y
de radio R, como los limites de rayos geodésicos que parten de x y pasan por la bola
B(y, R):

Or(z,y) == {Ce M : [z,{) n By, R) # &}
Ver Figura 2.3.

Proposicién 2.11. Si ¢ € Og(z,y) entonces
du(2,y) = 2R < be(w,y) < du(z,y).

DEMOSTRACION: Ver Apéndice 5.1.

El producto de Gromov entre dos puntos 7, € 0H desde un punto x € H es
by(z,2) + be(z, 2)
(- Q) = g,
donde z € H es un punto cualquiera de la geodésica que une n y (. Para ver que no

depende de la eleccién supongamos que Z es otro punto de la geodésica, en el rayo [z, ().

Tenemos entonces:
by(x,2) + be(z, 2
(77 . C)x _ 77( ) > C( )
by(z,2) +by(2,2) + be(z,2) + be(2, 2)
2
by(z,2) + du(z, 2) + be(x, 2) — du(z, 2)
5 }
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Figura 2.4

Una primera intuicién es que (7 - (), mide la distancia entre los horociclos por x
basados en los dos puntos del borde, medido sobre la geodésica entre ellos. Para ver
esto tomemos 7, € JH y x € H. Denotamos por (7n,() a la geodésica que une los dos
puntos del borde. Elegimos y como el punto de la geodésica que minimiza la distancia a
x. Ahora sean z, el punto de corte entre el horociclo basado en 1 por x y 2 el andlogo
para el horociclo basado en (. Obtenemos algo como en la Figura 2.4.

Entonces
2-(n- Qs = bylz,y) + be(z,y)
= by(zpy) + be(z¢, ).

Por construccién y € [z,,n) N [z, () y por lo tanto

by (2 y) + be(2¢c,y) = du(zy, y) + du(ze,y) = du(zy, 2¢).

Otra intuicién es que el producto de Gromov (7 - (), mide a grandes rasgos la

distancia dy(z, (1, ()). Comencemos con el producto de Gromov entre puntos de H:

1
vxayaz € H> (y ’ Z):L“ = 5 (dH(‘Z.ay) + dH($,Z) - dH(y72)> :

El producto de Gromov entre puntos del borde es una extensién de éste: tomemos

una geodésica (1, () y dos sucesiones z; y Z; en la geodésica de manera que z; — 0y



2.1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA 45

%, — ( con t — +o0. Fijemos y otro punto de (1, ). Entonces, por definicién:

2 (77 ' C)I = h/{n d[H](ZL', Zt) - dﬂ'ﬂ(y7 Zt) + d[H](x) ét) - d[H](ya ét)

= h’{n dy(z, z¢) + dp(z, 2) — du(z, 2)
= h’{n (2t 2¢) -

Con un ingrediente adicional conseguimos que (1-¢), es comparable con dy(z, (1, ()).
Este ingrediente es la siguiente definicién: Un tridngulo geodésico con vértices z,y, z € H
se dice 0— fino si cualquiera de los tres lados estd contenido en la unién de los —entornos

de otros dos. El siguiente resultado corresponde a | , Lemme 17].

Lema 2.12. Si A es un tridngulo geodésico d—fino con vértices x,y,z € H entonces,
(y-2)e <dp(z,[y,2]) < (y-2)s +9,

donde [y, z] es el segmento geodésico que une y con z.

Por la discusion anterior, si tomamos y,, v 2, sucesiones de puntos sobre una geodési-
ca fija de manera que y, tiende a uno de sus extremos y z, al otro, conseguimos esti-

mativas similares para dos puntos del borde: para n,( € dH:

Un espacio métrico se dice hiperbolico si existe 6 > 0 tal que todo triangulo es
d—fino. Referimos a [ ]. Se sabe que el plano hiperbdlico es log 2—hiperbdlico y
este valor es éptimo | ].

2.1.6.2. Meétrica visual en el borde y diadmetro de las sombras

A partir del producto de Gromov podemos definir para cada z € H una distancia en
J0H, que llamamos la métrica visual en z:

dz(n7 C) = eXP(_(U ’ C)Z)

Teorema 2.13 (| ). En cualquier punto de un espacio CAT(-1) la distancia visual

definida arriba es una distancia en el borde.

En nuestro caso, la distancia obtenida es equivalente a otra muy bien conocida:
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Proposicion 2.14. La métrica visual en el origen en 0 € D es bi-Lipschitz equivalente
a la métrica euclidea en el circulo 0D. Mas precisamente, existe una constante C' > 1
tal que, dados dos puntos del borde n y ¢, si a € (0, 7] es el dngulo que forman los rayos
geodésicos [0,m) y [0,() con vértice en 0, entonces:

C™'a < do(n,¢) < Cav,

DEMOSTRACION: Ver Apéndice 5.1.
O

Observacién 2.15. = Componiendo con una isometria de D obtenemos una iden-
tificacién bi-Lipschitz entre dy(-,-) y d.(+,-), por lo que tenemos un resultado

analogo al anterior para cualquier punto = € D.

= Notar que en el modelo del semiplano obtenemos el mismo resultado. Esto se
deduce simplemente de que el mapa F': H — D es una identificacién bi-Lispschitz
entre los bordes en cada modelo.

= Como corolario de los items anteriores, a la hora estudiar la dimensién de Haus-
dorff de subconjuntos del borde del plano hiperbdlico, resulta indiferente hacerlo
en cualquiera de los dos modelos, con la distancia visual desde cualquier punto o

con la distancia euclidea.

Proposicion 2.16. Fijados x,y € H, la asociacion
¢ e dH — be(x,y)

es Lipschitz para la distancia visual dy, es decir existe una constante C' tal que para
todos n,( € 0H:

by (2, y) = b (z,y)| < C - do(n, ).

DEMOSTRACION: Ver Apéndice 5.1.

Cerramos la seccion con una estimativa del didmetro de las sombras.

Proposicién 2.17. Dados x,y e H y R > 0, sean n,( € dH los extremos de la sombra
Ogr(z,y), entonces existe C' > 1 tal que

C™ - exp(—du(z,y)) < do(n,¢) < C - exp(—du(z,y)). (2.1.7)
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DEMOSTRACION: Ver Apéndice 2.17.

Proposicién 2.18. Para cualquier elemento g € Isom(H), z €e H y n,( € dH wvale:

do(gn:99) _ o (a(x,97 () + be(w, g (2))
d:(1.C) p( 2 ) '

DEMOSTRACION: Sea z € H perteneciente a la geodésica que une 1 y (. Usando las

propiedades de las funciones de Busemann calculamos:

exp (_bgm(ﬂf, 9(2)) + by (=, g(z)))

d.(gn,9C) = 5

e (*bn<g—1<x>, ) o ) z>>

_ eXp(%,g ) bz 1<x>>)

- (bn<z,x> g @) | ) ¢ b;(x,g—wx)))

L ep (a2 B 2)Y ol g™ ) + b, g7 ()
= dz(”li)exp(bn?x’g1@)?;5(((%91(@)) 2 )

2.2. Grupos fuchsianos

Al tener identificado el grupo Isom™(H) con un (cociente de) un grupo de matrices,
éste hereda una topologia y una estructura diferenciable. Como la funcién determinante

es una funcién suave en R* cuyo tinico valor valor critico es 0,
SL(2,R) = det™'(1)

es una variedad diferenciable de dimensién 3 en R*. M4s atn, es un grupo de Lie ya que
multiplicar por una matriz fija o invertir una matriz 2 x 2 son operaciones diferenciables.

Con la estructura de grupo de Lie podemos probar el siguiente criterio:

Proposicién 2.19. Un subgrupo G de SL(2,R) no tiene puntos de acumulacion en

SL(2,R) si y solo si la identidad es un elemento aislado en G.
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DEMOSTRACION: Ver Apéndice 5.1.
O

Como cada elemento de PSL(2, R) tiene solamente dos preimagenes en PSL(2,R), el
resultado anterior puede reescribirse en PSL(2,R). Por lo tanto un subgrupo discreto
de PSL(2,R) no tiene puntos de acumulacién en PSL(2,R).

Definicién 2.20. » Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto de PSL(2, R).

= La accién de un grupo G en H se dice discontinua si cualquier compacto contiene

a lo sumo finitos elementos de la G—odrbita de un punto dado.

Teorema 2.21. Un grupo G < PSL(2,R) es discreto si y solo si actia discontinuamente
en H.

Una prueba puede encontrarse en la Secciéon 3.1 de mi monografia de licenciatura

[Garl9].

Corolario 2.22. 5i G es un grupo fuchsiano la G—orbita de cualquier punto z € H,

{9-2: geG}
es un conjunto discreto.

La accién de un grupo fuchsiano tesela el plano hiperbdlico; esto es: existe un sub-

conjunto D < H que satisface:

= D es cerrado en H y tiene interior no vacio,

" UgEGg D = IH]’
» int(D) ng-int(D) = &, Vg e G.

Un conjunto D que satisface las tres condiciones anteriores se dice un dominio funda-
mental para la acciéon de G. Es posible construir para cualquier grupo fuchsiano, y cada
generador del grupo, los llamados dominios de Dirichlet: dominios fundamentales que
resultan ser poligonos convexos localmente finitos? aunque en general no necesariamen-
te compactos (pueden tener vértices en R u {c0}). Por detalles de esta construccién ver

[ , Section 1.2] o el apéndice de | ).

2finitos lados por vértice
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2.2.1. Conjunto limite

Para los detalles de esta seccién referimos a | , Section 1.3].

Definicién 2.23. Sea G un grupo de isometrias del plano hiperbédlico, definimos si
conjunto limite de G como el conjunto de puntos de acumulacién en el borde de cualquier

G—érbita: dado z € H cualquiera
Ag =G zn JH.

No es dificil ver que la definicion no depende del punto z elegido.
El conjunto limite contiene a todos los puntos fijos de isometrias hiperbdlicas o

parabdlicas de GG, lo que permite probar:

Proposicién 2.24. Si un grupo G < PSL(2,R) contiene dos elementos hiperbélicos sin

puntos fijos en comin, entonces Ag es un conjunto infinto.

DEMOSTRACION: Basta observar que si g y h son dos hiperbdlicos sin fijos en comiin

entonces los elementos de la forma

tienen fijos diferentes para cada n.
L]

Un grupo fuchsiano se dice elemental si su conjunto limite es finito, posiblemente
vacio (por ejemplo al grupo generado por un eliptico lo consideramos elemental). Se
puede ver que los grupos fuchsianos elementales estan generados por un tnico elemento

a menos de indice dos (] , Proposition 3.3],[ ).

Proposicién 2.25. La accion de un grupo no elemental G en Ag es minimal. Esto es,

Ac es el menor cerrado (resp. a la inclusion) no vacio en 0H invariante por la accion

de G.
DEMOSTRACION: Ver | , Proposition 3.6].

2.2.2. Region de Nielsen y grupos convexos cocompactos

La accién de un grupo de isometrias del plano hiperbdlico discreto y no elemental

tiene un subconjunto asociado que es cerrado, invariante y convexo, y ademas minimal
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con respecto a estas propiedades. Este conjunto se llama region de Nielsen de G, la
denotaremos N (G) y resulta ser la envolvente convexa del conjunto limite en el siguiente

sentido: N(G) es la unién de segmentos geodésicos en H entre puntos del conjunto:
{zeH: existenn,( € Ag y z€ (n,()}.

Nos sera tutil mirar la accién de G restricta a N(G). Obviamente N(G) hereda
la métrica hiperbdlica de H y G actia por isometrias en N(G). Si D es un dominio

fundamental para la acciéon G —~ H entonces D n N(G) es un dominio fundamental
para la accién G —~ N(G) y en particular D n N(G) tesela N(G).

Proposicién 2.26. Sea © € N(G) y ( € Ag. Entonces el rayo geodésico [z,() estd
contenido en N(G).

DEMOSTRACION: Tomemos una sucesién {z,}, < N(G), con z, — ( si n — +00. Por
convexidad, el segmento geodésico [z, z,] = N(G). Sea ¢, € JH el extremo del rayo
geodésico [z, z,). Tenemos entonces ¢, — ¢. Como dy(z, z,) — +o0, para cada N € N
encontramos una sucesioén z,, n € [z, ¢,] a distancia N de x y nuevamente, por convexi-
dad x, y € N(G) para todo n suficientemente grande y todo N. Tomando limite en n,
para cada N encontramos puntos a distancia N de x en el rayo [z, () acumulados por
puntos de N(G). Como N(G) es cerrado éstos limites también pertenecen al conjunto.
Haciendo N arbitrariamente grande vemos que todo el rayo geodésico estd contenido
en N(G).

(]

Definicién 2.27. Un grupo discreto y no elemental de isometrias de H se dice convezo
cocompacto si existe un dominio fundamental D para su accién en H tal que D n N(G)
es compacto. Si ademés N(G) = H (o equivalentemente Ag = dH) decimos simplemente

que el grupo es cocompacto.
Nuestros ejemplos de interés seran convexos cocompactos no cocompactos.
Observacién 2.28. Si GG convexo cocompacto tenemos que:

(1) parao € D N(G) cualquiera, como D n N(G) tesela N(G), todo punto de N(G)

tiene un elemento de la G—drbita de o a distancia a lo sumo diam(D n N(G)).

(11) G\N(G) es compacto con la topologia cociente.
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Corolario 2.29. Sean G un grupo convexo cocompacto, D un dominio fundamental en
H tal que D n N(G) es compacto, x € D n N(G), y R = diam(D n N(G)). Entonces,
todo ¢ € Ag pertenece a Og(z, g(x)) para infinitos g € G.

DEMOSTRACION: Usando la proposicién y la observacién anteriores, basta observar que

el rayo geodésico [z, () = N(G) es cubierto por alguna sucesién de bolas { B(g, (), R)},.
[

2.2.3. Grafo de Cayley, Lema de Svarc-Milnor y Lema de Mor-

se

Enunciamos ahora dos lemas clasicos, importantes para el capitulo siguiente. Ambos
resultados nos permiten vincular la geometria intrinseca del grupo con la del espacio
donde actian.

Definicién 2.30. El grafo de Cayley de un grupo G con respecto a un generador F' es
el grafo cuyos vértices son los elementos de GG, y entre dos de ellos g y h hay una arista
si y solo si h™lg € F. Nos restringiremos a generadores I donde g € F sii g~! € F, por
lo que el grafo se puede pensar no dirigido. La distancia de palabras entre dos elementos
de G, g y h, se define como la minima cantidad de letras necesarias para escribir g7! - h
como producto de elementos de F', o equivalentemente algiin camino més corto entre g

y h siguiendo las aristas del grafo de Cayley.

Si cambiamos la eleccion del generador, la distancia de palabras cambia, pero de

forma “controlada’.

Definicién 2.31. Un encaje cuasi-isométrico entre dos espacios métricos (X, dy),
(Y,dy) es un a funcién f : X — Y para la cual existen constantes positivas A y B

tales que V1,29 € X

A7V dy (f(x), f(22) — B < dx (21, 22) < A-dy(f(11), f(22)) + B.

Si ademas existe una constante C' tal que para todo y € Y

decimos que f es una cuasi-isometria (o cuasi isometria).
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No profundizaremos méas de lo indispensable, pero mencionamos simplemente que
la nocién de cuasi isometria induce una relaciéon de equivalencia entre espacios métricos
y que la hiperbolicidad de un espacio (como la definimos antes) es un invariante de las
cuasi isometrias. Referimos por ejemplo a | ], [ , Chapter 10], [ ] o las

notas | : ].

Proposicién 2.32. Si F' es otro generador finito del grupo G entonces id : (G,dp) —

(G,dp) es una cuasi isometria.

El primer lema es un resultado muy general que dice esencialmente que si un grupo
actiua “lindo” en un espacio métrico “lindo” entonces una érbita del grupo no es dis-
tinguible “a gran escala”® del espacio en el que actia. Una prueba puede encontrarse

en | , Proposition 8.19].

Lema 2.33 (Svarc-Milnor). Sea (X, d) un espacio métrico completo, localmente com-
pacto y geodésico* y G un grupo actuando discontinuamente, por isometrias, en X.
Supongamos ademdas que el cociente G\X es compacto con la topologia cociente. Enton-
ces G es finitamente generado. Ademds, dado cualquier generador finito F' de G y dado

cualquier punto o € X, el mapa
orb : (G,dp) — (X,d) : g+~ g(0)
es una cuast isometria.

Para grupos convexo cocompactos de Isom(H), el resultado se aplica directamente
con X = N(G).

Definicién 2.34. Una cuasi geodésica (resp segmento cuasi geodésico, rayo cuasi geodési-
co) es una curva imagen de R (resp un segmento [0, L], [0, +0)) por un encaje cuasi

isométrico.

El segundo lema nos dice que un espacio métrico hiperbdlico los segmentos cuasi

geodésicos estan uniformemente “cerca’de segmentos geodésicos.

Lema 2.35 (Morse). Eziste R = R(A, B) tal que todo segmento cuasi geodésico con
constantes A, B estda contenido en el R—entorno del segmento geodésico que une sus

extremos.

3(a menos de cuasi isometrfa)
desto es, que entre cualquier par de puntos hay al menos una geodésica
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Nos sera ttil en general el siguiente corolario del Lema de Morse para rayos cuasi

geodésicos en H.

Corolario 2.36. Sea o a un encaje cuasi isométrico de [0, +00) en H. Entonces existe
el limite ag, 1= 1imy_,o0 oy Y €s un punto de oH. Ademds si B : [0,4+00) — H es el rayo

geodésico de o a oy entonces

sup {dH(Oét,Bt)} <R

te[0,+0)

DEMOSTRACION: Abuso de notacién mediante, denotamos también por « al rayo cuasi
geodésico imagen del encaje. Por compacidad hay algin punto de acumulacion de a en
Hu 0H. Como « se escapa de cualquier compacto todos sus puntos de acumulacién per-
tenecen a dH. Para ver que hay un tinico punto de acumulacién basta observar que para
todo t > 0, por Morse, los puntos a; con s € [0, ¢] estdn a distancia acotada (uniforme
en sy t) del segmento geodésico [, a;]; por lo que no puede haber subsucesiones en
[0, 4+00) convergiendo a puntos diferentes de oH.

Sea [ : [0, +a0) — H es el rayo geodésico de ag a . Consideremos una sucesién
cualquiera {T},}, < [0,+00) tal que T,, > T,,_; para todo n y tal que lim, T,, = +o0.
Para cada n sea f3,, : [0, +90) — H el rayo geodésico desde ag y que pasa por ar,. Como
cada 3, es 1—Lipschitz, por Arzela-Ascoli existe una subsucesién B, tal que By, |01

converge uniformemente a 3| 7,]. Ademas para todo s € [0,77] tenemos

dH(ﬁs, Oés> = 11'7r1n d[l-l]((ﬁn)s; as) < R. (221)

De la sucesion {8, }r se puede tomar una nueva subsucesién que converge uniforme-
mente en [0, T3] y satisface (2.2.1) en dicho intervalo. Procedemos de la misma manera
para cada n € N.

O

2.2.4. Grupos de Schottky

Podemos ahora presentar los grupos fuchsianos que nos interesaran para este tra-
bajo: los grupo de Schottky. En algin sentido son los subgrupos discretos de PSL(2, R)

no elementales més sencillos.

Proposicién 2.37. Un grupo fuchsiano no elemental contiene elementos hiperbolicos

con ejes de traslacion diferentes.
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Figura 2.5: Los semiplanos R* () y r(v) la geodésica borde.

DEMOSTRACION: Si el grupo es no elemental su conjunto limite es infinito y el resultado
se deduce de | , Proposition 3.3].
(]

Fijado un punto o € N(G) y un elemento hiperbdlico 7 € Isom(H) consideramos los

semiplanos
R*(y):={z€eH: du(z,7-0) <du(z,0)}y R (7):={2€H: dy(z,v 0) = du(z,0)}

y denotamos por 7(y) a la geodésica R (y) "R~ (7). Ver Figura 2.5. Observar que con las
definiciones andlogas para y~! se tiene que v (R*(y™1)) = R=(7), v (R~ (v7!)) = R™(v)
y en particular v (r(y™1)) = r(v).

En general, al considerar un grupo discreto de isometrias generado por un conjunto
F = {~{',...,~4f"}, el dominio de Dirichlet (mencionado previamente) para un punto
0, que no es fijo por ningtin elemento no trivial del grupo®, es por definicién

R(o) := ﬂ R™ ().

vyeF
Veremos ahora que si los largos de traslacion dos elementos hiperbdlicos son sufi-

cientemente grandes el grupo que generan es discreto.

Proposicién 2.38. Sean g, h € Isom(H) dos isometrias hiperbdlicas sin puntos fijos en

comiin. Supongamos ademds que para v,y € F :={g,g ', h,h™} con v # 4 se tiene

du(R*(7), R* (%)) > 0.

Scomo el grupo es numerable necesariamente existen tales puntos
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Entonces el grupo generado por F' es libre y discreto, y F' es un generador libre.

DEMOSTRACION: Veremos que el grupo generado por F no tiene relaciones no triviales
con un argumento estandar llamado usualmente de “ping-pong”. La clave serd usar

inductivamente un hecho observado previamente: que para todo v € F
v(R™(v7Y) = R ().

Tomamos entonces cualquier composicion de largo k£ de elementos de F' ~; - - - vy, con

%-;é%.jrll, t=1,...,k—1y tenemos que

Y (R(0)) < % (R~ (%) = R ()

Como 7y, # ;.1 sabemos que R (i) nR*(v,1,) = &, por lo tanto R* (v,) = R (v.}))-

Con el mismo argumento, concluimos que

Vo1 (R(0)) € -1 (R (7)) © m—1 (R (13:41)) © RY (1)

Procediendo inductivamente, se concluye que 7 - - - v, (R(0)) < R*(71). En particular,
Y Y (R(0)) n R(0) v 71+ # Id € PSL(2,R). Esto prueba que la identidad en el
grupo generado por gy h es un elemento aislado (y por lo tanto el grupo es discreto) pero
también que toda palabra finita con letras en F' sin inversos consecutivos es diferente
de la identidad, por lo que el grupo es isomorfo al grupo libre y F' es un generador libre.

0]

La proposicion anterior se extiende sin complicaciones a una cantidad arbitraria de

generadores. Estos seran los grupos en los que nos concentraremos para este trabajo.

Definicién 2.39. Un grupo fuchsiano se dice un grupo de Schottky si tiene algin
generador F' = {gi"', -+, gi'} tal que cada g; € PSL(2,R) es un elemento hiperbélico y
para todos v # 7 elementos de F/,

dy (R (7). R* (3)) > 0.

Observacién 2.40. La definicién anterior contiene todos los casos de interés para
este trabajo. En general se admiten como grupos de Schottky, grupos con generadores
infinitos, con elementos parabdlicos y relajando la hipdtesis de distancia positiva entre
las regiones R*(-), pidiendo que sean disjuntas en H (pudiendo ser tangentes en JH).

Casos con elementos parabdlicos son tratados, por ejemplo en el Capitulo II de | ].
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Figura 2.6: Cociente G\N(G) con G generado por dos hiperbélicos. En el caso de la

izquierda los ejes del generador se intersectan y en el de la derecha no.

En vista de la proposiciéon anterior, los elementos de un grupo de Schottky G se
identifican biyectivamente con las palabras finitas con letras en un generador libre de
G y sin inversos consecutivos. Una palabra sin inversos consecutivos se dice reducida y
su largo es la cantidad de letras. El grafo de Cayley asociado es un arbol regular con 2k
vecinos por vértice. En el caso de dos generadores, el cociente G\ N (G) es una superficie

orientable con borde como en la Figura 2.6.

Proposicién 2.41. Sea T un grupo de Schottky generado por hiperbélicos gi, . . . ,g,'fl €
PSL(2,R). Entonces todo elemento de I' — {Id} es hiperbdlico.

DEMOSTRACION: Ver | , Property 1.9].
O

Proposicion 2.42. Sea G un grupo de Schottky. Entonces G es convexo cocompacto si

y solo si tiene un generador libre formado por elementos hiperbdlicos.
El siguiente resultado sera importante en el Capitulo 4 y lo tomamos de | ]

Proposicion 2.43. Consideremos dos elementos hiperbolicos g y h sin puntos fijos
en comun. Denotemos por g*,h™ y g, h™ a los atractores y repulsores respectivos. Se

tienen las siguientes desigualdades para las longitudes de traslacion:
(1) silos ejes de traslacion se cortan, entonces l(g - h) < l(g) + l(h);

1) si los ejes de traslacion no se cortan y el orden g7 < h™ < h™ < g~ es compatible
] Y g g p

con una orientacion en el circulo entonces (g - h) > l(g) + l(h);
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(111) si los ejes de traslacion no se cortan y el orden g* < h™ < h™ < g~ es compatible

con una orientacion en el circulo entonces 1(g~' - h) > 1(g) + I(h).
DEMOSTRACION:

(1) Fijemos o € D el punto de corte de los ejes. Aplicando triangulares tenemos

l(gh) < du(o,gh(0))
< du(o,9(0)) + dn(g(0), gh(0))
= du(0,9(0)) + dn(o, h(0))
= 1U(g) + U(h).

Como h no preserva la misma geodésica que g, los puntos o, g(0) y gh(o) no estén

alineados, por lo tanto la segunda desigualdad es estricta.

(11) En este caso escribimos a las dos isometrias como composiciones de simetrias
axiales (ver [ , Section 7.38]). Para ello tomamos 7 la tnica geodésica per-
pendicular a ambos ejes de traslacion y s; la simetria axial por dicha geodésica.
Luego quedan determinadas otras dos geodésicas, ry y 73, perpendiculares a los

ejes de g y h respectivamente de manera que
g =520581, yh=s0ss

siendo sy v s3 las simetrias axiales correspondientes. Ver Figura 2.7. El eje de

traslacion del producto
g-h=850808] 083 = 850 S3
es la geodésica perpendicular comun a ry y r3, v se tiene la desigualdad

I(g-h) =2dy(rs,73) > 2(du(re, 1) + du(ri,r3)) = U(g) + ().

(rm1) Inmediato a partir de la parte anterior.

O]

Enunciamos a continuacion una caracterizacion del conjunto limite de un grupo de

Schottky, que muestra en particular que el conjunto limite de un grupo de Schottky es
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Figura 2.7: Descomposicién en simetrias axiales de g - h

topoldgicamente un conjunto de Cantor en ¢H. En el capitulo siguiente obtendremos una
codificacion simbdlica que nos permitirda manipular mas comodamente las propiedades

métricas (y medibles) del conjunto limite.

Fijado un punto o € N(G), usamos como antes la notacién
R*(y) ={z€eH: du(z,7 0) < du(z,0)},
para v € F'. Para un elemento ~; - - -, € G en su forma reducida definimos

Rf (o) =y R ()

En particular

Rt(yi- ) R (mi- Y1) € -+ < R ().

Proposicién 2.44.

AG = ﬂ WUWC R+(’yl'.'fyk)7

k=1
palabra reducida
de largo k

con la clausura de R*(-) tomada en H U 0H como subconjunto de H u oH.

DEMOSTRACION: Ver | , Proposition 1.11].
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2.3. Enunciado Principal: pérdida de dimension pa-

ra caminatas de vecinos mas cercanos

Fijemos un grupo de Schottky G con neutro e y generado libremente por 2d ele-
mentos hiperbodlicos aq,...,asq de manera que aqy; = aj_l. En G consideramos una
caminata al azar con incrementos soportados en dicho generador. Esto es, considera-
mos pesos p; € (0,1) con Z?il p; = 1 y una sucesién de variables aleatorias {X,,},en

que toman valores en F' = {a;}; con probabilidades
P(X, =a;) =pj, a;€ F,neN.
La caminata al azar en G asociada a estos pesos es la sucesion productos sucesivos

ZQZG
Xy X, n> 1

Ly =

Como los incrementos de la caminata son los elementos del generador libre F', decimos
que la caminata es de vecinos mds cercanos.

Para dirigirnos al teorema principal de este trabajo, optamos por minimizar los
resultados previos, postergando los detalles al Capitulo 4.

Fijado un punto base o € H cada Z,, tiene asociado naturalmente el punto
Zn(0) € H.

Se puede ver (Teorema 4.7) que el largo de la palabra Z,,, como palabra reducida con
letras en F' tiende a infinito casi seguramente. Con esto obtendremos que la sucesién
{Z,(0)}, tiene un limite bien definido en A¢. Es decir, con probabilidad uno, la caminata
en H converge a algtin punto del borde. La medida estacionaria de la caminata ©, que

a un boreliano £ < JH le asigna
v(E):=P(limZ,(0) € F),

tiene como soporte todo Ag y resulta ser de dimensién exacta’. Por la Proposicién 1.12,

la dimensién de Hausdorff de la medida estd mayorada por la de Ag. Diremos que la

50 medida armdnica, como se le suele llamar también

"Una versién muy general de este resultado junto con una férmula del tipo “entropia sobre exponente

de Lyapunov”para su dimensién puede encontrarse en | ]
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medida estacionaria (o que la caminata) pierde dimension cuando la desigualdad es
estricta.

En la demostracion de la Proposicién 1.18 donde teniamos dos similaridades en R,
construimos una medida que realiza la dimensién del conjunto de Cantor que la soporta
tomando pesos convenientes. En el contexto de esta seccidon, tenemos un conjunto finito
de transformaciones de Mobius (los elementos del generador F') que determinan un
conjunto de Cantor en R U {o0}: el conjunto limite del grupo que generan. Sobre este
conjunto, para cada eleccion de pesos iniciales sobre los elementos de F' tenemos una
probabilidad natural sobre el conjunto limite: la media estacionaria de la caminata.
El objetivo principal de este trabajo es probar la pérdida de dimensién para estas

caminatas al azar en grupos de Schottky.

Teorema Principal 1. Sean G un grupo de Schottky con generador libre y finito
F, u una probabilidad soportada en F' y v la probabilidad p—estacionaria en el

conjunto limite Ag. Entonces v pierde dimension; esto es:

dimH(V) < dimH(Ag).




Capitulo 3
Formalismo Termodinamico

La teoria que presentaremos ahora estudia medidas en secuencias de simbolos so-
bre un alfabeto finito F'. Sobre las sucesiones de simbolos hay una dindamica natural
que corresponde a eliminar el primer término de la sucesion. El estudio de medidas
invariantes por esta transformacion es a grandes rasgos lo que se denomina formalismo
termodindmico y nos basaremos en el enfoque llevado a cabo por uno de sus mayores
exponentes: Rufus Bowen (1947-1978). Las referencias principales para este capitulo
son | Iyl |. Nuestro ejemplo de interés es siempre 3: el conjunto de palabras
infinitas reducidas en un generador libre de un grupo de Schottky, y es con respecto a
quién enunciaremos todos los resultados relevantes. El formalismo termodinamico pro-
porciona una maquinaria potente una vez obtenida una buena codificacién simbdlica de
la dindmica que se quiere estudiar ', y como consecuencia los contextos de aplicacién
de la teoria son variados y con ello va la dispersion de resultados en la literatura. El
principio del survey | | es una buena guia para lo que necesitaremos de la teoria en
este trabajo.

De aqui en maés fijamos un grupo de Schottky G con generador libre
F=Aai,... a0}, a4rj = a;l, j=1,...,d.
Denotamos por A a su conjunto limite y por ¥ al conjunto de palabras reducidas infinitas
en F"
Y={wi - wp - w€FYw # w1}
En general denotaremos por w a un elemento wy - --wy, --- € 2. X se puede ver también

como el conjunto de caminos admisibles siguiendo las aristas de un grafo dirigido con

Ipor ejemplo, la estrategia que usaremos en este trabajo fue desarrollada por Bowen para estudiar

difeomorfismos “Axioma A”[ ] v el conjunto limite de grupos cuasi-Fuchsianos | ]
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vértices F' y aristas entre cualquier par de vértices no inversos. En el caso de dos gene-
radores y sus inversos, el grafo tiene vértices {g, h, g~', h~'} y la matriz de adyacencias

respectiva es:

My, =

—_ =

0
1
1

e N
_ O

011

Bowen desarrolla su teoria para “subshifts de tipo finito irreducibles”. Un subshift
X es un conjunto de sucesiones de FN, donde F' es un alfabeto finto definidos por un

cierto conjunto F de palabras finitas “prohibidas”
X=A{wi...wp...: Vi<jwwir.. wj¢TF}

X no determina un unico conjunto F, pero decimos que es un subshift de tipo finito
(SFT) si F se puede tomar como un conjunto finito. En X definimos el shift unilateral
a izquierda

c: X —>X: o(wwsy...) =wiws....

Una familia particular de SFT, en la que nuestro caso entra, son los caminos admisibles
de un grafo dirigido finito?, donde el conjunto F se puede tomar como pares de vértices
sin arista del primero al segundo. Estos se denominan topological Markov chains (TMC)
([ 1) o intrinsic Markov chains (] ]). Un TMC se dice irreducible si su matriz
de adyacencia asociada tiene alguna potencia con todas sus entradas estrictamente
positivas. Esto equivale a que el grafo asociado sea fuertemente conexo o que el shift
o : X — X es topoldgicamente mixing (| , Lema 1.3]). Nuestro ejemplo de interés
claramente cae en esta clase: podemos tomar F = {aja;' : j =1,...,2d} y M2 tiene
todas sus entradas positivas.

En X consideramos la distancia dada por:
ds(w,w) = exp (—max{n : w; = w;, Vi< n}),
y ds(w,w) = 0. Una base de entornos para un elemento w son los cilindros
[wi...w,] ={0eX: & =uw;, Vi<n}

Con esta distancia, > es un espacio métrico compacto, completo, separable y totalmente

disconexo. La tnica sigma &lgebra a considerar en ¥ es la de Borel (generada por los

2finitos vértices y finitas aristas
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cilindros). Por el Teorema de extensién de Carathéodory, dos medidas sigma finitas no
pueden coincidir en todos los cilindros de ¥. A menos que se especifique lo contrario,
todas las medidas a considerar son probabilidades de Radén, sigma finitas y definidas

en los boreleanos de X.

Proposicién 3.1. Sea o un punto cualquiera en la region de Nielsen de G. Entonces

existe un homeomorfismo Hélder continuo m: (X, ds) — (A, do) tal que Yw € X
m(w) =limw; -+ w, - 0.

Para simplificar la exposicién postergamos brevemente esta prueba. Es la codifica-
cién simbdlica 7 la que nos introducird al formalismo termodinamico, donde podremos
comparar las dos medidas que nos interesan en el Teorema 1: la de Hausdorff de A
contra la medida estacionaria de una caminata al azar en el grupo. Las definiciones
pertinentes se daran mas adelante, pero vale la pena tener en mente que el shift o ad-
mite muchas medidas invariantes 3. Sin embargo, existe para cada una de nuestras dos
medidas de interés una unica invariante y ergddica, con respecto a las cuales son abso-
lutamente continuas respectivamente. Comparar estas dos medidas invariantes es lo que
nos permitira concluir que la medida estacionaria tiene dimensién menor que el conjun-
to limite. Mas concretamente, para demostrar el teorema usaremos el contrarreciproco

del siguiente resultado:

Lema 3.2. Sea v una probabilidad shift invariante y ergddica. Si se cumple dimy(v) =
dimy(A) = 8, entonces existe una constante uniforme C' > 1 tal que para todo n € N y

todo cilindro |wy -+ w,] < 3 vale:

C™-exp (—ddy(o,w; -+ wy, - 0)) < v(rfwy - wyp]) < C - exp (—ddy(o,w; - - w, - 0)).

La prueba del lema serd el objetivo de todo este capitulo. Cerramos esta seccién con

la prueba pendiente:

DEMOSTRACION: (Proposicién 3.1)
Sea w € ¥ una palabra infinita reducida cualquiera. Por Svarc-Milnor (Lema 2.33)

{wi - wy(0)}, © H es un rayo cuasi geodésico en H. Por el Corolario 2.36 existe el

3Por ejemplo, sobre una érbita periodica para el shift podemos colocar peso uniforme y obtenemos
una medida o—invariante y ergddica. Notar que los puntos periddicos de ¥ forman un conjunto denso

y hay orbitas periddicas de periodo arbitrariamente grande.
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limite

limw; -+ wy(0) =: 7(w) € H.

Recordar que w; - wy,(0) € RT(wy -+ -w,) para todo n, por lo que cualquier palabra
limite con el prefijo w; - - - w, pertenece a m7 y ademas si w, # w, entonces
Rt (w1 wp_1wn) N R (wy -+ wy1wy) = I, por lo que 7 resulta inyectiva. La sobre-
yectividad se concluye del Lema 2.44 ya que si ( € ﬂn>1m entonces es
aproximado por la sucesién {w; - - - w,(0)},.

Para ver que 7 es una funcion Holder tomamos w # 0y v = wy -+ W, = Wy -+ - Wy,

Y Wnt1 # Wnit; es decir dy(w, @) = exp(—n). Por (2.1.6) conseguimos 8 > 0 tal que

do((w), m(@)) < const - exp(—Pdu(o, (1(w), 7(@)))).

Aplicando el Lema de Morse conseguimos R tal que los rayos geodésicos [0, m(w)) y

[0, 7(w)), v la geodésica (7(w), m(w)) estan a distancia menor a R de (o). Por lo tanto
du(o, (r(w), 7(@))) = du(o,7(0)) — R (3.0.1)
y concluimos, por Svarc-Milnor que existe 8’ > 0 tal que
do(m(w), m(@)) < const - exp(—3'n).
OJ

Observacién 3.3. = Si aplicamos el mismo argumento que usamos en la demostra-
cién anterior para concluir (3.0.1) a las geodésicas r(wy - - - wy) en vez de (7(w), 7(w))
podemos probar que el didmetro visual de R*(wy---wx) — 0 con k, por lo que
las intersecciones encajadas [, m consisten en un punto, dando asi

una prueba para el Lema 2.44.

= A partir del item anterior, vemos que la accién de GG en A se corresponde con
la concatenacién de simbolos seguido de eliminar inversos consecutivos. Méds es-
pecificamente, si 7, - - -7, es una palabra finita reducida, y ( = (; --- un elemento

de 2, entonces

17 Tn- < = ﬂ Y1 7nR+ ﬂ R+ ©n—t Ct+1 e Ck’)v (302)

k=1 k=1

donde 1 <t < nestalquefynt#Ct+1yfyn i = ¢ ' paratodoi=1,...,t
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Proposicién 3.4. Dado un punto cualquiera o € N(G) existen R > 0 y n € N tales

que para todo w € X

7(w) € Og(o,w; - - - wy(0)).

DEMOSTRACION: Dado w € ¥ cualquiera, por Svarc-Milnor la imagen del rayo geodésico
[id,w) segun la distancia de palabras dr en G es una cuasi-geodésica en la regién de
Nielsen N(G). Por el Lema de Morse esta cuasi-geodésica esta a distancia a lo sumo R

(uniforme) del rayo geodésico [0, m(w)). Por lo tanto

m(w) € Og(o,wy - - - wy(0)).

3.1. Medidas de equilibrio

Una medida p se dice shift invariante si o, = p, donde o,pu es el push-forward
de p por o. Una medida shift invariante p se dice ergddica si para cualquier conjunto
A c ¥ invariante (i.e. 071 (A) = A) se tiene u(A) € {0,1}.

Definicién 3.5. Dada una funcién continua v : ¥ — R, definimos:

» La n—ésima suma de Birkhoff de v
n—1 '
Sp(w) = Z Yoo (w).
i=0
s Para cada natural & definimos

varg(¢) = sup {|¢(w) — Y(@)| : w; = @; Vi < k}.

= Si existen constantes ¢ > 0y a € (0, 1) tales que para todo k

vary(¢) < ¢ o,

diremos que 1 es un potencial Holder . Esta condicion corresponde a ser Holder

con respecto a la distancia dy, con constantes ¢ y — log a.
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Teorema 3.6 (| , Theorem 1.2]). Sea 1) : ¥ — R un potencial Holder . Entonces
existe una unica medida de probabilidad v, en 3, invariante y ergodica para el shift que
cumple lo siguente:

Existen constantes C1,Cy > 0 y P € R, tales que para todo natural n y todo w € X:

Cr-exp(—n- P+ S,¥(w)) < vplwr - wy] < Cy-exp(—n- P+ Sp(w)).  (3.1.1)

Notacion. Usaremos la notacion a = b para indicar que el cociente ¥ estd acotado por

constantes uniformes positivas. Asi, (3.1.1) lo reescribimos como
Vplwy -+ wy] =exp (—n - P+ Spy(w)).

La probabilidad v, que da el teorema se llama medida de Gibbs o medida de equi-
librio del potencial 1. El teorema se puede leer “la medida de equilibrio asociada a
un potencial ¢ es la unica probabilidad shift invariante cuyo valor en los cilindros es
comparable con las sumas de Birkhoff de ¢ — P” |, donde “comparable”significa a menos
de constantes multiplicativas uniformes.

La constante P, que depende sélo de v, se denomina presion topolégica de 1y se

caracteriza por el siguiente principio variacional
P = sup {h#(a) + J Y(w) du(w) : p probabilidad shift invariante en E} , (3.1.2)
b

donde h,, (o) es la entropia medible o entropia de Kolmogorov-Sinai del shift con respecto
a la probabilidad p. La medida de equilibrio de v se caracteriza también en términos

de la presion:

Teorema 3.7 (| , Theorem 1.22]). Sea v como en las hipdtesis del Teorema 3.6.

Entonces el supremo en (3.1.2) es un mdzximo y es alcanzado solamente por la medida
de Gibbs vy,.

Teorema 3.8 (] , Theorem 1.28]). Sean ¢,9 : ¥ — R dos potenciales Holder .

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) vy = vy;

(11) existe una constante K tal que S,p(w) — Spp(w) = n- K, siempre que o™ (w) = w;
(111) existen una constante K, y una funcion u : X — R tal que

o) ~¥(w) = K + u(o(w)) — uw), Ywe
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(1v) existen constantes K y L tales que para todo w € ¥ y todo n > 0

[Snep(w) = Snp(w) —n- K| < L.

Si estas condiciones se cumplen, entonces
K =P, — Py,
donde P, y Py son las presiones topoldgicas respectivas.

Bajo cualquiera de las condiciones en el teorema anterior diremos que ¢ y 1 son

potenciales cohomalogos.

3.2. El potencial geométrico

En esta seccion estudiaremos un potencial Holder en ¥ cuya medida de equilibrio
es equivalente a la medida de Hausdorff en A. Fijamos de ahora en mas un punto

o € N(G). Comencemos considerando la funcién

Y:E->R: Y(w) = b (o,wi(0)).

Proposicion 3.9. ¢ es un potencial Holder estrictamente positivo. Sus sumas de Birkhoff
tienen cumplen:

Snth(w) = bry(0,wy - -wy, - 0).

DEMOSTRACION: Por compacidad alcanza con ver que v es localmente Holder . Por
un lado, 7 es Holder (Proposicién 3.1) y por otro, por la Proposicién 2.16 tenemos
que ¢ — b¢(o,wy - 0) es Lipschitz si fijamos wy € F. Como wy = &y si dy(w,w) < 1,
concluimos que ¥ es localmente Holder .
Para la segunda parte, por la aditividad de las funciones de Busemann, tenemos:
brw)(0,w1 -+~ Wy -0) = br()(0,w1 - 0) + br(y (Wi - 0,w1 - Wy, - 0)
= br(w)(0,w1 - 0) + brog(w) (0, w2 - - Wy, - O)

= bﬂ-(w) (0, w1 - O) + b,,oa(w)(o, Wy - 0) + bﬂ-og(w) (CL)Q cO,Wp Wy 0)

n—1
= Z le'OO'i(UJ) (0,(.07; ) 0)
=0

= S(w).
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Corolario 3.10. Frxiste m e N y o > 0 tal que para todo w € X y todo k € N
exp(—Skm¥(w)) < exp(—ka).

DEMOSTRACION: Por la Proposicién 3.4 existe R tal que para todo n suficientemente

grande y todo w tenemos m(w) € Og(0,w; - - w,(0)) y por lo tanto
br() (0, w1 - - wy(0)) = dy(o,wr - - -wyp(0)) — 2R. (3.2.1)
Basta tomar m suficientemente grande de forma que
dy(o,wy - wp(0)) —2R >0

y definir @ como el minimo valor de S,,%.

0

Se puede probar ([ |) que la maxima entropia que puede alcanzar una medida
shift invariante en el subshift ¥ es log(2d — 1), por el momento solo nos importa que es

finita y positiva. Consideremos entonces para cada o > 0 el potencial

Vs 1= —0.

Se puede probar que la presién asociada a s por (3.1.2), que denotaremos por Fj,
varfa continuamente con 0 y es estrictamente decreciente. Para 6 = 0, tenemos Fy =
log(2d — 1) y para 0 suficientemente grande debe ser P; < 0 ya que la integral en (3.1.2)

se hace arbitrariamente chica.
Definicién 3.11. El potencial geométrico es la funcion
Vs X = R s(w) = —6br)(0,wr - 0),
donde 9§ es el unico real positivo que verifica
Py =0. (3.2.2)

Denotamos por vs a la medida de equilibrio del potencial geométrico (Teorema 3.6)

y tenemos

Vslwy - wy] = exp (—(5b7r(w) (0,wy -+ wy - 0)) ,

uniformemente en n e Ny w € X.
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Por la Proposicion 2.11 obtenemos:
Vs|wy - wy] = exp (—ddy(o,wy -+ - w, - 0)). (3.2.3)
Necesitaremos definir
0 = min {do(R*(7),R" () : v # 7€ F} > 0. (3.2.4)

Lema 3.12. Sea m una probabilidad en . Para cada n € N yw € X, sea

(W) = exp(—di(0, w1 -+~ wy - 0)) - g

Entonces para todo w € X:

do
r—0 log r n—+o  logr,(w)

log mfws - w]

(3.2.5)

DEMOSTRACION: Comencemos cambiando el pardmetro continuo r en el término de la
izquierda en (3.2.5) por el discreto r,. Para ello, por el Lema 1.13 basta chequear que

para todo w € X

log 7, (w) '
Por un lado
. log Tn+1(w) , dﬂ-l](07w1 CrWptt o 0)
lim —————= = lim ,
n logr,(w) n dy(o,wy - wy - 0)

y por otro con la desigualdad triangular obtenemos

du(o,wy -+ Wyt - O) 1— dy(0, wp41 - 0) 1+ dy(0,wy41 - 0) .
dy(o,w; -+ - wy, - 0) du(o,w; -+ wy, - 0)’ dy(o,wy -+ wy, -0) |’

y concluimos

=1.
n logr,(w)

Hasta ahora tenemos que el término de la izquierda en (3.2.5) coincide con

lfm log W*m(Bdo (W(w)a TTL(“’))) ‘

i g (o) (3.2.6)

El punto clave para el resto de la demostracion es el siguiente:

Afirmacion. Fuxiste k € N independiente de w y de n tal que

mlw; - Wnar) < Tem (B (1(w), ra(w))) < mfw - - - wy].
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Una vez que probemos esta afirmacién, la demostraciéon se remata de la misma forma
que en el caso de las similaridades (1.3.3). Probemos entonces la afirmacién:

Recordar que por definicion
mlwr - wn] = wr w1 (R (wn)).
Tomemos w,w € X tales que wy; = Wy, ...,Wy = W, ¥ Wni1 # Wny1, €ntonces
T(Ww)=wi - wy ny 7(@) =wi e wy

para ciertos 7 € Rt (wp41) N Ay ( € RT(W,41) n A. Por la Proposicién 2.18 sabemos

do(m(w), m(@)) o b (0, (w1 -+ wp) ™ 0) + bray (0, (wi - wy) ™t - 0)
o) ( 2 ) |

Para controlar la distancia de separacién entre w(w) y m(w) un lado, para p €

{r(w), m(w)} tenemos

y por el otro
do(1,C) = do(RT (wn), RT ().

El término de la derecha estéd acotado por debajo uniformemente por 6 (3.2.4). Entonces
do(7(w), m(@)) = exp(—du(0, w1 -+ wy - 0)) - 0 = 1y (w).
En conclusion:
B%(1(w), rm(w)) n A € 7fwr - wpi1] © Twr -+ - wal. (3.2.7)

Para la otra desigualdad en la afirmacion, buscamos k£ € N tal que para todo w € ¥
y todo natural n

diamem(w; - - - wppr] < rp(w),

de donde concluiremos que
Tlwi - wpir] © B (m(w), rp(w)). (3.2.8)

De la Proposicion 3.4, tomamos R tal que para todo n suficientemente grande y
todo w e X

mlwy - wp] € Or(o,wy -+ - wy).
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con eso y usando la Proposicién 2.11 calculamos para cualquier s € N:

diamem|wy - wirs] < C-exp(—du(o,w; - wpis(0)))
< exp(—br(w)(0,wr - Wnys(0)))
exp(—br(w)(0, w1 -+ wn(0))) -
- exXP(—ba(w) (Wi -+ wn(0), w1+ - Wns(0)))
= exp(—br(w)(0, w1 -+ wn(0))) exp(=Ss(a" (w)))
< exp(—dp(o,wy - wy(0))) exp(2R) exp(—Ss1 (™ (w))).

Con el Corolario 3.10 conseguimos s suficientemente grande de forma que

0 exp(—2R)

eXp(_st<')) < 9

y obtenemos lo que queriamos:
diamem[wy « - - wpas] < mp(w).
L]

Proposicién 3.13. Sea m una probabilidad shift invariante y ergodica soportada en 3.

Entonces mym es una probabilidad en A de dimension exacta

hm(U)
Sz wdm’

siendo hp, (o) la entropia medible de el shift respecto a m. Ademds, dimy(mem) < 0 y la

dimy(mem) = (3.2.9)

wqualdad se da st y solo si m = vg la medida de equilibrio del potencial geométrico.

DEMOSTRACION: Andlogamente a lo hecho para dos similaridades en R (Proposicién

1.18) la dimension de la medida en cuestién estara dada por el limite casi seguro

lim log memfwy - - - wy]

n—-+00 log ry,(w)

: (3.2.10)

para una sucesion de radios convenientes, como en el Lema 1.17. Esta sucesién de radios
serd la del Lema 3.12. Veamos primero que (3.2.10) vale constante igual al término de la
derecha en (3.2.9) en un conjunto de m-medida total: Por un lado un resultado clésico,

el Teorema de Shannon-McMillan-Breiman 4 dice que para m—ctp w € X,
| Wy,
i 108 mlws - wy]
n——+0o0 n

= hp(0).

4Ver por ej.[ , ]
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Por el otro, si m(w) € Ogr(0,w; - - - wy, -0) para todo n, por Proposicién 2.11 y el Teorema

ergddico de Birkhoff, para m—ctp w € ¥ también tenemos

Km dH(O,Wl ccWn 'O) = lm Snw(w) :J w dm.
n pY

n—-40o0 n n—-+0o0

Por lo tanto
hm(a)

- §s vdm

dimy(mem)

Por el Teorema 3.7, tenemos que

0> M(o)—af o dm,
>

y la igualdad se alcanza sélo en la medida de equilibrio v5 asociada al potencial geométri-

co. En conclusion, para cualquier otra medida shift invariante y ergédica m se tiene
dimy(mem) < dimy(mers) = 0.
[

Corolario 3.14. El conjunto limite del grupo de Schottky G tiene dimension de Haus-
dorff § dado por (3.2.2) y m.vs es la medida de Hausdorff en A.

DEMOSTRACION: De la proposicién anterior conseguimos la cota mds dificil: como 7,vs

es una probabilidad soportada en A con dimensién de Hausdorff 9, por el Lema 1.12

Para la cota superior, consideramos para cada n el cubrimiento de A, formado por los
cilindros de largo n. Los cilindros son mutuamente disjuntos y a partir de (3.2.3) y la

Proposicién 3.4 obtenemos

Z diamem(wy - --wy)? < C- Zexp(—ddu.ﬂ(o, wi * W (w)))
< C’Zug[wl---wn]
< C/I/(;(A).

Como la cota es uniforme en n, concluimos que

dimp(A) < 6.



Capitulo 4

Pérdida de dimensién para

caminatas a vecinos mas cercanos

En esta seccién estudiaremos caminatas al azar a vecinos més cercanos en grupos
de Schottky. Como vimos, éstos grupos son libres en algin generador. El objetivo prin-
cipal es presentar la medida estacionaria asociada a una caminata al azar en un grupo
libre y llevarla al contexto del formalismo termodindmico, donde podremos compararla
contra la medida de equilibrio del potencial geométrico. Este objeto de estudio depende
unicamente de la estructura de grupo y no de las traslaciones en H asociadas. Por esta
razon nos focalizamos en grupos libres en general.

Sea G el grupo libre generado por ay, ..., aq y sus inversos ag1,...,as con a; - =
agq+;- Como el grupo no tiene relaciones no triviales, cada elemento de G se corresponde
con una unica palabra finita reducida (sin inversos consecutivos) cuyas letras pertenecen
al generador libre. Si escribimos g = a;, ---a;, en su forma reducida, denotaremos
lg| :== n. El producto entre dos palabras reducidas es la reduccién de la concatenacién

de ambas, esdecira g =¢g1---9, vV § = §1 - g Se le asigna la palabra reducida
9 9=091"""Gn—j Ji+1 " Jj+2" " Gm, (4.0.1)

donde j es tal que g, = gflv In—1 = ﬁ;lv- vy On—j+1 = g;l Y Gn—j # g]jrll
La cantidad de palabras reducidas de largo n es

2d - (2d — 1)" 1,

sin > 1y la palabra vacia es la tnica de largo 0. El borde del grupo libre es el conjunto

3} el conjunto de palabras infinitas reducidas. Como ya hicimos antes, consideramos en

73
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> la métrica de palabras
ds(w,w) = exp (—méx{n : w; = @©; Vi < n}).

La topologia generada por esta métrica tiene como base de entornos alrededor de un

elemento w € ¥ a los cilindros
[wi - wy] ={weX: & =w,;, Vj<n}

La accién por multiplicaciéon a izquierda de G en si mismo dada por (4.0.1) se
extiende naturalmente a una accién de G en . La Observacion 3.3 dice que el mapa
es equivariante para la accion de G.

Existe una medida de probabilidad natural, en > que a cilindros de igual largo les

asigna igual probabilidad y que denotaremos por m. Para todo w € ¥ tenemos

1
mlwr - wa] = 5 N (4.0.2)

Proposicién 4.1 (| , Proposition 1.9]). Con la métrica dy,, la dimension de Haus-
dorff de 3 cumple
dimy(X) = dimy(m) = log(2d — 1).

Sea p una probabilidad en GG. Una caminata en GG con ley p es una sucesion de pro-
ductos sucesivos de elementos de G sorteados de forma independiente con probabilidad

. Mas formalmente sean 2 = G4, u? la medida producto en Q y o el shift en Q:
0:Q - Q: (w)iez = (Wit1)iez-
Consideremos las sucesiones de funciones

X,:Q->G: Xp(w)=wy,, n=1;y

e, sin =0,

Zn:Q—>G: Z,(w) =
Xi(w) - Xp(w) =wy - -wy, sin>0.

Cada w €  tiene asociada una trayectoria: w +— Z(w) = (Z,(w))n=0 € GN. Sobre
el conjunto de trayectorias definimos la probabilidad P := Z,u? como la imagen de
p% por el mapa Z. Describiremos mejor esta probabilidad en la Proposicién 4.4. Por

“caminata al azar’nos referimos al par (Z, ut).
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Una accién de G por transformaciones continuas en un espacio X induce una accién

de G en las probabilidades de X, donde para una funciéon continua ¢ : X — R tenemos

grule) = |

X

o(x) d(g v)(z) = j olg - ) du(a)

X

En términos de un conjunto A < X, tenemos
gxv(A)=v(gA).

Proposiciéon 4.2. No existen probabilidades en Y invariantes por la accion de G, es

decir, no existe v tal que g * v = v para todo g € G.

DEMOSTRACION: Sean v una probabilidad de Borel, [w;] un cilindro de largo uno tal
que v[wi] > 0y n > 0 tal que (2d — 1)"v[w;] > 1. Observar que hay (2d — 1)™ palabras
de largo n en ¥ cuya tltima letra es diferente de w;'. Entonces: g, --- gy, - [wi] =
(g1 Gn-wi] sign # wfl y gi # g;rll parat =1,...,n—1y como todos estos conjuntos
son disjuntos dos a dos no pueden tener todos la misma probabilidad. Por lo tanto v

no es G—invariante.

0

Definicién 4.3. A partir de una probabilidad p en G y una probabilidad v en X,

definimos una probabilidad en Y como la convolucion de py v:

prv =Y plg) gxv. (4.0.3)
geG

Proposicién 4.4 (Distribuciones marginales de PP). Para todo n > 1 se tiene que la

distribucion de probabilidad de la variable aleatoria Z, es la convolucion de orden n:

ILLn::ILL*...*M‘
| S

n

DEMOSTRACION: La prueba serd por induccién en n. Sin =1, P(Z; = g) = P(X; =
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g) = p(g) para todo g € G. Para el paso inductivo tomamos g € G y calculamos:
2d
[I:D(Zn = g) = ZP(Zn = g,X1 = ai)

i1
2d

= ZI]:D(XI"'Xn =g,X1 = a;)
i=1
2d

= D P(Xo-- Xy =a; g, X1 = )
i1
2d

= ZI]:D(XQ c e 'Xn = a._l g)[FD(Xl = ai)
i=1

= 2 et g)p(a)
= pxp"(g).

En la cuarta igualdad usamos la independencia de X; con respecto a (cualquier funcién

de) X, ..., X, y en la quinta igualdad que la distribucién de X, - - - X, es la misma que
lade X;---X,,_1.

L]

Como vimos, no existen medidas invariantes por todo el grupo. Sin embargo, si

fijamos alguna forma de promediar en el grupo si existen medidas “invariantes en pro-

medio” para una acciéon en un espacio compacto. Observar que la siguiente definicién

generaliza la nocién de medida invariante por la accién de un grupo.
Definicién 4.5. Una medida de probabilidad en X se dice u—estacionaria si
V= (4.0.4)

Proposiciéon 4.6. Supongamos que G actia en un espacio métrico compacto X por
transformaciones continuas. Si i1 es una probabilidad en G entonces existe una proba-

bilidad v en X tal que p+v = v.

DEMOSTRACION: Si X es compacto, el conjunto de probabilidades en X también lo es

(con la topologia débil-+). Tomemos x € X un punto cualquiera y consideremos

1n71 .

Up = — T %0,
s
7=0
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A menos de subsucesién suponemos v, — v para alguna probabilidad v. Entonces

n—1
h’mlu*yn—yn = lim = (/Lj+1*5x_ﬂj*5r)
, Mn * 53[: - 5w
= lm—-——
n n
= 0.

O

En nuestro caso, resulta que hay una tnica medida estacionaria y resulta ser la dis-
tribucion de probabilidad de la trayectoria limite de la caminata al azar. Esta situacién
no es exclusiva del contexto de este trabajo: ver por ejemplo | , Theorem 1.34] y

las referencias ahi citadas.

Teorema 4.7 (] , Theorem 1.12]). Para casi todo w € €, existe el limite
lim Z, (w),

y es un elemento de X. Sea Z, : Q0 — X el mapa (definido en un conjunto de probabilidad
total)
Zp(w) =1im Z,,(w).

Entonces la distribucion de probabilidad de Z,, es la imagen de p* por Z,, no tiene

atomos y es la unica medida p—estacionaria en 3.

DEMOSTRACION: Esbozo de la demostracién:

(1) Por compacidad existe una medida estacionaria 1. Ninguna medida estaciona-
ria puede tener atomos, de lo contrario el conjunto finito de puntos con masas

puntuales maximas se preserva.

(11) Para cada f € C(X,R), Z,vo(f) : FN — R es una martingala y por lo tanto existe

una medida como limite débil de Z,, (w)vy para casi todo w. La denotamos por v,

(111) Si el largo de Z,(w) no tiende a infinito entonces existe g € G tal que Z,(w) = g
para infinitos valores de n. Por lo tanto v, = gvy. Esto solo puede pasar si a
partir de cierto momento ng, Z,(w) = g; o equivalentemente w, = w,,1Vn = ng.
Las sucesiones eventualmente constantes tienen probabilidad nula, por lo que

|Z,| — 400 con probabilidad uno.
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(rv) A partir de lo anterior, se puede chequear que v, estd soportada en un tnico
punto Z,(w) € X.

(v) Del diagrama

(wl,w2,...) z (OJQ,LOg,...)

| l

X1
(w1, wiws, Wiwaws, . . . ) —————— (Wa, wWaws, . . . )

se deduce la relacién, para w €
Zp(w) = X1(w) - Zypoo(w) = wy - Zp(o(w)).

Z o0 es independiente de X; y tiene la misma distribucién que Z, de donde se

obtiene:
P(ZecA) = Y P(Xi =12 ¢A)
- Zx:um(Xl =z,lim X, -+ X, € A)
_ ium()(1 =z, lm X, X, e ')
_ ium(x1 = 2)P(Zyoo€xtA)
_ iﬂ(x)um(zm ooex tA)

= Z,u(a:)[P)(Zoo ez tA).
Es decir, la distribucion de Z,, es p-estacionaria.

O

Cuando la probabilidad i le da peso solamente a los elementos del generador
F ={ay,...,as} decimos que la caminata es a vecinos mds cercanos. Implicitamente
estamos considerando el grafo de Cayley del grupo libre con respecto a este generador,
que resulta un arbol regular cuyos vértices son los elementos del grupo y hay una arista
(que asumimos no dirigida) entre dos vértices g y h si g~' - h € F. Si la medida u estd
soportada en el generador F' el término Z,,; de la caminata es un vecino de Z,. Si p

estd soportada en otro generador (finito) del grupo pero queremos preservar el drbol
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como espacio subyacente la caminata puede saltar varias aristas a la vez. Sobre cami-
natas al azar de rango finito en drboles hay resultados conocidos (| ) | por
mencionar algunos) pero no parecen ser suficientes para nuestro problema de estudio.
La otra opcion natural seria cambiar el grafo de Cayley al asociado al nuevo generador,
perdiendo en general la estructura de arbol. Cualquiera de estas opciones complejiza
notoriamente el problema y son posibles vias de generalizacién de todo lo hecho en este
trabajo.

La gran ventaja de las caminatas a vecinos mas cercanos en arboles es la siguiente
es que tenemos una féormula explicita para la medida estacionaria, como veremos a
continuacién. Para cada g € G consideramos el tiempo de parada 7, = min,en{Z,, = g};
y denotaremos por ¢(g) a la probabilidad de que la caminata en algin momento pasa
por g:

1, si g =ce,
q(g) = P(ry < +0) =

D=1 P(7g = n), sino.
Proposicién 4.8. Sea p soportada en {ay,...,asq} y v su medida estacionaria en 3.

Entonces la medida v tiene la siguiente forma ezplicita en términos de los q(-) para

cada cilindro |wy - - wy]:

q(wn)
1 — q(wn)q(wyt)

I/[w1 .. 'Wn] = Q(Wl) R Q(anl) .

Para probar este resultado precisaremos un lema técnico antes.

dos elementos cualesquiera de G

Lema 4.9. Sean g = a;, ---a;, Yy h = a3, -+ Qi

en su forma reducida, de manera que a;,,, # ai_nl. Entonces
(g - h) = a(g)a(h).
En particular q(g) = [T}, q(ai,)-

DEMOSTRACION: La clave es que para que Z;, tome el valor ¢ - h, necesariamente debe
existir (€ 1,...,k—1tal que X;-- - X; = gy Xi41-- X = h;' y por lo tanto 7, < 7,.5.
Comenzamos observando que para cada [ < k tenemos

{rg =0 n{rg =k} =

!Esto depende fuertemente de que la caminata es a vecinos mds cercanos y presenta una gran

complejidad para estudiar el caso general.
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k—1-1
T, =1} n < ﬂ { X1+ Xl+j7éh}> N{Xip1 - X =g - h}.

Por otro lado, usando que {7, = [} depende solo de X;---X;, con j = 1,...,[; que
Xy, Xy Xy - - - X son independientes y que X4 - - - Xy tiene la misma distribu-

cion que X --- Xp_; (es decir puF=!), obtenemos

P(ry=ULrg=k)=P(r,=10)-P(mn=k—1).

Podemos calcular entonces

k=2
k—1
= P(1yn =k, 7y =1)
k=2 1=1
k—1
= P(r, =k —1)-P(r, =1)
k=2 1=1
= [ D P(r, = m)) (Z P(r, = m)>
m>=1 m=1
= q(g) - q(h)

O

DEMOSTRACION: (Proposicién 4.8) Comencemos calculando los ¢(a;) en términos de p.

Para eso nos sera til distinguir segin el primer paso de la caminata. Razonando como
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en la proposicién anterior calculamos:

al@) = Y P =)

k=1
= > D P, =k X =a)
k=1 j=1,...,2d

= CLZ +ZZP <ﬂ X2 Xj ?fCLj_ICLZ', XQXk :aj_lai, X1 :aj>
k=2 j#1

= Iu (ZZ' + ZZP <7’af1ai> P X1 = (Zj)
k>2 jAi !

= ) + 3 2P (70, ) nlay)
k=2 j#i

= :u(al) + ZM(GJ) Z P (Ta;1a¢>
j#i k=2

= ula; +Z,u a;)q(a; La;)
J#i

= pla;) + ZM a;)q q(a;).
J#i

Por lo tanto para cada ¢ = 1,...,2d se debe satisfacer la relacion
q(a;) = plai) + q(a;) ZN a;) Q(afl)- (4.0.5)
J#t
Fijada u, existe una tnica solucién (g(a1),...,q(ax)) € (0,1)2¢ de (4.0.5), ver
[ , Lema 2.2].

Queremos calcular la probabilidad de que la caminata se escape por un cierto cilindro
a;, -+ - a; |, es decir eventualmente 7, (w) € |a;, - - - a;, | para todo n mayor a un cierto
1 n 1 n y

no(w). Denotemos por v a dicha medida.

Comencemos con los cilindros de largo uno. La probabilidad de que la palabra redu-
cida limite empiece con a; podemos escribirla como la probabilidad de que la caminata

entre y salga cierta cantidad de veces del cilindro [a;], luego entre y no salga méas. Por
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la propiedad de Markov fuerte estos eventos son independientes y podemos calcular:
via;] = P(lim Z, € [a;])
n

= Z P(entrar y salir de [a;] n veces , entrar y no salir de [a;])

n=0

= [Z(Q(ai)Q(afl))”] q(a;)(1 —q(a; ™))

n

()1~ glar )
1= g(a)ala; )

La probabilidad de que la caminata se escape por un cilindro arbitrario [a;, - - - a;, |

se puede descomponer como la probabilidad de entrar en [a;, - - - a;,_,] y luego escaparse

por el cilindro [a;,]. Para cada cilindro [a;, - - - a;, | definimos
q(a;,)(1 — q(a;)))
1—q(az,)q(a;})

que resulta una premedida y se extiende de forma tunica a una probabilidad en los

va, ---ai, ] = qlai, - ai, ) - v, ] = glai) - qla, ) - , (4.06)

borelianos de ¥ ([ , Theorem 1.5]). Podemos ver que es estacionaria chequeando la
definicién (4.0.4):

pxvlag--a;,] = Zu(aj) cajxvag o -ag,]
) o ea ]+ Y ) v 0 ea
= plai,) + Z p(ay) 'CI(%—l) Q(an)) vlai, - a,]
J#i

Por el Teorema 4.7 la medida v es la distribucién de probabilidad de Z, = lim,, Z,,.
L]

La medida estacionaria de una caminata a vecinos mas cercanos pertenece a una

familia particularmente importante:

Definicién 4.10. Una medida de probabilidad v en {ay,...,a,}N se dice de Markov
si existen: p = (p(ay),...,p(az)) € [0,1]*¢ y p(as,a;) € [0,1], con 4,5 = 1,...,2d tales
que
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= 32 pla) = 1,
. Z?LP(%%‘) =1ly
» para todo cilindro [a;, - - - a;, ] vale
vlai, - a;,] = plai,) - plai,, a,) - - plai,_,, ai, ). (4.0.7)

El vector p se dice vector de probabilidades iniciales y llamaremos probabilidades de

transicion a los numeros p(a;, a;).

Corolario 4.11. La medida estacionaria asociada a una caminata al azar a vecinos

mds cercanos es una medida de Markov soportada en 3.
DEMOSTRACION: Como probabilidades iniciales tomamos
pla;) = v|a;].
Luego, buscamos p(a;, a;) tal que
vla; - a;] = vla:] - p(ai, a;).
Por el lema anterior tenemos que v|a; - a;] = q(a;) - v[a;], lo que sugiere definir

q(a;) - v]a;]

pla;, a;) = STl

y por (4.0.6) resulta
V[a’il T a’in] = p(ah) 'p(ailﬂah) o .p(a’in717ain>'

O

Observaciéon 4.12. Por fin podemos llevar la medida estacionaria al contexto del
capitulo anterior. Para ello basta observar que la medida de Markov de (4.0.7) en

cualquier cilindro es comparable con la exponencial de las sumas de Birkoff del potencial

o(wiws -+ ) = log(p(wr, ws)). (4.0.8)

Siendo un potencial localmente constante, ¢ es Hélder y por lo tanto entra en el contexto
del Teorema de Bowen 3.6. Nuestra medida estacionaria v en principio no es invariante,
sin embargo veremos en la seccion siguiente que es absolutamente continua con respecto

a la medida de equilibrio de ¢, que también resulta ser de Markov.
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4.1. Potenciales localmente constantes y medidas
de Markov

Proposicién 4.13. Sea v una medida de Markov en ¥ con probabilidades iniciales p =
(p1,...,p2a) y transiciones p(-,-). Consideremos la matriz de transiciones P e R?®*2d
cuya coordenada (i,7) es

P(Z7]) = p<aj7 a’i)'
Entonces v es shift invariante si y solo si p es un vector propio a derecha de P asociado

al valor propio 1.
DEMOSTRACION: Calculamos directamente
oo ] = S e

— Zp b all ‘ p(ain717 a’in)

= (Zp b iy ) p(ainaiz) o .p(a]infl’ ain)'

Por lo tanto o = v|a;, - - - a;,| = v|a; - - a;,] si y solamente si
Zp(b) ’ p<b7 ai1) = p(ah)'
b

Como lo anterior vale para todo cilindro, esta ecuacion se reescribe vectorialmente como
P-p=np.

O

Enunciamos a continuacién un teorema clasico que usaremos repetidamente. Para
ello mencionamos que una matriz con entradas reales no negativas se dice primitiva si

alguna de sus potencias tiene sus entradas estrictamente positivas.

Teorema 4.14 (Perrén Frobenius). Sea M wuna matriz real primitiva no negativa.
Entonces: Su valor propio mds grande es un real positivo y por lo tanto coincide con su
radio espectral p(M). Ademds:

n p(M) es simple (i.e multiplicidad geométrica 1) y por lo tanto cualquier otro valor

propio tiene mddulo estrictamente menor a p(M);
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» p(M) tiene vectores propios (a derecha y a izquierda) con entradas estrictamente

positivas;

» cualquier vector propio (a derecha o a izquierda) asociado a un valor propio dis-

tinto de p(M) tiene entradas no positivas.

Proposicién 4.15. Si P es una matriz estocdstica (por columnas) tal que para algin
n € N P" es estrictamente positiva, entonces hay una unica medida de Markov inva-

riante y ergodica con transiciones P.

DEMOSTRACION: Por Perrén Forbenius una tal matriz P tiene un tinico autovector
positivo?, p, asociado al valor propio 1. Denotemos por v a la medida que en los cilindros
vale

v[wr - wi] = pwr) - plwr, wa) - - p(Wi—1, W)
Ya sabemos que v es invariante por el shift o, probemos ahora que es ergédica. Es decir
que todo boreleano B € ¥ tal que 0'(B) = B verifica v(B) € {0, 1}. Fijemos un tal B
y consideremos para cada letra de nuestro alfabeto = € F' = {ay, ..., as,} la familia de

medidas de Markov con mismas transiciones y condicién inicial d,:

0, siw #u,
Vx[Wl"'Wk] = )
p(x,wa) -+ plwr—1,wk) siw =z

Sea fp(x) = v,(B). La primera parte de la prueba consiste en probar que fp es arménica

y por lo tanto constante:

Afirmacion. Para todo x € F se tiene

falx) = > p(x,y) - fs(y).

yeF

Como F' es un grafo finito, toda funcion armonica en F' es constante.

DEMOSTRACION:
fB(l’) = V:t(B)
= v(07(B))
= v, {weX:o(w)e B}
= Zp(l’,y)l/y(B)

= > p(,)fa(y).

2i.e. con todas sus entradas estrictamente positivas
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En el razonamiento anterior, para la cuarta igualdad usamos la “propiedad de Markov
débil”. Comentaremos solamente que el conjunto B se dice un “evento de cola”, por no
depender de finitas coordenadas. En este trabajo no hemos formalizado este aspecto;
referimos por ejemplo a | , Theorem 4.8]. Para ver que fp es constante, observamos
que para cualquier x € F' tenemos

min fp(y) < 3, p(w9)f(y) = f5(x) < max f5(y).

y~z
y~z

Por lo tanto si x es un maximo de fg, sus vecinos también. Esto se propaga por toda

la componente conexa (saliente) del grafo, que en nuestro caso es todo el grafo y esto

prueba la afirmacién.

Dado B < ¥ invariante, fz como antes y € > 0, sea C, una unién finita de cilindros
en ¥ tal que la diferencia simétrica entre ambos cumple v,(C.AB) < €, Vo € F. En
particular |v,(C.) — v, (B)| < €. Sea p = fp(x) = v,(B). Por la afirmacién anterior
p es independiente de x € F y por lo tanto v(B) = p. Si denotamos por [w, = y]
al cilindro de sucesiones que en su n—ésima coordenada valen y, sea N € N tal que
C.n <UyeF[wN = y]) 3y Cen (UyeF[wN+k = y]) = &, Vk = 1. Observar primero
que para cualquier x € I, por la invarianza de B tenemos

ve(BnoVB) = v,(BnCcnoB)+uv,((B\C.) noVB)
= 1,(CcnoVB)+v,((B\C.) noVB).

Por lo tanto |v,(Cc n 0™V B) — v,(Bn o VB)| = [v.(Cc. n 0™V B) — v,(B)| < .

Por otro lado, usando la propiedad de Markov tenemos:

v (Ccno™(B)) = Z Ve (Ce n [wy = y]) vy (67N(B))

yeF

= pZVx(Cem[WN:y])

yeF

= P Vx(Ce>-

Juntando las estimativas anteriores tenemos:

N

p* —p - va(C)| + |p - va(Ce) — p

< pe+ e

p® — pl

Como e es arbitrario concluimos que p? = p.
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O]

Por lo tanto, la medida estacionaria de la caminata, v, que determinamos en la
Proposicién 4.8 resulta ser de Markov con ciertas distribuciones iniciales y matriz de
transiciones P. Si consideramos la probabilidad de Markov con mismas transiciones P
y probabilidades iniciales dadas por las coordenadas del 1—autovector a derecha de P
cuyas coordenadas (todas positivas) suman uno, la medida de cualquier cilindro resulta
comparable con la exponencial de las sumas de Birkhoff del potencial (4.0.8). Por la
unicidad en el Teorema 3.6 el potencial ¢ tiene presién cero y esta es su medida de
equilibrio. La denotaremos por v,. Observar que el cociente de las medidas v y v,
de cualquier cilindro estd acotado uniformemente por constantes positivas. Esto nos
dice, no solo que estas dos medidas son mutuamente absolutamente continuas sino que
tienen la misma dimensién. Para ver esto tltimo, la Proposicién 3.13 dice que v, es
de dimensién exacta y es directo chequear que los limites (3.12) aplicados a las dos

medidas coinciden. Resumimos esto en el siguiente resultado:

Lema 4.16. Supongamos que F = {ai,...,aq,a;", - ,agl} es un generador libre de
un grupo G y pu una probabilidad soportada en F que le da peso positivo a todos sus
elementos. Como antes denotamos por % al conjunto de palabras reducidas con letras

en I'. Entonces:

(1) La unica medida p—estacionaria en 3, es de Markov para ciertos pesos iniciales

y una matriz de transiciones P.

(1) Ademdas P induce un potencial localmente constante con presion cero cuya medida
de equilibrio y la medida estacionaria son mutuamente absolutamente continuas

y tienen igual dimension de Hausdorff.

Llegado este punto, nuestro problema principal se reduce a comparar la medida
v, con la medida v, asociada al potencial geométrico del capitulo anterior. Para eso
hay que probar que los potenciales ¢ y ¥ no son cohomoélogos refutando alguna de las

condiciones del Teorema 3.8.

En el Apéndice 5.1 vemos que a cualquier potencial localmente constante le corres-

ponde una medida de equilibrio que es Markov.
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4.2. Pérdida de dimension para caminatas a vecinos

mas cercanos

Podemos probar por fin la pérdida de dimensiéon para caminatas al azar a vecinos
mas cercanos en grupos de Schottky. A partir del Lema 4.16 alcanza con probar que el
potencial geométrico del capitulo anterior (ver 3.11) no es cohomdlogo a un potencial

localmente constante.

Teorema 4.17. El potencial geométrico no es cohomdologo a un potencial 2—localmente

constante. En particular la medida de equilibrio de dicho potencial no es de Markowv.

DEMOSTRACION: Denotamos por v; a la medida de equilibrio en ¥ asociada al potencial
geométrico 5. La prueba del teorema serda por absurdo. Supongamos entonces que
existen: un vector de probabilidades p, y probabilidades de transicién p(-,-) tales que

para todo natural n y todo w € X

vslwr -+ wp] = plwr)p(wr, wa) - - p(Wn—1, Wn)-

La clave de la prueba es la siguiente: dado ¢ = w; ---w, un elemento del grupo

escrito de manera reducida y tal que w; # w,, !, tenemos por un lado que para cualquier

keN

V&[gk] = p(wl) : (p<wl7 w2) - 'p(wn, wl))k_lp(wly w2) - 'p(wnfla wn)

= PO o) - e )
= p(wn,w1) (p( 15 2) p( n 1)) )

y por el otro, por el Lema 3.2
U(S[gk] = eXp(_é ’ dH(07 gn(o))>’

con constantes multiplicativas independientes de k. Tomando limites en k de raices

k—ésimas, por la Proposicién 2.5 obtenemos

p(wr, ws) -+ p(wy, wr) = exp(—3d - 1(g)). (4.2.1)

Para dos elementos hiperbdlicos que comienzan con la misma letra, hy = wy---w,

y hy = wy - Wy -+ - Wy, aplicamos (4.2.1) a g = hy, g = ha y g = hy - hy obtenemos:

exp(—6 - (b1~ he)) = plwi,ws) - p(Wn—1,wWn)p(wn, w1)p(wi, @2) -+ p(Wn—1, n)P(Wr, w1)
= exp(—0d-l(h1)) exp(—0 - I(h2)).
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La relacién anterior entre los largos de traslacion contradice la Proposicion 2.43 lo que

concluye la prueba.

O
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Apéndice al Capitulo 2
Proposicién 2.11. Si € Og(z,y) entonces

du(z,y) — 2R < be(x,y) < du(z,y).

DEMOSTRACION:(2.11)

La segunda desigualdad se prueba directamente de la definicion de las funciones de
Buseman. Para la primera desigualdad tomamos x,y y ¢ como en la hipétesis, o :
[0, 400) — H una parametrizacién del rayo geodésico [x,() y s : o(s) € B(y, R) n [z, ().

Entonces para todo t > s:

du(y,0(t)) < R+du(o(t),o(s))
= R+du(o(t), z) — du(z,0(s))
< RA4du(o(t), ) —du(z,y) + duly, o(s))
< 2R+ du(o(t), z) — du(z,y).

Por definicion,
bC(‘ra y) = h,?l le](I7 U(t)) - dH(y7 J(t)) = dﬂ-[](l’,y) —2R.
L]

Proposicién 2.14. La métrica visual en el origen en 0 € D es bi-Lipschitz equivalente

a la métrica euclidea en el circulo 0D. Mds precisamente, existe una constante C' > 1

91
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tal que, dados dos puntos del borde n y (, si « € (0, 7] es el angulo que forman los rayos

geodésicos [0,m) y [0,C) con vértice en 0, entonces:

Cla < dy(n,¢) < Ca.

DEMOSTRACION:(2.14)
Si 0 € (n,¢) entonces a = 7y do(n,({) = 1. A partir de ahora suponemos o < m. A
menos de rotar todo alrededor del origen suponemos 1 = exp(if) y ¢ = exp(—i6) para
algin 6 € (0,7/2). De esta manera o = 2. Buscaremos el punto y de la geodésica (7, )
que realiza la distancia dy(0, (1, ()). Por construccién, este punto pertenece al eje real.
Una vez determinado y, aplicaremos el Lema 2.1.6.1 para acotar dy(n, ().

El centro del circulo euclideo en C que corta ortogonalmente a dD en n y ¢ lo
obtenemos como la raiz de

tIm(n+t-n7),

donde nt = exp (i - (0 — 7/2)) = (sin(f), — cos(d)). Este valor resulta t = tan(f). El
circulo buscado tiene radio tan(f) y esté centrado en

1
cos(f)’

Re (n + tan(f) - n*) =

Despejamos y de la relacion

1
tan(f) =
obteniendo
1 — sin(#)
Y= ——ri
cos(0)

Por (2.1.2) obtenemos

cos(f) + 1 — sin(0)
cos(f) — 1 + sin(0)

dn(0,y) = dp(0, (n,()) = log = —logtan(6/2). (5.1.1)

Ver figura 5.1. Por (2.1.6) obtenemos una constante C' > 1 tal que
0_1 : do(ﬁ» C) < eXp(_dH(()? (na g))) < tan(9/2) <C- 97

ya que 0 < 0 < 1/2 y la derivada de tan estd uniformemente acotada en [0, 7/4].

Para la otra desigualdad despejamos de (5.1.1):

6 = 2 - arctan (exp (—du(0,))) .
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U/
4 — tan(f) —
(N y 1
cosf
¢
Figura 5.1

La derivada de arctan es estrictamente positiva y menor a 1 en cualquier ntiimero real,

por lo que

~

Proposicién 2.16. Fijados x,y € H, la asociacion
¢edH — be(x,y)

es Lipschitz para la distancia visual dy, es decir existe una constante C tal que para

todos n, ¢ € dH:
|by(,y) — be(z, y)| < C - do(n, ().

DEMOSTRACION:(2.16)
La accion de las rotaciones que fijan 0 es transitiva en el borde del plano hiperbdlico.
Tomamos un punto ¢ € 0H y Ry una rotacion de angulo 6 que fija 0 € H. Por el lema

2.14 alcanza con probar que existe C' > 0 tal que para

be(,y) — bryo) (2, y)| < CO.

Calculamos primero:

bro()(T,y) = be(R-g(z), Rg(y))

Por lo tanto

bry(0) (%, y) — b¢ (@, y)| < du(z, R-g(x)) + du(y, R-o(y)).
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Por (2.1.5) tenemos
dl]-l](xv R—@(x» = dﬂ'ﬂ(07 ZL’) -0

dn(y, R-6(y)) = du(0,y) - 0.

Por lo tanto C' = dp(0,x) + du(0, y) es una constante de Lipschitz como queriamos.

0

Proposicién 2.17. Dados x,y e H y R > 0, sean n,( € dH los extremos de la sombra

Ogr(z,y), entonces existe C' > 1 tal que
C™exp(—du(z,y)) < dp(n,¢) < C - exp(—du(z,y)). (2.1.7)

DEMOSTRACION:(2.17). Sea ¢ la distancia entre los puntos de tangencia de [z,7n) N
B(y,R) y [z,¢) n B(y, R). Denotamos por € al angulo que forman 7 y ¢ con vértice en
x, por (2.1.5) tenemos

sinh(du(z,y) — R) -0 <t < 2R < sinh(du(z,y)) - 0,

para algtin 6 <.
Por lo tanto conseguimos las estimativas como en (2.1.7). Por la Observacion 2.15
conseguimos estimativas analogas para d.(n, ().

O

Proposicién 2.19. Un subgrupo G de SL(2,R) no tiene puntos de acumulacion en

SL(2,R) si y solo si la identidad es un elemento aislado en G.

DEMOSTRACION:(2.19).
Si G no acumula en SL(2, R) entonces no acumula en Id. Esto prueba el directo.
Supongamos ahora que existe un entorno U < SL(2,R) de Id tal que G n U = {Id}.

Sea h = limy, g, para alguna sucesién {gx}r < G, con h € SL(2,R). Entonces
liingk_lgkﬂ =h ' h=1ded.

Si gk_lng € U entonces debe ser gx = gry1 = h = Id. Esto muestra que G no tiene

puntos de acumulacién en SL(2, R).

O
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5.2. Apéndice al Capitulo 4

Minimas generalizaciones a medidas k—Markov para potenciales (k+ 1)—localmente

constantes.

5.2.1. Potenciales localmente constante y medidas Markov.

A cualquier potencial localmente constante le corresponde una medida de equilibrio

que es Markov:
Lema 5.1. Si f : ¥ — R es una funcion 2—localmente constante, es decir f(w) =

f(w1,ws), entonces su presion topoldgica es log(p), donde p es el radio espectral de la

matriz Q¢ € [R2dx2d

.o Oa Si@':afla
Qf(zuj): ’

exp(f(aj,a;)), sino;

y su medida de equilibrio vy es de Markov.

DEMOSTRACION: Consideremos f y )y como en el enunciado. Via Perrén-Frobenius

sea 1 el inico autovector a izquierda positivo de )¢, esto es
Qr=pert,
con p > 0 el radio espectral de Q)¢. La estocastizacion de Q)¢ es la matriz
| .
Qf:;'D'Qf'D :

donde D es la matriz diagonal r

/r'fl
Observar que la matriz () es estocéstica por columnas':

" 1 B _
15d‘@f:;'7”t'Qf'D L=rt D7 =15,

1154 es el vector columna de unos de dimensién 2d
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La coordenada (i, ) de Qf estd dada por

f O,siajzai’l,
Qf(lhj) = 1 1 .
STiT; exp(f(aj,a;)), sino.

Observar que Qf es % - (), para

g(ailaiz e ) = f(aim a’iz) + 108;(7"i2) - log(rh)-

Se deduce del Teorema 3.8 que f y ¢ tienen la misma medida de equilibrio y la
misma presion. Ahora estamos en una situaciéon conocida para determinar la medida
de equilibrio y la presién de g a partir de la matriz estocéstica Q #: como hicimos en la

Observacién 4.12, consideramos

pr(aiai, ) =log Qs(is,ir).

Por un lado, ya vimos que este potencial tiene presién cero y su medida de equilibrio

es de Markov (con las transiciones dadas por Q £); ¥ por otro

Snpr(w) = Spg(w) — nlogp.

Por la unicidad del Teorema 3.6 concluimos que la presion de g es log p y la medida de

equilibrio es la misma que la de ¢y, que sabemos es de Markov.

O]

Lema 5.2. Supongamos ahora que el potencial depende de las primeras k + 1 coorde-

nadas. Entonces su medida de equilibrio es k— Markov.

DEMOSTRACION: Sea aplica el mismo argumento a la k—block presentation (| D-
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