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Prefacio:

Entre los problemas de estadistica y probabilidad, la investigacion de la teoria
estocéstica de control éptimo empezd entre 1940 y 1950. Uno de los aspectos de
esta teoria es que en contraste con el analisis clasico, el niimero de observaciones
no esta fijo y el tiempo en que las observaciones son terminadas es aleatorio y
definido por el observador.

En esta tesis se trabajard con procesos de Lévy. En este contexto ya se han
resuelto varios de los problemas, en los cuales es un requerimiento necesario
para detener las observaciones que el proceso en ese tiempo sea positivo (véase
[Shiryaev(2008)] ,|Christensen et al.(2013)],[Mordecki(2002a)] ,
[Mordecki(2002b)],[Mordecki and Mishura(2016)|,|[Mordecki and Salminen(2007)],
[Peskir and Shiryaev(2006)]),etc.).

El aporte de la tesis es un nuevo método que sirve para resolver problemas en el
caso en que dicho requerimiento no es necesario y la resoluciéon de un problema
de parada 6ptima de este tipo (que se denomina bilateral). Este se basa en el es-
tudio de las propiedades de la funcién obtenida al retirar las observaciones en un
tiempo éptimo (inspirado en [Bertoin(1996)] y [Mordecki and Mishura(2016)]).
Mas precisamente, bajo algunas condiciones dicha funcién se puede represen-
tar como suma de integrales con respecto a la medida del méximo y el infimo
del proceso detenidos en un tiempo exponencial independiente del proceso. Sin
embargo no es totalmente conocido cuando existe dicha representacion, lo in-
teresante es que en el problema de parada éptima propuesto, no necesariamente
habia dicha representacién (que en estd tesis se prueba que hay).

A continuacién se da una breve guia de lectura de la tesis:

= Los primeros tres capitulos pueden saltearse si el lector ya posee conoci-
miento de los procesos de Lévy (escencialmente se trabaja con el teorema
de representacién de Lévy-Itd y la factorizacién de Wiener-Hopf).

= El cuarto capitulo trata problemas de parada éptima ya conocidos, aun-
que el lector posea conocimiento de los problemas de parada 6ptima es
recomendable que lea los teoremas de verificacion ya que luego se adaptan
en el siguiente capitulo para nuevos casos.

= El quinto capitulo trata los problemas de parada éptima llamados bilate-
rales, para los cuales actualmente no hay mucha literatura.



Capitulo 1

Procesos de Lévy.

1.1. Procesos de Lévy:

Este trabajo se centra en una clase de procesos estocasticos llamados pro-
cesos de Lévy, por ello en este primer capitulo se los define, se ilustran varios
ejemplos, se los relaciona con las distribuciones infinitamente divisibles y se es-
tudia la representacién de Lévy-Ito. Esta introduccién, en la cual se definen
los procesos de Lévy se basa en el primer capitulo de |[Kyprianou(2006)] (las
imégenes fueron también extraidas del libro).

1.1.1. Definiciones y propiedades:

Se comienza recordando dos procesos de suma importancia:

Definicién 1.1.1. Un movimiento Browniano es un proceso real B = {B; : t >
0} definido en el espacio de probabilidad (0, F,P) que cumple:

i) B(.,w) es continua w-casi seguramente.

ii

P(By =0) = 1

iv) V0 < s <t, By — Bs es independiente a {B,, : u < s}

i)
i)
iii) V0 <s <t By — B; tiene la misma distribucién que By_s.
)
v) V¢ >0, B; tiene distribucién gaussiana centrada con varianza t.

Definicién 1.1.2. Un Proceso de Poisson con intensidad A > 0 es un proceso
positivo N = {N; : t > 0} definido en el espacio de probabilidad (Q, F,P) que
cumple:

i) N(.,w) es continua por derecha con limites a izquierda w-casi seguramente.

i) P(Ng=0) = 1.



iii) V0 <s<t, N;— N tiene la misma distribucién que N;_.
iv) V0 < s <t, N — N; es independiente a {N,, : u < s}.
v) V't >0, N tiene distribucién de Poisson con pardametro At.

Ambos procesos tienen caminos continuos por derecha con limites a izquier-
da, inician en el origen y tienen incrementos estacionarios e independientes. Es
por esto que surge la pregunta de cuan rica es la familia que cumple dichas
propiedades, la cual se llamara procesos de Lévy.

Definicién 1.1.3. Un Proceso de Lévy es un proceso X = {X; : t > 0} definido
en el espacio de probabilidad (Q, F,P) que cumple:

i)

i) P(Xo=0) =
iii) V0 <s<t, X;— X, tiene la misma distribucién que X;_g.
iv) V0 <s<t, X;— X, esindependiente a {X, : u < s}.

En toda la tesis, a menos que se diga lo contrario, cuando se habla de un
proceso de Lévy se asume que el espacio de probabilidad es (Q2, F,P) y se de-
nota E a la esperanza. En diferentes partes de la tesis se usaran tres notaciones
para los procesos de Lévy: {X;}i>0, X o X(t) de acuerdo a cual sea la més
cémoda para el tema que se éste tratando. Se trabajara con tiempos de parada,
se procede a definirlos.

Definicién 1.1.4. Dado un espacio de probabilidad con filtracion (2, F,{F:},P),
se dice que una variable aleatoria T : Q — R U {oc} es un tiempo de parada si

{r<steF;VseR

{T:oo}EU]-"t

Definicién 1.1.5. Un proceso estocastico X en un espacio de probabilidad con
filtracion (2, F,{F:},P) cumple la propiedad fuerte de Markov si para todo tiem-
po de parada T

E(lx,,. € B|F)=E(lx.,. € B|o(X,)).



1.1.2. Ejemplos:

A continuacién, se presentan otros procesos de Lévy que no son ni el Movi-
miento Browniano estandar, ni el Proceso de Poisson.

Definicién 1.1.6. Movimiento Browniano Lineal. Sea B = {B; : t > 0}
un movimiento Browniano, a € R y o > 0, se dice que el proceso X = {X; :t >
0} X; = at + oB; es un Movimiento Browniano lineal con varianza o y drift
a.

Dados 0 < s < t < oo, notando que 0By + at tiene la misma distribucion
que (B — B;) +a(t — s) + 0 Bs +as es inmediato que X es un proceso de Lévy.

Definicién 1.1.7. Proceso de Poisson compuesto. Sea N; un proceso de
Poisson(\) y {& : i > 1} una sucesion i.i.d de variables aleatorias independien-
tes a N y con distribucion en comin F.

Sea X; = 25\21 & Se dice que {Xy : t > 0} es un proceso de Poisson compuesto
con pardmetro A > 0 y variable asociada & (se define Zé:k & =0VEk>1).

Chequear i) y ii) de la definicién es inmediato, iii) y iv) se deducen al
notar que para 0 < s <t < oo:

N
Xe=X.+ ) &
1=Ns+1

Definicién 1.1.8. Inversa Gaussiana Sea B = {B; : t > 0} un movimiento
Browniano. Se define X; = 75, siendo el tiempo de primer pasaje a s > 0; esto
es:

T, = Inf{t > 0: By + bt > s}

En primer lugar, para hablar de tiempos de parada se debe hablar de una
filtracion. En esta tesis la filtracion siempre sera:

Fi=0(F,0), F =ad(Xy), O la familia de conjuntos P nulos,

A continuacién se prueba que cumple los cuatro requerimientos para que sea
un proceso de Lévy:

i) La continuidad de los caminos {B; + bt : t > 0} asegura la continuidad de
limites por derecha. Por otro lado al ser 7, < 7; Vs < t se puede afirmar
que los limites por izquierda existen casi seguramente.

il) 79 = 0 casi seguramente por definicién.
iii) y iv) Dados 0 < s < t < co. Se defune el proceso X dado por:

X=X —X., t>0,



el cual es independiente a F, y tiene la misma ley de X (esto se
demuestra més adelante).

Entonces se deduce que el proceso {B;_ 4+ + b(7s +t) — s} es igual en ley
a By y por ende (las siguientes igualdades son en ley):

Ti—s =mf{u: Br 4o +b(7s +u) —s >t — s} =1 — 75,

entonces:
Tt =Ts + Tt—s

siendo T;_s copia independiente a 7;_.

1.2. Variables con distribucion infinitamente di-
visibles

Se introduce un tipo de variables que luego se verd, que estan intimamente
relacionadas con los procesos de Lévy.

Definicién 1.2.1. Se dice que una variable aleatoria real © tiene distribucion
infinitamente divisible si para cadan =1,2,... existen O1p,..., 0, , variables
i.4.d tal que:

0=201,++6,n,

Para ver que una variable aleatoria es infinitamente divisible basta chequear
ciertas propiedades del exponente caracteristico como se vera en breve. Recor-
dando que el exponente caracteristico de una variable aleatoria © es la funcion
¥ : R — C definida como:

W(u) = — log(E("®)) = — log(th(w)). (L1)

Siendo % la funcién caracteristica, (en toda la tesis se usa estd notacién).

Para que tenga sentido la definicién debe cumplirse que ¥(u) # 0 V R. En
los ejemplos de este capitulo, que son los usados en la tesis (sin contar las
combinaciones lineales de ellos), se encuentra explicitamente la funcién 9 y se
ve que es efectivamente distinta a cero. El préximo resultado clasico (basado en
el teorema 1 del capitulo 2 de [Petrov(1975)]) muestra que la definicién siempre
tiene sentido.

Teorema 1.2.1. Toda variable aleatoria real © con distribucion infinitamente
divisible cumple que su funcion caracteristica es distinta a cero en todos los
reales.

Observacion 1.2.1. Una variable aleatoria real © es infinitamente divisible

siV n > 1 existe ¥,, exponente caracteristico de una variable aleatoria tal que
nv=y,.



Observacién 1.2.2. Sea X un proceso de Lévy, t > 0. Entonces la variable
aleatoria X; es infinitamente divisible y el exponente caracteristico de X; (al
cual en toda la tesis se denominard Wy) cumple que:

U,(0) = t0(6). (1.2)

Demostracién:

X, =¢ Xo 4 (Xoe = Xe) 4 4 (Xe — X,

)

Usando que los incrementos son estacionarios e independientes, queda probado
que es infinitamente divisible. Por otro lado si ¢t = 7 € Q:

t
n

1 (6) = — log(B(e" =1 X Xom11)) —

— log(E(exp(i6( ZZ(Xt(j—1)+% =X, 5- PERICED] ) =

j=1k=1
—nlog(E(exp(if( Z G-+t — Xe(— 1)) =n¥mn(0)
=1

Sit ¢ Q,setoma {tx}ren, tr & QVk,tx \, ty se usa el teorema de convergencia
dominada (se toma decreciente para hacer uso de la continuidad por derecha de
E( eiaXt)).
De ahora en adelante se define W(6) := Uy ().

O

Teorema 1.2.2. Sea 7 un tiempo de parada y X un proceso de Lévy definido
en un espacio de probabilidad cuya fliltracion {Fi} estd definida como

Fi=0(F,0), F=0d(Xy), O lafamilia de conjuntos P nulos
entonces el proceso X dado por:
Yt :XT+t_XT7 t>0,

es independiente a F, y tiene la misma ley que X (por ende cumple la ley fuerte
de Markov).

Demostracion:



En primer lugar se define
U(u) = —log(E(e™*1)) (1.3)

Como las distribuciones finito-dimensionales determinan la ley de un proceso
de Lévy, basta probar que para cualquier 0 < v; <uj < vy <wug <--- <y, <
Up <00y b1,...,0, ER,

n

E(GXP(Z i0; (XT+uj — Xrto, N1m)

j=1

= exp(— > _ W(61)(u; —v;))P(H).
j=1

Se probara solo para el caso n = 2 (el razonamiento general es andlogo). De
esta manera, hay que probar que para cualquier 0 <v <u<s<t< oo, H €
Fry 01,02 €R,

]E(exp(iel (X7'+t - X7'+s) + ieQ(XT—&-u - XT+'U))1H)
=exp(—P(01)(t —s) — ¥(02)(u —v))P(H).
Para ello se define la sucesién de tiempos de parada {7} como:
Th=k2""si(k—1)27" <7 <k27", 7" =0 siT=0.

Luego, usando que los incrementos son estacionarios y que H N {r™ = k27"} €
Fro—n se deduce

E(exp(i91 (X-,—n+t — X—,—n+s> + 7;92(X7—n+u — XT"Jr’U))lH)

= Z ]E(exp(z&l (XT”+t — X7n+s) + iGQ(XTn+u — XT7L+U))1Hﬂ{Tn:k)27"})
k>0

= ZIE(lHﬁ{T"L:kQ*"}]E(exp(iel (XT’1+t_XT"+s)+i92(XT"-i-u_XT"-i-v)) | ka*”))
k>0

= E(exp(ith Xi—s + 102Xy —))P(H N {7 = k27"})
k>0
exp(—W(01)(t — s) — U(02)(u — v))P(H).

Se prosigue a usar un truco estindar llamado converger al limite. Las tra-
yectorias de X son casi seguramente continuas por derecha y 7 \, 7 cuando
n tiende a infinito, por ende X, n 1, — X, casi seguramente para todo s > 0
cuando n tiende a infinito. Luego por el teorema de convergencia dominada

10



E(exp(ith (Xr+t — Xrps) +02(Xrpu — Xr40))10)

= lim ]E(eXp(Zel (XT"-‘,-t — XTTL+S) + 7:92(X7-7L+u — X.,—n_;’_,u))lH)

n—oo

= Tim_ exp(—W(0)(t — 5) — W(02)(u — v))P(H)

n—oo

= oxp(—W(0:)(t — 5) — W(62) (u — v))P(H),

mostrando que X es independiente a F, en {7 < oo} y tiene la misma ley que
X (y por ende es un proceso de Lévy).

0

De aqui en adelante siempre que se haga referencia a un proceso de Lévy, su
filtracion serd la de este teorema.

A continuacién se estudian los exponentes caracteristicos de los procesos de Lévy
antes mencionados y se chequea que fijado un tiempo positivo, tienen distribu-
cién infinitamente divisible viendo que ¥n > 1 existe un exponente caracteristico
U, tal que ¥(u) = n¥, (u).

Ejemplo 1.2.1. Proceso de Poisson:

Sea X un proceso de Poisson con intensidad A > 0, entonces:

)
)\L‘ i0 0y 1
zHN, E 67.0k 7)\25 ef)\t(lfe ) — (efkt(lfe );)n
k=0

= V() = A1 — "),

11
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Figura 1.1: muestra de un proceso de Poisson .

Ejemplo 1.2.2. Proceso de Poisson compuesto:

Sea X un Proceso de Poisson compuesto con intensidad A > 0 y variable
asociada £ con distribucién F', entonces:

i N¢ . > i n _ )\t n > i0x n_ — At n
E(e 92i=1§’) = ZE(e 0% $)e M% = Z(/Re Vrd R (dx)) e x n') =
n>0 : n>0 ’

(e—A% fRa—ei“)dF(w))n = U(9) = )\/(1 — e dF(dz).
R

12
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Figura 1.2: muestra de un proceso de Poisson compuesto.

Ejemplo 1.2.3. Movimiento Browniano lineal:

Sea X un movimiento Browniano lineal con varianza ¢ > 0 y drift a € R.
Primeramente se observa que X; es una variable Gaussiana centrada en at,

entonces:

. . 1 —(z—at)? 1 292, - _1l¢_o V292, ;pat
]E(ertO) _ / ezem e 2% dr — e 27 6% +ifat __ (6 2(ﬁ) 0°+i6 & )n
R

202
:m@:”f—ww
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| 1'Ilr¢ I*'. J‘

Figura 1.3: muestra de un movimiento Browniano Estdndar.

Ejemplo 1.2.4. Inversa Gaussiana con varianza 1:

Sea X la inversa Gaussiana de {B; + bt;t > 0}. A continuacién se prueba
que:
Us(0) = s(vV—2i0 + b2 =)

= En primer lugar, se observa que V A > 0, {e’*~2*"1} es martinga-

s 2
la. Probar esto es estdndar (multiplicar y dividir eMBs—257) y usar que
22

E(eAP) = ¢F)

= Se deduce usando teorema de muestreo opcional de Doob (usando conver-
gencia dominada) que:

| = E(MBre—3¥7) — B (P 4o
e E(ef(%,\%b,\)n).
= Al considerar ¢ = ’\72 + b\ se deduce

E(e™7) = exp(—s(v/b% + 2¢ — b)). (1.4)

14



Al sustituir ¢ por —if queda finalizada prueba. Sin embargo para poder
hacer esto es necesario extender la funcién a la semirrecta imaginaria ne-
gativa.

Se estudia ambos términos de La funcién de la igualdad a la derecha
puede extenderse a los nimeros de la forma a—i6 quedando analitica. La de
la izquierda de la igualdad, también considerando que la distribucion de 7
puede obtenerse de la distribucién del maximo del movimiento Browniano.
Finalmente tomando los limites a — 0 se concluye que puede sustituirse

en[I.4] ¢ por —if.

15
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Figura 1.4: muestra de una inversa gaussiana con |c¢| < «

Ejemplo 1.2.5. Proceso Gamma:

Para a y ¢ positivos se define la medida de probabilidad:

c

I'(c)

Hac(dz) = e dy

Concentrada en (0,00). Se observa que cuando ¢ = 1 es la distribucién expo-
nencial. Se tiene que:

/ ei@wua’c(dm) _
0

Y por ende es infinitamente divisible.

oy a o)

Demostracién:

16



En primer lugar, se recuerda que

oo
I'(z) = / ¥ e dx.
0
Hay que probar que

> 0z a“ c—1_—ax 1
e e Ydr = ———, 1.5
/0 I'(c) (1-2)e (5

(e

lo que es equivalente a probar que

T el a(1-i8)q a~T'(c)
/(; X 16 < “) dr = m (16)
&7

Para probar la desigualdad se consideran:
) R>e>0, w=(1—(2))a
i)
f:C—[0,00) = C, f(z) =2"e =

iii)
71(2) : (6, R) = R, 71(2) = =.

iv)
v2(2) : (0,1) = C, v2(2) = Rwz + (1 — 2)R.
v)
75(2) 1 (0,1) = C, 3(2) = (1 — 2)Ruw + 2(e)(1 — Zg).
vi) ,
v4(2) 1 (0,1) = C, v(2) = (1 —2)(e)(1 — za) + ze.
vii)

€
-1 — _i6
/ ¢ 16 z(1 a)ad.’ﬂ.
0

Utilizando el teorema de Cauchy se deduce

0= / f(2)dz.
Y1Uny UvaUys

Se observa que también se cumple
€ 0 1 1
0=1lim [ z¢"le™(1=%)%y = Iim vo(z)dz = h'rn/ v4(2)dz,
e—=0 Jo

e—0 0 R—o0 J

entonces

oo R _
i °r
/ 2 le (1= @)gy = —1fm lfm v3(2) = ai.gc)dz,
0 e—=0 R—o0 J, (1 — ZE)C

17



Por otro lado el exponente caracteristico es:
1 .
U(0) = i9(—/ zII(dx)) +/ (1 — e +i021), <, 11(dx)), (1.7)
0 (0,00)

donde TI(dz) = cx™le™*®dz.
Demostracién:

U(0) = —log(E(e?X1)) = —log @ = clog(1l — %) Luego sustituyendo
se obtiene la igualdad.

O

Del exponente caracteristico se deduce que I'y tiene densidad fiq, et

Es importante resaltar que no se demostré que el proceso gamma es un proceso
de Lévy, sino que el exponente caracteristico es de la forma , con el teorema
de Lévy-It6 se vera que tener un exponente caracteristico de este tipo implica
ser proceso de Lévy.

Cada vez que se hable de una distribucion Gamma, se refiere a un proceso
Gamma en tiempo 1.

Observacion 1.2.3. La suma de n copias independientes de variables expo-
nenciales de pardmetro A es una variable T'(A,n). La demostracion se basa en
comparar el exponente caracteristico de dicha distribucion Gamma con el de una
vartable \—exponencial, el cual es ﬁ.

18
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Figura 1.5: muestra de la suma independiente de un proceso Browniano estandar
y un proceso de Poisson compuesto.
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Capitulo 2

Descomposicion de
Lévy-Khintchine y de Lévy
Ito.

Las dos preguntas naturales a hacerse son ;qué forma tienen las distribucio-
nes infinitamente divisible y si todas las distribuciones infinitamente divisibles
se corresponden a un proceso de Lévy?.

2.1. Descomposicién de Lévy-It6 (directo)

En esta seccién, basada en los primeros cuatro capitulos de [Kyprianou(2006)|,
se contesta la segunda pregunta ; para ello se prueba que hay una clase de dis-
tribuciones infinitamente divisibles que se corresponden inequivocamente a la
suma de tres procesos de Lévy.

Teorema 2.1.1. Teorema de descomposicion de Lévy-Ité Sean a €
R, o > 0 y una medida II concentrada en R — {0} que satisface :

/(1 A ) (dx) < oo (toda medida que cumpla estas condiciones se le llama
R

medida de Lévy),

entonces existe un espacio de probabilidad con tres procesos de Lévy inde-
pendientes XM, X@ XG) donde X1 es un movimiento Browniano lineal con
pdrametros a, 0 >0, X@ es un proceso de Poisson compuesto y X©®) es una
martingala cuadrado integrable que cumple casi sequramente tener una canti-
dad de saltos numerable (se entiende que un conjunto finito es numerable) en
cada intervalo de tiempo. Ademds se cumple que el exponente caracteristico de
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X =xm + X2 + X3 eg:
1 :
() = iab + 50292 + /(1 — €% 4 {021 (4 <1))II(dz) ¥ 0 € R (2.1)
R

Denotando ¥y, ¥y, U3 a cada sumando. La idea es encontrar procesos de
Lévy X1, X2, X3 cuyo exponente caracteristico sea U1, ¥y, ¥3 respectivamente.

Lema 2.1.1. forma explicita de X' y X2
i) X} =oB, —at, t >0 (B un movimiento browniano).

i) X2 es un proceso de poisson compuesto con pardmetro II(R — (—=1,1)) y
variable asociada & cuya distribucion estd dada por la medida I1(dx) /TI(R—
(=1,1)) concentrada en {z : |x| > 1} (a menos que II(R — (—1,1)) = 0,
en eso caso X? =0).

La demostracién es simplemente usar los ejemplos y con los
parametros de las hipétesis.

O

La siguiente observacién permite visualizar la idea que X2 consiste en una
suma de procesos de Poisson compuestos con drift independientes.

Observacién 2.1.1. descomposicion de U3
Sea A, = ({z : 2=V < |z| < 27"}) y F,(dx) = M

/ (1 — e +ifx)T(dx) =
0<|z|<1

>

n>0 2—(n+1)§‘$‘<2—n

(1 €Y B, (dz) + i0An( / 2Fy(dz)).

2—(n+1)§|1.‘<2—n

Para poder formalizar esta idea se necesita trabajar con medidas de Poisson
aleatorias y convergencias de martingalas. Dichos temas se estudian en las dos
siguientes subsecciones.

2.1.1. Medidas de Poisson aleatorias

Dado un proceso de Poisson compuesto de pardmetro A (el cual puede tener
drift)

Ny
Xy=dt+» (i, t>0,
i=1
la idea es definir una medida boreliana que cuente los saltos que hubieron en

el conjunto a medir (por ende es una medida aleatoria). Para esto se usan las
notaciones:

21



Dado A € B[0,00] x B(R — {0}), N(A) = Lz, ¢,)ea-
i=1

Se observa que en este caso N; y N representan cosas distintas.

Lema 2.1.2. Dado k > 0. Si Ay,..., A son conjuntos disjuntos en B[0, 00) x
B(R — {0}), entonces N(A1),...,N(Ag) son variables de Poisson mutuamente
independientes con pardmetros A\j = A fA‘ dt x F(dz) , respectivamente. Ademds

P casi seguramente N : B[0,00] x B(R — {0}) — {0,1,2,...} U {0} es una
medida.

Demostracion:

La ley de (T4,...,T,) condicionada al evento {N; = n} es la misma ley que
una muestra ordenada de la distribucién uniforme en [0, ¢]. Se procede a probar
esta afirmacién: se supone que {S; : i = 1,...,n} son variables independientes
y exponencialmente distribuidas con parametro A. La densidad conjunto de
(S1,...,8,) esta dada por A"e~ A1t +sn) para 51 > 0,...,5s, > 0. Como los
tiempos de espera de un proceso de Poisson son variables exponenciales del
mismo parametro se deduce que en ley se da la igualdad:

(I =51, T, =581+8,..., T, =81+ -+ Sp).

Y (usando cambio de variable estdndar en R™) se deduce para A € B([0,00)™):

P((Ty,...,T,) € A, Ny=n) = / Ly <ty A€ Nrdty L. dty,
(t1,..stn)EA

entonces (por definicién de esperanza condicional):

P((Tl,...,Tn) €A| Nt:n)

1 / at
- Lty cocr A€ N0 dty . dt
P(N; =n) (t1,...1tn)EA (b1582 % Zin) "
n! _
T Lt ctoggr ety by,

(t1,...,tn)EA

Como la densidad de una distribuciéon de n muestras independientes tiene den-

sidad ti y hay n! formas de ordenarlas se concluye la afirmacion.

Luego usando que {&;, i =1,...,n} es una sucesién i.i.d de variables inde-
pendientes a N; se deduce que condicionando al evento {IN; = n} los vectores
aleatorios {(7;,&;) : i =1,...,n} forman n variables aleatorias con la distribu-

ci6n en comin t~1ds x F(dz) en [0,t] x B(R — {0}) (se recuerda que ¢ tiene
distribucién F'y que por la T; tiene distribucién uniforme).

De esta manera usando la condicién {N; = n} y que N(A) = 37" | 11, ¢.)ea)
(bajo la misma condicién), se deduce que N(A) es una variable aleatoria Bin(n)
con probabilidad de éxito [, ¢~ ds x F(dx).
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Se trata ahora de llegar a un resultado mas general: tomando Aj, ..., Ak, tal
que A; € B[0,t] x B(R) disjuntos (de manera que el evento de tener un salto en
un conjunto sea independiente de tener un salto en otro), se considera la k—upla
(N(A1),...,N(Ag)). Se considera Ag = {[0,t] xR} —{A; U---UAL}, Zle n; <
n, ng =n — Zle v Ay = fAO)\ds x F(dx) = M — Ay — -+ — X\, entonces
(N(A1),...,N(AL)) es un vector multinomial de ley:

k
P(N(Al):nu-u,N(Ak):nk|Nt:”):mn()\7) '
gl oyl L4

Integrando en la condicién se obtiene:

o k
_ _ _ —\t ()\ﬁ)n n' )\1 :
PIVCAD =i, N =) = Y e T2y
n>3F  n =0
) <k Nk v k ‘
3 e—AoM G ()‘i)m) “ L (A)™
nZZ?:] MG (TL o Zf:l nz))' =0 nl' =0 77,1'

Quedando probado que N(A;),..., N(Ag) son independientes Poisson.

En el caso de que el horizonte de tiempo no sea finito se escribe a cada A; como
unién numerable de conjuntos de horizonte finito y usando que el limite de Pois-
son es Poisson se concluye la prueba. Hay detalles técnicos en este argumento
que el perimetro puede tender a infinito y la preservacién de la independencia
de conjuntos disjuntos en el limite.

Para resolver el primer detalle, en el perimetro infinito queda un Poisson con
pardametro infinito (en el limite) lo cual para esta tesis es una variable de Poisson.
En segundo lugar, la independencia se deduce tomando limites en las probabi-
lidades y notando que las igualdades se mantienen en el limite.

Que N sea una medida casi seguramente es inmediato después de probar la
independencia.

O

Se dice que N como medida casi segura es una medida aleatoria en ([0, 0o] x
(R—{0}),B[0, 0] x B(R—{0}), A [, dtx F(dz)). A continuacién se define medida
aleatoria de Poisson en un contexto més general:

Definicién 2.1.1. Medida aleatoria de Poisson. En lo que sigue se asume
que (S,8,7n) es un espacio de medida sin dtomos, o-finito arbitrario (donde S
es el espacio, S la sigma-dlgebra y 1 la medida).

Sea N : 8§ — {0,1,2...} U{oo} de manera que la familia {N(A) : A € S8} son
variables aleatorias definidas en el espacio de probabilidad (0, F,P). Entonces
a N se le llama medida aleatoria de Poisson en (S,S,n) (o medida de Poisson
aleatoria en S con intensidad n) si:
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i) Para conjuntos disjuntos Ay, ..., A, en S, las variables N(A1),...,N(A,)
son independientes.

ii) Para todo A € S, N(A) es una variable de Poisson con pardmetro n(A)
(puede valer infinito).

iit) P casi seqguramente N es una medida.

Cuando 7n(A) = oo se entiende a N(A) como la variable infinita casi segura-
mente. Cuando 1(A) = 0 se entiende a N(A) como la variable nula.

Teorema 2.1.2. Existencia de medida aleatoria de Poisson. Para (S,S,n)
bajo las hipdtesis de la definicion|2.1.1| existe una medida aleatoria de Poisson.

Demostracién:

La prueba es similar a[2.1.2

Primero se supone que la medida del espacio es finita; esto es 7(S) < oco. Sea
(Q, F,P) (usando el espacio producto) donde las variables N vy, v9,... son
independientes, N es Poisson con pardmetro 7(S) y v; tiene distribucién Z]((d ;))

en S. Para cada A € S se define:

N
N(A) =) 1ean).
i=1

De esta manera N(S) =N.
Cada sumando es F medible, por ende lo es la variable aleatoria N(A). Luego,
condicionando a N = n para A € F, N(A) es una variable Bin(n) con proba-
bilidad de éxito %. Integrando en la condicién de la misma manera que en
lema, se obtiene que para Aq,..., Ay disjuntos:

koA N(A)™
P(N(Al):nl,...,N(Ak):nk):Hi:le n 1T
il
Para enteros no negativos nq, ..., nx, esto prueba que se cumplen los tres items

de la definicién 2111

Se pasa al caso en que (5, S,n) es un espacio de medida o-finito, de manera que
3 Bj, Bs, ... disjuntos, tal que n(B;) < co Vi y UB; = S. Se define 7;(A) =
n(AN B;) YA € S. Con la primera parte de la demostracién se obtiene V ¢ un
espacio de medida (§2;, 7;,P;) con una medida aleatoria de Poisson asociada N;
en (B;,S N B;,n;). Se define:

N(e) :ZN(oﬂBi).

El objetivo es probar que esta funcién es una medida aleatoria de Poisson
en S con intensidad 7 en el espacio de probabilidad:

(@, F.P) = [[ (% Fi, B).

i>1
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Primero que nada se prueba que PP casi seguramente es una medida. Para ello
tomando Aj, As, ... disjuntos:

N(JA4)=> N(JAnB)=> > NA;NB;) =

jz1 i>1 J i>15>1
S DY N(A;NBi) =) N(4;).
j=1li>1 j>1

Quedando probado que es una medida casi seguramente.

Por otro lado se sabe que Vi > 1, N;(ANB;) es Poisson de pardmetro n;(ANDB;).
Luego como la serie de Poisson es una Poisson con pardametro de la suma se
deduce que N(A) es Poisson distribuida con pardmetro n(A).

Queda solamente probar que si Aj,...,Ax conjuntos pertenecientes a S son
disjuntos, entonces las variables N(A;),..., N(Ag) son P independientes. Esto
se deduce de ser limite de variables independientes.

O

Por la construccién de la medida aleatoria de Poisson se deducen dos resul-
tados:

Corolario 2.1.1. Sea N una medida aleatoria de Poisson (construida como en
el teorema en (S,8,1n). Entonces para todo A € S , N(e N A) es una
medida de Poisson aleatoria en (SN A,SNA,n(eN A)). Mds ain, si A,B€S
y son disjuntos, entonces N(e N A) y N(e N B) son independientes.

Esto es por construccion en el caso de espacio finito y tomando limites para el
o-finito.

Corolario 2.1.2. Sea N una medida aleatoria de Poisson (construida como en
el teorema en (S,S,n) entonces el soporte de N es P casi sequramente
numerable, si ademds n(S) < oo, el soporte de N es P casi sequramente finito.
Esto se deduce de como quedo construida N para el caso de espacio con medida
finita y usando la o-finitud en el caso mds general.

2.1.2. Funcionales en medidas de Poisson aleatorias:

Bajo las notaciones de las subseccién anterior ahora tiene sentido hablar
"P-casi seguramente” de:

/S f(@)N(da),

siendo f : S — [0,00). Se extiende a funciones con codominio en toda la recta
simplemente pidiendo que la parte positiva o la negativa tengan integral finita.
Usando el corolario la integral va a ser igual en ley a:

Z fv)ymy,.

veY
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Donde T es el soporte de N (numerable con probabilidad uno).
El siguiente teorema es el mas importante de la subseccion y es clave para la
prueba del teorema de representacion de Lévy-Ito.

Teorema 2.1.3. Sea N una medida aleatoria de Poisson en (S,S,n). Sea f :
S — R una funcion medible.

i) Entonces:

X:/f(x)N(d:z:), (2.2)

es cast sequramente absolutamente convergente si y solamente si:
Janis@hnts) <.
S

it) Cuando se cumple la condicion i) vale que (tomando E esperanza con
respecto a P):

E(eX) = exp(— /S(l — Py (da)) (2:3)

para todo B € R.

it1) Ademds

E(X) = /S f(@)n(de) si /S @) ln(dz) < oo (2.4)

BOC) = [ (re)Patdo) + ([ famae)? si [ (f@)n(as) < .
(2.5)

Primero se prueba i y ii para funciones positivas.
Demostracion i):

La idea es el viejo truco de definir una funcién simple como aquella de la forma:

@) =3 fila, (@), (2.6)

donde f; es una constante y {A; : i = 1,...,n} son conjuntos disjuntos de S
cuya unién mide 7 finito. Por definicién esas funciones cumplen:

X =" fiN(A).
=1
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En este caso, X es finito con probabilidad uno ya que N(A;) es Poisson
con distribucién con pardmetro n(A;) < co. Ahora tomando 6 > 0 se tiene que
(se recuerda que para un Poisson de pardmetro A > 0 se cumple E(e=X) =
exp(—A(1 —e7?));

n n
B(e ") = [[E( V4 = [[exp(~(1 - () =
i=1 j
n

exp(— (1 — ().

i=1

Como 1 —e %@ =0 en S~ (A U---UA,) se concluye que:

Ble") = exp(~ [ (1- ¢ @(de))
S
En el caso f no negatia y arbitraria, se toma { f,, },,>1 sucesién creciente pun-
tualmente de funciones simples tal que lim,, ,~ fn(x) = f(z) en sentido puntual.
Como N es casi seguramente una medida o-finita, el teorema de convergencia
monodtona implica que:

lim [ f,N(dz) / flx = X casi seguramente.

n—0o0

Usando el teorema de convergencia acotada y luego el teorema de convergencia
monotona:

E(e %) = E(exp( H/f N(dx))) = hm E(exp( H/fn (dx)))

= Jim exp(— [ (1= e P O(an) =exp(- [ (1= M) (27)
El primer elemento de la igualdad es cero si y solamente si P(X = c0) = 1

(en otro caso es mayor a cero). La tercera igualdad implica que esto sucede si y

solamente si [(1 — e 07 @)n(dx) = co VO y en otro caso es finita sin importar

0.

En el caso P(X = 00) < 1 se cumple por lo dicho que [(1 — e~ @))p(dz) <

00, V 8 > 0. Con el teorema de convergencia mondtona se tiene que:

; _ 0@ _
Jim, S(l e )n(dz) =0

= (}1\1"11 E(e~?*) = 0 usando nuevamente convergencia dominada se concluye:
0

P(X =o0) =0.
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De esta manera se probé que P(X < o0) =1 & fs(l—eef(””))n(dx) < ooVl > 0.
El siguiente paso es chequar que son equivalentes :

/Sl — e @ y(dr) < 0o VO > 0, (2.8)

/S(l A f(x)n(dz) < oco. (2.9)

Esto se debe a que en el conjunto [0,00), 1—e™% < 1A0y < (1VO)(1AyY).
Entonces V0 > 0:

/ (1— =@y (dz) < (1V ) / (1A F(x))n(dz)
S S

Por un lado si
/(1 — e @) (dr) < o
s

= (1 — e 9@ (dz) +/ (1 — e~ @y(da) < co.
SNnf<1 SNnf>1

Por otro lado

—e @ i —e? x).
[0 s> [ (1= e nan)

Snf>1

Y por ultimo la finitud en SN f < 1 se deduce usando Taylor en 1 — e¥
alrededor de cero.

O
Demostracién ii):

Se deduce con i) que (2.7)) se puede extender a los complejos con parte real

no nula (ya que la convergencia es absoluta casi seguramente). Tomando limite
6\ 0 en la igualdad (2.7) queda probado ii).

O

En el caso que f no sea positiva se consideran f* = fv 0, f~ = (—=f) V0,
Ny=N(en{z€S: f(x) >0)}, N.=N(en{xeS: f(z) <0)}, con XTy
X~ asociadas respectivamente. Por el corolario se sabe que Nty N~ son
medidas de Poisson independientes y por ende X+ y X~ también lo son. Luego
X converge si y solamente si lo hacen X+ y X~ y considerando i) esto ocurre
si y solamente si:

/S (LA 1 (@))(dz) < oo,

Por otro lado usando la independencia:

E(eiﬁX) _ ]E(eiQX_*_)E(efiﬁX_) —
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exp(— — (@) x)) exp(— — e @ x)) =
o /(M)(l yn(dz)) exp( /M(l Ji(dz))

exp(— /S (1 - 7@y (dx)),

quedando probado ii).

Demostracion iii):

Solo se demuestra para f > 0 (en el caso general se usa el mismo método para
extender que en los items i) y ii)).

Se considera bajo la misma notacién que , una funcién simple f. Luego por
ser N(A;) Poisson de pardmetro n(4;) Vi =1,...,n:

E(X) = me(Ai)-
i=1

De ahf se procede igual que en i) para probar iii) a funciones positivas (tomando
limites y usando teoremas de convergencia).

Para probar la segunda parte es simplemente notar que para las simples vale
que:

@)=Y f1a(@),
i=1
Por otro lado: .
X2 =3 fifiN(A)N(4))
i,j=1
(usando que las variables multiplicandose son indep. si @ # j)

= BE(X?) =Y f7(n(A) +n(A4:)%) + > fifim(Ain(4;) =

i=1 i#j

a4 AN A 2n(de n(de))?
WGUERIED SAZCRIEY [ s@ntan) + ([ samaz)>

2.1.3. Martingalas cuadrado integrables

El siguiente paso es usar las identidades del teorema en ([0,00) x
R, B[0, 00) x B(R), dt x II(dz)) donde II es una medida concentrada en R — {0}.
En particular se necesitan estudiar las propiedades de convergencias de integra-
les ya que X? del teorema se obtendré asintéticamente. Las integrales a
estudiar seran del tipo:

/ / xN(ds x dz), B € B(R).
(0,48
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Lema 2.1.3. Sea N una medida de Poisson aleatoria en ([0, 00) x R, B[0, 00) x
B(R,dt x II(dx)) donde I es una medida concentrada en R — {0} y B € B(R)
tal que 0 < TI(B) < oo. Entonces:

X, = / / xN(ds x dx), t >0, (2.10)
(0, /B

es un proceso de Poisson compuesto con pardmetro IL(B) y & con distribucion

H(B)*ll'[(dx) |5 -
Demostracion:

En primer lugar se observa que como II(B) < oo por el corolario N casi
seguramente tiene soporte finito y por ende X; puede escribirse como la suma
de finitos puntos para todo t > 0. Por ende X; es continua por derecha con
limites a izquierda y obviamente se inicializa en cero. Luego V 0 < s < t < 00

Xt—XS:/ /xN(dsxdx).
(s,t] /B

Esta resta es independiente a {X,, : u < s}, esto se debe N(e N U) es una
medida independiente a N(eNV) si VNU = ) . Por otro lado usando (2.3)) del
teorema ii) se tiene que V 6 € R:

E(e?Xt) = exp(—t/ (1 — e"")II(dx)).
B
Usando los incrementos independientes:

£i0X: , ,
E(ei‘g(xt_XS)) = Egeiextg = exp(—(t — s) /N(l — ewm)H(dx)) = E(elex“s).

Ergo los incrementos son estacionarios. Finalmente por la unicidad del expo-
nente caracteristico se concluye que es un proceso de Poisson compuesto cuyos
sumandos ¢ tienen distribucién de parametro II(B)~'II(dx) |5.

O

Lema 2.1.4. Sean N y B bajo las notaciones del lema anterior y ademds se
cumple [ |x|II(dz) < oo, entonces:

i) El proceso de Poisson compuesto con drift
M, = / / xN(ds x dx) — t/ xIl(dx), t >0, (2.11)
[0, /B B

es una P-martingala con respecto a la filtracion

Fi=0{N(A): AeB[0,t] x BR)}, t>0
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i) Si ademds, [, 2?TI(dz) < oo entonces My es una martingala cuadrado in-
tegrable.

Demostracién de i):

En Primer lugar notar que el proceso M = {M; : t > 0} es adaptado a la
filtracion {F; : ¢ > 0}. Esto se debe a que el segundo sumando es deterministico
y el primero se puede ver como limite de variables aleatorias simples que estan
en la o-algebra. Luego para todo ¢ > 0 se cumple que:

E(|M,|) gE(/[O t]/Bx|N(ds x da:)+t/B|:z:|H(dx))

El segundo sumando es finito por hipdtesis y el primero por el teorema [2.1.3
iii). Luego se usa corolarioMpara ver que M tiene incrementos estacionarios
independientes y de esta manera se deduce que para todo 0 < s < t < co:

E(M; — My | Fs) =E(M;—s) =

B /m] /B oN(ds x dz)) — (t — s) /B 2T1(dz) = 0

La ultima igualdad se deduce del teorema [2.1.3]iii).

Demostracién de ii):

Se usa de nuevo el teorema para ver que:

E((M; +t/ zI(dz))?) = t/ 22T (dx) +t2(/ zII(dx))?

B B B
Por otro lado, por ser {M;} martingala debe ser E(M;) = E(M;) = 0.

SE(M2) =t / 22T1(dx) < o0
B

(E(Mp) = 0 porque todo proceso de Lévy, como el Poisson, se inicializa en cero).
O

Estos dos lemas son cruciales para la prueba de la descomposicion de Lévy-
It6, los cuales se aplicardn a conjuntos de la forma B, := (—1, —€) U (¢, 1) para
todo € € (0,1). Ademds se demostrd que los sumandos de la serie enforman
una martingala para la filtracion dada en el mismo lema.

El siguiente paso serd estudiar el comportamiento de B, cuando € N\, 0. Para
ello, en primer lugar se repasa teoria de martingalas:

Se asume de ahora en adelante que para T > 0, el cuarteto (Q, F* {F} : ¢t €
[0,7]},P) es un espacio de probabilidad con filtracién que cumple que F;y =

ﬂs>t ]::

31



Definicién 2.1.2. Para un T > 0, se define M% = MA(Q,F{F; : t €
[0,T},P) el espacio de las P-martingalas reales con respecto a la filtracion dada
en el periodo [0, T, continuas por derecha, con media cero, cuadrado integrables.

Observacion 2.1.2. Se recuerda que toda martingala cuadrado integrable con
respecto a la filtracion {F; : t > 0} tiene una version M continua por derecha.

0 sea que P({3 t € [0,T] : M; # M,}) = 0.
Lema 2.1.5. Bajo las hipdtesis anteriores M2 es un espacio de L*() con el
producto interno definido por:
< M,N >= E(MTNT)
Demostracién:

Lo tnico no inmediato es que < M, M >= 0 implica M = 0 y que el espacio
es completo. En primer lugar que por la desigualidad maximal de Doob , para
todo M € M2

E( sup M?) < 4E(M}).
0<s<T

Luego usando que M es continua por derecha se tiene que M; = 0 para todo
t € [0,T] con probabilidad uno.
Para ver que toda sucesién de cauchy converge se toma {M™ :n = 1,2,...}
una sucesién de Cauchy. Se considera el espacio de Hilbert L2(Q2, Fr,P) con
el producto interno < f,g >= E(fg). Luego, existe M en este espacio que
satisface:

(E(M7 — MT))% — 0, cuando n — oo.

Usando la observacién 2.1.2) se define la martingala M, versién continua por
derecha:
M =E(My | FF) Vit € [0,T],

por definicién:
[|[M"™ — M|| =0

Claramente M es una martingala F;-adaptada y por la desigualdad de Jensen
es cuadrado integrable:

E(M{) = E(E(Mr | Fi)?) < E(E(M7 | 7)) = E(M7),

que es finito.
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Teorema 2.1.4. Martingala con numerables saltos. Sea N una medida de
Poisson aleatoria en ([0, 00) x R, B[0,00) x B(R), dt x II(dx)) con II una medida
concentrada en R — {0} y B € B(R) tal que 0 < II(B) < oo. Si ademds que
f(il’l) 2?11(dz) < oo. Para todo € € (0,1) se define la martingala:

M = / / xN(ds x dx) — t/ 2Il(dx), t >0, (2.12)
0.4 /B, B.
donde B, = (—1,—¢€) U (¢,1), € € (0,1).
Sea Fy = o{N(A) : A € B[0,t] x BR)}, t > 0. Se considera F; la completacidn
de (N, Fs con los conjuntos nulos de IP.
Entonces existe una martingala M = {M, : t > 0} que cumple:

i) Para todo T > 0 existe una sucesion deterministica {ef :n = 1,2,...}
con €\, 0 en la cual:
T
P(lim sup (Ms" — M,)? =0) = 1. (2.13)
n=00 (o> >T

i) La martingala es adaptada a la filtracion {F; : t > 0}.

i11) Tiene trayectorias continuas por derecha con limites a izquierda casi se-
guramente.

i) Tiene numerables (pueden ser cero) discontinuidades en [0,T] casi sequ-
ramente.

v) Tiene incrementos estacionarios e independientes.
Demostracién i):

Sea0<n<e<1lyT >0.Se define M como en las hipétesis del teorema. Se

observa que:
e = | =

B0 M) =B [ e xan)?) =

(—o00,00) In<z|<e <] <e

En la tercera igualdad se uso ([2.5)) del teorema y la norma usada es la
definida para M7..
Luego, usando que f(fl)l) 22TI(dx) < oo se deduce que lim,_q ||[M€—M"|| =0y
por ende { M€ : 0 < € < 1} es una familia de Cauchy en M?2. Como dicho espacio
es de Hilbert se deduce que existe una martingala M = {M; : s € [0,T]} € M3
tal que:

lim ||M — M€|| = 0.
e—0
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Usando la desigualdad maximal de Doob:
lm E( sup (M, — M$)?) < 41lim ||M — M¢|| = 0.
e—0 OSSST e—0

Se prueba ahora que la martingala encontrada no depende de T'. Para ello
se toma 0 < T < T, luego:

ImE( sup (Mg — M, T’)2) =0.
e—0 (]SSST’ ’

Y también:
lim E( sup (M¢— M,r)?) < lmE( sup (M~ M,7)*) =0.
0 gcs<t’ =0 g<s<T

Luego sumando y restando M¢ y usando la desigualdad de Minkowski (||f +
9llp < | f1lp + [lgllp) se obtiene que:

Nl=

E( sup (M, —M;7)%)z <

0<s<T’

=

mE( sup (MS— M, )?)% +E( sup (M~ M,7)*)2 =0

=0 gcs<T 0<s<T’

De esta manera dados T > T/, se deduce que P(30 < s < T - ‘MS,T’ -
M, 1| #0) = 0. Como T es arbitrario la martingala M = {M;,t > 0} esta bien
definida.

De esta manera, para M, 7 existe sucesién €. que cumple i) y que es tinica para
todos los T" < T concluyendo i).

O

Demostracién de ii):

T
Fijado 0 < t < T. Claramente M;" es F;-medible, usando (2.13)) y tomando
limite en n se deduce que M; es F;-medible

O
Demostracién de iii) y iv):

Por se deduce que existe una subsucesién (haciendo argumento diagonal)
uniformemente convergente en intervalos finitos. El resultado se deduce de que
las funciones Cad-ldg (continuas por derecha, con limite a izquierda) en inter-
valos cerrados son cerradas bajo la norma del supremo.

iv) se deduce inmediatamente de que las funciones Cad-ldg tienen numerables
discontinuidades (se entiende el caso en que no hayan discontinuidades como
también un caso de numerables discontinuidades).
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Demostracién de v):

Convergencia uniforme casi segura uniforme en intervalos acotados implica
convergencia en medida (en este caso convergencia en distribucién) en intervalos
acotados bajo la misma sucesion. Luego dados 0 < u < v < s <t < T <
00, 01,05 € R, usando convergencia dominada:

E(exp(ify (M, — My))) exp(ifs (M, — M,)) =

1im E(exp(i6y (M" — M) exp(ifa (M — M) =

n—oo

lim E(exp(iby (M, )\ E(exp(ifa (M) = E(exp(i6: (My_ ) )E(exp(ife (My_s))

n—oo

O

2.1.4. Prueba del teorema de descomposicion de Lévy-Ito:

Finalmente se procede a probar el teorema de descomposiciéon de Lévy-Ito:
Como se indicé en el lema 2.1.1] se toma X! movimiento Browniano con drift:
X} = 0B; — at en un espacio de probabilidad (Q#, F#, P*).

Bajo las notaciones del teorema [2.1.2] existe un espacio de probabilidad al cual
se denotard como (2*, F*,P*) en el cual se construye una medida de Poisson
aleatoria N en ([0,00) X R, B[0,00) x B(R), dt x II(dz)). Luego se define:

X? = / / xN(ds x dzx), t > 0. (2.14)
(0] J|z[>1

Se observa que por el lema [2.1.3] este proceso es un proceso de Poisson
compuesto con pardmetro II(R — (—1,1)) y saltos con distribucién
IR — (—1,1)) I(dx) [g—(—1,1) (en caso en que el divisor mida cero se lo toma
como el proceso nulo).
El siguiente paso es definir de forma similar para todo 1 > e > 0:

Xt(?”e) = / / xN(ds x dx) — t/ wll(dz), t > 0. (2.15)
[0,] Je<|z|<1 e<|z|<1

Anslogamente se define a X>*¢ como proceso nulo en el caso que ITI({e < x <
1}) = 0. Usando el teorema ii) se obtiene el exponente caracteristico para
dicho proceso:

T3<(9) = / (1 — €™ +ifx)TI(dx). (2.16)
e<|z|<1
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Ahora usando teorema existe un proceso de Lévy que también es mar-
tingala cuadrado integrable definido en (Q*, F*,P*), para el cual X3¢ casi se-
guramente converge uniformemente en [0, 7] (tomando subsucesién adecuada).
Usando convergencia dominada se obtiene:

W (9) = / (1= % 4+ i6a)TI(da). (2.17)
|z|<1

Finalmente al ser [0,#] x R — (=1,1) y [0,¢] x (=1, 1), usando el corolario
se deduce que X? y X3 son independientes.
De esta manera se define el proceso:

X=X+ X2+ X2 t>0, (2.18)
en el espacio:
(2, P,P) = (QF, F,PF) x (QF, F*, P*).

El cual tiene incrementos independientes y trayectorias continuas por dere-
cha con limites a izquierda (ya que cada sumando se comporta de esta forma)
y su exponente caracteristico es:

U(0) =V(0) +U(0)*+ () =iah + %0292 +/(1 — " 41021 (4 <1))TL(d).
R
(2.19)

O

2.2. Reciproco de Lévy-I1to

Esta segunda parte se basa en los primeros cuatro capitulos de
|Applebaum(2009)]

Teorema 2.2.1. Lévy-Ité reciproco. Para todo proceso de Lévy existe un trio
(a,0,1I), donde a € R, 0 > 0 y II es una medida concentrada en R — {0} que
satisface [ (1A x?)II(dx) < oo de manera queV 0 € R :

1 ,
() = iad + 50202 + /R(l — €% 4+ i021 (|4 <1))I(d2). (2.20)

Definicién 2.2.1. Bajo la notacion del teorema[2.2-1] se dice que la medida I1
es una medida de Lévy y que (a,0,1I) es un triplete generador.

La demostracién se basa en probar que la funcién que cuenta los saltos
mayores o iguales a 1 es un proceso de Poisson con cierto pardmetro (cuyo valor
depende del conjunto en el cual se cuentan los saltos), se procede a construir una
medida de Poisson aleatoria con dicho parametro. Luego se toma una martingala
como en el teorema [2.1.4] con estd medida de Poisson y se divide al proceso en
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un proceso con saltos chicos, grandes y una parte continua.

Aplicando Lévy-It6 se obtiene que el conjunto de distribuciones infinitamente
divisibles son un conjunto mas grande o igual al de las asociadas a un proceso
de Lévy (ya que solo quedarfan aquellas cuyo exponente caracteristico son de la
forma dada en el teorema . En realidad, son el mismo conjunto, esto es el
teorema de descomposiciéon de Lévy-Khintchine.

Para formalizar estas ideas, el primer paso es definir lo que es un salto.

Definicién 2.2.2. Sea X un proceso de Lévy, se define AX(t) = X(t) —
X (t7) ¥t > 0 (definiendo X(07) :=0).

El siguiente teorema de esta subseccién es una herramienta que luego serd
util y ayuda a entender los procesos AX (t).

Teorema 2.2.2. Si N es un proceso de Lévy creciente casi sequramente y es tal
que AN (t) toma valores en {0,1} ¥t > 0, entonces N es un proceso de Poisson.

Demostracién:

Sea la sucesién {T},},>0 de tiempos de parada definida recursivamente como
To=0y T, =inf{t > T,,_1 : N(t) — N(t,—1) # 0}. Entonces para todo n € N:

T, —Th-1= fl’lf{t >0: N(t + Tnfl) — N(Tnfl) 7£ O}

Por la propiedad de Markov fuerte se deduce que la sucesién (T7,Ty —
T,..., T, —Th—1,...) es ii.d. Luego

P(Ty > s+t) =P(N(s) =0, N(t+s)—N(s) =0) =P(Ty > s)P(T1 > t). (2.21)

Ademds como N(0) =0, AN(t) € {0,1} y N es continua por derecha casi
seguramente:
t — P(Ty > t) es continua en cero.

Maés aun, de la continuidad en cero y de , se deduce que el mapa es
continuo en cualquier v > 0 (se supone que el proceso no es el proceso oo, sino
el teorema es trivial). La tnica familia de funciones decrecientes, continuas, que
comienzan en cero y con la propiedad es la de funciones de la forma
P(T) > t) = e~*. X est4 dado por la ecuacién:

P(N(t) =0) =P(Ty >t) =e .

Inductivamente, se asume que

entonces

P(N(t) = n+1) = P(Tpys > t, Tt <t) = P(Thyo > t) —P(Tpiy > t). (2.22)
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Usando la observacion y reescribiendo 7}, 41 como
Thpr=T1+ (T —T1)+ + (Tor1 — Tn),
se deduce que T),41 distribucién gamma con densidad

An+1
fr.(x) = e*/\zxn—' con soporte en los nimeros positivos.
n!
Luego la cuenta que hay que hacer en es una resta de integrales. Para
poder realizarla simplemente hay que hacer un cambio de variable u = ¢t + s
y aprovechar que la densidad integra uno. Probada la induccién se deduce el
teorema.

U
Se procede a formalizar la idea de saltos de un tamano dado.
Definicién 2.2.3. Dado X un proceso de Lévy y A € B(R — {0}), se define:
Nt,A)=t{0<s<t: AX(s)e A} = > 14(AX(s)). (2.23)

0<s<t

Se observa que la definicién tiene sentido ya que los procesos de Lévy son
continuos por derecha casi seguramente.

Definicién 2.2.4. Se dice que A € B(R—{0}) estd acotado por debajo si 0 # A.

Lema 2.2.1. Si A es un conjunto acotado por debajo, entonces N(t, A) <
oo Vit > 0.

Demostracion:

Se define {T2} como T{* = inf{t > 0: AX(t) € A} y paran > 1, T4 =
inf{t > T2, : AX(t) € A}. Como X tiene trayectorias cadlag se deduce que
T{* > 0 casi seguramente (sino no habria continuidad en el origen ya que A estd
acotado por debajo). Se supone que existe un conjunto de probabilidad positiva
donde existe el limite:

lim T4 = T4 < oo,

n—oo
entonces en dicho conjunto #1im X (t), ~ra yaque X tiene una cantidad no finita
de saltos mayores en moédulo a la cota de A. Esto contradice que los limites por
izquierda existan casi seguramente.

O

El siguiente teorema determina una funcién cuyo dominio son los borelianos
y codominio los reales no negativos. Se probard luego que es la medida de Lévy
I1. En el siguiente se encuentra una versién de N(t, A) de manera que sea un
proceso de Lévy. Esto es: un proceso Y tal que P(sup |[Y () — N(¢, 4)| # 0) = 0.
No se pone una definicién aparte porque es la tinica vez que se usara en la tesis.
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Teorema 2.2.3.

i) Si A es acotado por debajo, entonces existe una version de {N(t, A), t > 0}
tal que {N(t,A), t > 0} es un proceso de Poisson, cuyo pardmetro se
denominard de aqui en adelante II.

ii) Si Aq,...,Apm € B(R — {0}) son disjuntos, entonces las variables
N(t,A1),...,N(t, Ap) son independientes (tomando la version Cdd-ldag).

Demostracién de i):

Una vez probado que es un proceso de Lévy, usando el teorema se deduce
que es un proceso de Poisson.

En primer lugar se aprecia que N(0,A) = 0 casi seguramente por definicién.
Se procede a verificar que los incrementos son independientes, para ello sean
0<s<t<oo,neNU{0}. Se observa que N(t,A) — N(s,A) > n siy solo si
existen s < t; <...<t, <t tal que

AX(t;) € A (1<j<n).

Se observa {AX(t;) € A} € o({Xy,,u > s}), luego usando que X es un
proceso de Lévy se deduce que es un conjunto independiente a los conjuntos de
la forma:

AX(u)e A(0<u<s).

Quedando probado que los incrementos son independientes.

Que son estacionarios se deduce inmediatamene al ver que la ley de X (¢)—X (¢7)
es igual que X (s) — X (s7) por ser un proceso de Lévy.

Resta probar que tiene trayectorias continuas por derecha con limites por iz-
quierda.

Si no existe limite por izquieda en un punto ¢, como N(s, A) es creciente, debe
ser que N(t, A) = co. Usando que A estd acotado por debajo existe un § > 0
tal que para todo € > 0 existe s € (t —¢,t) tal que | A X;| > ¢. Esto implica que
no existe limite por izquierda en t lo cual sucede con probabilidad cero.

El mismo razonamiento sirve para probar la existencia de limites por derecha,
para concluir la continuidad por derecha, se considera un conjunto donde exis-
te el limite por izquierda y derecha y también el proceso X es continuo por
derecha. Al usar la monotonia de N (¢, A) se concluye que en ese conjunto de
probabilidad uno la funcién debe ser continua por derecha.

t
Demostracién de ii):

En primer lugar se cumple que AX (u) € A si y solamente si existe a € A para
el cual para todo € > 0 existe § > 0 tal que:

O<u—w<d=|X(w)—X(u)—al<e
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Luego:
P(N(t,Al) =Niy... ,N(t,Am) = nm) =

P({3t1,.... by, tg. AX(t)) € At} 0 {37, .40 tq. AX(t]) € Ap}) =

P({3t},...,t} tq. $%1|X(t})—X(w)|€A1}ﬂ...

»Yng

E B, g M (X () = X (w)] € An))

Como los limites son una propiedad local se deduce que vale la independencia.

(]
Observacién 2.2.1. La funcion M : (B[0,00) x B(R)) — ZT definida como:
M([0,t] x A) = N(t,A) — N(s, A)

es una medida de Poisson aleatoria definida en ([0, 00) xR, B[0, 00) x B(R), Leb(ds)x
II(dx)).
En realidad 11 estd definida en B(R — {0}) pero se puede extender tomando

1({0}) = 0.
Este resultado es consecuencia innmediata del teorema[2.2.3.

Como solo se usard esta M de ahora en adelante para que no haya
confusion con las martingalas se la denotara como N .

Se procede a formalizar la idea de proceso de Lévy con saltos acotados.

Definicién 2.2.5. Sea X un proceso de Lévy se define Y como (si'Y aparece
en la tesis se referird a este proceso):

Y(t) = X(t) — /[0 ) /| L eN(ds x dz) V¢ > 0. (2.24)

Y el proceso centrado:
Y(t) =Y () —E(Y(t)). (2.25)

Observacion 2.2.2. Usando el lema , las siguientes observaciones per-
miten ver que se cumplen:

i)
/ / xN(ds x dx), t > 0. (2.26)
[0,¢] J]z|>1

es un proceso de Poisson compuesto de pardametro II({x > 1}) y distribu-

cion de saltos: % restricta a {x > 1}

i)
E(Y (t)) = E(X(t) — t / oTI(dz) (2.27)
|z|>1
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El préximo teorema sirve para estudiar los momentos de Y

Teorema 2.2.4. Sea X un proceso de Lévy, si existe C > 0 tal que AX(t) <
C V't casi sequramente. Entonces E(| X (t)|™) < oo para todo m € N.

Demostracién

Sea C' > 0 como en la hipdtesis. Se considera la sucesion de tiempos de
paradas {T,,,n € N como T1 = inf{t > 0,|X(¢t)| > C} y, paran > 1, T, =
inf{t > T,,—1,|X () — X(Th—1)| > C)}. En un primer caso se supondrd que
T; < oo . Se observa por definicién que | A X(T,)| < C y que Ty — T, =
mf{t >0:|X(t+T,) — X(T,)| > C} para todo n € N.

En primer lugar se prueba que para todo n € N:

sup | X(sAT,)| <2nC (2.28)
0<s<00

Esto se prueba por induccién. El caso base n = 1:

Jgwp | X(sATh) = |X(1)] < [ A X ()] + [ X(Ti-)] < 2C.

<s<oo

Se supone ahora que la desigualdad vale para cierto n, fijado w € 2, en el
caso en que el supremo de | X (s A T,4+1)| se alcanza en el intervalo [0, 7, (w)) el
resultado se deduce de la desigualdad en la hipétesis inductiva. En el caso en
que [T, (w), Tr41(w)] se tiene que:

sup [ X (s A Tppa)(w)| = sup |X(s)(w)] <
0<s<oo Thn(w)<s<Tp41(w)
sup |X(8)(w) = X(Tn) ()| + [ X(T) (w)]

Tn(w)<s<Tpt1(w)
<|X(s)(w) — X(Tp)(w)| +2nC <
X (Toe) (@) = X (Tas1 ) @)] + X (T —)(@) — X (To) ()] + 20C <
2(n+1)C

Por otro lado, usando la propiedad fuerte de Markov, se deduce que para
todo n > 2, T,, — T,,_; son independientes a Fr, , y dicha diferencia tiene la
misma ley que Tj. De esta manera:

E(e™ ) = E(e Tre™ (2T o= (Tn=Tn-1)) = (E(e~ ™))" = a™.

Usando este resultado, el teorema y la desigualdad de Chebyshev:

P(|X(t)] > 2nC) < P(T,, < t) < e'E(e” 1) = e'a".

Finalmente:

/ 2" dFx gy () = 3 / 2™ dFx (o () <
|z|>2nC ren Y 2rC<|z|<2(r+1)C
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o0
(20)™e! Z(r +1)"a" < oo.
r=n
En el caso que exista un conjunto de probabilidad positiva en el cual T} = oo,
se observa que:

E(|X (£)|™ 17, —o) < C™P(T} = 00) < 00

Separando en sucesos se deduce para el caso general que el momento m-ésimo
es finito.

O

Corolario 2.2.1. Se deduce que Y es una martingala cddldg centrada cuadrado
integrable.

El siguiente paso es dividir a Y en la suma independiente de un proceso
Browniano y otro proceso de saltos, sin embargo para probar la independencia
se requiere una definiciéon y teorema previo.

Definicién 2.2.6. Dados a < b, g un mapa cddlig en [a,b] sea P = {a =
t1 < ... <tp < tpy1 = b} una particion de [a,b], se define la variacion de g

mediante:
n

Vo= sup Z lg(tiv1) — g(ti)]-
P particion i—1

Proposicién 2.2.1. Sean M;, j = 1,2 dos martingalas cddlag con M;(0) =0
casi seqguramente. Si para algun j, M; es cuadrado integrable y para k # j se
cumple que para todo t > 0 vale que ]E((VMk(t))Q) < 0o entonces:

E(My(t)Mz(t) = E( ) (AMi(s) & Ma(s))).

0<s<t
(Por ser ambas cddldg la expresion tiene sentido).
Demostracién:
Se supondra que M; € L? y que My tiene variacién cuadrado integrable. Sea

P={0=ty<t; <ty <...<t, ="t} una particién de [0, ], entonces:

m—1m—1

E(M;(t)Ma(t) = > > E((Mi(tit1) — Mi(t:)(Ma(tj1) — Ma(t;))) =

i=0 j=0

S E((Ma(tis1) — Mito)(Ma(ti42) — Ma(t:)).
1=0

Y por ende

,_.

m—

E (M, (t) E((My(tiv1) — My(ti)(M2(tiv1) — Ma(t:))).  (2:29)
=0
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Ahora, sea (P",n € N) una sucesién de particiones cuya norma tiende a
cero. Se afirma que casi seguramente:

lim nz_ E((My(ti,+1) — Mi(ti, ) (Ma(t;, 1) — Ma(t;,))) =
i, =0
E( Y (AM(s) A My(s)). (2.30)
0<s<t

Usando estos dos resultados ([2.29)) y (2.30) queda probada la tesis.
Resta probar que vale (2.30)). Sea A = {t,,} el conjunto de puntos de discontinui-
dad de las martingalas. En primer lugar se estudia los puntos de las particiones
intersectados con A€:

My —1
lfm Y [(Mi(ti, 1) — Ma(t,)(Ma(ti, 41) — Ma(ts,)] <

lim max |(M1 (ti"+1) — M1 (ti")

n—00 0<i<m,—1

Vp, (M3) =0 casi seguramente.

Quedando solo los puntos de discontinuidad de la particién en el limite casi
seguramente. Resta ver que en esos puntos la serie converge y que se esta en las
hipotesis del teorema de convergencia dominada.

Fijado € > 0, sea § = {d,,} tal que:

méx{| M (tn) — My (tn — 6n) — AM(tn)], |Ma(tn) — Ma(ty — 6,) — AMa(tn)|}

€
< W,
donde
K =2 sup [Mi(s)|+2 sup [Ms(s)|

0<s<t 0<s<t

Se considera S(0) definido como:
5(5) = Z((Ml(tn)_Ml(tn_‘sn))(M2(tn)_M2(tn_5n))_AMl(tn)AMQ(tn))a

sumando y restando A(M; (t,,))(Ma(t, — Ma(t, — d,))) se deduce que:
1S(@)] < D I(Mi(tn) = Mi(tn — 6) — AMi(tn)||Ma(tn) — Ma(tn — 6,)|+
n=1

Z |M2(tn) - M2(tn - 6n) - AMQ(tn)” A Ml(tn)| S
n=1
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oo

2 sup [Mi(s)|+ sup [Ma(s)) )

0<s<t

c <
€.
Kan
n=1
Ergo la resta tiende a cero casi seguramente. Para aplicar convergencia dominada

y asi poder concluir el teorema se observa que para cada n € N:

may,—1
Y I(Ma (i, 1) = Ma(t,) (Ma(ti,41) — Ma(ti,))] < QOiuP | M () [V, (2).
in=0 <s<t

Integrando el segundo término:

E( sup [Mi(s)|[Var, (t)) < E( sup [My(s)*) + E(|Var, (1)) <

0<s<t 0<s<t
AE(|M1()[*) + E(|Var, ()]) < o0,
en donde se uso la desigualdad de martingalas de Doob.

O

Lema 2.2.2. Sea X un proceso de Lévy , A un conjunto acotado por debajo y M
una martingala cuadrado integrable cddlag continua en los tiempos de llegada:

T =mf{t >0: AX(t) € A}
TA =mf{t>TA, : AX(t) € A} Vn > 1,

se cumple que M es ortogonal a cualquier proceso en M 4, siendo este con-
Junto:

= X S X)) — e X 2
My = {/M/Af( )N(ds x da) t/Af( JILa(dz), f € L*(ATLy)},

siendo Il A la restriccion de I1 al conjunto A.
Demostracién.

El resultado solo se probara para f(z) = x ya que es el inico caso que interesa
en la tesis. Para dicho caso, usando el lema[2.1.4]se deduce que el proceso es una
martingala cuadrado integrable que se inicializa en 0 casi seguramente. Luego
denotando a este proceso Y, usando la proposicion se obtiene que:

E(Y()M(1) =E( ) (AY(s) A M(s)) =

0<s<t

SOE( S (AY(T) A M(T)) =0,
=0

i=0 0<s<t

Es igual a cero por ser continua M en esos tiempos de parada.
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En este momento, hay suficiente base teérica para dividir a Y en dos
sumandos independientes.

Teorema 2.2.5. Para todo t > 0:
?(t) = Yc(t) + Yd(t)v (231)

donde Y, y Yy son procesos de Lévy independientes, Y, tiene trayectorias conti-
nuas casi seqguramente.

Demostracion:

Se define una sucesién {M} de martingalas como en la ecuacién del
teorema 2.1.4] (B, = (=1, —€) U (¢, 1)):

Mf:/ / xN(dsxdx)—t/ xIl(dx), t > 0.
[0,t] / B B

€

Se supone que Y — M€, M€ son independientes. Probar esto necesita un par de
lemas que se demostraran luego.

El lector puede estar tentado a decir que por el teorema el proceso tiene
subsucesién convergente en L? a un proceso de Lévy, sin embargo no se esté en
las hipétesis del teorema ya que no se sabe si I es una medida de Lévy. Por ende
hay que probar que la martingala efectivamente converge en L? a un proceso
de Lévy en alguna subsucesién. Una vez probada la convergencia en L? se toma
una subsucesién que cumple la ecuacién del teoremam (existe porque
la resta al cuadrado converge en L'). Luego es simplemente notar que ii), iii),
iv) del teorema solo usa i) . Por ende solo hay que probar que converge en
L2

Para ello se consideran {€,}nen, €, \ 0y para cada natural m:

B, ={z € R epmy1 < |z| < en}

Mg, (t) = / / xN(ds x dx)
[O,t] rEB,,

Como son conjuntos disjuntos, Mp, son martingalas cuadrado integrables,
ortogonales entre si, ergo:

E(M(0)P) =Y E(Msz,, () (2.32)

Por otro lado, como se asumié independencia :

Var([Y (t)]) = Var([Y (t) — M (t)]) + Var(|M = (t)]),

por ende:
(M (1)2) = Var(IM* ()]) < Var([¥(¢)]). (2.33)
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Usando ambos resultados y se deduce que para todo t > 0, la sucesién
{E(M¢®~(t)?)} es creciente y acotada y por ende convergente en L?. Se observa
que por la desigualdad de Doob (este razonamiento se usé antes):

lim E( sup (M(s) — M(s))?) < 41lim ||M(t) — M<(t)|| = 0.
e—0 0<s<t e—0

Y por ende también converge uniformemente en intervalos acotados casi segu-

ramente. Se define el limite como Yy, por lo mencionado antes, es un proceso de

Lévy, martingala y cuadrado integrable.

De esta manera, se define Y, como el limite en L?:

lim Y — M*". (2.34)
n—oo
Como es un limite en L? (y uniforme en intervalos acotados casi seguramen-
te) se deduce (asumiendo la independencia de Y — M€, M€) que Y. e Y son
independientes.
Resta probar que Y, es un proceso continuo. Para ello se supone por absurdo que
existe un b > 0 y un tiempo de parada T que cuenta la primera discontinuidad
tal que P(| A Y;| > b) > 0. Entonces por la proposicién [2.2.1}

0 # E(YC.(/[O,t] /ac|>b xN(ds x dx) — t/$|>b zIl(dx))).

Donde también se usé que el integrando es una martingala cuadrado integrable
debido al lema | Por otro lado, tomando ¢, < b, usando el lema y por
definicién de Y :

lim E((Y — Me").(/[o,t] /a;|>b xN(ds x dx) — t/|I|>be(dx))) =0.

n— oo

Llegando a un absurdo porque el limite del sumando izquierdo es el mismo que el
de la primera integral. Se observa que b puede ser menor a uno, pero esto no im-
pide usar el lema ya que por construccién Y — M€~ tiene discontinuidades
de a lo sumo tamano ¢, < b.

O

Corolario 2.2.2. La medida p definida anteriormente es una medida de Lévy
y ademds

E(Ya(1)?) = /

<

|2%|dII ().
1

Demostracion:

En primer lugar se observa que

/ 1II(dz) = TI((—1,1)°). (2.35)
(~1.1)°
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Luego por el lema se deduce que su medida es finita.
Por otro lado

MMwm%z/

(—1,—€n)U(€n,1)

22N (dx x ds) = / 2?TI(dx),

(—1,—€n)U(e,1)

donde se usé ([2.5)) del teorema . Como el limite cuando n — oo del sumando
a la izquierda existe, II no tiene 4&tomo en cero y usando se concluye que:

/(1 A z?)dIl(z) < oo.
R
Ya que, al usar (2.5)) del teorema :
oo > E([Ya(1)]?) = lim E(M(1)]*) = / |2 |dI1(x).
e |2|<1

O

Se procede a probar la afirmacién de independencia, para ello se necesitaran
dos lemas.

Lema 2.2.3. 5i X es un proceso de Lévy con exponente caracteristico ¥, en-
tonces para todo u € R se cumple que M, = {M,(t), t > 0} es una martingala
compleja con respecto a la filtracion FX = {a(X (s),s < t)};, donde:

M, (t) = exp(iuX (t) + t¥(u)).
Demostracién
En primer lugar como el exponente caracteristico se define como:
(u) = — log(E(e"X(M)),
la esperanza existe porque el término aleatorio es acotado. Luego:
E(M,(t) | ) = E(exp(iu(X (t) — X (s) + X(s)) + (t = s+ 5)¥(w))) | FY) =

E(exp(iuX (s) + s¥(u)) exp(iu(X () — X(5)) + (t = 5)¥(u)) | F¥) =
M, (s)E(exp(i(X (t) — X (s))) exp((t — 5)¥(u)) = My(s)

Donde en la segunda igualdad se usé que tiene incrementos independientes
y en la tercera que son estacionarios.

O

Ahora es posible demostrar la afirmacion.

Proposicion 2.2.2. Bajo la notacion del teorema los procesos Y — Men
y M son independientes.
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Demostracion:

Y — M€ y M*~ son dos martingalas centradas, més por el teorema son
martingalas centradas , cuadrado integrables y procesos de Lévy.
Se consideran uy,us € R y:

M (t) = exp(i(us (Y — M) + ¥ (1)),

My(t) = exp(iM + tTs(1)).

Siendo ¥, ¥y los exponentes caracteristicos de cada proceso. Por el lema [2.2.3]
ambos son martingalas, mas ain M; es cuadrado integrable y M5 tiene variacion
cuadrética integrable en intervalos finitos por lema [2.1.3]

Luego usando la proposicion se obtiene que:

E(M, (s)Ms(s)) = 0.

Esto es simplemente por el lema|2.2.2| Por otro lado 0 < s <t < 0o y se observa
que:

E(My(t)My(s)) = E(Mi(s)My(s)) + E((My(t) — Mi(s))Ma(s))

= E((M1(t) — My(s))Ma(s)) = 0.

Entonces como uy, uz son arbitrarios se deduce que Y (t) — M€ (t) y M (t) son
variables independientes.

O

Es un resultado conocido que el tnico proceso de Lévy centrado con tra-
yectorias continuas es el movimiento Browniano, se procede a demostrar este
resultado.

Teorema 2.2.6. Y, es un movimiento Browniano.
Demostracién:

Lo que hay que probar es que 3 o > 0 tal que X (t) ~ N(0,02%t) Vt > 0, para
ello basta probar que el exponente caracteristico vale

t
U, (u) = u202§.

Se observa en primer lugar que por el teorema existen todos los momentos
de Y, y como es un proceso de Lévy centrado:

() = E(exp(iuY(t))) = exp(—t¥(u)) (2.36)

Como E(YF) = i~k (E(e¥<))*) |,_o, se deduce que ¥ € C=(R) y se deduce que
¥ (0) = 0. Se obtiene para m > 2

E(Yo()™) = a1t + -+ apm_1t™ Y, ar,. .. am_1 €R. (2.37)
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Sea P ={0=1tp <...<t, =t} una particién de [0, ¢] y solo en esta prueba
se define AY,(t) := Y.(t;) —Y.(t;) para cada 0 < j < n—1. Sumando y restando
y luego usando el teorema de Taylor de orden dos :

n—1

E(exp(iuYe(t)) — 1) = E(Y_ (exp(iuYe(tj11))) — (exp(iuYe(t))))) =
§=0

E(I1(t)) + E(I2(t)) + E(I3(1)).
Donde .
L) =iu Yy ") AY(t)), (2.38)
=0
L(t) = —%2 i ") (AY(t), (2:39)
7=0

=

U2 <
Is(t) = =5 > ((exp(iu(Ye(ty) + 05 A Ye(ty)))) — exp((iuYe(t))))) (AYe(t;))*.

<
I
o)

(2.40)
Con 0 < #; < 1. Usando que los incrementos son independientes se deduce que

E(e™Y-(3) AY,(t;)) = E(e™Y())E(AY, () = 0

= E(I,(t)) = 0.

Por otro lado usando la notacién que se escribié el polinomio de E(Y.(t)™)
en el caso m = 1 y definiendo por comodidad o2 := a;:

9 n—1

E(L (1)) = *% > Elexp(iuYe(t;)E(AYe(t)))?) =
§=0

n—1
0'2’U2

5 Z Vi (u)(tj41 — L))

Haciendo tender a cero la norma de la particién, la expresién anterior queda

de la forma: s
ocu
——3 /ws(u)ds.
0

El siguiente paso es probar que E(I3) tiende a cero cuando disminuye la norma
de la particiéon. Una vez probado esto se deduce que

n—1
0.2 2

E(exp(iu¥ (1)) = 1) = =75 3t (u)(tj1 — 1)

2

49



= Pi(u) —

Esto define una ecuacién diferencial (con U ﬁJO ) con condicién inicial ¥g(u) = 1
cuya unica solucién es:

2 21
—o“tu” 5
wt (U) =e 2,
que corresponde al exponente caracteristico del movimiento Browniano o2B;

concluyendo el teorema.
Por ende solo resta estudiar E(I5(¢)). Para ello, para cada o > 0 se define:

B, = max su Y.(v) =Y. (u)| <«
O 0<j<n—1y, <u<'up<tj+1‘ (v) (Wl < e

y se observa usando que |e?¥ — 1| < 2, que:

[E((I3(t))15:) SUQZO (| YO 2(AY,(t;))?) <

u2i / F(AYC(tj)(w))Qd]P’(w) P(BS)2)( ZAY 2)3 =
j=0" 54
B Y AY.(4) A Yalt)?)* =
=0 j=0
u*(B(B5)?)x
O altjn —tj)altics —t:) + D altipr —t:) +az(tipr —t:)? + as(tisr — t:)°)2.
i#j i=0

Por otro lado:

m\»-‘

w?(P(BE)

n—1
BUs15,) <0 Y [ (AVilt)(w)PaP) <

n—1
UQaJZ::O /B’(, | AY.(t)] < u?aE(Ye(t)).

Se considera una sucesién de particiones {P"} cuya norma tiende a cero y
denotando I}, k € {1,2,3} a los respectivos Ij de cada particién. En primer
lugar se observa que casi seguramente:

max sup |Ye(v) = Ye(u)| <« — 0 cuando n — oo.
0<j<n—1 4. n<u<v<t(]+1)n

Usando convergencia dominada se deduce que lim,,_,o, P((B%)¢) = 0 Luego:

lim_ [E((I3(1))1s) = lim Vatu®P((BY)°) = 0.

n—oo
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Por otro lado
limsup E(13(t)1p,) < u*aR(Y.(t)),

n—oo

y como « es génerico se deduce que

lim E(IZ(t)) = 0.

n— oo

Concluyendo el teorema.

Finalmente se muestra que vale el reciproco de Lévy-Ito:

Dado X un proceso de Lévy, recordando que
V() = X(t) —/ / sN(ds x dz) ¥t > 0,
[0,¢] J]z[>1

Y(t) =Y(t) - E(Y(t)).
Ademads, usando el teorema [2.2.5] Para todo ¢ > 0:

Y1) = Yalt) + Ya(t).
Siendo ambos procesos independientes, luego

X(t) = /[O’t] /|x>1 aN(ds x dx) + Ye(t) + Ya(t) + E(Y (2)).

Por la definicién B.2.2

X(t) :/M /T|21xN(ds xdx)+Yc(t)+Yd(t)+]E(X(t))—t/ 2dl1(z).

z|>1

Se definen entonces:

b= (E(X(1)) —/ z1l(dz)),

|z]>1
Z(t) ::/ / xN(dsxdx)+ lim / / xN(dsxdx)—t/ 2Il(dx) =
[0,¢] J|z|>1 n=0 J10,t] J Ben Ben

/ / xN(ds x dx) +/ / xN(ds x dx) — t/ xIl(dx).
[0,¢] J|z|>1 [0,¢] J]z|<1 |z|<1
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Usando que los dos primeros sumandos de Z son independientes y el teorema

8
E(e?) = exp(—/

R

= Uy(0) = (/Ra — €7)II(dx))) + (z’t/ 2I(dz)) =

|z| <1

(1 — e TI(dz))) x exp(—ift / 2T1(dz))

Bn

/R(1 — € 401, <1 )1 (dz)

Con exactamente el mismo argumento esgrimido en la prueba de que Y. y Yy
son independientes se deduce que Y. y Z son independientes. Usando esto:

202

Ux(0) = Uy (0) + T5(0) —ibd = = + /(1 — 0% 401, 1 )TI(dx) — ibF.
R

O

Caracterizados todos los procesos de Lévy se finaliza la seccién relacionando
los procesos de Lévy con las variables aleatorias con distribucién infinitamente
divisible.

2.3. Descomposicion de Lévy Khintchine

Para finalizar la introduccion se muestra que todas las variables con distribu-
cién infinitamente divisble tienen exponente caracteristico como en el teorema

ani

Teorema 2.3.1. Si i es una medida de probabilidad en R infinitamente divi-
sible, entonces existe un proceso de Lévy X tal que p es la ley de X(1).

Este teorema requiere conocimiento de semigrupos de convolucion debil-
mente continuos, no se usard en la tesis pero contesta la primera pregunta

del capitulo, la prueba puede encontrarse en los dos primeros capitulos de
[Applebaum(2009)].

Teorema 2.3.2. Teorema de Lévy-Khintchine: Una variable tiene distri-
bucion infinitamente divisible con exponente caracteristico W,

/ e u(dr) = e YO, Vo e R.
R

Si y solamente si existe un trio (a,o0,Il) donde a € R, 0 > 0 y II es una medida
concentrada en R — {0} que satisface [(1 A 2*)II(dx) < oo y que cumple:

1 _
U(0) = iab + 50292 + /(1 — el 4 1021 (|5 <1))(dz) VO € R.
R
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Demostracién:
Se deduce inmediatamente de los teoremas y
O

Corolario 2.3.1. Usando el teorema se obtiene que todo exponente carac-
teristico de una variable con distribucion infinitamente divisible es de la forma
(reorganizando sumandos):

v (0) = (iab + 30292) + (IR = (=1,1)) /|x>1(1 - eiam)m

II(dx))
+/ (1 — €% 4 if2)TI(dx) VO € R
o<|z|<1

Para algin trio (a,o0,11) satisfaciendo las mismas propiedades del teorema.

Un corolario interesante de este teorema y el reciproco de Lévy-Ito es que
se puede deducir el directo de Lévy Ito de una forma no constructiva. Para ello
se toma una variable con distribucién infinitamente divisible, se le asocia un
proceso de Lévy y finalmente se descompone al exponente caracteristico.
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Capitulo 3

Estudio de supremos e
infimos de un proceso de
Lévy

3.1. Introduccion

En el prefacio se mencioné informalmente que se buscaba la mejor estrate-
gia para detener las observaciones. Mas especificamente esa estrategia da una
funcién de valor V', en un problema de parada éptima la funcién toma la forma:

V(@) = sup Eu(e""g(X,)) r >0, € R, g >0,
TEM

donde M son los tiempos de parada. Se busca encontrar V' y 7 que realicen
el supremo. En los ultimos dos capitulos se tratard mas exhaustivamente estos
problemas.

En la tesis se utilizaran dos métodos para resolver este tipo de problemas.
Uno de ellos, se basa en que bajo ciertas hipdtesis, la funcién V' puede ser
representada como una integral que depende de los extremos del proceso de Lévy
detenido en un tiempo exponencial e(r) independiente al proceso. de pardmetro
r y resolver el problema se vuelve encontrar las funciones Q. y @* que cumplan:

V(z) = E.(Q"(M;) + Q«(I))),
siendo:

M, := sup X(t), I,:= inf X(t), siendo e(r) independiente a X.
0<t<e(r) 0<t<e(r)

Y para encontrar el tiempo de parada éptimo se deberd estudiar las raices
de estas funciones.
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El segundo, es el llamado pegado suave, el cual se basa en utilizar que bajo
ciertas hipétesis la funciéon V' es suave. Este método, es més clasico y en el si-
guiente capitulo se expondran ejemplos.

De esta manera, para poder aplicar el primer método mencionado, resulta
esencial conocer la ley de los extremos. Por ende, en esta seccién se probard la
factorizacién de Wiener-Hopf, la cual dice:

r(r+9 ()t =pr(2)p (2) 7 >0, z€R

Siendo

pit (2) = E(exp(i0M;.)), p; (2) = E(exp(if1;))
En el dltimo capitulo se utilizard la factorizacion para resolver problemas donde
el soporte de g no sea solamente la semirrecta positiva y no se cumpla el pegado
suave.
Este capitulo se basa principalmente en los capitulos 4,8 y 9 de [Sato(1999)].

3.2. Propiedades de la funcién caracteristica y
teorema de Wiener-Hopf:

El objetivo principal de este capitulo es probar el teorema, para ello se
requiere conocimiento de la teoria potencial y la teoria de subordinacién. Antes
de tratar esos temas se procede a dar una base tedrica necesaria.

3.2.1. Base tedrica

Notacién: por comodidad, para un proceso de Lévy X se define ut := P X(t)-
Para trabajar con los extremos sera 1util definir los siguientes procesos estocdsti-
Ccos:

Definicion 3.2.1.

M(t)= sup X(s), I(t)= inf X(s),

0<s<t 0<s<t

Los procesos M, I, —X son respectivamente llamados proceso supremo, pro-
ceso infimo y proceso reflejado de X.
También se define la primer llegada al médximo antes de un tiempo fijo:

Ai(w) =If{s € [0,t] : X(s)(w) VX (s7)(w) = M(t)(w)}

|

Se probara primero el teorema de Wiener-Hopf para procesos de Poisson
compuestos y luego se demostrara que se pueden hacerlos converger a un proceso
de Lévy genérico. Es necesario tener antes una bateria de lemas que sirvan para
controlar las convergencias.
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Lema 3.2.1. Fijado t € (0,00). Sea {Zj(s) : s € [0,t]}, j = 1,2,... una
sucesion de procesos estocdsticos independiente entre si y So(s) = 0, Sp(s) =
E?Zl Zi(s), n = 1,2,.... Si para cada j, la funcion Z; € D([0,t],R) casi
sequramente (tiene trayectorias Cad-lag casi sequramente). Entonces, para todo
€e>0 yn,

P( méax ( sup [S;]) > 3¢)) <3 max P( sup |5;] > ¢).
(i (sw [551) > 36)) <3 mix B( sup 55/ > )

Demostracion:

Se puede asumir que méxi<j<n P(supg< <, |S;] > €) < 3 ya que en otro caso el
lema es trivial.

Por comodidad en la demostracion si X es un proceso estocastico, al supremo
(supg<s<; | X (¢)]) se lo denotara (solo en la demostracién) como || X|| (es una
seminorma).

Sea My = 0y My = méxi<j<i||S;|| para k > 1. Seaa >0, b > 0y Ay =
{My41 > a+0b>||Sk||} para k > 1. Entonces Aq,..., A, son eventos disjuntos
y ademds {M,, > a + b} = |J;_, Ax. De esta manera:

P(|[Snll > @) = Y P(Ax N {[|Sall > a}) = > P(Ax N {[|Sn — Skl| < b})
k=1 k=1

= P(AQP(ISy — Sill <) = P(My, > a+b) min P(||S, — Sil| < b),
k=1 -

donde se usa que las variables son independientes.
Ahora, tomando a = € y b = 2e:

PUISAll > 0 > P(M, > 30) iy P(IS, — Sull < 20
=P(M, > 3¢)(1 - 1?]?%(711?’(”5“ — Skl| > 2¢)) >
P(My > 3e)(1 =2 max P(||Sk[| > €)),

donde en la tltima desigualdad se usé la desigualdad triangular en la seminorma.
Como se asumi6 que maxi<j<n P(supgc <, [S;] > €) < &, se deduce que:

1
=P(M,, > 3e) < P(||Sn]| > €) < max P( sup |S;| > e).
3 1<j<n p<s<t

O

Es una prueba con cotas bastantes groseras pero es todo lo que se necesesitara.
Se procede a buscar una cota para el mdximo de suma de variables aleatorias
independientes. La idea es usar el lema anterior usando el truco que una variable
aleatoria es un proceso estocastico con trayectorias Cad-lag si se considera que
las trayectorias son constantes en el tiempo.
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Lema 3.2.2. Sean Z1,...,Z, variables aleatorias independientes en R tal que
E((Z;)?) < oo y E(Z;) = 0 para cada j. Sea S; = Zy + - -+ + Z;. Entonces:

3
P(méx || > €) < 3—E((Sn)2) Ve>0

1<j<n

Demostracién:

Definiendo Z;(s) := Z; para todo s € [0,t] y usando el lema se obtiene
que:
P(lglax [S;] > 3¢) <3 max P(]S;| > €).
<is <<

Por otro lado:

P(|S;| > €) < %var(sj) fVar(Z ZV@T

%(Z Var(Z;)) = lvar(sn) = %E(ng)’

entonces:

. 3 2
. <
P(lmgj%xn |S;| > 3e) 2 E(S3),

reemplazando 3e por € se deduce el resultado.
O

De nuevo esta desigualdad es grotesca y en realidad puede reemplazarse el 3% por
1 en el término de la derecha (es lo que se llama Desigualdad de Kolmogorov).

3.2.2. Subordinacion de procesos de Lévy

La subordinaciéon es una transformacién de un proceso estocastico a otro
mediante un cambio de tiempo aleatorio por un proceso de Lévy creciente (al
que se le llama subordinador) independiente del proceso original. Se dice que el
nuevo proceso es subordinado al original. La teoria de subordinacién aparece en
contextos mds generales, como procesos de Markov.

La teoria de subordinacién es interesante en si, ademas en la demostraciéon de
Wiener-Hopf cumple un propdésito crucial ya que primero se probard el teorema
para procesos de Poisson y luego se utilizard la teoria de subordinaciéon para
extender el resultado.

En esta subseccién, cada vez que se denote a un proceso de la forma Z = {Z(¢)}
se asumird que es un proceso de Lévy y que para casi todo w la funcién en la
recta real Z(t)(w) es creciente.

Se comienza con un teorema que serd luego mas util, para su demostracién se
requerirdn dos lemas.
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Teorema 3.2.1. Sea Z = {Z(t) : t > 0} un subordinador (un proceso de Lévy
creciente en R) con medida de Lévy p, drift Bo y Pzy = A, Pz = M. O sea:

E(e 421y = ¥z (iv) — / e S\ (ds), u >0,
[0,00)

donde, para todo nimero complejo w con Re(w) < 0 wale que:

Uz (—iw) = wphy —|—/ (e —1)p(ds). (3.1
(0,00)
Ademas:
Bo>0y / (LA s)p(s) < 0. (3.2)
(0,00)

Sea X un proceso de Lévy generado por el trio (A,n,v) en el sentido que
1 2 . 12T -
v(g) = §Az —iyz — [ e =1 —izxl|y < (z)n(d)
R

y sea p = Pxqy , put = Px)- 81 X y Z son proceso independientes. Se
define:
Y(t) = X(Z(t)(w))(w), t=0

FEntonces se cumple:

i)

Y ={Y(t): t >0} es un proceso de Lévy. (3.3)
i)
P(Y(t) € B) = / 1*(B)X'(ds), B € B(R) (3.4)
[0,00]

i) El trio generador (A%, v 4%) de Y (en el mismo sentido que el de la hipdte-
sis) es de la forma:

AF = By A, (3.5)

V(B) = Bon(B) + / u*(B)p(ds), BeBR—{0}),  (3.6)
(0,00)

f = ds zu’(dx). 3.7

¥ ﬁow/mm)p( ’/W i (dx) (3.7)

Para la demostracion se necesitara un par de lemas previos.

Lema 3.2.3. Sea X = {X(t)} un proceso de Lévy en R generado por el triplete
(A,v,7). Para todo € > 0 existe un C = C(e) tal que para cualquier t,

P(|IX (1) > €) < Ct. (3.8)
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Ademds existen Cy y Cy tales que para cualquier t > 0,

E(IX(8)]% |X (1)) < 1) < Cut, (3.9)

E(IX(1)]; X (t)] < 1) < Cat?. (3.10)
Demostracién:

Sea D = {x : |z| < 1}. Se consideran los procesos de Lévy independientes
X1 v X5 generados por los trios (A,vp,v) y (0,vpe,0) respectivamente (la
independencia se da porque D y su complemento son disjuntos). Luego X =
X1 + X5. Ademés, por el teorema (usando que el proceso es estacionario
y considerando AX(0)), vale que E(X;(t)?) < oo Vt > 0. Luego:

(X ()] > €) < P(Xa(t) # 0) + P(Xa(t) = 0, |X1(8)] > )

<1—e P 4 e 2B(X, (1)2)
< t(v(D°) 4+ e HE(X1(1)?)) + te 2Var(X,) = tC.

Quedando probado ({3.8).
De forma similar se prueba (3.9) y (3.10):

E(|X(#)]; X (t)] < 1)® < (E(X(£)%);|X(t)| < 1) (por la desigualdad de Jensen)

- /1 P(X2(t) > a)da < P(Xo(t) # 0) + E(X1(t)?)
0

La prueba se concluye notando que ya se probd que este ultimo término es
sub-lineal.

O

Proposicién 3.2.1. Sean X eY wvariables aleatorias independientes. Si f(x,y)
es una variable acotada medible en R?, entonces g(y) = E(f(X,y)) es acotada,
medible y ademds E(f(X,Y)) = E(g(Y)).

Demostracion:
Es consecuencia directa del teorema de Fubini-Tonelli.
O

Demostracién de teorema [3.2.7t Como X (t,w) es medible respecto a w y
continua por derecha respecto a t, se deduce que Y (t)(w) = X (Z(t)(w))(w) es
una variable aleatoria. Sea f(x) una funcién real continua y acotada. Entonces,
usando y la independencia de Z y X:

E(f(Y (1)) = E(g(Z(1))), siendo g(s) = E(f(X(s))) (3.11)
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Esto no es inmediato ya que en la proposicion |3.2.1] se trabaja con variables
aleatorias. Por ende se realiza el siguiente argumento de convergencia:

n2

Sean ki (5) = Y ()1 1)(5) ¥ onls) =E((Xi0)) (312)

n

Jj=1
Como Xy, es variable aleatoria independiente a Z, usando se tiene que:
E(f(Xk, (2))) = E(gn(Z1))

y al utilizar convergencia dominada se deduce (3.11)).
De forma similar para 0 < t; < t9,

E(f(}/tl - Yzz)) = E(h(ZtN th)) con h(81782) = E(f(st - XSI))‘

Como Z; es creciente en t y ademds h(sy, s2) = g(s1 — s2) para s < so:

E(f(}/;fz - Y;fl)) = E(g<Zt2 - Ztl)) = E(g(zhfh))' (313)
Se continua inductivamente. Para ello sean fi(z), ..., fn(z) funciones acotadas
continuas y sea 0 < t; < ... < t,. Se define g;(s) y h;(s1, s2) de forma similar

para fj(x). Se obtiene,
E(H fj(Yrt]url - Yi])) = E(G(Ztl yre Ztn))v
j=1

donde .
G(81,...,8,) = E(H [i(Xs, 10 — X)) con0<s1 < sy
=1

De esta manera:

1:[ Ytﬁl - j 1:[ ]+1)) = E(]:[l gj(th-H - th))

H gJ Zt7+1 At H f] Y;57+1 - tj))'

Por ende al ser f una funcién acotada continua se deduce que los incrementos
son independientes. Por otro lado usando (3.11)) y (3.13) se deduce que también
son estacionarios:

E(f(}/tz - }/;51)) = E(f(yzth))

Por ultimo es por definicién que Yy = 0 y Y; es continua por derecha con limites
por izquierda. De esta manera Y es un proceso de Lévy quedando probado .
En segundo lugar, para B € B(R) — {0} se toma f(z) = 15(z) y usando

P EB) = [ (BN

[0,00)
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quedando probado (3.4)).
Para calcular A*, % y 4% en primer lugar se observa (usando Fubini) que para

cualquier w tal que Re(w) < 0:
E(e"#) = / ™\ (ds) = e~ "V2 (1), (3.14)
[0,00)

Nuevamente usando Fubini:

E(e"¥) = /(0 RN ) = / e~ Vx () )\t (ds)

(0,00)
= E(e ") = exp(—tW 5 (i(— log(¢(2)))))- (3.15)
Luego por
—Vz(—ilog(¢u(2))) = Bolog Pu(2) +/ (Yu(2)* = Dp(ds).  (3.16)
(0,00)

Se define la medida n; como 7, ({0}) =0y
n(B) = /( W (B)p(ds) pava B < B~ ().
0,00

Sea D = {z : |z| < 1}. Entonces con el lema se deducen las desigualdades:

[ s - /(Om) plds) [ afuc(ie) < oc,

/|-r>1771(dx) = /(0700) P(|X,| > 1)p(ds) < oo,

/(Om) plas)| [ an(an)] < o

entonces, con g(z,x) = €% — 1 — izz1p(z) vale que,
[, e = vptas) = [ ptas) [ —vpr(a)
— [ otds) [ gz.mnt(@o) i [ ptds) [ zatp(nin)
_ / g(z @) (dz) + iz / plds) /D oy (dx)

Luego usando ([3.16]) se deduce que:

T (~ilog u(2)) — folog Yu(z) = / o(z ) (de) + i / p(ds) / £ (de)

D
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Y de (3.15)

~Wy(2) = log(E(e™Y)) = folog iy (2)+ / oz ) (de)+iz / p(ds) / o (da)

D

= Bo(—=2)AZ* +iyz + /(ei“" —1—iza)lp(x)n(de)+

1
2 R

[ oteaiman) + iz [ pias) [ aan)

= ol )42 + iz -+ [ plas) [ a(aa)

D

+/g(z,x)n1 (dx) + Bo / e —1 —izxlp(x)n(dzx)

R

1 .
= —§Aﬁ/30 + vtz 4 / e —1 —izalp(x)(dvi(x)).
R

Corolario 3.2.1.

Sea Z un proceso I' con medida pgq,1, ¢ > 0. O sea:

U(h) = /000(1 - e"of)?dx = log(1 — %). (3.17)

Luego del teorema|3.2.1|se deduce que para un proceso de Lévy X, se cumple
para Y;(w) := Xz, () (w) que:

t

P(Y; € B) = ﬁ /0 h P(X, € B)s' te % ds. (3.18)

En particular si X es un proceso de Poisson con parametro ¢ > 0, entonces para

cada t > 0, Y; tiene distribucién binomial negativa con pardmetros ¢t y p = Cf_p.

3.2.3. Medidas Potenciales

En la teoria de procesos de Markov homogéneos, la transformada de Laplace
juega un rol importante ya que en cierto sentido suaviza la medida y se conservan
las propiedades. En esta subseccion se estudia dicha teoria que es interesante en
si y ademas es tutil para el estudio de extremos de los procesos de Lévy.

Definicién 3.2.2. Sea X un proceso de Lévy en R con p = Px,. La medida
q—potencial V2 (q > 0) definida en los borelianos estd dada por:

62



Vi(B) = /Ooo e "ut(B)dt = E(/OOO e "1 5(Xy;)dt). (3.19)

La existencia de las integrales viene de la medibilidad de X;(w) en (¢,w) y el
teorema de Fubini. La medida O0—potencial se denomina simplemente medida
potencial y es escrita como V(B). Si ¢ > 0, entonces la g—medida potencial
tiene masa total de %. Si ¢ = 0 entonces es posible que V(B) = cc.

Observacion 3.2.1. Una forma intuitiva de ver la medida potencial cuando
q > 0 es considerar a una variable exponencial aleatoria independiente al proceso
de pardmetro q y considerar el proceso X(q) (el proceso de Lévy detenido en el
tiempo exponencial). Luego V9 es la medida:

1
Vq(B) = QP(XE(q) € B) VB € B(R)

Observacién 3.2.2. Otra observacion importante que se relacionard luego con
el teorema de Wiener-Hopf es el valor de la funcion caracteristica del proceso
detenido en un tiempo exponencial independiente. Con una simple manipulacion
se prueba que:

F(eiXewby — 4 3.20
= e 1520
Ya que:
E eiXe(Q)e :/ e—qth ein,Gdt — q/ e—qte_t‘ll(e)dt — L
( ) o ( ) 0 g+ ¥(0)

Teorema 3.2.2. Sea X un proceso de Lévy en R con p = Px, y sea ¢ > 0,
entonces:

i) La medida de probabilidad qV9 es infinitamente divisible.

1) Su medida de Lévy 775 estd definida por:
ni(B) :/ et (B)t~'dt, B € B(R—{0}). (3.21)
0

iii) Ux, ., (2) = [z 1 — e n(dz).
Demostracion:

i) Se deduce inmediatamente del ejemplo va que V9 tiene la misma dis-
tribuciéon que Y; del ejemplo.

ii) Se deduce de aplicar al mismo ejemplo.

iii) La componente Gaussiana es cero simplemente porque el drift del subordi-
nador es cero.

Por otro lado, usando la descomposicién de Lévy-Ito para acotar la esperanza:

/ e*”tfl/ |z|pt (dz)dt < oo.
0 |z|<1
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Luego el drift 4% se anula con el término lineal de la integral de la medida de
Lévy.

O
El préoximo teorema es la primera parte del Teorema de Wiener-Hopf, en el

se descompone al proceso detenido en un tiempo exponencial independiente en
dos factores. Luego se analizaran esos factores.

Teorema 3.2.3. Factorizacion de rV". Sea r > 0 y X un proceso de Lévy
con exponente caracteristico V. Luego existe un unico par de funciones carate-
risticas p; (z) de distribuciones infinitamente divisibles con drift 0, soportadas
en [0,00) y (—o0, 0] respectivamente que cumplen:

i
Hr+ () = gt )pr (2), ZER (3.2
i) _
i) = e[ e /( G IO CED

oy (z) = exp(/Oo tte /(_ O)(eim — 1)t (dx)dt). (3.24)

0

Demostracién:

Recordando que decia

r

E(eXe@?) = T\I/(G)

Luego usando el teorema la variable X, () (se recuerda que u' = Py,)
tiene distribucién conocida:

ne(B) = / t~te tu(B)dt para B € B(R), 0 ¢ B, (3.25)
0

o0

r(r+0(2) ! = exp(/ (e — 1)n,(dz)), (3.26)

— 00

entonces solo hay que definir p;" y p; como en las hipdtesis (se da el producto
ya que al ser las semirrectas disjuntas hay independencia de la medida de Lévy).
La unicidad es por la unicidad de la representacién del exponente caracteristico.

O

De aqui en adelante, cada vez que se mencionen p;} o p; se referird a las
funciones definidas en este teorema.
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3.2.4. Poisson Compuesto

Para probar Wiener-Hopf en este caso, primero se necesitard un lema de
caminatas aleatorias que en cierto sentido es el teorema de Wiener-Hopf en el
caso discreto. No es raro que las caminatas aleatorias aparezcan en un teorema
de Procesos de Poisson Compuestos ya que estos ultimos pueden pensarse como
el caso continuo de los primeros.

Lema 3.2.4. Sea {S,} una caminata al azar en R y se define:

L, = méx Sk, H,=min{m:0<m<n, S, =1L,},
0<k<n

T=min{n>0:5, >0}, D=min{n>0:85, >0},
T=min{n>0:85, <0} D=min{n>0:5, <0},

donde H,, representa el primer momento en el cual se alcanza el mdximo de la
caminata en {0,...,n (las demds definiciones son mds claras).

Sean (,v,u,v € C con |¢| < 1, |v] <1, Re(u) <0, Re(v) >0 yr € R. Se
definen:

fgr(u) = exp(z n~1CE(e*5; S, > 0)),

n=1

fo () =exp(Y_n~'("E(e"$; S, < 0)),

n=1

e = exp(z n~1¢"P(S, = 0)),
n=1
entonces se cumple :

i

(1= CE(e™50) Y = ec f (i) f¢ (i), (3.27)
i) .
> ("D > n) = fF(u), (3.28)
n=0
iii) .
D CE(E D > n) = f(u), (3.29)
n=0
i) _
D CEE ST > n) = e fF (w) (3.30)
n=0
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D (ST > n) = e fr (), (3.31)
n=0
vi)
> CE(et b ST Ey ) = e fE (u) f (v)
n=0
(1—=¢)texp Zn (Cv)"E(e"”" — 1;.5, > 0))

£ 30 IR~ 135, < 0)+ Y 0TI — 1)B(S, > 0). (332)

n=1
Demostracion:

En primer lugar:

(1= CE(e"")) ™! = exp(—log(1 — (E(e"")))

= exp(D_ n B () = e fF (i) £ (ir),

n=1

quedando probado i).
Sea S, — Sp—1 = Z,. Como (Z1,...,Zm) Y (Zm,...,Z1) tienen la misma dis-
tribucion:

E(e*5™; D > m) = E(e"9; 8 > 0,..., S, > 0)

=K Zy >0, Zpm + Zp1>0,..., Zop + Zpn_1+ -+ Z, > 0)
=E(e“:S,, > S para k =0,1,...,m — 1).

M4s atn, para 0 < m < n, como (Z1,...,Zn-m) = (Zm+1,-..,Zy) en distribu-
ci6n (usando la propiedad fuerte de Markov):

E(e’Sr=m:T >n—m) = E(e"S"=m; 8, <0,...,5,_m <0) =
E(e?Fmtrtt2n) 71 <0, Zimar + Zimg2 <0, Zipyr + ... Zn < 0)
= E(e?(5n=5m), S; < Spparaj=m+1,...,n).

Por comodidad a los lados izquierdos de las ecuaciones en (3.28)) y (3.31]) se los
denominard g¢(u) y h¢(v) respectivamente. Luego:

gC’fZ Z CT/ mE m;b > m) Z Cn_m]E(GUS”’m;T >n— m)
m=0

n=m
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= Z Z C"nm]E(e“Sm;E > m)E(e”S"*m;T >n—m)

n=0m=0

o0 n
— Z Z CnnmE(euServ(Snme);Bn?m) = (%)
n=0m=0
donde By, ., = {Sm > Sy parak = 0,....m —1y S, > Sjparaj = m +
1 n} (se usa que en la caminata los incrementos son i.i.d).

geeey

*) _ Z Cn Z nmE(euanLv(Snan); Hn _ m) _ Z CnE(EUL"+v(S"7L")77H"),
n=0

n=0 m=0

entonces, si se prueban (3.28)) y (3.31), queda probada la primera igualdad de
3.32|). Para ello, en primer lugar, se toma n =1, u =v =ir, r € R y usando
3.27)) se obtiene:

o

gc(ir)he (ir) ZC” €Sy =3 (CR(eM )™ = ce fF (ir) £ (ir).

n=0

Se observa que cuando se fija ¢ con |¢| < 1, las funciones fgr (u) ¥ g¢(u) son con-
tinuas en {u : Re(u) < 0} (simplemente se debe a que las exponenciales estédn
quedando con exponentes negativos) y acotadas y analiticas en {u : Re(u) < 0}.
Andlogamente, las funciones f (v) y h¢(v) son continuas en {v : Re(v) > 0} y
acotadas y analiticas en {v : Re(v) > 0}. Lo tinico no trivial de probar es la ana-
licidad, se procede a probar que fé‘ (u) es anélitica en el semiplano {Re(v) < 0}.
Para ello, se observa que E(e%%; S,, > 0) es analitico (esto es usando convergen-
cia dominada) y el limite unlforme de funciones acotadas analiticas es uniforme.
La analicidad de los demés términos se demuestra de la misma forma.

Por otro lado para |¢] < 1:
£ (w)] > exp(— Zn—lm =1-[l>0.

Y si[¢] < 3

> -2
he@) > 1- 3| = |'f|' > 0.
n=1

De esta manera, si || < 3:

gelir) _ f (i)
SEGr) — “helin)
Para r € R. La igualdad muestra que el cociente de ambas funciones analiticas

valen lo mismo en la recta imaginaria. Por ende, la funcién (teorema de Morera)
pegada es analitica en todo el plano y acotada y por ello constante. Tomando
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u — oo en la recta real positiva, por la construccion de las funciones se deduce
que la constante es 1.
De esta manera:

g¢(u) = [ () y he(v) = ecf¢ (v).

Para [(] < % Entonces (3.28)), (3.31) y la primera igualdad de (3.32)) se cumplen
para [(| < 5. Usando esto y que las funciones, tomando como variable a ¢ son

analiticas en el disco {¢ : |[¢| < 1} (por ser serie absolutamente convergente de
analiticas) se deduce que son iguales en todo el disco quedando probado
y . Se observa que (3.29) y (3.30) se deducen cambiando S,, por —S,,.
Solo queda probar la segunda igualdad de (3.32). En primer lugar se observa
que

1—¢=exp(— Y n~'¢")
n=1
de esta manera:

cctexp(— Xy nH(Cn)"P(Sh > 0)

== 0P8, < 0) = Y n (¢ (Cn)")P(S, > 0)).
n=1 n=1

Sustituyendo en la tercera igualdad de vi) se concluye el teorema.
O

Se procede a probar el teorema de Wiener-Hopf para el caso en que el proceso
es un Poisson Compuesto.

Teorema 3.2.4. Factorizacion en el caso de Poisson compuesto: Sea
X ={X(t) : t > 0} un proceso de Poisson compuesto, v > 0, entonces, ¥V z €
R, weRyp>0:

i

’I“/ e—rtE(eizM(t))dt _ T/ e—rtE(eiz(X(t)—I(t))) — p;"'(z) (333)
0 0

r/ e‘”E(eiZI(t))dt = 7“/ e‘”E(eiz(X(t)_M(t)))dt =p.(2) (3.34)
0 0

iii)

. /oo e_rt]E(eizM(t)-i-iwI(t))dt — /OO e_rt]E(eizM(t)—‘,-iw(X(t)—M(t)))dt
0 0

— pt(2)p; (w) (3.35)
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r/oo e*”IE(eiZM(t)Hw(X(t)*M(t))*pAt)dt
0

oo
= pl (2)p; (w) eXp(/ t7leT (e — 1)P(X(t) > 0)dt)  (3.36)
0
Observar que el ultimo item no se probard en el caso general.

Demostracion:

Como X es un proceso de Poisson compuesto:
U(z) = / (1 —e**)n(dx) con 0 < c=n(R) < occ.
|z|>0

Se considera la medida o = ¢~17). Sea {S,,} una caminata aleatoria con o la
distribucién de S; y un proceso de Poisson Z con pardmetro ¢ tal que {S,}
y {Z(t)} son independientes. Por construccién se obtiene que en distribucién
X(t) = Sz). Sean 0 < J; < Jy < ... los tiempos de los saltos de {Z(t)} (v
por ende de {X(¢)}). Sea Jy = 0. Entonces como los incrementos del proceso de
Lévy son independientes , se deduce que {.J,,} cumple la propiedad de la pérdida
de memoria y por ende tiene distribuciéon exponencial con parametro c.

Las identidades [3.33] [3.34] y [3.35] se deducen de [3.36] y de tomar el proceso
dual {X(t)} en lugar de {X(¢)}. Mds atin, se deduce que Io) ~ Xy — Megr
considerando el proceso dual —X.

Por ende solo hay que probar la segunda igualdad

Se definen los procesos auxiliares:

L,= méx S,, Hp(z)=min{m: 0<m<n, S, =L}
0<k<n

Seaz€eR, weR, p>0.SiJ, <t< Jyt1, entonces X(t) =5, M(t) = L,,
y ademés Ay = Jy, ya que X es constante entre los saltos. Se deduce que A; es
medible en este caso. Luego:

T/OO 6*TtE(6iZM(t)+iw(X(t)*M(t))*PAt)dt
0

=>r / e TR (e T (SnmLn) =P (Ha), g <t < ] (3.37)
n=0 0

Jnt1 _ _
Usando que r [;"*! e~ "tdt = e7"n — 7"t
n

" _ Z Z IE(eizL"Jriw(Sn7L,L)7;17Jm(efrJ71 _ efrJnJrl);Hn _ m) (338)

n=0m=0
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Como los tiempos de saltos son independientes a los tamanos de saltos:

" _ Z Z E(eiZL"+iw(S"7L’L);Hn _ m)]E(eprm (efrJn - e*TJnJrl)).

n=0m=0
(3.39)
Por otro lado, usando que los tiempos de saltos son exponenciales y que m < n:

E(eprm (efrJn o 67TJn+1)) _

c Cc r

m/n—m __ m n+l—m _ n, m
(7r+p+c) ¢ (7r+p+c) ¢ s
donde ¢ = ;- yn = T—T-;j-c Entonces:
T , ,
330 = —— > ("E(eFhn (S Loy, 3.40
(3-39) p3 ("E(e nr) (3.40)

De esta manera, se puede utilizar la ecuacion [3.32] del lema [3.2.4}

Z YO E(e*5n —1; S, > 0))x

exp(Y nTICME(e™ — 138, <0) + > n ¢ (n" = 1P(S, > 0)).  (3.41)

n=1 n=1

Por otro lado, por el teorema [3.2.3] vale que:
(oo}
PGy (el [ 1eT e - DP(X(E) > 0)d) =
0
exp(/ (€% — Dvpyr(dr)) x
(0,00)

exp(/( _ O)(ei“’ — Dy, (dx) +/0 t~te (e Pt — 1)P(X(t) > 0)dt).

Se recuerda que
VT(B):/ t~te "yt (B)dt VB € B(R), 0 ¢ B.
0

Luego, como X es Poisson compuesto y ¢ = ¢ 'v, definiendo a ¢” como la
n-ésima convolucién de o, vale que:

B) = 2_:1 /0 T et ()1 (et) o™ (B)dt = Z_:ln_lcnan(B)
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de esta manera:

/ (€ — D, (dx) erl(" / (e® — 1)o™(da), (3.42)
(—00,0) (—00,0)

/ (€% — V)vpyp(da) = n~ ()" / (€' — 1)o" (dw). (3.43)
(0,00) (0,00)
Por otro lado:

/ —lemrt (e _ 1\P(X(£) > 0)dt

0

_ / LTt (Pt Z “1(ct)"B(S,, > 0)dt
0 n=1

=" w7~ DP(S, > 0). (3.44)

Finalmente, con las tres ecuaciones (3.42)), (3.43)) y (3.44)) se concluye que:

(3.41) = / (e — 1)v,.(dz)
(700’0)

(oo}
y / (65 — )y (da) x / Temmt (=Pt — 1)P(X(£) > 0)dt.
(0,00) 0
Concluyendo la demostracion.
O

Lo que se procede a hacer es aproximar procesos de Lévy por procesos de
Poisson compuestos que es un resultado interesante en si mismo y ademas per-
mitird extender el teorema al caso general.

3.2.5. Demostracion de Wiener-Hopf

Para generalizar el resultado, se procede a probar que para un proceso de
Lévy, existe una sucesién de procesos de Poisson Compuestos que convergen
suficientemente bien para extender el teorema al caso general.

Lema 3.2.5. Si Z = {Z(t)} es un proceso de Poisson con pardmetro 1, enton-
ces:

P( lim sup |t —n2Z(n*t)| =0, Yu > 0) = 1.

n—roo t<u

Demostracion:
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Por el teorema n~2Z(n?t) es un proceso de Lévy que cumple E(n=2Z(n?t)) =
t con varianza finita y por ende, t — n=2Z(n?t) es un proceso de Lévy centrado
con varianza finita. Fijado v > 0 y € > 0 y usando que los incrementos son
independientes y reescribiendo al proceso de la forma

m

. , 1 1
u—n"2Z(n*u) = ;(u:n - n_2Z(n2u%)) - (uZ e 7”L_2Z(n2uZ - ),
y al utilizar el lema se deduce que:
1—1

P( méx |Z u— — niQZ(n u—)) —(u — nsz(nQU%)H > €)

1<g<m
=1

S :’_—21&(@ —n"2Z(n2w))?) = 33 2Var(n~2Z(nv)).

Por otro lado, usando que el drift es continuo y que n=2Z(n?t) es constante a
trozos casi seguramente se deduce que:

1—1

lim P( mdx \Z u——n_2Z(n u—)) (u

m— oo 1<_]<m
i=1

221 > o) =

P(sup |t — n™2Z(n%t)| > ¢).

t<u
De estos dos resultados se deduce que
P(sup |t — n 2Z(n%t)| > €) < 3% 2Var(n 2Z(nu)) = 3*¢ *n"2u.
t<u
Tomando €, — 0 de manera que Y .., €,?n"2 < oo, con el lema de Borel-
Cantelli se concluye

P(sup |t — n~2Z(n?t)| > ¢, para infinitos n) = 0.
t<u
Como los conjuntos, al variar el w son decrecientes en probabilidad, tomando

u; = 1 e intersectando los conjuntos obtenidos de medida total queda probado
el lema.

g

Se procede a aproximar en el caso en el cual el proceso es un Movimiento
Browniano Lineal con drift.

Lema 3.2.6. Se supone que X es un proceso de Lévy no nulo con trayectorias
continuas. Sea Z un proceso de Poisson con pardmetro 1 independiente a X.
Sea X™(t) = X(n=2Z(nt)) paran =1,2,.... Entonces {X™} es una sucesion
de procesos de Poisson compuestos que satisfacen:

P( lim sup |X(¢t) — X"(¢t)| =0, Vu>0) =1

n— 00 t<u
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Demostracion:

En primer lugar se observa que como X tiene trayectorias continuas casi segu-
ramente, una vez probado que X" es un proceso de Poisson compuesto Vn € N
se deduce del lema que vale la convergencia. Por ende, lo que resta hacer
es probar que X" es un proceso de Poisson Compuesto.

En primer lugar, que sea proceso de Lévy es consecuencia directa del teorema
B2

En segundo lugar, X™ es casi seguramente una funcién constante a trozos. Es
un resultado conocido que el tnico proceso de Lévy constante a trozos es el
Proceso de Poisson Compuesto. Se procede a probarlo.

Se utiliza la notacion del primero capitulo, o sea el proceso esta definido por el
trio (0,11, a) (siendo o la varianza Browniana, IT la medida de Lévy y a el drift
lineal).

Como el proceso puede verse como suma de tres procesos independientes, si uno
no es constante a trozos, el proceso no lo sera. De esto, se deduce que 0 =0y
a=0.

Luego, usando el lema solo resta probar que II(R) < oco. Se supone por
absurdo que no es el caso, como

/ (1A 22)[(dz) < oo
R—{0}

entonces:

Hm II({1 > |z| > €) — {0}} = lim 1 II(dz) = oo.
0 0Jazlz1ze0-{0}

Luego, recordando que N (¢, (1 > |z| > ¢€) — {0}) = #{X(s) — X(s7) € {x;1 >
|x| > €) — {0})} tiene distribucién Poisson tII(R — (—e¢, €)) deduce que:

lim P( sup |X(s) — X(s7)| >¢€) = !I_I}(l) exp(—tII(R — (—¢,€))) = 0.

e=0  ‘o<s<t

Y por ende casi seguramente cualquier trayectoria tiene una variaciéon no nula
en cualquier intervalo alrededor de 0. Esto es absurdo porque es constante a
trozos.

O

Finalmente se aproxima para el caso general.

Lema 3.2.7. Sea X wun proceso no nulo y Z es un proceso de Poisson con
pardmetro 1 independiente a X. Entonces existe una sucesion de procesos de
Poisson compuestos X™, n=1,2,..., expresables por X y Z tal que:

P( lim sup |X(t) — X"(t)] = 0,YVu > 0) = 1.

n—oo t<u

Demostracién:
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Por el teorema de Lévy-It6, usando la notacién del teorema tomando
la sucesién {€"} de la misma forma, el proceso X se puede escribir como:

X(t) =Y. (t) + bt +/ / zN(ds x dx)+
(0] J|z[>1

lim (/ / xN(ds x dx) — t/ xIl(dx))
n=00 Jio,t] Jer<|z|<1 en<|z|<1

Por comodidad se define X* := Y,(t) + bt, donde la convergencia es uniforme en
intervalos acotados casi seguramente. Sea {k,,} una sucesién positiva creciente
que tiende a oo , la cual se definird a posteriori. Se define:

X™(t) = Xﬁ(k’;fzkfnt) — k;LQZk?nt/ xIl(dx)+

Lz|<1

m

/ / xN(ds x dx)
[0,t] J L <|z|<co

Por el lema se deduce que el sumando es un proceso de Poisson y como
cada sumando de la descomposiciéon de Lévy Ito es independiente se deduce
que el sumando del primer renglon es independiente al del segundo. Por ltimo,
usando el lema [2.1.3] se deduce que la integral del segundo renglén es también
un proceso de Poisson compuesto.

De esta manera {X™} es una sucesién de procesos de Poisson compuestos y se
tiene que:

X(t) — Xm(t) =W + Wy 4+ W3,

siendo

Wi(t) = XH(t) = XH(ky? Ziz o), Walt) = —(t — k;LQZk?,Znt)/ zIl(dz),

m<lz|<1

Ws(t) = lim (/ / xN(ds x dx) — t/ zIl(dx)).
o0 Jo,4] Jer<|z|< en<|z|< A

En primer lugar, por el lema W1 tiende uniformemente a cero cuando
m — oo en intervalos acotados casi seguramente.
En segundo lugar, W3 tiende a cero cuando m — oo ya que la construcciéon dada
en el teorema la integral converge de esta forma cuando n — oo.
En tercer lugar, usando el lema |3.2.2

P(sup [Wa| > 6m) < 3352 / 2T1(dx)) 2k,
t<u %<|m\§1

Ya que (t — kfnsz%L ¢) es la diferencia de un Proceso de Poisson y su esperanza
(se usa que la distribucién es infinitamente divisible para aplicar el lema ).
Tomando k,, de manera que

Bl

;< HARS
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Con el lema de Borel-Cantelli se obtiene que sup,.,, |[Wa| — 0 casi segura-
mente. B
Finalmente, como cada W; tiende a cero: | X (¢t) — X™(¢)| tiende uniformemente
a cero en intervalos acotados casi seguramente.

O

Teorema 3.2.5. Teorema de Wiener-Hopf: Sea X = {X(t) : t > 0} un
proceso de Lévy. Entonces,V z € R, weR yp>0:

i)

E(eiXe(r)O) _ 7"(7" + \I/(Z))il — pj(z)p;(z), z €R. (346)

i) .
pi_(z) _ E(e'ler)’ (3.47)
pr—(z) — E(eizjr)- (348)

Demostracion:

El primer item fue probado en el teorema [3.2.3]
En el caso que X sea nulo, el teorema es trivial. En el caso en que X sea un
proceso de Poisson se probo el resultado en el teorema |3.2.4
Para el caso restante, se define Z un proceso de Poisson con pardmetro 1, in-
dependiente a X. Luego se define la sucesiéon de procesos X" como en el lema
B:277 Se denota M™ el supremo de X™, a sus factores de Wiener Hopf como
Py p~ y la distribucién de X™(1) como py,.
Como

P( lim sup |X(t) — X"(t)] = 0,Vu > 0) =1,
se deduce que:

P( lim M"™(t) = M(t),Vt > 0) = 1.

n—oo

Ya que si el complemento tuviera probabilidad positiva, existiria un conjunto
con medida positiva donde los supremos hasta algin ¢ fijo difieren en cierto valor
positivo, lo cual contradice la primera igualdad.

Entonces, para z,w € R usando convergencia dominida, continuidad de la ex-

ponencial y la ecuacién del teorema [3.2.4}
prt(2)pr~ (w) =
rfooo e~ (2 M ()i (X" (1) =M™ (1)) gy
oo
N T/ e—rtE(eizM(t)—H"w(X(t)—M(t)))dt
0
Por otro lado, usando los teoremas y

p?+(z) — 7:/ e*rtE(eizMn(t))dt — T/ eirt]E(eiZ(Xn(t)iln(t))) _
0 0
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= exp(/ tile*”/ (e — 1)l (d)dt)
0 (0,00)

Y ademaés

P?f(w) — ’I“/ efrt]E(eiwIn(t))dt — ’I“/ efrtE(eiw(X”(t)fM"(t)))
0 0

= exp(/ t_le_”/ (€ — 1)l (dx)dt).
0 (—00,0)
Luego, si es vélido que :

exp(foOo t—le—rt f(o,m)(eizx — 1)t (dx)dt)

— exp( / t e / (e — 1)p'(dx)dt), (3.49)
0 (0,00)

eXp(fooo t et f(_oqo)(eiwz - 1)M2(dx)dt)

— exp(/ tilef’"t/ (™ — 1)t (dx)dt), (3.50)
0 (—00,0)

se deduce que:
o0 ) )
pi(2)py (w) =r / e~ TR (1M O+ (XO=M®) gy
0

Y tomando z = 0 o w = 0 se concluye el teorema.

Por ende, basta probar (3.49)) y (3.50)). Solo se probard (3.49)) .

Es equivalente a probar (tomando logaritmo de ambos lados y restdndolos) que:
/ e ME((€ XD — 1)1 (g 00y (X (1)) — (€K D = 1)1 (g 00y (X (1)))dt — 0.
0

Como A ‘
[(e"" = 1)1(0,00) (z) — (6" = 1)1(0,00) (¥)] < |2[lz — ¥l

basta probar que:

/oo t~te MEIX (t) — X" (t)|dt — 0. (3.51)
0

Para ello, se estudia las cotas de E|X () — X" (¢)].
Usando la misma notacién del lema 3.2,

X(t) —Xm(t) =Wy + Wy + Wj,

siendo
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Wi(t) = XP0) - X052 2,0), Walt) = (¢~ k2 2,0) | )

Ws(t) = lim (/ / xN(ds x dx) — t/ 2Il(dx))
7700 J[0,4) Jen <ol <k en<lz|<L

En primer lugar (recordando que el proceso X*(t) = o B(t) + bt , siendo B un
movimiento Browniano):

(|t — k2 Z(k2t)]) < (Var(k, 2Z(k21)))? = (k;%t). (3.52)

Donde se usé la desigualdad de Jensen. Por otro lado, usando también que
{Z(t)} vy {B(t)} son independientes:

E(B(t) - B(k,?Z(:2t)) ZE |B(t) — Blk; ) )P(Z(K2t) = j)

<> It k2P P(Z(k2) = ) = E(t — k,2Z(k20)|?)
7=0

< (Var(k, 22 (k)T = (k, )% (3.53)
Estas cotas ((3.52) y (3.53])) sirven para darle una cota a W;:
E[Wi| = E[X*(t) — X* (k" Zyz,o)|

< E|oB(t) — 0Bk, 2Z(220))| + [D|E[t — k2 Z(221)] < ok, %)% + |b|(k;, %)%,
(3.54)
Ademas, las cotas obtenidas (3.52)), (3.53) y (3.54]) también sirven para darle
una cota a E|Ws|:

E|Wa| = | — (t — k=274 t)/ 2T1(dz)| < (k;?t)%\/ 2T1(dz)].
m <lz|<1 <|z|<1
(3.55)

En tercer lugar, se acota E|Ws|:

w\»—-

EWs| < (Var(Wa)} = (¢ / 2T1(da))

IxIS,ﬁ
Juntando las tres desigualdades (3.53)), (3.54)) y (3.55)) se deduce:
ElX(t) - X"(t)]
< o(k2t)3 + [b|(k; %)% + (k)7 | / oI (dx)| + (¢ / 2*T1(dx))? .
i<\w\<1 \x|<%
Como se elijié k,, en que satisfaga k, — oo y k1| fl\fbl<1 | = 0 se deduce

Resta probar [3.50], la prueba es andloga cambiando de lugar a (0, 00) con
(_007 O)
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Corolario 3.2.2. Bajo las notaciones del capitulo, sea Me(,.) una copia inde-
pendiente de My, se deduce que Xc(ry ~ Lo +M6(r)'

Corolario 3.2.3. Utilizando el teorema se deduce que la factorizacion
de Wiener-Hopf es tinica en el sentido que si X es un proceso de Lévy, p,. y p,t
son funciones caracteristicas de variables con distribucion infinitamente divisi-
ble las cuales se corresponden a un proceso de Lévy mo positivo y no negativo
respectivamente y se cumple

]E(eiXC(T)G) _ ’I"(’I"—|— \I/(Z))il — pj(z)p;(z), zeR

Entonces p, y p son los factores de Wiener-Hopf.

3.3. Ejemplos

El teorema de Wiener-Hopf dice que la informacién del proceso detenida en
un tiempo exponencial independiente es la misma que la informacién del supre-
mo y el infimo detenidos en tiempos exponenciales independientes del mismo
parametro.

Una idea 1til para encontrar ejemplos es factorizar r + ¥(6) y notar que z = 6,
0 € R raiz de la expresion
r+ U(z)

es positivo si y solamente si es polo del factor de Hopf positivo (en otro caso
serd del negativo).

Ejemplo 3.3.1. Movimiento Browniano:

En este caso ¥(6) = %. Por ende:

E(eXemv) = = }
r+Uu) V2 —iu2r +iu
El primer factor es la funcién caracteristica de una variable con distribu-
cién exponencial y el segundo es la funcién caracteristica de una variable con
distribucién exponencial negativa.

Ejemplo 3.3.2. Poisson Compuesto con saltos exponenciales para am-
bos lados:

Se considera el proceso de Poisson compuesto inicializado en z:

N Ny

8

X =x+ E Y — E z;,
i=0 i=0
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EjemploWienerBrowniano1(u)

0

-2 -1 0 1

Figura 3.1: Gréafica de z — E(e*X<")) con r =
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siendo Ny =~ Pois(\), N, >~ Pois(y), Y;* ~ exp(a) y 7P ~ exp(B) conjunto de
variables independientes. En primer lugar, usando se deduce que

WO =A [ (1— e )py () (de) + / (1 - €%)pz () (da).

(0,00) (—00,0)

Donde py y pz son las densidades de Y* y Zf respectivamente. Usando que
son exponenciales (una positiva y otra negativa) se obtiene:

r

E(efXem) = : .
g 0
T = As5w TV e

7

Sustituyendo 0 por z por comodidad y operando, la expresién queda de la
forma:

r

B 9 —rB+ra— A8+ yo raf
7_76_)\_7(04 2)(B+2)(z°+ =z —— +—r—)\—’y

.

Se obtienen dos raices r; > 0,73 > 0 que ademas cumplen que:

r<ayry<p. (3.56)
Las cuales tienen la forma:
ra+ ya —rB— A3
= —rg=———— 3.57
I ¥ R o (3:57)

Luego la expresion queda de la forma:

r a—z. B+z
—rT=A=—7"z—21""z—"1y

E(eere(T)) _ )
El objetivo ahora es mostrar que los factores de Wiener-Hopf en este caso son
una variable exponencial sumada a un dtomo en cero (el factor negativo es una
exponencial negativa). Para ello se consideran 7 y 7 (serdn los dtomos) definidos
como:

T1 _ T2
=1-— =1—-—= 3.58
re1-D wo1-2 (3.59)
sustituyendo se obtiene
_ I — 71
E(e*Xem) = 1— 1—m)). .
(e ) (7rr2+z+( 7)) ><(7rr1_2+( 7)) (3.59)

Para probar que estos son los factores de Hopf se vera que el primer factor es
la funcién caracteristica de una exponencial negativa con atomo y el segundo es
la funcién caracteristica de una exponencial con dtomo (teniendo en cuenta el
cambio de variable). Por comodidad solo se probara la afirmacién del segundo
factor.

Se considera una variable Wy tal que W ~ exp(ry) y una variable bernoulli
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independiente a Wy llamada W; que toma valores 0 y 1, con probabilidad de
fracaso 1 — w. Se define W = W1 W,. Luego

EE®)=1-n+7 i

T1 —i9.

De esta manera se encontraron explicitamente los factores de Wiener-Hopf. No
es casualidad que en ambos ejemplos no haya drift ni ruido Browniano, se puede
probar que esto siempre sucede en la descomposicién de Wiener-Hopf. Restaria
ver que el proceso corresponde a un proceso de Lévy, esto es una cuenta sencilla
que consiste en comparar el exponente caracteristico con el de un proceso gamma
y utilizando la igualdad de Frullani:

1
1—

= exp(—/ (1 — ez~ e %dx),
0

2z
a

para z € C con parte real no positiva y a > 0.
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.2: Gréfica de z — E(e®X<m)) con r = 3, (a, A, 3,7,7) = (1,1,1,1,1).
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Figura 3.3: Gréfica de z — E(e"Xe)) conr = %, (o, A, B,7,7) = (3,1,1,3,1)).
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Capitulo 4

El problema de parada
Optima

Este capitulo introduce el problema de parada éptima mostrando ejemplos
y métodos conocidos para su resolucién.

4.1. Introduccion

A continuacién se da una breve introduccién basada en
[Peskir and Shiryaev(2006)] y [Borodin(2017)| (de este dltimo solo se extrajeron
algunas propiedades del movimiento Browniano).

Definicién 4.1.1. Un problema de parada optima con descuento v > 0 en un
espacio de probabilidad filtrado (0, F,{F:},P) con el proceso de Lévy {Xi} y
funcion de ganancia g : R — [0, 00) medible, consiste en encontrar una funcidn
V' llamada funcion de valor y 7 llamado tiempo dptimo, tal que:

Viw) = sup Eo(e™""g(Xr)) = E (e g(X..)),

donde M es el conjunto de tiempos de parada.

Un ejemplo sencillo serfa poner g = 1jg, o) y X un proceso de Lévy cualquie-
ra. En ese caso es obvio que el tiempo de parada éptima es 7 = inf{t : X; > 0}.
Sin embargo, la funcién V' dependera del proceso.

El objetivo ahora es estudiar algunas de las propiedades que debe cumplir
la funcién de valor, algunas necesarias y suficientes para que una funcion sea la
funcién de valor.

Ejemplo 4.1.1. Sean X; = t, r > 0, g(z) = 1jp,o0)(x). En este caso 7. =
inf(t: Xy > 0) y por ende:

Vie)=E.(e7"™) = erzl(,oo)o) (z) + 1[0)00) (2)
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Es importante notar que V no es derivable en 0, este punto se retomard mds
adelante.

La propiedad de Markov fuerte es una particularidad esencial de los proble-
mas de parada 6ptima con procesos de Lévy y sera 1til para resolver el problema
propuesto en el ultimo capitulo de la tesis.

4.1.1. Propiedades de la funcién de valor

El objetivo ahora es mostrar que la funcién de valor cuando es alcanzada
por una estrategia tendrd la propiedad que no es conveniente (o al menos es
indiferente) seguir esperando (lo cual es razonable ya que sino no serfa éptima).
Esta propiedad se llama excesividad. Se procede a formalizar estas ideas.

Definicién 4.1.2. Dado r > 0, una funcion f continua por derecha y con limite
a izquierda es r—excesiva para el proceso de Lévy X si

E.e " f(X;) < f(z), VzeR, t>0.

En realidad la definicién es para las funciones semicontinuas inferiores pero
esto no interesa a esta tesis. De ahora en adelante las funciones de ganancia g
seran todas continuas por derecha y con limite a izquierda a menos que se diga
lo contrario.

Teorema 4.1.1. Si existe un tiempo de parada dptima para un problema con
descuento r > 0. Esto es:

V(z) = Eqo(e” " g(Xr,)).
i) Entonces V es la minfma funcién r—excesiva mayor a g.
i) V(X,,) =9(X.,) P, —c.s.

ili) Sea 7p = inf(t: g(X:) > V(X4)), entonces 7p < 7 P, c.s y es un tiempo
de parada éptimo.

Demostracion:

Probar que es r—excesiva es simplemente usar la propiedad de Markov fuerte
(teniendo en cuenta que un tiempo constante es un tiempo de parada):

Eo(e”"V(Xy)) = Ex(e”"Ex, (67 9(X-.)))

=Eo(e "Ea(e T g(Xr 1) | Fo) = Eale™ " g(Xr 1)) S V@) (41)
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En segundo lugar, sea F' otra funcién r — excesiva mayor a g. Entonces:
E.(eg(X,)) < Eo(e " F(X,) < F(a). (4.2)

Como la desigualdad vale para cualquier tiempo se deduce que mayora a V.
Para probar que V(X,,) = g(X;,) P, — c.s se supondra por absurdo que existe
un z tal que P,(V(X,,) > ¢g(X-,)) > 0. Entonces

V(z) = Ex(e7g(Xr)) <Eg(e™™V(X5)) < V(x)

Lo cual es absurdo. Para probar iii) primero se observa que la funcién f(z) =
E.(g9(X,,e ")) es r—excesiva. En segundo lugar, para probar que es la menor
que r—exesiva mayorante, se supone por absurdo que existe 7* < Tp en un
conjunto de medida positiva:

V(z) =Es(e” ™ g(X5)) < Eu(e™ ™ g(Xr )l <rp) + ]Ew(e_rT*g(X‘u)lf*ZTD)

<E (e V(X ) lrocry) F Eu(e7 V(X )10, ) = V).

Del teorema se deduce la siguiente definicién

Definicién 4.1.3. Al conjunto D = {x : V(x) = g(x)} se le llama region de
parada.

En el teorema anterior se vié que la primer llegada a la regién de parada
es un tiempo Optimo, esto muestra que si el proceso comienza en un x en esa
region, una estrategia éptima es retirarse al inicio. Por ende es 1til saber la
forma del conjunto de parada ya que en este V = g.

4.1.2. Existencia de Solucién

En esta subseccion se dan condiciones suficientes para la existencia de una
solucién. Es trivial encontrar un contraejemplo (g(x) = €2, X; = t) donde no
haya solucion.

Observacién 4.1.1. Silimsup,_, . E(e"""g(X;)) = 0 entonces V < oo
Por ende, de ahora en adelante se pide que g cumpla esta condicién.

Definicién 4.1.4. Se define el operador Q,, como:

Qulg)(x) = mix{g(z), e7* "Eu(9(X5-n))

Teorema 4.1.2. Sea X un proceso de Lévy, g : R — [0,00) continua por
derecha y con limite a izquierda, entonces la funcion

o(x) = limlim QN g(x), (4.3)

es la minima funcion excesiva y mayorante a g y por el teorema es la
funcién valor. Siendo QY componer N veces Q.
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Demostracion:

Este resultado se prueba aproximando en el caso discreto (el cual no se
trabajard en la tesis). En dicho caso, donde se denomina s a la funcién valor es
un resultado conocido que:

() = 1im QY (g().

Y ademds s es semicontinua inferior. Se considera v, (z) = limy Q¥ (g)(z), en-
tonces

vn(x) = sup E.g(X;)
TEM,,

Donde M,, C M es la clase de tiempos de parada con valores k2" tal que
{r=k2""}eo{w: Xo, Xo-n,..., Xpo-n}.

Como vy, 41 > vy, se deduce que lim,, v, (z) existe y se denota V (z). Obviamente
V(z) > g(z). Ademds, al ser un limite creciente de funciones semicontinuas
inferiores, es semicontinua inferior. Por otro lado:

U () > e "By (v (Xno-n)) ¥m € N,
Tomando m = 12"7%, | € N se deduce que
V(z) > e ™2 "By(V(Xjo-r)).

Dado t > 0, se considera una sucesién binaria racional {t;} tal que t; \, t.
Luego vale

v(x) > Hminf e ™ E, (V(X,—re;)) > e "™HE, (iminf V (X, ;) > e " E (V(Xy)).

Solo resta probar que es la minima funcién r—excesiva. Para ello sea u(x)
otra funcién r—excesiva mayor a g, luego

u(z) > QN (u)(z) > QN (9)(x),
tomando limite se deduce el resultado.
O

Este teorema no solo prueba la existencia de la funcién valor, sino que también
muestra la relacion del caso discreto con el continuo. La existencia de un tiempo
6ptimo viene a estar dada por la finitud de 7p.

Ejemplo 4.1.2. Sean r > 0, X; = By un movimiento Browniano estindar y
g(z) = zT. Se considera el problema de parada dptima definido por estos tres
términos.
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En primer lugar se observa que para a € [0,1], z,y € R

V(1 —-a)r+ya)= su}\)/[ E(1-a)erya(e "X
TE

Luego para 7 fijo, se toma el tiempo de parada 7 como el tiempo 7 teniendo en
cuenta que el proceso comienza en ((1 — a)x 4+ ya). De esta manera:

E(1-a)atyale”TX) =E(e™7)((X7) + (1 — @)z + ya)) "

<E(e (1 - ) X7) + (1 - a)z + aXz +ya)) "
<E(e)(1-a)X7)+(1-a)z)  +E(e”7)(aXz+ya)) " < aV(y)+(1-a)V (2).

Por ende, en este caso V es convexa y continua. Usando este hecho que 7p es
finito con probabilidad positiva y que la velocidad de g es constante se deduce
que existe un z* > 0 tal que la funcién V(z) = g(z) si « > x*. A este fendmeno
se le llama pegado continuo. Ademds, como V es finito se deduce que existe un
x* > 0 tal que la funcién V(z) = g(x) si x > x*.

Luego al tomar z < z*
V(z) =E. (B} e " Ma o)) =

T+ ,00)

E((B +a)te T n)) = g*E(e et e ) = e VINE T (4.4)

Tlx* —2,00)

Hay que mostrar que V > ¢
Viz) > g(z) & gre V(@ =) > o

PN 33*67\/27’(%*) > re~ 2re
es creciente en los niimeros positivos si x = \/127

Entonces, necesariamente z* = \/% En conclusiéon como queda un tnico x*

2rx

La funcién f(x) = ze~

debe ser el éptimo.
O

La convexidad, el pegado continuo y suave de la funcién V' son propiedades ttiles
para encontrarla. Sin embargo, muchas veces es mas sencillo usar estas propie-
dades para encontrar un candidato y usar algun tipo de lema de verificacion
como el que se verd a continuacién.

Lema 4.1.1. Se considera un problema de parada éptima con descuento r > 0,
proceso de Lévy X y funcion de ganancia g bajo las hipdtesis habituales.
Sean 7 € M yv* =E,(e™" g(X;+)). Entonces el par (v*,7*) es solucion si

i) v*(z) > g(x) Vo € R.
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ii) El proceso {e "w*(X;) : t > 0} es una supermartingala continua por
derecha.

Demostracién:
Por definicién de v* se tiene

sup E,(e7""g(X;)) > v*(x) Vz € R.
TEM

Por otro lado, la propiedad ii) y el teorema de muestreo opcional de Doob (se
usa la continuidad por derecha de X) se deduce que

¥ (x) Z Ez (e—r(t/\a)v* (Xt/\o))a

luego como g es no negativa, usando el lema de Fatou y como el limite lim,, e 7"t g(X;) =
0 c.s vale que
v*(x) > h'tm inf B, (e 7" g(Xn0))
— 00

> E, (lim inf €_T(t/\o)g(Xt/\o)) =E,(e"79(Xs)).

t—o0

Como o es arbitrario se concluye la igualdad

v*(x) = sup Ex(e ""g(X,)) Vx € R.
TEM

Definicién 4.1.5. Para finalizar, se formalizan las ideas de pegado continuo y
suave: sea V la funcion de valor de un problema de parada dptima, se dice que
hay pegado continuo (suave) en x € OD (frontera de la region de parada) si V
es continua (derivable) en x.

Observacién 4.1.2. El ejemplo queda trivial si se asume pegado suave
en x*.

4.2. Ejemplos

4.2.1. McKean

Este problema de parada éptima, extraido de |[Kyprianou(2006)] (capitulo
9) , estd dado por

v(x) = sup E (e (K —eX7)T). (4.5)
TEM

Donde ¢ y K son positivos.

Teorema 4.2.1. La solucion al problema de parada optima estd dada por

]E KE Ke()_ :L‘-'rXe() +
((KE(eXetw — e +¥etm ) ) o x

E(eXeq) D) ™ g<i<e(q)

>

v(x) =
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Y el tiempo de parada optimo
T =mf{t >0: X; <z},

donde
2* = log(KE(eXew)).

Demostracién:

En primer lugar se observa que la funcién de ganancia estd en las hipétesis
usuales pedidas en la tesis. Es razonable pensar que el tiempo de parada éptimo
es cuando la funcién es menor o igual a un punto barrera ya que la funcién es
decreciente. Por ende se hipotetiza que la funcién de ganancia es de la forma:

0y(2) = Eo(e™ 7 (K —¢ v )*), (4.6)

siendo
7, =mf{t: X; <y}

Se eligird un y < log K adecuado para que la funcién v, esté en las hipétesis del

lema . T.11
Afirmacién:
e'Bx E(exp(ﬂie(o&) 17&@(&) >1:7y))

E(oxp(AX, ) .7

E, (exp(—aT, +'6XT;)1{TJ<<X>) =

Demostracién de la afirmacién:

E(]‘{*&e(a)>$fy}66£e(a)) - E(eﬂie(a)LIf ’ <e(a))

y—x

BX — BXeay=X ~ )
BT ),

Ty—z

= E<17;71<e(a)6

Usando la propiedad de Markov fuerte y tomando Y una copia de X indepen-
diente a F_-

y—x

ﬁX7—7 5Xe a)—T
= E(e v 17'_ ”<oo(17__I<e(a)E(1‘ry__m<e(a)e ) y_m)))

y—x Y

BX — & BY, -
—E((¢ el / ac e et )
Yy—z T

y—x

a‘ry__mﬁX

=E((e el o B Xew),

=z

Juntando los términos de los extremos queda probada la afirmacién (teniendo
en cuenta que en la afirmacién el término a la izquierda usa la medida P,).
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Se procede a utilizar la afirmacién en la definicién de v, separandola en dos
sumandos, tomando S = 0 en el primero y 5 = 1 en el segundo. Se deduce que:

E((KE(eXew — ™ Xeo) 1 y )
vy(x) = < —l@) . (4.8)
E(e™ea)
A continuacién se prueba que dicha funcién cumple i) y ii) del lema
En primer lugar para probar que vy, (z) > (K —e”)" hay que probar que v, (z) >
0y que vy(z) > (K — e*). De la definicién dada en se ve claramente que
vy(x) > 0. Por otro lado observando que

E((ex+§e(q) _ K]E(eﬁe(q) ))1{,£e(q)§aj,y})

= (K —¢€" , 4.9
0y(@) = (K =)+ ey (49)

es suficiente que el segundo término sea positivo y esto se cumple si
eV > KE(eXew). (4.10)

Resta probar que es una supermartingala. Se observa que en el evento {t < e(q)},
tomando I una copia independiente de X e(q) Y usando la propiedad de pérdida
de memoria de la distribucién exponencial se deduce que E(X, A (X; + 1) | F¢)
tiene la misma distribucién que E(X,, | F). Por otro lado de [4.8|se puede ver
que

eV < KE(eXew). (4.11)

Usando estos dos ultimos resultados se deduce que para todo x € R

E(1pce(qE(KE(eX e — e Xt D1y isuy}) | Fo)
E(eXea)

vy(z) >

> E(e ™", (2 + X)) = Ea(e "0, (X,)).
Los incrementos independientes estacionarios implican que para 0 < s <t <
(0.]

E(e 0y (X0) | F) = e Ex, (7700, (X)) S €70y (X,). (412)

Mostrando que {e~%"v,(X;) : ¢ > 0} es una P -supermartingala. Continuidad
por derecha de las trayectorias se sigue de las trayectorias de X y la continuidad
por derecha de v, que se ve en ([4.9).
En conclusién para estar en las hipdtesis del lema [I.1.1] se debe tomar y =
log(KE(eXe@)) y la regién de parada D = (00, y]. Por coherencia con notaciones
posteriores a este y se lo llamard z*.

O

Resta estudiar en que casos hay pegado suave y continuo.
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Teorema 4.2.2. La funcién v(log(y)) es conveza en y > 0 y en particular
hay pegado continuo de v en x*. La derivada por derecha en x* estd dada por
v (2% 4) = —e +KP(X, (4 = 0). Por ende el problema de parada dptima tiene
pegado suave si y solamente si P(inf{t: X; <0} =0) =1.

Demostracién:

En primer lugar se observa que para un tiempo de parada fijo 7 € M, la
expresion E(e~7 (K —e**tX7)T) es convexa en e® y también la funcién (K —ce®)*
cuando ¢ > 0. Al tomar supremos también quedan convexas y por ende v(log(y))
es convexa (y continua). Resta establecer condiciones necesarias y suficientes
para pegado suave.

Como v(z) = K — e* para todo x < z*, y de esta manera v (z*—) = —e” | se
requiere mostrar que v/(x*+) = —e®" para que haya pegado suave. Usando
y que e = KIE(@KEW)7 se tiene que:

’U(l‘) = _KE((ex—x*-‘rXe(q) — 1)1{*§6(q)>z7w*})

= fK(ezfx* - 1)]]*:(6&6(@)1{_§e(q)>;v—w*}) = 7K]E((6§e(q) - 1)1{—§

e(q)>w—m*})'
Usando primero la definicién de =* y luego la dltima igualdad se deduce:

v(z) — (K —e”) _v() + K(E(eXe —1))

* X —
Pt | E((e <) 1)1{—Xe q §x—x*})
= —K 7*]}2(6 ﬁ(Q)l{_Xe( )>x—w*}) K * = !
T T “e(q r—x

Al primer término se lo llamara A, y al segundo B,. En primer lugar

wlirgcl* A, = _KE(€£E<Q)1{_§E(Q)>0})' (4.13)

Por otro lado

E((eXe@ —1)1;_x  <pper) a2t s g
B, =K { *—e(q)_ﬂc z*} K e : ]P(—Xe(q) c dz)
T—T o+ T—x
ew*—x -1 . -z .
= KWP(O < _Ke(q) S r—T )+§E — /0 € P(O < _Ke(q) S Z)dZ7
ambos sumandos tienden a 0 cuando z — z*. Por ende v/(m*—i—) = e +

KIP’(—Xe(q) = 0). De esta manera, para que haya pegado suave ]P’(—Xe(q) =
0) = 0 que es equivalente a que P(inf{t: X; < 0} =0) = 1.
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4.3. Problemas de parada 6ptima con solucio-
nes unilaterales

En el ejemplo anterior se vié que la funcion valor depende de la esperanza del
infimo detenido en un tiempo exponencial cuyo parametro es el descuento. Que
dependa del extremo inferior es razonable ya que la ganancia era una funcién
decreciente. En los ejemplos que se proceden a mostrar se verda que este féno-
meno vuelve a ocurrir en funciones mondtonas. En el préximo capitulo se dardn
razones del por qué de dicha representacién de la funcién de valor y se resolvera
un problema de parada éptima en un caso donde la funcién no es mondtona.
Cuando se habla de problemas con soluciones unilaterales se refiere a que la
region de parada es una semirrecta.

Se vuelven a utilizar las notaciones para el maximo y el minimo detenidos en
un tiempo exponencial definidas al inicio del capitulo dos.
Esta seccién se basa en el articulo [Mordecki and Mishura(2016)].

4.3.1. Teorema de verificacién

Se procede a mostrar el teorema de verificacién que se usard en estos ejem-
plos.

Teorema 4.3.1. Sea X un proceso de Lévy, r > 0 el descuento y una funcion
de ganancia g no negativa que ademds cumple lim,_,_ ., g(x) = 0. Sean x* > 0
y una funcidn no decreciente G : R — [0,00) con soporte contenido en [x*,00)
. Sea la funcion

V:R=R, V(z)=E,(G(M))) Vz € R (4.14)

Si las condiciones
Viz) > g(z) Ve < z*, V(z)=g(x) Ve > z*, (4.15)
se cumplen, entonces V' es la funcidn valor y la region de parada es D = [z*,00).

Al tiempo de llegada a la regién de parada se lo llamara 7*. Hay que verificar
que se cumplen dos ecuaciones:

V(z) =Eq(e™ (X)), (4.16)
V es r-excesiva (recordar . (4.17)

Se necesitaran dos lemas para probar este teorema:

Lema 4.3.1. Se considera X,r,g,2* y G como en el teorema [[.5.1], entonces
para todo a > x* y x € R:

EZ(G(MG(T))]-{MZ(I}) = ]Ez(e_rTag(XTa)l{Ta<oo}), (4.18)
siendo 7, = inf{t > 0: Xy > a}. En particular cuando a = x* y 17 =7":
Ew(G(Me(r))l{MZz*}) = ]E;c(eiTT*g(X-,—*)l{T*<oo})~ (419)
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Demostracion:

Ex(G(Me(r))l{]\/[e(r)Za}) = Ex(G( sup Xt)]-‘ra<e(r))
0<t<e(r)

= Ew(G(XTa + sup (X;— XTa))]‘Ta<€(T))

Ta<t<e(r)

= IEI((/DO re " (G(X,, + sup (Xi— X, ))ds)l;, <o0)

a Ta<t<s

= EI((/ re *(G(X;, + sup (Xppr, — X5 ))ds)1lr <o)

0<t<s—7q
=E, (e (/ re "'(G(X,, + sup (Xigr, — X7,))dv)1; <o)
0 0<t<v

Sea X una copia independiente del proceso X:

— B, (e B, (( / T e (G sup (K2))dv)) Ly, <o)

0<s<wv
= Ex(eirTaEXq—a (G(Me(r)))17a<oo) = Ex(eirTag(XTa)lra<oo)-
O

Lema 4.3.2. Sea f(x) no negativa y no decreciente, r > 0, entonces h(x) =
Ex(f(Mcry)) € R es r-excesiva.

Demostracién:
Sea X una copia independiente a X,

= Eo(e7"Ex, (f(Yar,,))) = Ea(e "Ex,( sup f(Y5)))
0<s<e(r)

= Ez(/ooo e_r(“"'t)rE( sup f(X, + Xy))du)

0<s<u

— E,(Ex, ( /OOO e sup f(X,)du))

0<u<s

= Eq (Eq /OOO e sup f(Xop) | )

0<s<u

:Em(/t e "r sup f(Xsqe)dv)

0<s<v—t

= IE‘,,C(/tOQ e "r sup f(Xy)dw) < EI(/:O e "™r sup f(Xy)dw) < h(x).

0<w<v
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Demostracién de teorema [A3.1]

En primer lugar la igualdad se cumple por el lema tomando a = x*
y notando que en 7* = oo vale g = 0. En segundo lugar V' mayora a g por
hipotesis. Por ultimo como G es creciente, usando el lema [4.3.2] se deduce que
V es r—excesiva.

O

4.3.2. Polinomios promediantes

A continuacién, se mostrardn ejemplos de problemas unilaterales cuya fun-
cién de ganancia sea la parte positiva de un polinomio. Para ello se introducen
brevemente los polinomios promediantes.

En esta subseccion se trabajan con polinomios de la forma

pu(®) = 2" +ap_ 12"+ Fayr, (4.20)
se asume que x = 0 es rafz de p,(z). La funcién de ganancia es de la forma
g(x) = (pa(a™))™.

En realidad esto no es una pérdida de generalidad ya que ag(-+x¢) tiene solucién
aV(-+xg) .

Definicién 4.3.1. Se dice que P, es un polinomio promediante de p, si
Ew(Pn(Me(r))) an(l‘) Vr € R.

Donde
Po(x) = 2" + by_12" L 4+ by + by. (4.21)

Observacion 4.3.1. Si los primeros n momentos i = E(Mf(r)) de My son
finitos, y se denota pg =1, entonces para (4.21)) vale:

n k n n
Z bk Z C]lcl'luk_l == Z(Z bkC’,iuk_l)xl.

k=0 =0 =0 k=l

Luego igualando coeficientes de con (4.20) vale

> bkChpk—r =ai, l=n,n—1,...,0. (4.22)
k=l

Este sistema puede resolverse recursivamente:
b, =1,

bp—1 =apn_1 —np1,

n
by =a; — Z bkC,iuk,l,l =n-—2,...,0.
k=l+1
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Teorema 4.3.2. Bajo las notaciones de esta subseccion
i) El polinomio promediante P,(x) tiene al menos una raiz positiva.
ii) Si x* es la raiz mds grande de P,(zx), vale que p,(xz) > 0 para © > z* y
pn(z) > 0 para x > z*.
iii) Sean
G(z) = Pa(2)1z>ary, V(z) =Ex(G(Mc(ry)), 75 =if{t>0:X;>2"}.

Si G es no decreciente y V(z) > g(x) cuando x < z*, entonces el par
V(x), 7" es solucién al problema de parada dptima.

Demostracién:

En primer lugar si P, no tiene raices positivas en los niimeros no negativos,
entonces P, (x) > 0 para todo x > 0 ya que p,(x) — oo cuando n — oo. Luego
como P(Mcy > 0) > 0, vale que: 0 < E(P,(Mc())) = pn(0) = 0 lo cual es
absurdo (quedando probado 1).

La desigualdad ii) se deduce que P,(M.) >> x*) = 1 para x* > 2* y que
Pn(x) = Ex(Pn(Mey)) (la estricta es sustituyendo z* por x).

Por tltimo iii) es consecuencia directa del teorema m

4.3.3. Ejemplos
Ejemplo 4.3.1 (Caso lineal). En este caso py(z) = zT

Usando (4.22)) se deduce que
P’ﬂ(x) =T — E(Me(r))

En particular si se toma el proceso del ejemploIE(Me(r)) = (se recuerda
que el factor 7 es la probabilidad de no quedarse en cero).

Se estudiara el problema de parada 6ptima con el mismo proceso para el caso
en que p,(x) = |z| en el capitulo 4.

Sea x < z*:

™
V(J?) = Ew((Me(r) - E(Me(r)))l{IZI*}) = E$(1{$ZI*}(ME(T) - E))
=m t+x— T rie "Mdt =7 P rre” " ) gt

( )

g 1 * T

o0

. T, o .

= qe™® (u——)e ""du = me"” K.
o* 1
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* .
Usando que mKe™* = x* se obtiene que

x*

c= ———r.
7T67'1(11

Luego como V > g se deduce que
rrer®

erlx*

> a Ve (0,z7).

Esto solo ocurre si z* = %
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Example with r=1/sqrt(2)

2.0

I V in continuation region

I 9(x)

15

1.0

0.5
1

0.0

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Figura 4.1: Gréficas de V(x) y g(z) con (o, A\, 8,7,r) = (1,3,3,1,1)

Ejemplo 4.3.2 (Polinomio cuadritico). En este caso ps(z) = 22 + ax

Recursivamente se obtiene
Py(x) = 2 + (a — 2u1)x + 2(11)? — po2 — apy.

El polinomio p, tiene su raiz mas grande

. a 5 , G2 a a?
@t = =gt et ul o = E(Me) = 5+ Var(Me) + -/

Luego

V(z) = Eo(G(Me(ry))
- Eaz(l{Me(mZm*}(MeQ(r)+(a_2/~L1)Me(r)+2(E<ME(T))>2_E(M62(T))_G’E(Me(r))))'

Si el proceso tomado es el movimiento Browniano con descuento r = % se obtiene
que
V(a:) = 1{w>as*}('x* + ax) + 1{w§w*}]Ex(eirT ((m*)Q + ax*))
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=10y (2" +ax) + 1{m§x*e‘”_“* ((z*)? + ax*).

Donde se usa que la esperanza de la salida de un movimiento browniano es

conocida de (1.4)).

Para probar que es solucion resta ver que en x < x* se cumple que V' > ¢g. Lo
cual es equivalente a probar

*

e ((x*)* +ar*) > e “(2* +ax) VO < x < 2™,
Observando que la funcién e~%(x? + az) es creciente hasta 1 — g+y/1+ % se

deduce que la desigualdad vale (y es estricta) hasta ese punto que no es otro
que z* ya que M., ~ exp(v/2r) segin se vié en el ejemplo
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20
1

® Vantes de x*

15
1

® Vluego de x*

10
1

Figura 4.2: Gréficas de V(x) y g(z) con (o, A\, 8,7,r) = (1,3,3,1,1)

Ejemplo 4.3.3 (Ejemplo trigonométrico). En este caso g(x) = 1{z>o3(z +
Bsin(z)).

Se considera la funcién
(E(cos(Me(ry))) sin(x) — (E(sin(Me(,y))) cos(x)

G*(z) =z —E(Mer) + 5 (E(sin(Me())))? + (E(cos(Me(ry)))?

Se introducen las notaciones

7 =/ (EGin(Me(r))))? + (B(cos(My ()% < 1,

]E(Sin(Me(r))) 7T

6= arCtan(E(cos(Me(T)))) € (0,-).

2

De esta manera

G*(r) =2 —E(My) + gsin(x —0).
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y G*(0) < 0y en el caso que 3 < v se tiene que (G*)'(z) > 0. Por ende hay una
lunica raiz que se denominara z*. Se definen

G(SE) = 1{12z“f}G*(x)a V(.’E) = EI(G(MP(T’)))

Para probar que es la funcién valor hay que probar que se cumple .

Para dar un ejemplo, se supone que el proceso es un proceso de Poisson com-
puesto con saltos exponenciales como en m pero sin saltos negativos (puede
pensarse como un caso particular de este donde el pardmetro exponencial nega-
tivo es infinito). Bajo las notaciones del ejemplo se deduce que:

1—m . (1—m)r
E(sin(M,))) = 521t
" s (bln( e(r))) 7’% +1

(1—m)r?

E(M, () =
(Me(r)) r2 41

) E(COS(ME(’I‘))) =7+

De esta manera,

(1—m)rq
1+rf—(1—m)

s e il

6 = arctan( 372

)’7:

Finalmente

V(z) =E(G(Mcry)) = e @) (1 — 1)y / G(z* + z)e”"*dz.
0
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Capitulo 5

Problemas de parada
optima bilaterales.

Este tltimo capitulo trata problemas donde la regién de parada es el com-
plemento de un intervalo.

5.1. Introduccion

Al final del capitulo 3 se mostraron ejemplos donde la funcién valor se podia
representar con el promedio del extremo. En este capitulo se estudiaré el proble-
ma de parada 6ptima en el caso en que la funcién de ganancia g tenga soporte
en valores negativos. Mas especificamente, se estudiard el caso en que la region
de parada éptima sea el complemento de un intervalo y no una semirrecta.

En este caso la representacion promediante sera también dependiente del infimo.

Definicién 5.1.1. Sea V una funcion r—excesiva, se dice que V' tiene una repre-
sentacion promediante bilateral si existen Q* y Q. integrables (pueden integrar
infinito), no megativas y con soporte en [x*,00) y (—o00,x.] respectivamente,
siendo x* > 0, x, <0 tales que

V(z) = Eo(Q* (Me(r))) + Ex(Qulery))-

Segin el contexto se escribird @* o Q"1a,, >+ para hacer referencia al
soporte. Esto es porque en la practica primero se encuentra una funcién y luego
se la multiplica por la indicatriz. Lo mismo sucede con Q.
La subseccién de representacién de funciones r—excesivas se basa en [Dynkin(1969)],
[Mordecki and Salminen(2007)| y [Bertoin(1996)]. El resto del capitulo en
[Mordecki and Olii(2019)].

Ejemplo 5.1.1. Se considera un problema de parada dptima con las hipotesis
estdndares con el Movimiento Browniano y la funcién de ganancia g(x) = |x|.

102



Con un razonamiento similar a[£.1.2]se deduce que V es convexa y que debe
existir un par z, < 0 < z* tal que la regién de parada éptima es (x,, z*)¢. Como
es usual, al tiempo de llegada a ese conjunto se le denomina 7(*=*")° Luego
para = € (z.,2%)

(zs,x*)¢ (s —z,x* —x)¢

Eu(e™"" |X(9c*,x*)c ) =E(e™"" |X(x*—x,x*—m)c + z|).

Por la simetria del proceso y de g se deduce que z, = —z*. Luego

)

T 2. x* —)C
-z,
(zs—z,2* —x)

V(z)=a"E(e™""

sh(zv/2
= x*w ver [BorodinPaavo(1996)| pag. 172,
cosh(z*v/2r)
entonces para que z < V(x), es necesario y suficiente que se cumpla
ol

cosh(xv/2r) ~ cosh(x*v/2r)

Por ende encontrando el extremo de la funcion

Vo e (—z*, z"]

X

cosh(v/2rz)

z* queda inequivocamente determinado.

5.2. Representacion de funciones r-excesivas

A priori, no hay ningin fundamento del por qué de la existencia de una
funcién promediante bilateral més que la observacién de que existen en el caso
unilateral. Hay un argumento mas profundo basado en la representacion de las
funciones r—excesivas como integrales.

Sin embargo, hasta ahora, solo se sabe con certeza que los procesos de Lévy que
cumplan
la variable X, tiene densidad, (5.1)

tienen una representacion integral. Se procede a enunciar dichos resultados pero
no se los prueba ya que no es el objetivo de la tesis resolver los problemas de pa-
rada 6ptima que cumplen porque usualmente tienen suficiente regularidad
para ser resueltos por otros métodos (pegado suave por ejemplo).

Teorema 5.2.1. Sea V' una funcion r—ezxcesiva para X, integrable (puede inte-
grar infinito) no negativa. Si ademds X cumple (5.1)) y lim;_o, E(e™ " X;) = 0,
entonces existe una medida de Radon o que cumple:

V(z) = /Rr_lfxcm (y — z)o(dy).
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Una medida o es de Radon si es una medida en la o—algebra de Borel de
un espacio topoldgico de Hausdorff que cumple:

» para todo U abierto se cumple que 0(U) = Supxcs compactos (&) (ten-
sa),

» para todo B boreliano se cumple que 0(B) = infy 55 abiertos 0(U)
= y todo punto del espacio tiene un entorno de medida finita.

El teorema [5.2.1] es vélido para procesos mas generales, la construccion de
la medida se encuentra detallada en [Dynkin(1969)] y también en un contexto
més particular, de forma més sencilla en [Bertoin(1996)|.

Definicién 5.2.1. Se dice que una funcion f integrable es r-armdnica en A
medible respecto a un proceso X de Lévy si

f(x) = Ba(e™" ™ Xop).

Para todo B abierto contenido en A con clausura compacta, siendo Tg la primer
salida del conjunto.

El siguiente lema es 1til para definir el soporte de la medida o.

Lema 5.2.1. Sea V la solucion de un problema de parada dptima bajo las
hipdtesis usuales y . SiV es drmonica en A, entonces o(A) = 0.

El siguiente lema se basa en la propiedad fuerte de Markov:
Lema 5.2.2. La funcion V es armonica en el conjunto de continuacion.

De estos dos lemas puede concluirse un teorema de representacion mas ex-
plicito.

Teorema 5.2.2. Sea V una funcién r—excesiva para X, integrable (puede in-
tegrar infinito) no negativa. Si ademds X estd en hipdtesis del teorema Yy
el conjunto de continuacion es de la forma (z.,z*) entonces:

Viz) = / rLfx (y — 2)o(dy).
(=00, |U[z*,00)

Este ultimo teorema concluye la subseccién, fue hecho por
[Mordecki and Salminen(2007)|

Teorema 5.2.3. Si X cumple (5.1)) y V tiene una representacion como en
entonces V tiene una representacion bilateral promediante.

Demostracién
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Utilizando el Teorema de Wiener-Hopf se deduce que

Fxoo, () = / Pty () F10, (u — D).

Se procede a estudiar el segundo sumando de [5.2.2

/[ ol

= /[ : rilfxe(r) (y — x)o(dy)

/[z*m) r /m Iy @) f1o, (y — 2 — t)dto(dy)

/[ o / Frtoor O f1o0, (4 — @ — t)dto(dy)
xT*,00 Yy—x

[ f O o tytotay)
z*,00) y—x
x4+t
1 / Pt (1.0, (4 — 2 — D)o(dy)dt
o) z*

x+t
) fMe(r) (t)T71 / er(,,,) (y - — t)CT(dy)dt

= E‘L (Q* (Me(r))]-MzJ,* )
Tomando

Q" (z) := r1 /j er(r) (y — z)o(dy).

Un razonamiento similar con el primer sumando permite concluir el teorema.
O

En la seccién que sigue se muestra que hay mas casos en los que existe una
representacién bilateral promediante, la razén de esto es desconocida y puede
ser interesante estudiarlo.

5.3. Teorema de verificacion en el caso bilateral

En esta seccién el tiempo 6ptimo es de la forma 7. = inf(¢ : X; ¢ [z.,z*]),
para resolver estos problemas, se propone una adaptacién del teorema de veri-
ficacién se buscan @, y Q* como se mencionaron en la introduccién del
capitulo y se prueba que la funcién encontrada esta en las hipdtesis del teorema
de verificacion.
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5.3.1. Teorema de verificacion.

Teorema 5.3.1. Verificacon en caso bilateral:

Se propone una modificacién al teorema [{.3-1] para el caso bilateral. Para
a < b se denota T, = Wmf{t : X; ¢ (a,b)}. Sea X = {X;}4>0 un proceso
de Lévy con descuento r > 0 y una fucidn ganancia g : R — [0,00). Sean
x* > 0, . < 0 y un par de funciones Q* : R — R creciente en [z*,00) y
Q. : R — R decrecientes en [—oo, ).
Sea el tiempo de parada T(;, .=y y la funcion V : R — R definida como:

Vi(z) = Eo(Q" (Me(r)) 1,y 2a+) + Ea (Qu(Le(r) )11,y <o )-
Si se cumplen:
» V(z) =g(x) V2 ¢ (z.,27).
= V(x) > g(x) en otro caso.

Entonces V' es la funcion del valor y (., .~ el tiempo de parada dptimo para
el problema (X, g,r).

Se usan dos lemas para la demostracién del teorema.

Lema 5.3.1. Usando las notaciones del teorema anterior:
Eo(Q" (Me(r)) 1M,y >0 Lo, oy<e(r) + Ba(Qu(Le(r) 11,y <2 L(r,, ooy <e(r))
= Eo(9(Xrio, oo Lrs, oy <oo€” T 0000).
Demostracién:
Se requiere una afirmacién previa:
» B (Q (M) I,y >aLr, o <e(r)

=E, ((]EX (Q* (Me(r)>1MZ:E* )>1T(m*,z*)<e(r)6_m—(z* z*))

T(wx,z*)
» Bo(Qu(Le(r) L1y <) Lra, wny<e(r)))

- Ex((EX *) (Q* (Ie(r))]-le(,r) <z )))17—(1* YI*)<6(T)€7TT(GD*’1’*> )

(@

Sumando las igualdades de la afirmacion se concluye el lema ya que se puede
ver que el lado derecho de la igualdad es:

E, (g(XT(I*YI*) )17(“@*)<6(T)6*T'r(z*,m*) ).

Demostracién de la afirmacién (solo se demuestra el primer item):
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Por comodidad se define h(xz) = Q*(2)1;>4+. De esta manera:

Eo(Q" (Me(r)) 101,y 22 Lir,, ooy <e(r)) = Ba(M(Mer))1(r, . o) <e(r))) =
Ex(h’<X7—(m*,z*) + sup (X;-— X‘F(m*,z*)))17—(1*,2*)<e(7")) = ().

0<t<e(r)

Se observa que el supremo se alcanza luego de 7, ;- 0 h se anula. Por ende:

(*) = Ex(h(XT(m*,m*) + sup (Xt - X‘F(m*,z*)))l‘r(z*,z*)<e(r)) =

T(w*,m*)gtge(r)

E:((Ex,, ., (A sup V) DLr, ooy <er) =
0 e e =X, )

(Ys es un proceso i.i.d a Xy).

o0

Ba((Bx ([ (s () i), ) =
* T OgsgquT@*’z*)

(zs,2™)

B o By (] sup (V) o)Ly =
’ 0

0<s<wvw

(se toma el cambio de variable v =t — 7(4, =)

E:c(e_TT(I*,z*)(EX (h(ME(T)))lT(r*ww*)<oo).

T(@ww,a*)

Lema 5.3.2. Sean r > 0, f no decreciente y g no creciente, entonces:

h(.’L') = ]El(f(Me(r)) + g(Ie(T))) ($ € R)

es r— excesiva.

Demostracion:

Como supg<i<c(r) 9(Xt) = g(Le(r)), @) se deduce como en W

Demostracion de teorema [5.3.1}

Usando el lema se obtiene que:

V(z) = Ew(Q*(Me(r))lMe<r)Z$*) + Ew(Q*(Ie(r))lfe(r)Sw*)
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- E(Q(XT(M,m)17(0,,b><ooe_”<m*’m*>) (Vz € R).

Luego tomando x ¢ (z.,z*) se obtiene V(z) = g(x). Por otro lado en el
intervalo V' mayora a g, por ende V(z) > g(x) Vz € R.

Por tltimo usando el lema [5.3.2] se ve que V es excesiva, luego V7 tiempo de
parada:
Vi(z) 2 Ex(e7"V(X7)) 2 Eo (e Tg(X7)).

5.4. Pegado suave

El siguiente teorema sirve para el caso unilateral y bilateral. Se encuentra
aqui porque serad tutil para el problema que le sigue. En él, se dan condicio-
nes necesarias naturales para el pegado suave que dependen de las funciones
promediantes.

Teorema 5.4.1. Sea X un proceso de Lévy, factor de descuentor > 0, una fun-

cidn g no negativa (en este caso no es necesariamente la funcion de ganancia).
Se wutiliza la notacion del5.1.1. Si se cumplen

9(x) = E.Q" (M), para todo x > xg,
Q € C?[xg,0) y se satisfacen
|Q”(a:)| < Ae*®, Vx > xg,
para aldgun A > 0 and algin « > 0. Y ademds existe y es finita
EeMew (5.2)

Entonces la funcion V' (en este caso no necesariamente la de valor) definida
como

V(z) = E;Q(Mc)), para todo v € R

satisface

’

V(@) =V (@* =) = Q (z"+)P(Me(ry = 0). (5.3)
y ademds se cumple

Vi(e+)—V (z—) =0, paraz>z*. (5.4)

Demostracion:
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Primero se probara (5.3). Se denota Fi;(y) (y > 0) a la distribucién de la funcién
M.y, se tiene que

Vi) =V (#-)

1
= lhif,IOl EE[Q*(QJ* +h+ Me(r)) + Q* (J?* —h — Me(r)) — QQ*(JZ* + Me(r))]

If !
= lim —
hi0 h

= tim 2 {[Q° (" + 1) + Q* (& — h) — 20 (" P(My() = 0) (5.5)

/[0 : Q@ (z*+h+y)+ Q" (z" —h—y) —2Q*(z* +y)| dFn(y)

+ / Q" +hty)+Q*(x" — h+y) —2Q°(a" + )] dFuly) (5.6)
(0,h)

H[ O @E b Qb y) - 206 + )] dFu().
e (5.7)

Para computar el limite en (5.5)), como Q*(z) = 0 for x < z*, se tiene

1,%%[Q*($*+h)+Q*(x*—h)—2Q*(w*)]P(Me(r) =0) = (Q") (=" +)P(Me(r) = 0).

En cuanto a (5.6)), se tiene que

1
lm / Q72" +h+y) + Q7 (2" —h+y) —2Q"(«" +y)]dFun(y)
hi0 bl (o,n)
 Qr(x" +2h) . (R ]
< < = < =
< 41}%?01 3 P(0 < My < h) =8Q"(z") 1}}?01]?(0 < Mgy < h)=0.

Para el término en (5.7)), se denota x = z* +y > h,

/ " /u ih(Q*)”(mdu

x+h u A
< A/ du/ e*dv = — (eo‘(1+h) 4+ eX(@=h) _ 26‘“) .
T u—h «

Q" (x +h) + Q" (x — h) —2Q7(x)| =

Luego, como la esperanza E(e®<() < oo se tiene que

/(h QG ) QG ) <20 )] dFu)

< %E (6r*+h+M6<r> + &% ThHMer) _ 2e$*+M6m>
«
A z*+h z*—h x* aM,
< — e +e — 2e Ee**e(),

70[2
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En conclusién:

lhfm (" +h+y)+Q (2" —h+y) —2Q" (" +y)|dFyu(y) =0,
10 J (h,00)

concluyendo (5.3). Para verificar (5.4 las misma computaciones son vélidas
tomando x en vez de x*. La diferencia es que, en el término (5.5)), ahora se tiene
que

lfm %[Q*(x +h) 4+ Q*(z — h) — 2Q* (2)|P(M.(ry = 0)

h10
= (@) (a4) = (@) (2=))P(M(z) = 0) = 0.
Concluyendo la prueba del teorema.
O

Obviamente el teorema funciona con @, (trabajando con el infimo). Se pueden
repetir de forma andloga las cuentas o notar que —X es un proceso de Lévy.

Corolario 5.4.1. Si la funcion V' tiene representacion bilateral o unilateral
promediante, E(e™e) < 0o y Q* es dos veces derivable en [x*,00) entonces
3V (%) & P(Mey =0) =0 0 (Q¥) () = 0.

Si la representacion es bilateral un resultado andlogo sucede con Q.
Observacién 5.4.1. En realidad se cumple la equivalencia ([Mordecki(2002a)))
EeMer) < 00 & Ee®X1 < e”

Que puede ser util para saber si se estd en las hipdtesis del pegado suave.

5.5. Poisson compuesto:

Se considera el proceso de Poisson compuesto inicializado en z:

N Ny (t)) .
TR B oS
i=0 i=0

Siendo Ny =~ Pois(X), N, =~ Pois(y), Y;* ~ exp(a) y Ziﬁ ~ exp(8). En esta sec-
cién se resuelve el problema de parada 6ptima para este proceso con g(x) = |z|
y descuento r > 0 encontrando Q*, Q. y se prueba que estan en las hipdtesis
del teorema [£.3.11

La notacién usada es la misma que la de

A continuacién en vez de dar el candidato a solucién y probar que esté en las
hipotesis del teorema de verificacion, se muestran las propiedades que debe tener
la representacién promediante si es que existe. Luego se mostrard que con las
propiedades expuestas queda inequivocamente definida y esta en las hipétesis
del teorema de verificacién [£.3.11
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Definicién 5.5.1. Funcién candidato: Sean x, <0, z* >0, Q* : [0,00) —
R,Q.:(—00,0] > R, V:R —= RT funciones continuas tales que:

i) V(z) = |z| Vo ¢ (x4, 2").

i) V(2) = Ea(Iar>0- Q" (M)) + Ex(11<0+ Qi (1))
iii) Q*(z*) = Qx(wx) = 0.

) | [ Q (wrre—" Wdu] < .

v) | [T Qu(u)rae™ W du| < .

vi) Q* derivable en (z*,00) , Q. derivable en (—oo, ).

Se dice que V' es candidato y se denotan
c1 :/ Q*(w)rie " Wdu, ¢, :/ Q. (w)roem™ W du, (5.8)

(cuando se refiera a una funcidn candidato se sobreentiende la existencia de
Qs+, Q% x.,x* y se usan las mismas notaciones).

5.5.1. Propiedades del candidato:
Observaciéon 5.5.1. Sea V' un candidato, entonces:
a) Six>a*=V(r)=1x="Tce " +E (Q"(M)).

b) Siz <z,
= V(z) = —x = mere™® + Eu(Q4(1)).

c) Siz € (zs,x%):
= V(z) = mc1e™” + Tege 27,

Demostracion:

a)
Se observa que Py(M > x*) = 1 (de ahi el segundo sumando). Por otro
lado:

E.(Q:(I)li<s,) = 7/ Q. (t + z)roe™dt
= f/ Q. (w)roem™ ) dy =
(cambio de variable u =t + ).

— ﬁefTQm

b ) Anélogo a a).
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¢ ) Misma cuenta con la integral que en a) pero ahora en cada sumando.
O

Corolario 5.5.1. Usando que V(z,) = —x. , V(2*) = 2* y que V es continua:

a)

— T — rrer2(—z.t+z™)

Ch =
1 71—(_67"1573*4’7"2((1?**1*) +ew*r1)’

b)

T 4z et (Tt
ﬁ(_e—rgz*—i-rl (z*—xy) + e—w*rg) :

Cy =

Se procede a encontrar formas explicitas de Q.

Lema 5.5.1. Forma explicita de Q* y Q. SiV es candidato entonces:

a)

Q" (x) = ary — 7w T(re 4 ri)cge 2%
1 —((1—’/T)7"2—|—7”1)7

b )
Q) = —xr9 — T w(re +11)c1e™*

9 —((1 —f)’/’l —|—’/‘2).
Demostracion (solo de b), a) es andloga):

Sea r < x, usando la observacién [5.5.1

0
—x = mere™” +ﬁ/ Qi (t+z)e™ ' radt + (1 —7)Qu(z) &

(tomando u =t + x)

—x —mwep e = ﬁe*”‘r/ Q.(uw)e™ rodu+ (1 —7)Qu(x) <

(definiendo F(z) = e™*Q.(z)).

—z — mepe? = ﬁe‘”w/ F(u)radu+ (1 —7)F(x)e” ™" (x) <

— 00

112



T2X xT
(—x —mere™® — (1 — ﬁ)F(x)e*T”)i— = / Fu)du <
Tre

— 00

(—x— ﬂcle”z)ej—ﬂ - /z F(u)du = ;(1 —7)F(x).

Tre —oo Tre
Derivando:

1 ToT rox (r14r2) 1—-7 o
—(—€™* —xree”® —mer(ry +12)e” V) — F(r) = ——F (z) &
Tre Tre

1 rox Tox z(ri+r2) — !

—(—e™" — xree™” — mey(r1 4 1r2)e 1 TR)) — g —F(z) =F (x)
1—-7 l—-7

Esto es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Resolucién de la ecua-
cién:

Se denotan: ,

Az) = a7—2—,
(1—m)

b('r) = 7(_67422 — xree”?® — ey (7«1 + 7-2)656(7‘1+r2))’

G(x) = / eAWp(t)dt.

*

Luego la solucién que se anula en z, es de la forma F(t) = e=4®)(G(t)). Resta
encontrar forma explicita:

G(z) =

/ ((1 1 7))(—et(r2+%)*trget@2+%)*W(T1+T2)Clet(rl+rz+%))dt — (*)
Ty -7

Se observa que 7o + ﬁ(l’;—%) = (17;—2?), por ende:

(1) = () (et 12T,

1—-7 T2

(1 —mel T [T 4+

T

T __
.=

C

z. 1t T
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D ek k0 SRS G R A VS

(z(72
e\ PlT=5 + cte.
T2 T2 (1—7)7"14—7’2)

(La constante es la misma funcién evaluada en z.)
Luego como (z(7%5)) — (a:({i%) = rou:

—xry =T iz _TCL (ro+m1)

— )+ cte eI
T (1=7)r1+ry

F(z) =" (

Como F es integrable en (—oo,z,) vale que cte = 0. A primera vista esto es

una condicién extra que se le pide a una funcién para que sea candidato, pero
en la practica se pide que @, se anule en x,. Entonces:

—Xro — T iz TC1(T2 +T1
Q.(2) = ( —ene Ttz 1)

T (1= +r”

Anélogamente:

T =T rpe mea(re +11)
T1 (17’/T)7”’2+7”‘1 ’

Q*(z) = (
O

Teorema 5.5.1. Verificacion: Sea V una funcion candidato, si ademds ¢y >
0, c2 > 0 entonces V es la funcion de ganancia y 7., 5« es un tiempo de parada
optima.

Demostracion:
Basta ver que V estd en las hipdtesis del teorema [5.3.1] para ello solo falta
probar que V(z) > |z| Vz € (z.,z*).

En primer lugar se observa que QQ* es creciente en los positivos y (). es decre-
ciente en los negativos (derivar usando el lema [5.5.1)), entonces para z € [0, z*):

V() = B (Qu(D1r<e. )+ Ee (@7 (M) 1ar20+) 2 B (Qu (1) 110, ) +E(Q7 (M) =
Tege 7+ (1 —m)Q*(x) + 7r/0OO Q*(t + x)e "ridt =

_ b —Tr2x
Tege "2 1 (1 — 77)<xr1 7w T(re +r1)ese

™ —((L=m)rg + 1)
0 1 —((1—7T)7"2+7”1) ’

114



Estudiando el tercer sumando:

dt =

/°° (x+t)r —m N 7(rg + r1)coe” T2 (@)
T
0 ™ —((L=m)ra + 1)

m((—ze ™ |°) + (/ trie”"dt)
0

< _ T(r1 +r2)ca
+ re t(ri+re)—rox ’/T(Tl dr)) =
) “ri e -

> _ T _ _ 702
m(x + e Tltdt* Z 4 (e t(ri+r2)—rox 00\
@ [ Tt n A= )
—rit —
e 0o ™ —rox TCa2T1
m(x — —-—— —e —_) =
( 71 )|0 T1 7"1+7“2(177T))
oz + l—m R TC2aT1 )
g ri+ro(l—m)”
De esta manera:
Try — T
V(z) > Tese ™ + (1 — ) (——)
1
TT(re 4+ r1)coe™ 2% 1—7 _ TCary
4+ 4+ ——e"F— )=
—((1—7r)7‘2+r1)) ( 71 1 +T2(1_7T))
Fere (1= — (1 —m)(r1 +72)) + 1)+
(]. — 7'(')7’2 —+7r1

1—
Tege 2P ((1 —7)(x — 1) +7(z+ i
T1 r1

) =

T 1—m —Tr 1—m
1—7)(z— = —rt (171~
(1—7)(z Tl)—|—7r(a:+ - y=z+ (1 —n) o +m o

=z
= V(z) > x VYo > x, se prueba de forma andloga que V(z) > —z Va < 0,
luego V' estd en hipdtesis del teorema [5.3.1] concluyendo la prueba.

O

Quedo probado que si existe una funcién de valor con representacién prome-
diante bilateral, es inica. Resta ver que este candidato es efectivamente solucion.
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5.5.2. Existencia de candidato

Se procede a probar la existencia de un candidato y se propone un método
para encontrarlo. A lo largo de esta subseccién estaran definidas las siguientes
funciones (obviamente haciendo referencia a la observaciénmy el lema[5.5.1]).

Definicién 5.5.2. Se definen

n
—z, — m*eTz(*I*JrfL’*)

*\
c1(zy, ™) = T(—er @ =)  grr)’ Te > 0,2, <0,

z* +x*er1(—x*+w )

* p—
Cg(ﬂ?*,l’ ) N f(—e*Tzw*Jrrl(I**ﬂi*) + efac*rz)7 Ty > 0,2, <0,

xry—m  T(re 4 ri)cae 2%
r1 —((1=m)rg +71)’

Q" (x) =

=Ty — T w(re +11)cre™*
T2 7((1 77)7"1 +’l"2).

Es esperable que los puntos x*, z, no se encuentren explicitamente sino que
cada uno sea raiz de una funcién. Sin embargo aprovechando la simetria de ||
se procede a probar que solo es necesario encontrar una raiz a una funcién real.

Lema 5.5.2. Se propone una ecuacién equivalente a Q*(z) = Q.(z) = 0.
Sean p: R = R, p: R — R definidos (el denominador nunca se anula):

p(u) =
T (r1 +r2) _y(redm) ) 1den
( o =)+ (1 - e“(“”"’)))( Jr((1 —m)ry 1) 1= enlritra)
pu) =
ST (r +72) 1y () e
T =P+ @ — ) T T + ) T et
entonces:
i)
o7 (ro +r)(em (- 1) — 1)

7= p(u),

ri o —((1—m)rg +71)(1 — e(r1t7m2)) 4 (rg 4 71)(1 + €%

T 7 (r1 +ro)(em" () - 1)

ro  ro —((1—=7)ry +72)(1 — ev(r24m)) 4 (ry +79)(1 + em2%)

= p(u)

i) plu) >0V u>0, p(u) >0V u>0,
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iii) Fup > 0 tq. p(ug) + plug) —ug =0

i) para ug del item anterior y definiendo x* = p(ug), =+ = —p(ug) = —ug +
plug) se cumple que x* > 0, z, < 0.

Demostracién de i):

p(u) =
T ru (ry +72) 1 (ra +11) L+em®
( . e =+ r)(1 - e“(T1+T2)))( +((1 —7)rp+71) 1 — evlritra)

(factor comtn en el divisor)

— ;ﬂ- iU (7"1 +T2)
( " +e u((l—7T)T2+r1)(1_eu(rl+T2))

)

x(_((l —m)rg +71) (1 — e HT2) 4 (g + 1) (1 + e’"l“))_ _
((1 - 7T)7'2 + 7’1)(1 — eu(r1+r2)) =

(factor comtn en el nominador)

(GO = myra +r1)(1 = D)) + (e u) (1 + 72)
((1 - 77)7’2 + Tl)(l — e“(T1+T2))

(*((1 —m)ry + 1) (1 — ")) 4 (ry ) (1 + erlu))*l _
(1= m)rg +71)(1 — evlritra)) B

(términos se cancelan)

(FE)((A = m)ry + 1) (1 = e*F72))) 4 (e u) (ry + 72)
—((L=m)ra +7r1)(1 —evtritr2)) + (ry + 1) (1 + €1¥)

(se suma y resta 7(1 4+ e™*) en un factor convenientemente)

L =n(((L = m)ra + ra) (L= €T03))) o (e (L4 en) = (L + ) (r o+ 7o)

" (U= ) (= ) o () (1 e
.7 (ro +rp)(e™ (2t —1) = 1)

7= p(u).

N + _
r1 1 —((1=m)rg +71)(1 — e(ritr2)) 4 (rg 471 )(1 + "1t

La igualdad con p se prueba de igual forma.

Demostracién de ii):
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Solo se prueba para p (para p la prueba es igual).

plu) >0Vu >0 <

muw(ny 1) — 1
TLE (rz + r)(en (5" 1) — 1) >0Vu>0
r1 o —((1—m)rg +71)(1 — ev(rtm2)) 4 (rg +71)(1 + em1%)

(2 + (e (2224 — 1)

& >—-1Vu>0
(L= m)ra + 1) (1 — w1 +72)) & (g + 11)(L + er1v) “
& () (= = 1) = 1) >
—(—((1=m)re+r)(1 — e“(”“?)) +(re+r)(1+e") Vu>0
riug 11U (17,”)7,.24»7,.1 u(r1+ra) riu
(1) 1) > —(— (2 ) (1 — et ) (1
& (P =1 1) > (- (S (L= ) (L) V> 0
1 —
o (il 5 (L2 i) gy s

s (7"2 +7"1)

Lo cual se cumple ya que el término a la derecha es no positivo y el de la
izquierda es positivo.

O
Demostracién de iii):

Basta probar que:

’

p (0) >

’

= | =

Z 7r ’ p—
; p(0) =7(0) =0, lm p(u)= el lim p(u) =

1
2 U—00 U—00

N =

Solo se prueba que p (0) > % (lo demds es andlogo o se deduce de i) ).
Por comodidad y salud mental del lector se denota:

o (]. — 7T)’l"2 + T1
ro + 71 '
Se recuerda de i) que:
T T (em*(2e —1)—1)
p(u) = - + 1 ((A=m)ratry) u(ry+rz) ru
1 = (1 —eulmtr2)) 4 (1 4 emv)
= p/(u) =
(e () ) (R (D) e ) (K () ) et )
(& ™ ™
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rT1u

(R ((ra+ r)e™ ) e ) e (1) 1))

s
(K(eu(T1+T2) _ 1) _|_ 1 + eurl)—Q

= (0) = 2 ((or1+ @) - (Kl +72) +10)(-2)
= (0) = (2 + Kl +72)) > >

Demostracién de iv : Se deduce de ii) y iii). O
Fl siguiente lema da sentido a la definicién de p y p:

Lema 5.5.3. Bajo las notaciones de la seccion y el lema anterior se cumple
para x, <0, z* > 0:

» Q*(z*) =0 & p(a* —x.) =a* (esto es un abuso de notacidon, al ser c;
una funcidn, Q* depende en realidad de dos variables),

n Qu(zy) =0 < p(z* —x.) =z, (sucede lo mismo).

Demostracién: (solo se demuestra el primer item)

K[,k * T f(rl —+ T2) -
) )=0&2" — — + e 2T oy = ()
@) ri o —((=m)ra+r1) ?
a0=2" — K n T(ry +72) e—rzzc*( ac**—i— x*eniw*—x*) i
i —((L=m)ra+7r1) er2e* — eri(zF—zi)—roms /T
LT () 2+ e @ )
S0=z"— —
S —((1=m)rg4+r1) 1 - e TGt
o 0= — ™ n (’I”l + 7‘2) ¥+ (g;* +*$* _ m*)eh(fb*:z*))
1 _((]. — 7'(')’]"2 —+ 7"1) 1— eTl(I _I*)+72(_‘I/*+l )
0=z -1 4 (r1+712) x*(1+e“(”3*_z*j)+(x*—m*)ejl(m*—m*))
T —((T=m)ra +71) 1 — en@ =z )+ra(—z.tz*)
14 ene®—a.)
e (1+ (r1 +72) (1+e * )
*((1 — ’/T)’I"Q —+ ’]”'1) 1— e(T1+T2)(a: —Tx)
T (ry +12) (z, — x*)er (@)

-z ( )

71 ((1—7T)7“2+T1) 1 — elritr2)(z*—z)
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*(1 (r1+72) (2, — *)er (@ —z) )
1 ((1 - 7T)T2 + Tl) 1— e(rl+7’2)(z*—z*)
(r1+72) (14 em(@ —22)) )
X((_1+ ((1 _W)TQ +T‘1) 1 —6(7’1+T2)(x*—x*))))
St =
(72 (7’1 + 7”2) (*x* + x*)en(x*f:z:*) ))
1 ((1 _W)T2+T1) 1 — e(ritr2)(z*—z.)

(r1 +12) (14 em(@"—22))
((1 - ’/T)T‘Q + 7"1) 1 — elritr2)(z* )

)~

*

& p(z* —x,) = 2™

O

Se procede a ver el significado de ¢1 y c¢o, el lector puede revisar (5.8)) y
suponer que ambos ya estdn definidos. Sin embargo, dicha ecuaciéon asume la

existencia de la integral. En este caso ¢1 y ¢o estdn definidos en [5.5.2

Lema 5.5.4. Tomando Q*,Q.,x. y x* definidos a partir del uy definido en el
lema[5.5.9iii) y definiendo V (x) = B (Q*(M)1ar30+ )+ B2 (Qx(I)11<z,) Vz € R

se cumple que:
i)
1 o0
-0 < f/ Q*(t)e "ridt = ¢, < 00,
T S
1 o ot
—00 < — Q. (t)e™ rodt = co < 0.
™ — 00
i)
V(z)=lz|Vaé (z.z").
m) c1 >0, co>0.
Demostracion i) (solo se prueba la segunda igualdad):

Se recuerda que:

]
—T, — x*eTz(*I*Jriv*)
c1 =

7'('(767’117*4#2(90**90*) + efﬂ*m)’ Ty > 0, 2, <0.

x4+ x*erl(—x*—l-z*)

Cy = T, > 0,2, <O0.

ﬁ(_e—rgw*—i-rl (x*—xx) + e—w*rz)
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—Irg — T w(re +71)c1e™*
o —((1 —ﬁ)?‘l +T2).

Sean Cy = ffoo Q. (t)e™trodt y Cp = ffm Q«(t)e™radt . Desarrollando de
forma similar al teorema[5.5.1] se prueba que es una integral convergente finita.
Por otro lado sea la ecuacién diferencial dada por:

1 1-7
(=" — arge™ — 7ei (11 + 7)) — Fz) = —F'(x), F(z*) = 0.
T2 T2

Por las operaciones realizadas en el lema se ve que "% Q. (z) es la solucién
a dicha ecuacion diferencial. Integrando de ambos lados entre —oco y x, :

ToX « T 1
(—xw — 77616”9”*)67 — / Fu)du=—(1—7)F(x.)

o 0o Tre

T2 « T s
= (—x — Wcler“”*)ei - / F(u)du=0

fTQ oo

eT2x* T s
= (=2, — e ) —— = / F(u)du

f?"Q —00

67"23?* T x
= (—x, — me1eM ) —— = / r9€™"Qy(u)du = Cy

— 00
—Ty — rrer2(—z«t+z”) e er2Ts B
= (= — Wﬂ—(ferw“rrz(x*fm) + ez*rl)e ) T &
(_erlx*—i-rg(x*—x*)_|_egc*r1)(_x*) x*_i_x*erg(—x*—i-x*) o er2Tw
:>( *ro (2 —w) riz*+ra(z*—x4) TuT ) T
(—eram4ra(a” —.) 4 e@ur1) (—em 2 *) 4 eTxT1) T

:CZ

x*(ele*"!‘Tz(Z*—lD*)) _ x*(erlw*) + x*(erlw*) 4 x*(erg(—:v*—i-m*)-&-rl(w*))

ﬁ(ierlm*+r2(x*fx*) + 61*7“1)

67‘2$*

=

:CQ

T (erlx*Jer(:c*7:6*)77‘2(7x*+1:*)7r1 (z*)) 4o

= ﬁ(_erlw*—&-m(m*—x*) + eac*rl) €

rox.+ra(—xata”)tri(zy)

:C2
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x*(enw*—rlw* ) 4ozt

= T(—ero Fra@ —22)— (12w 4ra(—a T ) F11(@2)) | goer1—(rawstra(— et ) +71(22))
= (4
= g = Cy
O
Demostracién ii):
Se deduce de la ecuacién diferencial del teorema [5.5.1]y la parte anterior.
O
Demostracién iii), solo se prueba c¢; > 0):
Razonando como en i) se puede ver que:
" e—T‘lI*
c1 = (% — Teae™ ") =
—ry gzt
& = (2" +Tege ™ 81—7771)-;:2—:21) :1 1:2 € fl )
Ademds, usando que Q*(z*) = 9”*77’}1_“ + ﬂffgfﬁ;fi:; =0:
o=+ (I REE AN E R o
O

Corolario 5.5.2. Finalizacion del problema: Tomando x*,x. como el le-
ma anterior se prueba que V definida como: V(z) = E;(1y>q.-Q*(M)) +
Er(1r<o+Q.(I)), es candidato y utilizando el teorema se deduce que es
la funcion de ganancia y que los dptimos son x™*, x,.

Demostracion:

Por el lema ili) y el teorema solo basta ver que V' es una funcién
candidato. De la definicién de candidato iii) y vi) se cumplen por construccién
y los otros puntos fueron probados en i) y ii) del lemam

O
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Figura 5.1: Gréficas de V(x) y g(x) con (o, A, 8,v,7) = (1,3,3,1,1).
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Figura 5.2: Gréficas de V(x) y g(x) con (o, A, B,v,7) = (1,1,1,1,1).
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Conclusiones y futuros
trabajos.

En el caso estudiado bilateral no hay pegado suave como predecia el teorema
b4l
Existe la representacién bilateral promediante en méas casos de los que se cono-
cen. Probablemente en todos los procesos de Lévy .
El teorema de verificacién puede utilizarse en mas casos para futuros trabajos,
ademas es de especial interés probar hasta que punto existe la representacion
integral de las funciones excesivas. Si se llegara a un resultado general se podria
concluir que el estudio de problemas de parada éptima bilaterales para procesos
de Lévy es equivalente a encontrar la distribucion del maximo y minimo deteni-
dos en un tiempo exponencial independiente al proceso y las funciones Q*, Q..
Una idea para probar dicha representacion seria dividir el proceso de Lévy en
casos:

= Caso en que la distribucion de la variable detenida en un tiempo exponen-
cial independiente tenga densidad (se sabe que hay representacién, véase
[Bertoin(1996)]).

= Caso en que haya un drift o que los saltos sean suficientemente numerosos
en algun sentido. Aqui el autor sospecha que con algunas modificaciones
a [Dynkin(1969)| es posible encontrar dicha representacidn.

= Poisson compuesto que ya se vid, que en al menos un caso, si tiene repre-
sentacién integral la funcion de valor. Este caso debe estudiarse aparte ya
que es similar al discreto.

= Si hay otro caso, debe ser rebuscado primero habria que encontrarlo.
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