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Resumen

Este trabajo desarrolla la teoria de los juegos estocasticos transitorios, basado
principalmente en resultados del libro de Filar y Vrieze[10]; éstos son una clase
particular de juego estocéstico con horizonte infinito, en que se tiene un estado
especial en que el juego se considera finalizado, que se alcanza con probabili-
dad uno, de modo que la suma total (sin descuento) de la ganancia instantanea
a lo largo de los infinitos pasos resulta bien definida. En particular se llega
a métodos concretos para hallar las estrategias éptimas para estos juegos y se
incluye la aplicacién a un juego de dados conocido como “la codicia” o “el uno”.

Palabras Claves: teoria de juegos; juegos estocasticos; procesos de decisién
de Markov competitivos; juegos de dados; juegos estocdsticos transitorios.

Abstract

Based mainly in results in the Filar & Vrieze’s book [10], theory of transient
stochastic games is developed in this work; those are a particular case of infinite
horizon stochastic games, in which a special state, considered as a final state,
is reached with probability one, ensuring the finiteness of the sum of instant
rewards over all steps. Particulary, concrete methods to find optimal strategies
for transient stochastic games are reached, and an application to the resolution
of a dice game, known as “pig game”, is presented.

Keywords: game theory; stochastic games; competitive Markov decision pro-
cesses; dice games; transient stochastic games.
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Introduccion

La teoria de los juegos estocdsticos es sin duda parte de la teoria de jue-
gos; pero también puede entenderse como una extension natural de la teoria de
los procesos de Markov controlados, en que mas de un agente toma decisiones
persiguiendo objetivos diferentes. De un juego estocdstico participan una can-
tidad finita de jugadores. El juego transcurre en una secuencia de instantes o
pasos, que puede ser finita o infinita, en que éste puede encontrarse en diferen-
tes estados. En cada uno de los pasos, cada jugador tiene un conjunto finito de
posibles acciones, que depende del estado en que se encuentra el juego, del cual
debe elegir una. Las acciones tomadas por los jugadores determinan un pago a
éstos pero ademas influye en la dinamica del juego, ya que el estado siguiente
es aleatorio y su distribucion de probabilidad depende de las acciones tomadas.
Si se piensa en este modelo con un solo jugador se tiene un proceso de Markov
controlado o proceso de decision de Markov clésico.

La clase de juegos estocasticos en que se centra este trabajo es la de los juegos
estocasticos transitorios, en la que los jugadores tienen el objetivo de maximizar
la suma de las ganancias esperadas de cada paso en una cantidad infinita de
éstos. Es claro que para que la suma de infinitos términos resulte finita hay que
pedirle ciertas condiciones al modelo. De hecho, como vamos a ver en el capitulo
3, los juegos estocdsticos transitorios modelan situaciones en la que se tiene una
cantidad no acotada de pasos, pero en cada juego, con probabilidad uno, dicha
cantidad es finita.

La motivacion para estudiar los juegos estocdsticos transitorios surge a raiz
de un problema concreto, un juego de dados. En mi trabajo monografico de
grado [4] estudié el juego conocido como “la codicia” o “el uno” desde un punto
de vista solitario y quedé planteada la idea de hallar una estrategia 6ptima para
el caso competitivo, en el que se enfrentan dos o més jugadores. Enfocado en
esta direccién surgio la idea de hacer un seminario para estudiar el libro “Com-
petitive Markov Decision Processes” [10], que trata de juegos estocdsticos en
general, donde encontramos la teoria de los juegos estocdsticos transitorios, que
resulto 1til para resolver el problema.

Este trabajo se podria dividir en dos partes: por un lado los tres primeros
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capitulos, que son de matemadtica pura, en los que aparecen resultados tedéricos
sobre teoria de juegos, y juegos estocdsticos; y por otro lado el cuarto capitulo
que es de matematica aplicada y se centra en la resolucién del juego de da-
dos. Los capitulos 1 y 2 son preparatorios para el tercer capitulo, se espera que
alguien que no conoce de teoria de juegos, pero maneje conceptos bdsicos de
probabilidad y procesos estocdsticos pueda entender este trabajo sin gran difi-
cultad. Para consultar aspectos basicos de probabilidad se recomienda [9, 22] y
sobre procesos estocasticos se puede consultar en [3, 27].

En el primer capitulo se introducen aspectos bésicos de la teoria de juegos
y algunos resultados clasicos sobre juegos matriciales, que resultan de utilidad
para el estudio de los juegos estocdsticos. Buena parte de los contenidos de
esté primer capitulo estd basado principalmente en el libro “Uma introdugao
a teoria economica dos jogos” [2]; en ¢l se pueden consultar aspectos bésicos
generales sobre este tema.

El segundo capitulo trata juegos estocasticos en general, el modelo que defi-
nimos toma aspectos del modelo de procesos de decision de Markov que aparece
en el libro de Herndndez-Lerma y Lasserre [13] y tiene aspectos del modelo plan-
teado por Filar y Vrieze en [10]. La primera referencia [13] es excelente para el
estudio de los procesos de decision de Markov, asi como lo es [10] para los juegos
estocdsticos de dos jugadores.

En el tercer capitulo abordamos la subclase de los juegos estocdsticos que
da nombre a este trabajo, los juegos estocdsticos transitorios; muchos de los
resultados que aparecen en él estan basados en el libro de Filar y Vrieze, que
es el unico libro que encontramos que trata este tema. En particular, en este
tercer capitulo, estudiamos a fondo el el problema de hallar estrategias éptimas
para esta clase de juegos.

Por 1ultimo en el cuarto capitulo se muestra el potencial de los resultados
obtenidos cuando se tiene el poder de calculo que brinda un computador; en él
se muestra como se aplican dichos resultados al problema de “la codicia” y a
algunas variantes de este juego; ademas se pueden ver los resultados obtenidos
con los algoritmos desarrollados. También se incluye un pequeno apéndice en
que se explican algunos detalles sobre los programas implementados.




Capitulo 1

Nociones sobre Teoria de Juegos

Introduccién

La teoria de juegos en sus principios surgié como una teoria econémica, pero
en la actualidad tiene aplicaciones en muchas otras disciplinas tales como la
biologia, informatica, inteligencia artificial, psicologia, etc. Al principio del siglo
XX se publicaron muchos articulos sobre teoria de juegos pero sin gran impac-
to. Fue a raiz de publicaciones de John von Neumann y del economista Oskar
Morgenstern que dicha teoria cobré mayor importancia, sobre todo después de
1940. En particular la publicacién en 1944 del libro “Theory of Games and Eco-
nomic Behavior” [20], junto con la guerra fria y las posibles aplicaciones de la
teoria de juegos a las estrategias militares, le dieron un fuerte impulso a esta
disciplina. En [2, 26] se pueden consultar aspectos bésicos sobre teoria de juegos.

Los juegos estudiados por la teoria de juegos, son modelos matematicos defi-
nidos en cada caso; es decir, no se encuentra una definicién de juego con riguro-
sidad matematica que sea unanime, sino que este concepto engloba una clase de
situaciones que comparten un conjunto de caracteristicas. Tratando de recoger
dichas caracteristicas comunes podriamos decir, en un sentido muy amplio, que
un juego se compone de un conjunto de jugadores, un conjunto de estrategias
que cada jugador puede elegir, y una especificacion de recompensas para las
estrategias escogidas. La teoria de juegos desarrolla modelos matematicos para
representar los juegos, estudia dichos modelos y en particular busca encontrar
la forma de elegir las estrategias para optimizar el desempeno de los jugadores.

En este primer capitulo se presenta el modelo mds basico y clasico de juego,
los juegos en forma normal. Estos resultan de utilidad para comprender algunos
conceptos, tales como suma cero, estrategia, equilibrio de Nash;y ademas sirven
de base para los juegos estocdsticos, que son el objetivo de este trabajo.
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1.1. Juegos en forma estratégica o normal

Definicién 1.1.1 (Juegos en forma estratégica, o en forma normal). Un
Juego en forma estratégica, o normal, es una 3-iupla (J, A, R) donde:

» J es un numero natural distinto de cero que indica la cantidad de jugadores.
A cada jugador lo identificamos con un numero j =1,...,J.

m A=A X...x Ay es el conjunto de J-uplas de acciones posibles por parte
de los jugadores, para cada j =1,...,J, A; es un conjunto finito,

Aj :{1,...,mj},

cuyos elementos se denominan acciones o estrategias puras del jugador
J.

» R=(ry,re,...,7rs) esla asignacion de recompensas. La recompensa del ju-
gador j es un numero real que depende de las acciones elegidas por todos los
Jugadores. En definitiva, se tiene r; : A — R, de modo que rj(as,...,ay)
es la recompensa que recibe el jugador j si los jugadores k - k = 1...n
toman las acciones ay, € Ay respectivamente.

Ademds se tienen las siguientes reglas que rigen el juego:

1. la cantidad J de jugadores, los conjuntos A; : j = 1...J, de acciones
posibles de cada jugador, y las funciones de recompensa forman parte de
las reglas del juego;

2. cada jugador escoge su accion sin conocer, y de manera totalmente inde-
pendiente, de la eleccion de los demas jugadores, intentando maximizar su
recompensa,

3. todos los jugadores conocen las reglas del juego.

A los juegos que cumplen la regla 1 y 3, que asegura que todos los jugadores
son conscientes de la estructura del juego y ademas saben que los demaés juga-
dores también conocen dicha estructura, se les denomina juegos de informacion
completa. A los que cumplen la regla 2 se los denomina juegos no cooperativos,
o competitivos, ya que se impide formar alianzas entre jugadores, para jugar
cooperativamente, y se asegura que cada jugador debe jugar para maximizar
su propia recompensa. Nuestro interés es en juegos competitivos de informacion
completa.

El siguiente ejemplo, que es un clasico en la teoria de juegos, muestra la
importancia de la hipétesis de no cooperacién. Lo presenté Albert Tucker en
1950 en un seminario para psicologos de la Universidad de Standford.
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Ejemplo 1.1.2 (Dilema del prisionero). Dos delincuentes son atrapados por
la policia, no hay pruebas para condenarlos salvo por un delito menor, se los
aisla a uno del otro y se les propone confesar el delito que cometieron, bajo las
siguientes reglas: si ambos confiesan comparten la pena (5 anos cada uno); si
uno confiesa y el otro no, el que confiesa queda libre y el otro cumple toda la
pena (10 anos); y si los dos negaran, por falta de pruebas, sélo se los condena
por el delito menor (1 ano cada uno).

Para modelar el juego tenemos J = 2, cada detenido es un jugador. El
conjunto de acciones para ambos jugadores es el mismo, es decir:

Ay = Ay = {1 = confesar, 2 = negar}.

Es claro que la maxima recompensa es quedar libre; de modo que la recompensa
la podemos modelar como el opuesto de los anos de carcel. Tendriamos las
funciones r1 y 79 definidas asi:

r1(confesar, confesar) = —5, ri(confesar,negar) = 0,

r1(negar, confesar) = —10, 7y(negar, negar) = -1,
ro(confesar, confesar) = —5, ry(confesar,negar) = —10,
ro(negar, confesar) = 0, 7ry(negar, negar) - 1

Una forma reducida y mas clara de representar el juego, es mediante una ma-
triz en que las filas son las acciones del primer jugador, las columnas son las
acciones del segundo jugador, y los valores de la matriz son pares ordenados
cuya primera componente representa la recompensa del jugador 1, y la segunda
componente la recompensa del jugador 2, para las acciones correspondientes.
En este caso tendriamos

J. 2 confesar | negar
confesar | (-5,-5) | (0,-10)
negar | (-10,0) | (-1,-1)

Observar que confesar el delito aumenta la recompensa, independientemente
de la opcién que tome el otro jugador. De modo que en un juego competitivo
ambos jugadores deberian optar por confesar, siendo ambos condenados a 5 anos
de prisién. Si, en cambio, ambos hubiesen negado, sélo serian condenados a un
ano cada uno, aumentando la recompensa; pero esto requeriria una decision en
cooperacion, confiar en que el otro jugador no nos va a “traicionar”.

i1

Definicién 1.1.3 (Estrategia mixta). Consideremos un juego en forma es-
tratégica; una estrategia mizta (o simplemente estrategia) p?, para el jugador
J, es una distribucion de probabilidad en el conjunto A;, de estrategias puras
del jugador. La idea es que el jugador no tiene que elegir la accion a tomar
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directamente, sino que puede optar por “sortear” qué accion tomar eligiendo
la distribucion de probabilidad. En algunas ocasiones es comodo pensar la es-
trategia 17 como un vector (1, . .. ,uznj), donde p} = p’(a) para cada accion
a=1,...,mj; claramente vale que > .7, ud = 1.

Notacion 1.1.4.

s Denominamos A, al subconjunto de R™ de probabilidades sobre el conjunto
{1,...,n}. Es decir,

A":{m"”’x”)em vj a2 0, Z%:l}.

J=1

Con esta notacion una estrategia mizta del jugador j es un elemento de
A,
J

s Llamamos A al conjunto de todas las elecciones posibles de estrategias por
parte de los jugadores. Es decir

A=A, X... XA,

Si cada jugador j = 1,...,J fija un estrategia mixta p’/ para elegir su accién
en el juego queda definido un elemento pu = (u,...,u’) € A; ademés, dado
que los jugadores eligen de forma independiente sus acciones, queda definida
una distribucién de probabilidad asociada a pu, que denotamos con la propia p,
sobre el conjunto A = A; x ... A; de las posibles acciones. De modo que si
a=(ay,...,ay) € A se tiene que

p(@) = p'(ar) ... p7(ay).

Observaciéon 1.1.5. La estrategia pura a € A; del jugador j se obtiene como
caso particular de estrategia mixta tomando como distribucion de probabilidad
en A; la que acumula toda la probabilidad en a, o sea la funcion indicatriz de
a, que denotamos I,.

Definicién 1.1.6 (Recompensa para estrategias mixtas). Extendemos la
definicion de recompensa para contemplar estrategias miztas, de modo que si ju
es una eleccion de estrategias miztas rj(p) coincida con el valor esperado de la

recompensa, 0 Seq,
ri(u) =Y ri(@u(@).
acA

Notar que si p se compone de estrategias puras, o sea, p = Iz = (L, ..., 1)
se cumple

ri(p) = 1;(a@)
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1.1.1. Equilibrio de Nash

Notacién 1.1.7. Si u = (p',...,pu?) € A es una eleccion de estrategias y
NS A, es una estrategia para el jugador j, denotamos por 7, V] a la eleccion
de estrategias que surge de cambiar en p la estrategia tomada por el jugador j
y sustituirla por 7. Es decir,

l’[/lij’l/j] :(/’L17’"’/"Lj_17l/j’/“'bj+17"'7/"LJ)'

Definicién 1.1.8 (Equilibrio de Nash). Decimos que una eleccion de estra-
tegias u = (pt,...,u7) € A, de los jugadores 1,...,J respectivamente, forman
un equilibrio de Nash si ningun jugador puede mejorar su recompensa cambian-
do su estrategia si los demds jugadores no cambian la suya. Es decir, para todo
j€A{1,...,J} y para toda estrategia 1V € A, , se tiene

ri(i) = 7(nls, v]). (1.1)

El concepto de equilitbrio de Nash es de suma importancia en la teoria
de juegos; lo introdujo John Nash por primera vez en su disertacion “Non-
cooperative games” (1950) [16], en donde mostré que todas las estrategias opti-
mas que se habian presentado para distintos juegos no cooperativos, efectiva-
mente cumplian la propiedad de formar un equilibrio de Nash. En el articulo
“Non-Cooperative Games” (1951) [17] también se presenta este concepto que
era conocido como punto de equilibrio.

En el ejemplo 1.1.2, del “dilema del prisionero”, la combinaciéon de estra-
tegias (confesar, confesar) forma un equilibrio de Nash. Este equilibrio tiene la
particularidad de lograrse con estrategias puras (no mixtas). Si bien la estrate-
gia (negar, negar) es mejor, en el sentido de que ambos reducen su pena, resulta
ser una estrategia inestable, ya que cada jugador se beneficia cambiando su es-
trategia si su oponente la conserva; no forma un equilibrio de Nash.

No siempre se puede lograr un equilibrio de Nash con estrategias puras. En
cambio, como lo indica el siguiente teorema, para juegos en forma estratégica,
siempre es posible encontrar uno si se trabaja con estrategias mixtas.

Teorema 1.1.9 (existencia del equilibrio de Nash). Todo juego en forma
estratégica tiene al menos un equilibrio de Nash.

Existen muchas demostraciones de este resultado debido al propio Nash,
en su articulo “Equilibrium Points in n-Person Games”, publicado en 1950, se
encuentra una prueba utilizando el teorema de Kakutani. Aqui incluimos una
demostracién que utiliza el teorema del punto fijo de Brouwer (una demostracién
de este teorema se puede consultar en el articulo de Milnor [14]).

Teorema 1.1.10 (del punto fijo, de Brouwer). Si C' es un subconjunto
compacto, convexo y no vacio de un espacio euclideano de dimension finita y

10
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F:C — C es una funcion continua, entonces F' tiene un punto fijo. Fs decir,
existe v € C tal que F(x) = x.

Antes de demostrar el teorema 1.1.9, vemos algunos lemas previos que son
caracterizaciones de un equilibrio de Nash.

Lema 1.1.11. La eleccién de estrategias u = (ut, ..., u’) € A forma un equi-
librio de Nash, si y solo st ningun jugador puede mejorar su TecOMPENSa cam-
biando su estrategia por una estrategia pura si los demas jugadores mantienen la
suya. FEs decir, i forma un equilibrio de Nash, si y solo si, para cadaj =1,...,J
y para cada a € A; se tiene que,

rj(1) 2 75(ulj, La])
Demostracion.
(=) La demostracién del directo es inmediata, ya que si pu forma un equili-

brio de Nash, la ecuacién (1.1) vale para toda estrategia 1/ € A, en particular
vale tomando ¥ = Ia.

(<) El reciproco es una consecuencia de que, fijado j € {1,...,J} y 1/ una
estrategia del jugador j,

V= Z v (a)l,,
a=1
de donde surge que
ri(plg, v]) = ) v (a)ri(ulj, L)
a=1
m;
< v (a)ri(p)
a=1
= 1j(n),
lo que completa la demostracién.
m
Lema 1.1.12. Consideremos, para cada jugador j7 = 1,...,J, y para cada
accion a = 1,...,m; de éste, la funcion g;, : A — R, tal que Vi € A,
gja(p) = max{0, r;(ulj,Ta]) —r;(u)}. (1.2)
La eleccion de estrategias = (pt, ..., pn’) € A forma un equilibrio de Nash, si

y s6lo si gjo(p) =0 para todo j =1,...,J y para toda a =1,...,m;.

11
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Demostracion. La demostracion es inmediata del lema anterior si se tiene en
cuenta que, para toda eleccién de estrategias p € A,
Gia(p) = 0 & 7;(1) > 7r;(plg, la)).
O]

Lema 1.1.13. Sea la funcion F : A — A, tal que, si p = (b, ..., u') es una

eleccion de estrategias,

donde, sia € {1,...,m;},
) ) J oy
vl =1(a) = 'ua_‘_mgja(”) —.
L+ 37020 ge(p)
Se cumple que p forma un equilibrio de Nash si, y solamente si, F(u) = p, es
decir, v es un punto fijo de F.

Demostracion. Primero que nada veamos que la funciéon F' estd bien definida,
es decir, que v es un elemento de A: fijado j € {1...,J} y a € A;, se cumple
que vJ >0, ya que g;x(1) toma valores no negativos para toda k € A;; ademas,

1+ gja(1t)

DV = m;
14302 gk(p)

a2y [ 4 gja(p)]
L+ 02 gik(p)
L+ > e giet) _
L+ 02 g

lo que demuestra que 17/ € A, entonces, v es un elemento de A.

(=) Para demostrar el directo basta observar que, por el lema 1.1.12; el he-
cho de que p forme un equilibrio de Nash implica que g;,(1) es cero para todo
jugador j y toda accién a; lo que a su vez implica que v/ coincide con ul; es
decir, efectivamente y es un punto fijo de la funcién F.

(<) Veamos que vale el reciproco. Sea p un punto fijo de F', entonces vale
la siguiente igualdad, para todo j =1,...,Jya=1,...,m;,
i M gia(p)
T gik(p)

despejando se obtiene

WS a) = 9500, (13)
k=1

12
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Si probamos que gj,(¢) es nulo para todo j =1,...,J y a =1,...,m;, obte-
nemos que u forma un equilibrio de Nash como consecuencia del lema 1.1.12.
Supongamos, por absurdo, que existe j tal que Z;n:” 1 9ik(p) > 0; de la igualdad
(1.3) resulta que pl > 0 si y solo si gj,(u) > 0, lo que es equivalente a que
r;(plj,la]) > r;(p). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

>0, >0, =0, =0,

de modo que yZ = 3" | 4T, lo que implica que

l
ri(p) = Y phri(uljIa])

l
> > ()
a=1

= Tj(ILL)7

lo que es absurdo; entonces para todo j = 1,...,J se cumple >, gix(p) = 0,y
como los sumandos son no negativos, g;x(1) = 0 para toda accién k del jugador
7, lo que culmina la prueba del lema.

[]

Demostracion de 1.1.9.

Aplicando el teorema 1.1.10, del punto fijo, con C' = A, que es compacto y
convexo, y con la funcion F' definida en el lema anterior, que es continua, resulta
que existe un punto fijo de F' que, por el lema anterior, sabemos que forma un
equilibrio de Nash.

m

1.2. Juegos matriciales de suma cero

Definicién 1.2.1 (Juego matricial). Definimos un juego matricial como un
Juego en forma estratégica de dos jugadores (J = 2). Para simplificar la notacion
denotamos

A={1,....n} y B={l,...,m}
al conjunto de acciones de los jugadores 1 y 2 respectivamente.

La denominacion de juego matricial radica en que, como se vio en el ejemplo
1.1.2, estos juegos se pueden representar por una matriz en M, ,,(R?), donde
las filas corresponden a las acciones que puede tomar el jugador 1, las columnas
a las acciones del jugador 2 y las entradas de la matriz son pares ordenados
que indican la ganancia del jugador 1 y 2 respectivamente. Por supuesto que

13
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los resultados vistos en general para los juegos en forma estratégica valen para
los juegos matriciales.

Definicién 1.2.2 (Juego matricial de suma cero). Un juego matricial se
dice de suma cero cuando la ganancia de un jugador coincide con la pérdida del
contrincante. Es decir,

Va € A, Yb € B, ri(a,b) = —ry(a,b).

En este caso no utilizamos subindices, sino que denotamos por r a la funcion
r1, de modo que ro es sencillamente —r. Estos juegos se representan mediante
una matriz R € My (R) de entradas rqp = 1(a,b).

Cuando se tiene un juego matricial de suma cero y se eligen las acciones a y
b se suele decir que el jugador 2 debe pagar al jugador 1 un monto de r(a,b),
de modo que el objetivo del jugador 1 es maximizar r, mientras que el jugador
2 trata de minimizarla.

Como ya fue visto en general, para los juegos en forma normal, la funciéon
de recompensa r se extiende a A = A,, X A,,, contemplando asi las estrategias

mixtas. Recordamos que la forma de extenderla, si u = (p1,...,pun) € Apy
v=(v1,...,Vn) €A, es tomar
r(u,v) = ZZT(CL, b) 1o, (1.4)
a=1 b=1

que escrito en forma de producto de vectores por matrices es
r(p,v) = pRv".

Definicién 1.2.3 (Valor de un juego matricial). Consideremos un juego
matricial de suma cero, de matriz R, y llamemos

vy = max min 7(u, v)
BEA, VEA,,

o S
Si se cumple que vi = vy decimos que “el juego tiene un valor”, que denotamos
v (= v1 = v9). En caso de haber mds de un juego matricial en el contexto
denotamos el valor del juego por val(R).

La continuidad de la funcion r : A, x A,, — R y la compacidad de A, y A,,
aseguran la existencia de v; y vo. En contextos mas generales, como el caso en
que las estrategias puras posibles son infinitas, se cambia la definicion de v; y
vy tomando supremo e infimo en lugar de maximo y minimo.

14
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En general se cumple que vy es el mdximo valor que el jugador 1 puede ase-
gurarse sin depender de la estrategia de su oponente, o lo que es lo mismo,
suponiendo que el oponente juega la mejor estrategia para minimizar r. Andlo-
gamente vy es el minimo valor que el jugador 2 puede lograr sin depender del
Jugador 1.

Definicién 1.2.4 (Estrategia éptima). Decimos que p* € A, es una estra-
tegia optima para el jugador 1 si se cumple

’ * _
Inin r(p*,v) = v.

Andlogamente, una estrategia optima para el jugador 2, es una estrategia v* €
A, que verifica

;{2%}5 r(p, v*) = vs.

Lema 1.2.5. Se cumple que v; < vs.

Demostracion. Sabemos que
; /
rv) = min (),
vVeAm
tomando maximo en p obtenemos

’ 7 / /
max r(u, ) > max min r(u, V') = v,
HEAR (1 v) HEAR V' EA M (1) ’
y como la desigualdad anterior vale para todo ¥ podemos tomar minimo, obte-
niendo

Ve = min max r(p,v) > vy,
VEA, ,U«EAn

lo que culmina la prueba.

]

El siguiente teorema caracteriza los equilibrios de Nash, para el caso de juegos
matriciales de suma cero, en términos de vy y vs.

Teorema 1.2.6. En un juego matricial de suma cero, existe un par de estra-
tegias formando un equilibrio de Nash si y solo si el juego tiene un valor v*.
Ademas si (u*,v*) forman el equilibrio de Nash, resulta que r(u*,v*) = v*, y
las estrategias son optimas.

Demostracion.

(=) Si p* y v* forman un equilibrio de Nash, para todo p se cumple

r(ptv) = (e, v,

15
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por lo tanto

r(p*,v") = Frbrelix r(p,v")

o
2 min méxr(p,v)

= Vg

de manera completamente andloga se tiene que

r(p’,v") = minr(p’,v)

< méx min r(u,v)
HEAL VEA,

= U1;
teniendo en cuenta que v; < vy por el lema anterior, probamos que

. . * _ * * . z * _
v = min r(ptv) = r(pt,v7) = méxr(p, v7) = vy

lo que demuestra la existencia del valor del juego. Ademas queda demostrado de
la ecuacién anterior que r(u*,v*) = v* y que las estrategias pu* y v* son éptimas
para el jugador 1 y 2 respectivamente.

(<) Supongamos que existe un valor v*, es decir v* = v; = vy, de la definicién
de vy surge que existe p* tal que

_ . *
v = min r(y",v)

y analogamente, por la definicion de vy, existe v* tal que
vy = max r(u, v*);
2 PEDn (,LL, )7
por lo tanto se tiene que

’ k . ’ *
maxr(p,v*) = min r(4", v).

Veamos que (p*, v*) forman un equilibrio de Nash:

* * > z. *
r(p’,v) 2 minr(,v)

J— 4 *
= maxr(p,v7)

Y

r(p',v")

16
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para todo i’ € A,, de modo que el jugador 1 no puede mejorar su desempeno
cambiando unilateralmente su estrategia. Analogamente se prueba para el ju-
gador 2, lo que completa la demostracion.

O

Corolario 1.2.7 (Teorema minimax de von Neumann). Todo juego ma-
trictal de suma cero tiene un valor

* s ’ ’ s
UV o= max min r V)= Imin maxr 1%
HEAD VEA M (1. v) VEAm pEA, (. v)

y estrategias optimas para ambos jugadores.

Demostracion. Por el teorema 1.1.9 sabemos que existe un equilibrio de Nash,
por lo tanto, aplicando el teorema anterior obtenemos la igualdad deseada.
m

El teorema anterior vale en contextos mas generales, su primera versién fue
de von Neumann en 1928 [19] y prueba la existencia de soluciones en estrategias
mixtas para juegos de dos jugadores, de suma cero, con una cantidad arbitraria
de estrategias puras. Otra demostracion del mismo resultado se puede consultar
en [21].

Propiedades 1.2.8. Consideremos dos juegos matriciales, dados por matrices
Ry R en Muxm(R), de entradas rqp y 17, respectivamente. Sea J la matriz en
My wm(R) cuyas entradas son todas 1.

1. 8t R < R' coordenada a coordenada, entonces val(R) < val(R').
2. Se cumple val(R + kJ) = val(R) + k.
3. Vale la siguiente desigualdad:
|val(R) — val(R')| < H;%X Tab — Thp (1.5)

Demostracion.

1. La afirmacién es inmediata si se observa que para cada par de estrategias
W, UV se tiene que

T(/L, V) = NRVT < MR,VT = TI(M7 V)?

y tomando méx, min, se conserva la desigualdad.

2. Procedemos de forma similar, observando que
w(R+ kv’ = uRv” + k,

para todo par de estrategias.
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3. Se deduce de las dos partes anteriores, ya que

R < R+ méx |ry — r,|J,
a,b

y entonces
val(R) < val(R') + max [7ap — 70|
a’

Anélogamente se obtiene

val(R') < val(R) + mééx [7ab — 704

culminando la prueba.

18






Capitulo 2

Juegos Estocasticos

Introduccién

El concepto de juego estocdstico (stochastic game) fue introducido por Sha-
pley en 1953 [24]. A diferencia de los juegos en forma normal, presentados en el
capitulo anterior, los juegos estocasticos, también llamados procesos de decision
de Markov competitivos, son juegos dindmicos ya que se juegan en varias etapas.
Pueden ser vistos tanto como una generalizacién de los juegos en forma normal,
en que se consideran varias etapas, o como una generalizacion de los procesos
de decision de Markov, en que se permite que varios agentes tomen decisiones
persiguiendo objetivos diferentes. A pesar de la fuerte relacién que tienen los
jJuegos estocdsticos con los procesos de decision de Markov, estos dos temas fue-
ron tratados de manera totalmente independientes durante largo tiempo. En
1997 Filar y Vrieze publicaron el libro “Competitive Markov Decision Proces-
ses” [10] cuyo titulo refiere a los juegos estocdsticos, en el que se tratan ambos
temas conjuntamente.

En términos muy generales, el modelo consiste en un conjunto de jugadores
que en una secuencia de pasos participan de un juego en forma normal, que de-
pende del estado en que se encuentra el juego, y en que las decisiones tomadas
por los jugadores, ademas de determinar el pago propio del juego en forma nor-
mal, influye en el estado en que estara el juego estocéstico en el paso siguiente.
Vamos a ver que los juegos estocdsticos abarcan las caracteristicas generales de
un juego; es decir, hay un conjunto de jugadores, estrategias para los jugadores
y un sistema de retribuciones que sirve para comparar estrategias.

Como ya fue mencionado, el objetivo de este trabajo es estudiar en pro-
fundidad una subclase de los juegos estocdsticos llamados transitorios. En este
capitulo definimos el concepto de juego estocdstico, en particular considerando
el caso de dos jugadores, para, en el proximo capitulo, dedicarnos a los juegos
estocdsticos transitorios. Vamos a ver que muchos conceptos que aparecen (tales
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como juego de suma cero 'y valor del juego) son andlogos a los definidos en el
capitulo 1 para juegos matriciales.

2.1. ;Qué es un juego estocastico?

Definicién 2.1.1 (Juego estocastico). Un juego estocdstico queda definido
por:

» un congunto finito S, digamos S = {1,..., N}, de los posibles estados del
Juego;

» para cada estado i € S, se tiene un juego matricial R' (definido en el
capitulo anterior) donde denotamos:

o Al y B a los conjuntos de acciones del jugador 1 y 2 respectivamente,

o7l ri: A" x B" = R a las funciones de pago de los jugadores 1 y 2;

s una familia de distribuciones de probabilidad sobre S, indexada en el con-
junto de configuraciones instantdneas del juego

K = {(i,a,b)|i € S,a € A",b € B'}, (2.1)

de modo que si (i,a,b) € K asocia P, 4.

2.1.1. Descripcién informal del juego

Denotamos por 5; al estado del juego en el instante t = 0,1,2...; el estado
inicial se fija de antemano, de modo que Sy = 7¢. En cada instante los jugadores
participan del juego matricial R, correspondiente al estado en que se encuentra,
el juego estocastico. El estado siguiente del juego S;y; es aleatorio y depende
de S; y de las acciones tomadas por los jugadores en el juego matricial del paso
t, del siguiente modo

P(Sir1 = 1St =1, Ay = a, By = b) = P, 44(J).

El objetivo de cada jugador en el juego estocastico depende de lo que se quie-
ra modelar, pero, para esta descripcién informal, supongamos que cada jugador
quiere maximizar la ganancia a lo largo de toda la historia, o sea, la suma de
las ganancias obtenidas en cada uno de los juego matriciales jugados en cada
instante. Entonces, una primera idea que surge, es la de jugar de forma Opti-
ma a cada juego matricial; sin embargo esta idea no es buena, ya que mira el
problema localmente en el tiempo, sin tener en cuenta la influencia que tienen
las decisiones en la dindmica del juego, puede ser preferible sacrificar ganancia
instantdnea para ir a estados mds favorables que incrementen la ganancia futura.
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Una estrategia para un jugador, intuitivamente, deberia ser una forma de
elegir en cada paso la accién a tomar en el juego matricial correspondiente a
ese paso. La informacion con la que cuenta el jugador para tomar tal decision
es la historia del juego hasta ese momento. La definicién formal de estrategia
del juego estocdstico resulta acorde a esta idea intuitiva.

2.1.2. Estrategias

Consideramos, para cada instante t = 0,1, 2, ... los conjuntos H; de historias
posibles hasta el instante t definidos por:

HO = S
Hl = Kx S
Ht = Kt x S

donde K’ es el producto cartesiano de K por s{ mismo ¢ veces. También defini-
mos el conjunto H := U2 H,.

Definicién 2.1.2 (Estrategia general). Una estrategia general, o simple-
mente estrategia, ™ para el jugador 1 es una correspondencia que a cada

h = (io,ao,bo,...,it) cH

asocia 7( |h), una distribucién de probabilidad sobre A", es decir una estrategia
mizta del jugador 1 en el juego matricial R, segin la definicion 1.1.3.

Andlogamente, una estrategia @ para el jugador 2, asocia a h una estrategia
mizta del jugador 2 en el juego matricial R, que denotamos p( |h).

En la bibliografia en inglés a estas estrategias se las denomina “behavior stra-
tegies”.

Definicién 2.1.3 (Estrategia pura). Se llama estrategia pura para el juga-
dor 1 a una estrategia general ™ para éste cuando la distribucion de probabilidad
7( |h) acumula toda la probabilidad en un solo elemento, dicho de otra forma,
7( |h) es una estrategia pura del jugador 1 en el juego matricial R™. Para el
Jugador 2 se define de forma andloga.

En la seccion 2.2.2 se presentan algunas subclases de estrategias que resultan
de particular interés.
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2.1.3. Definicion formal del proceso asociado a un juego estocastico
con estrategias fijas

Dado un juego estocastico, un estado inicial 7, y estrategias m y ¢ de los
jugadores queremos definir un espacio de probabilidad y un proceso estocastico
que modele el transcurso del juego. Entendemos por transcurso del juego la se-
cuencia de estados por la que éste pasé y las acciones tomadas por los jugadores.

Consideramos los conjuntos A y B, de todas las acciones posibles para el
jugador 1 y 2 respectivamente, mediante

N N
A=Ja y B=JB"
i=1 =1

Sea 1 =85, 2 =A X B, Q3=15, Qy = A xB, y asi sucesivamente. El espacio
muestral en que queremos definir una probabilidad es

Q= ﬁQk
k=1

ya que cada elemento (ig, (ag,bo), 1, (as,b1),...) € € representa una historia,
de estados y acciones tomadas por los jugadores, por la que pasé el juego, de
modo que 7, es el estado en que se encontraba el juego en el instante ¢ y (ay, b;)
las acciones tomadas por los jugadores en dicho instante. Notar que para todo
t=20,1,2,...

2t+1

H, C H Q
k=1

Como los conjuntos €2 son de cardinal finito podemos considerar la o-alge-
bra de partes sobre ellos, Fr, = P({)). Para cada k = 1,2,... y para ca-

da (wi,...,wk_1) la dindmica del juego define la siguiente probabilidad sobre
(Qk7 fk):
msik=1,

1 si w1 = )
Pw) =

0 en otro caso

» sikespar,y (wi,...,wp—1) € Hr_,
2

m(alwy, ... ,wk—1)@(blwr, ..., wr—1) st wg = (a,b)

Pw) = (a,b) € A1 x Br

0 en otro caso
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» si kespar,y (wy,...,wg 1) ¢ Hg—1 no importa la distribucién de proba-
bilidad ya que estamos sobre un conjunto de probabilidad 0, por lo tanto
la podriamos definir de cualquier manera.

= si k es impar diferente de 1, y wy_1 = (a,b) con (a,b) € A¥-2 x B“k-2
]P)(Wk) = PWk_27a,b
= si k es impar diferente de 1, y wy_1 = (a,b) con (a,b) ¢ A“-2 x B“-2 no
importa la probabilidad que se defina.

Con las probabilidades anteriores estamos en las hipotesis del teorema de lo-
nescu Tulcea, teorema 2 de la seccién 9 del capitulo 2 de [25]. Llamamos P; .,
a la probabilidad que surge en el teorema, definida en (€2, F), donde F es la
o-algebra de los cilindros.

Sobre el espacio de probabilidad definido (€2, F,P; » ,) consideramos los pro-
cesos estocasticos

{Sih=o0a,... {Ath=o1.., {Bili=og,..

que representan el estado, y las acciones de los jugadores 1 y 2 respectivamente
en el instante ¢; definidos como uno espera, si w = (i, (ag, bo), i1, (a1,b1),...) €
() entonces

St(w) = it, ,At<LlJ) = Ay, Bt(W) = bt-

También consideramos los elementos aleatorios H; : t = 0,1, ..., de la historia

del proceso hasta el instante ¢, de modo que H; toma valores en Hit:f Qry

Ht(w) = (i()) ao, bOa ila ai, b17 s ait>-
Por como fue definida la probabilidad P; . , es muy facil verificar que:
= el juego comienza en el estado i, es decir
]P)i,ﬂ',ap(SO = 'l) = 1,
» las variables aleatorias H; toman valores en H; con probabilidad 1.

= las acciones elegidas por los jugadores dependen de las estrategias y de la
historia del juego y son independientes, de modo que

P; ro(Ar = ar|Hy = hy) = m(ae|hy)

Pi,fr,g:(Bt = b|H; = hy) = o(be|hy)
]P)i,Tr,Lp(At = ay, B; = b)|Hy = hy) = 7(ai|he)p(be|he).
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= las transiciones entre estados dependen unicamente del ultimo estado y de
las acciones

Pi,w,g@(st+1 = it+1|Ht =hy, Ay = a4, By = bt) = Pit,az,bt<7:t+1)7
donde 4; es el ultimo estado de la historia h,.

Observacién 2.1.4. En muchas aplicaciones podria quererse que el estado ini-
cial del juego sea aleatorio (un claro ejemplo de esto es cuando en los juegos
de naipes se reparten las cartas); el hecho de tener un estado inicial no quita
generalidad en este sentido, ya que uno podria definir un estado ficticio ig en
que los jugadores no tengan acciones y la distribucion del estado siguiente sea
la distribucion inicial que se quiere tener.

2.2. El problema asociado a un juego estocastico

2.2.1. Ciriterios de optimalidad

Definicién 2.2.1 (Criterio de optimalidad). Dado un juego estocdstico co-
mo el definido en 2.1.1. Definimos criterio de optimalidad como una funcion
que a cada par de estrategias ™ y ¢ de los jugadores 1 y 2 respectivamente, y a
cada jugador j = 1,2 asocia un vector v™¥(j) € RY, donde el nmimero v™%(5);
se denomina “valor del par de estrategias ™ y @ para el jugador j si el juego
comienza en estado 1”

El problema que tipicamente se asocia a un juego estocéstico es el de, dado
un criterio de optimalidad, hallar estrategias que optimicen dicho criterio. En
el caso competitivo, que es el que nos interesa en este trabajo, cada jugador
j = 1,2 trata de maximizar el valor v™#(j);; pero dicha ganancia depende tanto
de su estrategia como la de su contrincante.

El criterio de optimalidad depende de la naturaleza del problema que se
quiera modelar con el juego estocdstico. A continuacién mencionamos algunos
de los criterios mas cominmente usados.

Suma descontada

El caso mas estudiado, inspirado en modelos econémicos, es el de la suma
descontada por un factor 8 € (0,1). En este caso, el valor del par de estrategias
my @ para el jugador 7 si el juego comienza en estado i es

/Uﬂ—#p(j)i = Z /BtEi,W,@T‘?t (At7 Bt)7
t=0

donde E; ., es el valor esperado cuando la distribucién de probabilidad es P; ;..
Para comprender el factor de descuento puede pensarse que la unidad de tiem-
po es un mes y que el dinero a medida que se gana se pone en un banco a
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una tasa de interés mensual de a.. Entonces ganar $10 en el instante ¢, genera el
mismo beneficio que ganar 10(1+4«) en el instante ¢+ 1, de modo que cuanto an-
. . . ., . o 1

tes se tenga el dinero mejor es. De la descripcion mencionada surge que § = .

El factor B ademas de cumplir el rol tedrico de representar el hecho de que el
dinero genera interés, cumple una funcion practica muy importante asegurando
que cada entrada del vector v™%(j) sea finita independientemente del juego
estocéstico y de las estrategias:

W)l <Y B Eir|ri(Ar, Byl
t=0

< > 8 mixri(a.b)

Promedio
Otro criterio de optimalidad muy usado es la ganancia promedio, es decir,

n—1 S,
o E ot (AL B
o™ (j); = lim S ””’“;J( v By

De este modo también se asegura la finitud de V; sin necesidad de un modelo
con descuento. Este criterio de optimalidad nace en 1957, con el articulo [11] de
D. Gillette.

Suma con horizonte finito
En algunos casos solo importa el seguimiento del juego en una cantidad finita
de pasos, y la funcién a optimizar es

N
V()i = Y Bimr (A, By).

t=0

Suma total con horizonte infinito

Por 1ltimo aparece el modelo que profundizamos en este trabajo, que es
cuando la funcién a optimizar es sencillamente la suma de las ganancias a lo
largo de todos los pasos del juego. Es decir

V()i = ZEi,ﬂ,(prft<Ata By).

t=0
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En este caso si existe el problema de que v™¢(j); podria ser infinito para algin
estado inicial ¢, en cuyo caso no cumpliria la definicién de criterio. Sin embargo
hay ciertos juegos estocésticos para los que se cumple que v™¥(j); es finito
independientemente de las estrategias y del estado inicial.

Definicién 2.2.2 (Juego estocdstico sumable). Un juego estocdstico su-
mable es un juego estocastico para el cual el criterio de la suma con horizonte
infinito esta bien definido.

2.2.2. Subclases de estrategias

Definicién 2.2.3 (Estrategia semimarkoviana). Una estrategia general ©
es semimarkoviana si cumple que a historias hasta el instante t, que tienen el
mismo estado inicial y el mismo estado final, les asocia la misma distribucion
de probabilidad. Es decir, si h = (io, ao,bo,...,it) y h' = (iy, ap, by, - .., 4}) se
cumple que

io =iy, iy =1, = Vi € S w(i|h) = w(i|h)

En caso de tener una estrategia semimarkoviana se suele escribir w( |is, t,ig)
indicando que la distribucion depende unicamente de t, iy, € ig.

Definicién 2.2.4 (Estrategia markoviana). Una estrategia general m es
markoviana st cumple que a historias hasta el instante t que tienen el mis-
mo estado final les asocia la misma distribucion de probabilidad. Es decir, si
h = (ig, ag, by, . .., i) y h' = (i, ay, by, . . ., iy) se cumple que

i, =i, = Vi € S m(i|h) = 7 (i)

Siguiendo el mismo criterio que en el caso de las estrategias semimarkovianas,
en este caso w( |h) se abrevia como 7( |iy,t).

Definicién 2.2.5 (Estrategia estacionaria). Una estrategia general 7 es
estacionaria si cumple que a historias con el mismo estado final asocia la
misma distribucion de probabilidad. Es decir, si h = (ig,ag,bo, ... i) y h' =
(i, ag, by, - . ., 15,) se cumple que

i, = i, = Vi € S n(ilh) = n(i|l)

En este caso la distribucion con que se elige la accion depende unicamente del
estado actual iy, por lo que en lugar de 7( |h) basta escribir 7w( |i;).

Observacién 2.2.6. Se cumple que toda estrategia estacionaria es markoviana,
toda estrategia markoviana es semimarkoviana y toda estrategia semimarkovia-
na es general.

Definicién 2.2.7 (Regla de decisién). Dado un juego estocdstico, una regla
de decision [ para el jugador 1 es una funcion que a cada estado v € S
asocia una una estrategia f; del jugador 1 para el juego matricial R', es decir f;
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es una distribucién de probabilidad sobre A. De forma andloga, una regla de
decision g para el jugador 2 es una funcion que a cada estado v € S asocia
una distribucion de probabilidad g; sobre B".

Observaciéon 2.2.8. Las diferentes clases de estrategias se relacionan con las
reglas de decision de la siguiente manera:

= una estrategia estacionaria w se corresponde con una regla de decision f,
de modo que f; = m( |i), a veces nos referimos a la estrategia estacionaria
como f, la regla de decision asociada;

= una estrategia markoviana ™ se corresponde con una sucesion de reglas de

decision (fo, f1,...), donde fi; = m( |i,t);

= una estrategia semimarkoviana w se corresponde con una sucesion de reglas
de decision (fy°, f1°,...) para cada estado inicial iy;

= q una estrategia general ™ se asocia una correspondencia que a cada historia
hasta el instante t — 1 y a cada par de acciones a;_1, by_1 le asocia una
regla de decision fhe—1-a-1vbi-1,

Dado un juego estocastico, la forma en que se toman las acciones en el paso
t estan dadas por reglas de decision f y g que, en general, dependen de la
historia del juego hasta ese momento, con esto queda definida la probabilidad
de transiciéon de un paso, de modo que la probabilidad de que S;;1 = j dado
que S; =i esta dada por la siguiente formula:

P(Sir = jlS =) = > Y fi(a)gi(b) Pras(i); (2:2)
a€A* beB?
Estas probabilidades se representan en una matriz P(f, g), tal que P(f,g);; =
P(Si1 = j[S: = 9).

2.2.3. Equilibrio de Nash

El concepto de equilibrio de Nash, visto en el capitulo 1 para los juegos
matriciales, se puede definir facilmente en el contexto de los juegos estocasticos,
y de los juegos en general.

Definicién 2.2.9 (Equilibrio de Nash para juegos estocasticos). Dado un
jJuego estocastico, un criterio de optimalidad, y familias de estrategias I1 y ® para
los jugadores, decimos que el par de estrategias 7, ©* forma un equilibrio de
Nash en las familias de estrategias mencionadas si se cumple para todo estado
micial 1

(1)i

V(,D S @7 UW*’@(Z)Z' < UW*#J* (2)17
es decir, ningun jugador puede mejorar su desempeno cambiando su estrategia
unilateralmente.

*

vr eI, v™¢ (1); < o™ %
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2.3. Juegos estocasticos de suma cero

En esta seccién definimos los juegos estocédsticos de suma cero y vemos que
algunos conceptos definidos para el caso de juegos matriciales de suma cero,
tratados en la seccion 1.2, se extienden para este caso.

Definicién 2.3.1 (Juego estocastico de suma cero). Un juego estocdstico
se dice de suma cero cuando la suma de los pagos de cada jugador es cero. O
dicho de otra manera, para todo (i,a,b) € K

Ti (CL, b) = —T;<a, b)

En este caso no utilizamos subindices para referirnos a la funcion de pago,
sino que denotamos por r*(a,b) a la ganancia del jugador 1, y el opuesto es la
ganancia del jugador 2.

Para cualquiera de los criterios de optimalidad mencionados como ejem-
plo en la seccion 2.2.1, se cumple que si el juego es de suma cero entonces
v™?(1) = —v™¥(2); llamamos v™¥ a ese vector y lo denominamos “valor del
juego para las estrategias (7, ¢)”.

Definicién 2.3.2 (Valor del juego estocdstico). Fijado un juego estocdstico
de suma cero, un criterio de optimalidad v™%, y familias de estrategias posibles
IT y ® para ambos jugadores. Si se cumple

sup inf v]¥ = inf supv; ¥

neg ped " pe® neg v
para todo estado inicial ©; decimos que el juego tiene un valor con respecto al
criterio v™¥ en la familia de estrategias mencionadas y llamamos v* € RN q

ese valor. Si no se aclara la familia de estrategias posibles se asume que es la
de las estrategias generales.

Para el criterio de optimalidad de la suma descontada, y de la suma con
horizonte finito siempre existe el valor del juego si se consideran las estrategias
generales. Esto no ocurre necesariamente con el criterio del promedio.

Definicién 2.3.3 (Estrategia 6ptima). Dado un juego estocdstico de suma
cero, un criterio de optimalidad v™%, y familias de estrategias posibles 11 y ®
para ambos jugadores, decimos que una estrategia 7 € Il es doptima para el
Jugador 1 si para todo estado inicial v se cumple

inf v7 ¥ = sup inf v

pe® well $€2
y andlogamente, la estrategia ¢* es optima para el jugador 2 si para todo i se
cumple

.
supv; ¥ = inf supv]"”?
mell PEL rell
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Lema 2.3.4. Se cumple que

sup inf v, < inf supv, ¥

well p€® PP reln
Demostracion. La demostracion de este lema es andloga a la del lema 1.2.5 so-
bre juegos matriciales, cambiando méaximo por supremo y minimo por infimo:

Sabemos que
/
0% > nf 0%,
p'ed

tomando supremo en 7 obtenemos

supv™? > sup inf v
mell Tell ¢'EP
y como la desigualdad anterior vale para todo ¢, tomando infimo en ¢ se obtiene
el resultado buscado.
O

Teorema 2.3.5. Dado un juego estocdstico de suma cero, un criterio de opti-
malidad v™¥, y familias de estrategias posibles 11 y ® para ambos jugadores, se
cumple que si el par de estrategias (7%, ©*) forma un equilibrio de Nash entonces
el juego tiene un valor v = v™ ¥ y las estrategias son optimas.

Demostracion. Cualquiera sea el estado inicial 4, si 7 y * forman un equilibrio
de Nash, para todo 7 € II se cumple

por lo tanto

vV
E\
=
n
=
o
&
%

igualmente

vl ¥ = info]
ped

P

. P,
< sup Inf v;"7;
mell PEP

teniendo en cuenta que la desigualdad dada por el lema anterior, probamos tan-
to la existencia del valor como la optimalidad de las estrategias.
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Capitulo 3

Juegos estocasticos transitorios

Introduccién

A priori podriamos decir que un juego estocdstico transitorio es un juego
estocdstico que a partir de un momento pasa a un estado especial en que se
considera el juego terminado. Es comin en la bibliografia no considerar el es-
tado especial y directamente pedir que las probabilidades de transiciéon a los
diferentes estados no sumen 1; de modo que si no sale “sorteado” ningtin estado
se considera que el juego terming; de hecho, en el articulo de Shapley [24] que
crea los juegos estocasticos se considera de este modo.

Si bien esta clase de juegos no es mas que una subclase de los juegos estocasti-
cos, tratados en el capitulo anterior, le dedicamos un capitulo por tratarse del
modelo en el que nos interesa profundizar para resolver las aplicaciones que
motivan este trabajo.

En este capitulo abordamos el problema asociado a un juego estocdastico tran-
sitorio de suma cero. Concretamente se demuestra que los juegos de esta clase
siempre tienen un valor (ver definicién 2.3.2) y que siempre hay estrategias
optimas que resultan ser estacionarias; dichas estrategias se componen de es-
trategias mixtas éptimas para ciertos juegos matriciales, que para hallarlos hay
que resolver ecuaciones andlogas a las de Bellman para procesos de control de
Markov; en este caso competitivo en lugar del maximo o minimo de la ecuacién
de Bellman aparece el valor de un juego matricial.

3.1. Condicion de transitoriedad
Para hablar de juegos estocdsticos transitorios consideramos un juego es-

tocastico, en que al estado N le asignamos una interpretacién especial, significa
que el juego terming; es decir:
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1. el estado N es absorbente, o sea, para todo par de acciones (a,b) de los
jugadores se cumple

PN,a,b(N) = 17 y

2. la ganancia es cero si el juego se encuentra en ese estado, sin importar las
acciones tomadas por los jugadores,

T{V(a, b) = Tév(a, b) = 0.

Una vez que el juego entra en el estado N las acciones que tomen los juga-
dores dejan de afectar la dinamica; ya que con probabilidad uno el juego se
mantendrd en ese estado y la ganancia de los jugadores de ahi en més es cero.
Obviamente el hecho de haberle asignado al estado N, y no a otro, el caracter
de estado final no es ninguna restriccion, sino una convencién para simplificar
la notacién.

Dados un juego estocastico (definido en 2.1.1), en el que el estado N cumple
con las condiciones mencionadas, un par de estrategias m y ¢ de los jugadores,
denominamos condicion de transitoriedad a la siguiente condicién:

Vi€ S, D Piry(Si#N)<oo; (3.1)

t=0
que se puede reescribir asf:

N-1

Vi € S, i Z ]P)i,ﬂ',cp(St = ]) <

t=0 j=1

Teorema 3.1.1. La condicion de transitoriedad asegura que la suma total con
horizonte infinito resulte finita, es decir, para todo estado iniciali € S yj=1,2
se cumple:

V()i = ZEi,ﬂ,gorft(Atv By) < oo,

t=0

Demostracion. Basta observar que, cualquiera sea el estado inicial ¢,

Bimor$ (A, B)l = Y > @, b)Piry(Si =k A = a,B, =)

= Z T;'{(C% b)]P)i,ﬂ,go(St - k, At = a, Bt = b)

k=1 (a,b)e Ak x BF

S Kpi,w,ap(st 7é N)
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donde K = maxXyegaecak peh |rf(a, b)|. Entonces

> [Eimers (AL B)| < KDY Piry(S # N) < o0

t=0 t=0

por la condicién de transitoriedad. Por lo tanto la serie converge, ya que converge
absolutamente. O

3.2. Un juego estocastico sumable

Definicién 3.2.1 (Juego estocastico transitorio). Decimos que un juego
estocdstico es transitorio cuando se cumple la condicion (3.1) de transito-
riedad para todo par de estrategias generales.

Observaciéon 3.2.2. De la definicion anterior y la observacion 3.1.1 se deduce
inmediatamente que un juego estocdstico transitorio es sumable.

El criterio de optimalidad considerado para los juegos transitorios es el de la
suma total con horizonte infinito, tratado el la seccion 2.2.1; de modo que de
aqui en mas cuando hagamos referencia a v™%(j) nos referimos a

V()i = ZEi,w,@Tft(At, By).

t=0

El hecho de tener un juego estocastico sumable nos asegura que tal criterio
estd bien definido.

Teorema 3.2.3. Dado un juego estocdstico transitorio, si denominamos T al
tiempo de espera hasta que S; valga N, o sea

7 =1inf{t|] S; = N}

o1 =00 si{t| Sy = N} esvacio, se cumple queP; . ,(T < 00) = 1 para cualquier
par de estrategias 7, ¢ de los jugadores 1 y 2 respectivamente y cualquiera sea
el estado inicial i.

Demostracion. Consideremos el juego dado, cambiando la funciéon de pago de
modo que 71 (a,b) = 1si k # N y r™¥(a,b) = 0. El nuevo juego estocéstico sigue
siendo transitorio, ya que la transitoriedad del juego no depende en absoluto de
la funcién de pago. Ahora bien, con este nuevo juego si w € {1 = oo} se cumple

S (4 (w), B(w)) = o,

t=0
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de modo que si para un par de estrategias (7, ¢) se cumpliera que 7 toma el
valor infinito con probabilidad positiva P; » ({7 = co}) > 0 entonces se tendria
que

o
Z El”ﬂ-,(’p?"?t (At, Bt) =
t=0
para algin estado inicial 7. Lo que es absurdo por la observacion 3.1.1.
O]

El resultado anterior da una idea intuitiva de qué casos se pueden modelar
con un juego estocastico transitorio: problemas en que si bien la cantidad de
pasos no se puede acotar a priori se cumple que es finita con probabilidad 1.

Como la definicién de juego estocdstico transitorio requiere que se cumpla
la condicién de transitoriedad para una cantidad infinita de estrategias, en la
practica, resulta dificil verificar si se estd en ese caso; mas adelante vemos que
para que un juego estocastico sea transitorio basta pedir que se cumpla la con-
dicion de transitoriedad solo para las estrategias estacionarias puras, que son
una cantidad finita.

Teorema 3.2.4. Dado un juego estocastico transitorio, se cumple que para
cualquier par de estrategias generales m, ¢ y cualquier estado inicial i € S,

Pi,ﬂ,(p(SN = N) >0

Demostracion. Definimos, para cada instante ¢, el conjuntos R; de los estados
alcanzables en ¢ pasos. Es decir

Rt = {k € S, Pi,ﬂ-,g@(st = k) > 0)}

Queremos demostrar que N € Ry, aunque es claro que alcanza con probar
N € R,, para algin t < N, ya que el estado N es absorbente. Afirmacion:
para todo n se cumple que, o0 bien N € R,,, 0 R,11 € Ul R;; de modo que si
N ¢ R, se cumple

# UM Ry > UL Ry

y como la cantidad total de estados es N no se puede cumplir R,,1 € U (R,
mas de N veces, de modo que N € Ry. Probemos ahora la afirmacién: su-
pongamos, por absurdo, que existen un estado inicial ¢, estrategias ™y ¢, y un
instante n de modo que

Né¢ R,y Ryi1 CUL Ry

Entonces si para cada estado k € U] R, se usan las reglas de decisién que
determinarian el par de estrategias 7 y ¢ tendriamos que, con probabilidad
uno, el estado siguiente pertenece al conjunto Uj_,R;; consideremos un par de
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estrategias f y ¢ estacionarias que a cada uno de los estados k asocie dicha
regla. Es claro que con ese par de estrategias, con probabilidad uno, el juego se
mantiene siempre en el conjunto Uy, R;, de modo que

]Pi,f,g(st 7é N) = ]-7

lo que determina que no se cumpla la condicién de transitoriedad.

3.3. Caso de suma cero

Si bien definimos juegos estocdsticos transitorios en general, el caso en que
nos interesa profundizar es el de suma cero.

3.3.1. Optimizacién en estrategias estacionarias

El teorema siguiente demuestra la existencia del valor de un juego estocasti-
co transitorio de suma cero entre las estrategias estacionarias e indica cémo
se calculan las estrategias optimas. Mas adelante, en el teorema 3.3.4 y en el
corolario 3.3.8, vemos que las estrategias que se definen en el teorema que sigue
son 6ptimas entre todas las estrategias, que es el principal objetivo del capitulo.

Teorema 3.3.1 (Existencia del valor entre estrategias estacionarias).
Todo juego estocdstico transitorio y de suma cero tiene un valor v* con respecto
a las estrategias estacionarias. O sea que si consideramos un juego estocadstico
transitorio de suma cero y I, ® los conjuntos de estrategias estacionarias de los
jugadores 1 y 2 respectivamente, se cumple que para todo estado inicial © € S

sup inf v"% = inf supv]¥ = vf;
rell PEP PEP rell

ademds v* es el tinico vector en RN que cumple: vi =0 y

vf =val [r'(a,b) + Y Piap(k)v; , (3.2)
kes a€Ai, beBi
donde val[f(a,b)|acai, vepi denota el valor del juego matricial de matriz con fi-

las a € A", columnas b € B' y entradas f(a,b), que sabemos que existe por el
teorema minimaz de von Neumann para juegos matriciales 1.2.7.

Ademds ambos jugadores tienen estrategias (estacionarias) dptimas. La es-
trategia optima del jugador 1 es f*, tal que f; es una estrategia optima para el
Jugador 1 en el juego matricial

r(a,b) + Z P, op(k)vy ;

keS acAt, beB?
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andlogamente la estrategia optima g* del jugador 2 se compone de las estrategias
optimas para dicho jugador en el mismo juego matricial.

Antes de pasar a la demostracion del teorema necesitamos algunas notacio-
nes:

» Denotamos por RY al conjunto de vectores de RY con tiltima coordenada
0.

» Para cada par (f, g) de reglas de decisién (ver definicién 2.2.7) de los juga-
dores, consideramos el vector (f, g) € R} de modo que la entrada i-ésima
sea r'(f;, g;), el valor esperado del pago (definido en la ecuacién (1.4)) en
el juego matricial R cuando se utilizan las estrategias f;, g;, de modo que

r(f,9)i = Z Zri(a, b) fi(a)gi(b).

acAt beB?

» Como fue visto en el capitulo 2, fijadas las reglas de decisién (f, g), que
usaran los jugadores en el instante de tiempo ¢, podemos escribir las pro-
babilidades de transicién en una matriz P(f, g).

Lema 3.3.2. Si fijamos un juego estocastico transitorio de suma cero con es-
trategias estacionarias f y g para el jugador 1 y 2 respectivamente, se cumple
la siguiente 1gualdad:

vh9 = Z P(f, g)tr(f, g)?
t=0

donde v19 es el vector de valor del juego para las estrategias f vy g, definido en
el capitulo 2. Por la caracteristica especial del estado N, tanto v/*9 como r(f, g)
son vectores RYY | y los estamos utilizando como vectores columna.

Demostracion. Si reescribimos la definicién de la “suma total con horizonte
infinito”, utilizando las estrategias estacionarias f y g, tenemos que

[0 = "By gr% (A By). (3.3)

t=0

Por la estacionareidad de las estrategias, las probabilidades de transicion entre
los estados del juego estan dadas por la matriz P(f, g), independientemente de
t. De modo que las potencias de la matriz dan la probabilidad de transicion en
varios pasos, obteniendo que

Pi.1g(Se = 5) = (P(f,9))is-

37



Capitulo 3. Juegos estocasticos transitorios

Utilizando la notacién introducida para representar el valor esperado del pago
instantaneo cuando se estd en el estado j y se juega con las estrategias estacio-
narias f y g, podemos escribir un sumando de (3.3) como sigue:

N

IlEi,f,grSt (Ata Bt) = Z(P(fa g)t)i,jr(fv g)ja

Jj=1

que 1o es otra cosa que la i-ésima entrada del vector P(f, g)'r(f,g). Al consi-
derar la suma en t se obtiene lo que queremos.

O

Lema 3.3.3. St v es un vector de Rév y f, g son estrategias estacionarias para
un juego estocdstico transitorio de suma cero tal que

v<r(f.g9)+ P(f,g)v, (3.4)
considerando la desigualdad coordenada a coordenada, entonces se cumple
v <ol
siendo v59 el valor del juego.

Demostracion. Si en la parte derecha de la inecuacién (3.4) sustituimos v utili-
zando la propia inecuacién obtenemos

v <r(f,9)+ P(f,9)r(f.g9) + P(f.9),

si volvemos a hacer lo mismo, al cabo de k veces obtenemos

k
v< > P(f.9)'r(f,9) + P(f,9)" v,
t=0

Veamos que al hacer tender k a infinito, la parte derecha de la inecuacion
tiende a v/9, lo que culminarfa la prueba. Sabemos, por el lema anterior, que
Zf:() P(f,9)'r(f,g) tiende a v/9, por lo que bastaria ver que P(f, g)**'v tiende
a cero. Veamos qué pasa con el valor absoluto del elemento i-ésimo, con i =
1,...,N—1,de P(f,g) v

(P(f,9) o) <

WE

Pi g (Skt1 = 5)[v5]
1

<.
Il

N-—1

= P 1.g(Skt1 = J)|vj]
j=1
N-1

< P; 1.9(Sk+1 = J)[|]]oo
j=1

= Pisg(Sern # N)vf|
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donde la primera igualdad se debe a que vy = 0. Por definicién de juego es-
tocdstico transitorio sabemos que P; 7 ,(Sk+1 # N) tiende a cero, ya que es el
término general de una serie convergente, lo que culmina la demostracion.

O

Demostracion del teorema 3.3.1.

La prueba se divide en dos partes: primero probamos que existe un unico vector
v* € RY que cumple

vf = val [rz‘(a, )+ Pi’a,b(j)v;‘] (3.5)
jes acAi, beBi
para todo i = 1,..., N; y luego vemos que las estrategias f* y g* definidas en

el enunciado son estrategias optimas y el valor del juego con esas estrategias
coincide con v*.

Primera parte

Definimos el mapa U : R} — RY de modo que

N
(UU)Z = val [ri(a, b) + Z wa(j)vj] ,
j=1 acAt, beB?
notar que U esta definido de modo que v* sea un punto fijo. Por la propiedad
3 de 1.2.8, sabemos que la diferencia entre los valores de dos juegos matriciales

de la misma dimensién se acota por la maxima diferencia entre las entradas de
las matrices; de modo que

N
Uv — Uw|; < rrﬁXlZlB,a,b(j)(U—w)j‘
]:
N
< H}L%XZIR,a,b(j)’U_wb?
=

donde usamos la notacién |v| para hacer referencia al vector (|vi],...,|v,|).
Aplicando la desigualdad anterior a U™ 'v y U 'w tenemos la siguiente de-
sigualdad

N
Uy — Uw|; < mééx E Pras(NIU™ o — U wl;.
a7
Jj=1
Llamando f, v g, a las estrategias estacionarias puras que a cada estado i le
asocian las acciones a; y b; que realizan el maximo en la ecuacién anterior,
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podemos reescribir la inecuacién anterior de forma matricial obteniendo

U™ — UMw| < P(fp, g)|U" 0 — U™

S P(fnaQn)---P(flagl)lv_w"

donde la segunda desigualdad surge de aplicar la primera repetidas veces. Con-
sideremos ||v|[, la norma del maximo y llamemos i a la coordenada del vector
|UNv—UNw| que realiza el maximo, o sea |UNv—UNw|; = |[UNv—UNwl|; sea
una estrategia que en los primeros N pasos siga las reglas de decision fi,..., fx
y sea @ una estrategia para el jugador 2 que en los primeros pasos siga las reglas
g1, - - -, gn- Entonces, basandonos en la desigualdad anterior tenemos que

[|UNv — UNw|| = |UNv — UNwl;

Pio(Sy = j)|v — wl;

VAN
10

r

= Piro(Sy = 7)|v —w|;
1

<.
I

=

IN

Pixo(Sn = J)llv — wl|

<.
I
—_

= Pin(Sn # N)llo — |

Sabemos, por el teorema 3.2.4, que P; . ,(Sy # N) < 1; ademés P; . ,(Sy # N)
depende de 7 y de las estrategias estacionarias puras fi,..., fv v ¢1,..., 9§ que
son una cantidad finita. Por lo tanto existe k < 1 tal que

vo,w e RY, [|[UNv — UNwl|| < kv —wl],

y U resulta ser una contraccién en N pasos. Por lo tanto tiene un tnico punto
fijo v* € RY, que es el tnico vector en RY que cumple las ecuaciones (3.5).

Segunda parte

Consideramos las estrategias estacionarias f* y ¢* definidas en el enunciado.
Vamos a probar que para toda estrategia estacionaria f del jugador 1 y g del
jugador 2 se cumple:

vh9” <ot < AR

lo que prueba que v/™9" = v* y que el par de estrategias (f*, ¢g*) forman un
equilibrio de Nash; lo que en virtud del teorema 2.3.5, implica que v* es el valor
del juego y que las estrategias mencionadas son optimas.
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Por la definicion de f* sabemos que f; es una estrategia éptima para el jugador
1 en el juego matricial

r'(a,b)+ > Pias(i)v; ,

jes a€Ai, beBi

que tiene valor v}, por lo tanto, para toda estrategia g del jugador 2 se cumple
N
T(f*ag)l + Z P(f*,g)ZJU; Z U;ﬁku
j=1

ya que la parte izquierda de la desigualdad es el valor del juego matricial con
las estrategias f* y ¢. En notaciéon matricial la desigualdad seria,

r(f*9) + P(f5,g)v* =0 (3.6)

Aplicando el lema 3.3.3 se obtiene v* < v/9. Analogamente se prueba v* >
vf9" culminando la demostracién.

]

3.3.2. Optimizacién en estrategias semimarkovianas

El teorema que sigue muestra que, en caso de juegos estocdsticos transitorios,
la restriccién a estrategias estacionarias, a la hora de buscar estrategias éptimas,
no genera una pérdida con respecto a las estrategias semimarkovianas, que a
priori es una familia mucho maés rica.

Teorema 3.3.4 (Valor del juego entre las estrategias semimarkovia-
nas). En las hipdtesis del teorema 3.3.1, el valor v* hallado en dicho teorema,
coincide con el valor del juego si se consideran estrategias semimarkovianas.
Ademds las estrategias estacionarias f* y g* resultan optimas entre las estrate-
gias semimarkovianas.

Demostracion. Vamos a probar que para toda estrategia semimarkoviana 7 del
jugador 1 y ¢ del jugador 2 se cumple

/Uﬂ':g* S rUf*vg* S Uf*agp

coordenada a coordenada, de modo que ni el jugador 1 ni el 2 pueden mejorar
su desempeno cambiando la estrategia estacionaria 6ptima por otra semimar-
koviana, lo que prueba que el par de estrategias (f*, ¢*) forma un equilibrio de
Nash entre las estrategias semimarkovianas, y por el teorema 2.3.5, se obtiene
el resultado deseado.

Fijemos ¢ # N una coordenada (el caso i = N es trivial ya que se da la
igualdad a cero). Como surge de la observacién 2.2.8, para cada estado inicial
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7, una estrategia semimarkoviana ¢, del jugador 2, se corresponde con una
. . ; * * 7
estrategia markoviana ¢’ = (go, g1, . ..); de modo que vlf = vzf ?". Por otra

parte, de forma andloga a la desarrollada en el lema 3.3.2, se prueba que

HPf gk] (f* gv),

o

of ¥ — Z

t=0

donde T,y P(f*,g) = 1.
De la demostracién del teorema 3.3.1, en la ecuacién (3.6), surge que para toda
regla de decisién g del jugador 2 se cumple

r(f*9) + P(f7,9)v" = 07,

que aplicada a g = ¢g; y multiplicada por H',i—:lo P(f*, gx) resulta

t—1 t t—1
11 P(f*,gk)] (o) + | TP 90) 11 P(f*,gk)] v
k=0 k=0 k=0
despejando y sumando en t = 0,...,T se obtiene
T
Z HPf gk] (f* 90) 2 0" — HP(f*,gk)] v
t=0 Lk=0 k=0

tomando limite cuando T tiende a infinito, la parte izquierda tiende a v/™#';

vealos que
T
( np(f*,gw] e

k=0

. * o0
y se obtiene v/ ¥ > v¥:

T
k=0 i
S T
7=1
N-1
< Pi o i (S = §)|[0"]
1

j=

= Pigepi(S7 # N)|[v*]o
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por la condicién de transitoriedad tenemos que P; ¢« ,i(Sp # N) tiende a cero
, . . * * 4

por ser el término general de una serie convergente. Entonces vif Y= vlf > f

para todo estado inicial 7. Andlogamente se prueba v™9 < v* con lo que queda

demostrado el teorema.

]

3.3.3. Optimizacién en estrategias generales

Si bien esta seccién aparece dentro de los juegos estocdsticos transitorios de
suma cero tiene resultados que valen en contextos mas generales. El objetivo
es probar que se obtiene el mismo valor éptimo entre todas las estrategias que
restringiéndose a las semimarkovianas. Esto pasa para cualquier juego estocasti-
co si el criterio de optimalidad estd basado en los valores esperados del pago
instantaneo ]Erft (A¢, By).

Ademas, como vimos en la seccion anterior, en el caso de los juegos estocasti-
cos transitorios de suma cero hay estrategias estacionarias que son éptimas entre
las semimarkovianas, de modo que dichas estrategias son 6ptimas entre todas
las estrategias.

Definicién 3.3.5 (Equivalencia entre pares de estrategias). Decimos que
un par de estrategias (7, @) es equivalente a otro (n', ") si para todo instante t,
para todo estado inicial i € S y para toda configuracion instantdanea (j, a,b) € K
se cumple que la probabilidad de estar en dicha configuracion en el instante t
habiendo partido del estado © coincide para ambas estrategias. FEs decir:

]Pi,ﬂ',tp(st = ja At =a, Bt = b) - Pi,ﬂ’,cp’('gt = j: At = a, Bt = b)

Observacién 3.3.6. Si un criterio de optimalidad v™¥ : © € I, € @, es basa-
do exclusivamente en en los valores esperados del pago instantaneo ]E’r’;gt (Ay, By),
como es el caso de los criterios vistos, resulta que el valor de dos pares de es-
trategias equivalentes coincide. O sea

/

ViesS, vl = vf,’“"
si el par de estrategias (7, ) equivale al par (7', ¢")
Teorema 3.3.7. Dado un par de estrategias (7, @) para un juego estocdstico

» Si ¢ es semimarkoviana existe una estrategia ' semimarkoviana tal que
(m,0) y (7', @) son equivalentes.

» Andlogamente, si m es semimarkoviana existe ¢ semimarkoviana tal que
(m,0) y (m,¢") son equivalentes.
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Demostracion. Probamos la primera parte, ya que la segunda es completamente
analoga. Sea ¢ un estado inicial, observemos que si ¢ es semimarkoviana, sin
importar cudl es la estrategia 7 del jugador 1, se cumple

Piﬂr,g&(‘st = j, At = a, Bt = b)
- Pi,w,w(At = a|St = jv Bt = b>]P)i,7r,<p(St - j) Bt — b)
= ]P)i,ﬂ,cp(At = a|5t = j)]P)i,mso(St =7J,B = b)

- ]P)i,ﬂ',cp(At - a‘St = j)]P)’i,ﬂ,go(Bt — b‘St = j)]P)i,ﬂ',ga(St = .7)

donde la segunda igualdad se debe a que la distribucién de B, depende tinica-
mente de S; y del estado inicial i (por ser ¢ semimarkoviana), de modo que el
suceso {B; = b} no agrega informacién a la probabilidad del suceso {A; = a}
cuando se conocen el estado inicial y .5;.

Definimos la estrategia semimarkoviana 7', de modo que cuando el estado inicial
es i se asocien a 7' las reglas de decision (fo, f1,...) tal que

fri(a) = Piqo(Ar = al S = j).
Tenemos que probar que para todo ¢ se cumple que cualquiera sea a, b, y j.
Piﬂnw(st = j7 At = a"Bt - b) - Pi,w’#’(‘st = j) At = a, Bt = b)7

segun la ecuacion (3.7) alcanzaria con probar que para todo a, b, y j valen:

Pi,ﬂ/,g0<At = a’St = ]) = IP)’L'JT,SO(At = a’lst = j) (38)
Piﬂr’,ap(Bt = b’St = J) = ]P)Z'JTAO(Bt = b‘St = j) (39)
Piﬂr’,cp(st p— ]) = Pi77r,go(5t = ]) (310)

La ecuacién (3.8) se cumple por cémo fue definida la estrategia 7’. La ecua-
cién (3.9) es cierta porque ¢ es semimarkoviana, entonces la distribucién de
B, esta completamente determinada por S; y el estado inicial, de modo que
P; r.o(By = b|S; = j) es independiente de las estrategia 7. Veamos que se cum-
ple (3.10) por induccién: para t = 0 se cumple trivialmente, supongamos que es
cierto para valores de t menores que n, entonces se cumple

]P)i,ﬂ",go(Sn = j)
= Zk,a,b Pim’,cp(sn—l =k, Ap1=a,B,1 = b)Pk,a,b(j)
= Zk,a,b Pivﬂ’:@(snfl = k? An*l = a, anl = b>Pk,a,b<j)

— ]P)iﬂr,gp(sn - j)a
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donde en la segunda igualdad se utilizé la hipdtesis inductiva, sumada a las
ecuaciones (3.7), (3.8) vy (3.9).
O

Corolario 3.3.8. En las hipdtesis del teorema 3.3.1 el valor v*, definido en di-
cho teorema, es el valor del juego considerando la clase de estrategias generales.
Y las estrategias estacionarias f* y g* que surgen en en el mismo teorema son
optimas.

Demostracion. Por el teorema anterior, si existiera una estrategia general 7
que mejore el desempeiio, es decir, tal que v™9 > v*, existiria una estrategia
semimarkoviana 7’ que cumpliria la condicién; lo que contradice el teorema
3.3.4.

m

3.4. Una condicién mas sencilla para verificar si un juego
estocastico es transitorio

El objetivo de esta seccion es probar que para que un juego estocastico sea
transitorio basta verificar la condicion de transitoriedad para las estrategias
estacionarias puras. Esto hace mucho mas viable la verificacion de la transito-
riedad de un juego, ya que las estrategias estacionarias puras son una cantidad
finita.

Teorema 3.4.1. Un juego estocdstico es transitorio si y solo si se cumple la
condicion (3.1) de transitoriedad para todo par de estrategias estacionarias pu-
ras.

Para demostrar el teorema necesitamos definir un proceso de decision de
Markov (no competitivo) auxiliar y algunos resultados adicionales sobre éste.

El caso no competitivo de un proceso de decision de Markov (PDM) es andlogo
al caso competitivo pero con un tnico jugador. Como no es el objetivo de este
trabajo estudiar estos procesos vamos a definirlo para este caso particular; si
el lector quisiera profundizar en estos temas puede consultar [8, 13]. Supone-
mos dado un juego estocastico. Para definir el nuevo proceso consideramos los
siguientes elementos:

= El mismo conjunto de estados S.

» Conjuntos de acciones posibles para cada estado i, que denotamos D?, y
en este caso D' = A’ x B'. O sea que una accion en el PDM se corresponde
con un par de acciones en el juego estocastico.

» Como funcién de pago vamos a considerar la funcién ¢, tal que £(i) = 1
para todo estado i # N,y ¢(N) = 0. Si bien normalmente el pago depende
de la accion tomada, para esta aplicacién no es necesario.
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= Las probabilidades de transicién se heredan del juego estocastico. Es decir,
si en el estado i se elige la accion d = (a,b) la probabilidad de transicién
esta dada por P, . = F; 4.

Consideramos un proceso {X;}1—o 1., a valores en S, que representa el estado
del proceso (andlogo a S; del caso competitivo), y un proceso {D;}i—o 1. que
representa las acciones que va tomando el jugador. Las estrategias para el PDM
se definen de la misma forma que en el caso competitivo, salvo que las distribu-
ciones de probabilidad son sobre D = A x B. En particular se tienen las mismas
clases de estrategias (generales, semimarkovianas, markovianas, estacionarias,
puras). Las estrategias también se asocian con reglas de decisién de la misma
forma que en el caso competitivo.

La definiciéon formal del PDM, es completamente analoga a la del juego
estocastico, dada en la seccion 2.1.1. O sea, dado un estado inicial ¢ y una estra-
tegia o se tiene que Xy = i; el estado del proceso en el instante ¢ se sortea segin
la probabilidad de transicion del PDM, que depende del estado y la accién en
el instante anterior. La accién en el instante t se sortea segiin ¢ en base a la
historia del proceso hasta ese instante.

Dada una estrategia o para el PDM definimos el valor de la estrategia, de
forma andloga al caso competitivo, como un vector w? en que la coordenada
1-ésima representa la suma sobre todos los instantes de los valores esperados de
la ganancia instantanea, en este caso particular tenemos

w{ = > Ei X))
t=0

S B £ N), (3.11)

que podria ser infinito.

Al igual que como fue visto en el caso competitivo, dado un estado inicial i,
y una estrategia o, si en un cierto paso t del PDM se aplica la regla de decision
h quedan definidas las probabilidades de transiciéon en ese paso para el proceso
{X}; estas probabilidades las representamos en una matriz P(h), de modo que
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P(h)jx = P; »(Xiy1 = k| X = j). En el caso de una estrategia estacionaria h las
potencias de la matriz P(h) coinciden con las probabilidades de transicién en
varios pasos; de modo que se cumple

P n(X; = j) = P(h);

ij

Lema 3.4.2. Si h es una estrategia estacionaria para el PDM se cumple:
wh =" P(h)'t,
t=0

donde ( es el vector de RN (1,...,1,0). Ademds de la ecuacion anterior surge
inmediatamente que
w" = 04 P(h)w".

Demostracidon. Segun la ecuacién (3.11) basta ver que (P(h)'¢); coincide con
N-1 :
> i1 Pin(Xi = j); pero

(PO = S PO = 3 PO
DY Fe ) (312)

lo que culmina la prueba.
O

Lema 3.4.3. §i h es una estrategia estacionaria del PDM, para la que cual-
quiera sea el estado inicial i vale

D Pin(Xy # N) < oo
t=0

y w es un vector de RY tal que
w <+ P(h)w, (3.13)

considerando la desigualdad coordenada a coordenada, con ¢ definida como en
el lema anterior; entonces se cumple

wgwh.

Demostracion. Si en la parte derecha de la inecuacién (3.13), al igual que en la
demostracion de 3.3.3, sustituimos w utilizando la propia inecuacion, al cabo
de k veces obtenemos
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Veamos que al hacer tender k a infinito, la parte derecha de la inecuacién tiende
a w”, lo que culminaria la prueba. Del lema anterior surge que Zf:o P(h)'¢
tiende a w", por lo que bastaria ver que P(h)**!/ tiende a cero. De la ecuacién
(3.12) se deduce que (P(h)*1¢); = P; (X1 # N), que es el término general
de una serie que, por hipdtesis, es convergente.

m

Observacién 3.4.4. Dado un juego estocdstico, a cada par de estrategias puras
(m,¢) del juego se le asocia una estrategia pura w en el PDM; de modo que si
para cierta historia h, w(alh) = 1 y p(blh) = 1 entonces w(dlh) = 1, con
d = (a,b). La correspondencia es biunivoca.

Lema 3.4.5. Dado un juego estocdstico que cumple la condicion (3.1) de tran-
sitoriedad para todo par de estrategias estacionarias puras existe un vector
w = (wy,...,wy_1,0) tal que

N
P = A 1 Py (s
w (a7b§1€lizXXBi { + ; , ,b(j)wj}

para todoi=1,...,N — 1.

Demostracion. Consideramos el PDM asociado al juego estocastico. Dado que
para todo par de estrategias estacionarias puras se cumple la condicién de tran-
sitoriedad, tenemos que si f y g son estrategias estacionarias puras

Z]P’i,f,g(st # N) < oo
t=0

por la observacién anterior y la dinamica del PDM, se cumple que para toda
estrategia estacionaria pura h del PDM

D Piu(X, # N) < <.

t=0

Segun la ecuacién (3.11), la parte izquierda de la inecuacién anterior coincide
con w?. Como la cantidad de estrategias estacionarias puras es finita podemos
definir el vector w = (wy, ..., wy), tal que
— h
w; = Maxw;,
h

tomando el maximo sobre las estrategias estacionarias puras. Si llamamos h; a
la estrategia estacionaria pura que realiza el maximo anterior, para cada ¢ =
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1,...,N —1, se tiene

N
j=1
N
< 14> Plhi)ijw
j=1

N
< ] 1 P’L . i (>
< ggg{ +; ,d(J)wj}

donde la primera igualdad surge del “ademas” en el lema 3.4.2, la primera
desigualdad se debe a que w;-“ < w; por ser w; el madximo entre una clase de
estrategias que contiene a h;. Para entender la tiltima desigualdad basta observar
que h; es una estrategia pura, por lo que existe d; € D' tal que h;(d;) = 1

y V; P(hi)ij = Pia,(j), entonces al tomar maximo en d nos aseguramos la
desigualdad.
Consideremos la estrategia estacionaria pura h tal que para cada estado i =
1,...,N — 1, h(7) acumula toda la probabilidad en la accién d; que realiza el
maximo en
N
max< 1+ P q(g)w; p .
{ > mmw]}
7j=1
Entonces se cumple paratodot=1,...,N —1

W; S 1+ P(h)ijwj,

o en forma matricial
w < {+ P(h)w,

lo que implica, segin el lema 3.4.3, que w < w". Por como fue definida w, la
desigualdad estricta no se puede cumplir para ninguna coordenada, entonces
w = w" y cumple las ecuaciones deseadas.

O

Demostracion del teorema 3.4.1.
Dado un juego estocastico en las hipdtesis del teorema, sabemos, por el lema

anterior, que existe un vector w = (wy,...,wx_1,0) tal que
N
w; =  MAax 1+ P, ) )w;
i (a,b)EAix Bi { ; z,a,b(]) J}
para todo i =1,..., N — 1. Por lo tanto, para cualquier estrategia estacionaria
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h del PDM, se cumple

N
Viel[l...N|, w,> 1+Zp<h)ijw]‘a

j=1
que podemos escribirlo en forma matricial usando el vector £ = (1,...,1,0) €
RY como
w >+ P(h)w

Ahora consideremos una estrategia semimarkoviana o del PDM,; fijado el estado
inicial 7, la estrategia se corresponde con una secuencia de reglas de decision
ho, h1, ho . . .; multiplicando la desigualdad anterior aplicada a h; por HZ_:IO P(hy)

se obtiene
t—1 t—1 t
[[Pw)w = T Phe)t + [ ] P(hi)w
k=0 k=0 k=0

que despejando y sumando en t = 0 hasta ¢t = T resulta

T t-1

ZHPhka thk

t=0 k=0

como la parte derecha de la desigualdad se puede acotar independientemente
de T tenemos que todas las entradas de

>y ﬁP(hk)E

son finitas. En particular la entrada i-ésima es

Dadas un par de estrategias semimarkovianas 7 y ¢ se pueden combinar para
obtener una estrategia semimarkoviana del PDM, y la dindmica es la misma,
por lo tanto, usando la ecuacién anterior, se obtiene

N-1

Z Pmmp St_j

t=0 j=1

por lo que vale la condicién de transitoriedad para las estrategias semimarko-
vianas. Resta ver que vale la condicién para todo par de estrategias generales.
Sean 7 y ¢ estrategias generales de los jugadores 1 y 2. Para cada estado inicial
1 €S,

Pirp (St =j, At =a,B; =)

- ]P)iﬂ'go(At = a, Bt = b|St = j)]P)iTrgo(St - ])
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Definimos la estrategia semimarkoviana o = (hq, hy,...) del PDM de modo que
hij(a,b) = Piry(Ar = a, By = b[S; = j).
Si probamos que, para todo instante t se cumple que para todo j € S
Pio(Xe = J) = Pirp (St = J),
aplicando luego el resultado para estrategias semimarkovianas tendriamos lo que

queremos. Veamoslo por induccion: para t=0 se cumple la igualdad trivialmente;
supongamos que es cierta para valores de ¢t menores que n, entonces

]P)i,ﬂ',go(Sn = ]) = Z Pi,ﬂ,cp(sn—l = k'aAn—l = a, Bn—l = b)P/c,a,b(j)
k,a,b
= Y Pirg(An1=0,By1=bSu1=kPirp(Sn1 =k Pras(j)
k,a,b
= Y hne1k(a, )P o (X1 = k) Pia(j)
k,a,b
= ]P)i,a'(Xn = j)7

y la igualdad se cumple para todo ¢, completando la prueba.
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Aplicacion a “la codicia”

4.1. Introduccién

Si bien el estudio de los juegos estocdsticos, y en particular el de los juegos
estocdsticos transitorios, se volvié un fin en si mismo en el transcurso de este
trabajo, la motivacion para estudiarlos surgio de la idea de jugar de forma 6pti-
ma al juego de dados conocido como “la codicia” o “el uno” o en inglés “pig
game”. Por lo tanto, nuestro ejemplo de aplicacién de esta teoria es la resolucion
del juego de dados.

En mi monografia de licenciatura [4] ya habia estudiado aspectos aplicables
a este juego, pero desde un punto de vista solitario; y habia quedado planteada
la necesidad de resolverlo en el caso competitivo, ya que algunas simulaciones
hechas sugerian que la estrategia “6ptima” hallada no lo era en realidad, cuando
se trataba de maximizar la probabilidad de ganar.

En este capitulo se muestra como se aplican los resultados obtenidos en el
capitulo anterior al juego de dados para obtener un algoritmo que arriba a
la estrategia 6ptima. Ademas se presentan los resultados obtenidos por dicho
algoritmo y se comparan con las estrategias conocidas para el caso solitario.

4.2. Las reglas del juego

La codicia se juega entre dos jugadores y el objetivo final es ser el primero
en alcanzar o superar 200 puntos (o algin puntaje establecido a priori). Para
lograr el objetivo, los jugadores van acumulando puntaje por turnos alternados.
El primer turno debe ser sorteado, ya que ser el que empieza supone ventaja.

Un turno: En un turno el jugador tira un dado todas las veces que quiera

o hasta que obtenga un as como resultado. Si el turno termina por decisién del
jugador (sin que aparezca un as), éste anota la suma de los resultados obtenidos
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en el turno, sino anota 0 puntos y cede el dado al contrincante. En definitiva,
luego de cada tirada, si el resultado del dado no fue un as, el jugador que tiene
el dado se enfrenta a las siguientes opciones:

» tirar de nuevo, arriesgando a perder todo el puntaje acumulado en el turno
actual, para tratar de incrementar el rendimiento del turno;

= parar, anotando la suma de los resultados obtenidos, y ceder el turno al
contrincante.

Claramente, el problema de cémo maximizar el desempeno en un turno, es un
problema de parada 6ptima.

4.3. Algunos resultados previos

4.3.1. Optimizar por turno

En el articulo de M.Roters [23] se estudia el problema de parada 6ptima
de un turno. Es decir, como maximizar el valor esperado del puntaje de un
turno; es claro que jugar maximizando el puntaje por turno parece una buena
estrategia. Para este problema se encuentra que parar cuando uno acumulé 20
o mas puntos resulta éptimo; al igual que parar cuando se llega a 21 o mas, que
es equivalente. Este resultado se obtiene de forma muy sencilla comparando el
valor esperado si se decide tirar y el valor esperado si se decide parar. Sobre
este problema se puede leer en [4].

4.3.2. Minimizar la esperanza de la cantidad de turnos

En un segundo articulo J.Haigh y M.Roters [12] estudian una estrategia me-
jor, que consiste en tratar de minimizar el valor esperado de la cantidad de
turnos que requiere alcanzar los 200 puntos. Esta estrategia, al igual que la que
optimiza por turno, no tiene en cuenta el puntaje del contrincante, por eso les
llamamos estrategias solitarias. Los métodos usados para hallar esta estrategia
son de procesos de decision de Markov no competitivos. El resultado que se
obtiene en este segundo caso se muestra en la figura 4.1, en que para cada par
(ar, 7), donde « es el puntaje ya anotado por el jugador y 7 es el puntaje del
turno actual, se indica si se debe parar (zona en negro) o tirar(zona en gris).

Por ejemplo, si el jugador tiene ya ganados 100 puntos y en el turno actual
ha acumulado 10 puntos se debe ir a la coordenada (100,10) y se observa que es
la zona gris, por lo tanto se debe seguir tirando. En cambio si en el turno actual
ya se juntaron 25 puntos se deberia parar. Notar que para valores bajos de «
el limite entre tirar o parar se encuentra alrededor de los 20 puntos, que es la
estrategia que maximiza el puntaje esperado de un turno. Sin embargo cuando
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Figura 4.1: Estrategia solitaria que minimiza el valor esperado de la cantidad de turnos. En
la zona gris se debe tirar, mientras que en la zona negra se debe parar

el juego se acerca a su fin la estrategia cambia un poco. Sobre esta estrategia
también se puede profundizar en mi trabajo monografico de grado [4].

4.4. “La codicia” como juego estocastico transitorio

4.4.1. Estrategias en el juego de dados

Pensemos en estrategias para el jugador 1; ya que la simetria del juego lleva a
una correspondencia trivial entre las estrategias de ambos jugadores, de modo
que una estrategia para el jugador 1 también puede ser entendida como una
estrategia para el jugador 2.

Informalmente, una estrategia para el juego, es una forma de elegir qué ac-
ciéon tomar. Las acciones en este caso son tirar y parar, y la informacién con la
que cuenta el jugador para tomar la decision es el transcurso del juego hasta
el instante actual. Entonces, inspirados en la definicién de estrategia general,
digamos que una estrategia para el jugador 1, es una regla que a cada historia
del juego, que termina en un momento en que el jugador 1 debe decidir, asocia
una distribucién de probabilidad en el conjunto {tirar,parar}.

Las estrategias solitarias, mencionadas en la seccién anterior, si bien resultan
formas muy razonables de jugar al juego de dados, utilizan muy poca informa-
cién para tomar la decisiéon. Es claro que son un caso particular de las estrategias
consideradas. ;jPero son 6ptimas?
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4.4.2. El problema planteado

Dadas dos estrategias m y ¢, llamemos p; ., a la probabilidad de que gane el
jugador 1 cuando éste juega con la estrategia 7 y su contrincante lo hace con la
estrategia ¢, por lo tanto la probabilidad de que gane el jugador 2 es 1 — p,,
y es claro, por la simetria del juego, que se cumple

Ppor = 1- Prp-

Decimos que la estrategia m es mejor o igual que ¢, si se cumple

Prp = Poir

o lo que es lo mismo, si pr, > % Y decimos que la estrategia 7* es dptima si
resulta ser mejor o igual que cualquier otra estrategia. Obviamente si el con-
trincante juega con la propia estrategia m* las probabilidades de ganar seran
iguales para cada jugador. Por lo tanto jugar con una estrategia dptima asegura
ganar con probabilidad de al menos %

Notar que si uno conociera la estrategia de su contrincante, podria encontrar
una estrategia que aumente la probabilidad de ganar con respecto a la éptima.
El mérito de la estrategia dptima es que es buena independientemente del con-
trincante.

El problema que nos planteamos es el de encontrar, si es que existe, una
estrategia optima.

4.4.3. Modelado del juego

Para aplicar los aspectos estudiados para juegos estocdsticos a la resolucién
de nuestro problema debemos plantearlo como un problema de juegos estocdsti-
cos; es decir, definir un conjunto de estados, acciones para los jugadores, funcion
de pago, probabilidades de transiciéon y un criterio de optimalidad.

Los estados

Si uno piensa en el transcurso del juego, paso a paso, hay 4 aspectos que van
variando: quien tiene el dado, puntaje del jugador 1, puntaje del jugador 2 y
puntaje del turno actual del que esta jugando. Por lo tanto consideramos como
estados a las 4-iplas (j, «, 3, 7), donde

= j =10 2 segun a quién le toca jugar,
= o €[0...199] es el puntaje que el jugador 1 ya tiene ganado y anotado,

» 5 €0...199] es el puntaje del jugador 2 ya ganado y anotado,
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= 7 es el puntaje del turno actual del jugador j y toma valoresen [0. .. 205—q]
sij=1lyen|0...205—/f]sij=2.

ademas se tiene un estado inicial s; en el que se sortea quién empieza y un estado

final sy absorbente en el que el juego termind, el que en la teorfa le llamamos
N.

Las acciones

Debemos indicar, para cada estado, cudles son las acciones posibles de cada
jugador; veamos las del jugador 1:

» en los estados s; y sy el jugador 1 no tiene opciones, para ser coherentes con
la teoria deberiamos decir que el jugador 1 tiene una sola accién posible,
llamémosle esperar;

» en los estados de la forma (2,«, 3,7) es el jugador 2 quien debe decidir,
entonces el jugador 1 solo puede esperar;

= en los estados de la forma (1, a, 3, 0) el turno del jugador 1 recién empieza,
por lo que solo tiene sentido la accién tirar;

» a los estados (1,,3,7), en que a + 7 > 200, los llamamos estados gana-
dores, y la nica accién posible en ellos es parar;

= y en el resto de los estados, los de la forma (1,«, 5,7) con 0 < 7 < 200 — «
el jugador 1 puede optar por las dos acciones, tirar o parar.

Las acciones posibles para el jugador 2 son totalmente simétricas.

Las transiciones

Para representar graficamente las probabilidades de transicion representamos
los estados del jugador 1 con un circulo y los del jugador 2 con un cuadrado asi:

(1, 8,7) : (2,0, 8,7) =57

La dindmica del juego, y la semantica de los estados y las acciones, determinan
las probabilidades de transiciéon. Veamos las probabilidades de transicion del
jugador 1 segun la accién que toma en un estado de la forma (1,a, 3, 7) con
a4+ 7 < 200:
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tirar parar

1
0
a+T

En el diagrama se ve que cuando el jugador decide tirar tiene probabilidad %,
por la eventualidad de que salga un as, de perder el puntaje del turno 7 y tener
que ceder el dado al contrincante. En los estados del jugador 1 en que este ya
gand, es decir, los de la forma (1,«,3,7) con a + 7 > 200, la transicién es
con probabilidad 1 al estado final, ya que el juego terminé. Para el jugador 2
las transiciones son simétricas. En el caso de los estados especiales s; y sy, las
transiciones no dependen de las acciones de los jugadores, ya que estos tienen
una sola opcién, y son asi:

(59) )
& e -

Vamos a definir un juego de suma cero, entonces basta con dar la funcién de
pago para el jugador 1. Como nuestro objetivo es maximizar la probabilidad de
ganar, queremos definir los pagos de modo que si gana el jugador 1, la ganancia
total sea 1 para éste y —1 para el jugador 2 y en el caso contrario, si gana
el jugador 2, la ganancia sea 0 para ambos. De ese modo el valor esperado
de la ganancia total coincide con la probabilidad de que gane el jugador 1. El
modelo definido en los capitulos anteriores permite, para cada estado i, definir
una funcién de pago r* que a cada par de acciones asocie un nimero real, pero
en nuestro caso el pago no va a depender de las acciones tomadas, en definitiva
r* es una constante que depende de i. Definimos, para cada i € S, la constante
r*, mediante,

La funcién de pago

i 1 sii=(1,a,3,7) con o+ 7 > 200
1 0 en cualquier otro caso

Estudiando con un poco de cuidado el modelo planteado, uno observa que si
gana el jugador 1 el juego pasa una y solo una vez por un estado ganador del
jugador 1 y si éste pierde nunca se pasa por uno de estos estados.
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Con esto hemos terminado de definir el modelo de juego estocéstico asociado
al juego de dados. Ahora veamos que tal modelo es un modelo de juego es-
tocastico transitorio. Para eso, en virtud del teorema 3.4.1, basta probar que se
cumple la condicién (3.1) de transitoriedad para todo par de estrategias estacio-
narias puras. Consideremos fijas dos estrategias estacionarias puras, queremos
ver que

t=0

donde N es el estado s;. La forma en que fueron definidas las acciones posibles
de los jugadores no permiten perpetuar el juego indefinidamente, ya que al
inicio del turno es obligatorio tirar, y cuando el juego esta ganado es obligatorio
parar. Gracias a esto, sabemos que si, por ejemplo, en el dado sale el niimero 6
repetido 70 veces seguidas no hay forma de evitar que el juego llegue al estado
final. Sea v la probabilidad de que ocurra tal cosa, obviamente v > 0. Por lo
mencionado antes se cumple

P(S; #N)<1—~si70<t<140
y en general
P(S;#N)<(1—a)"si70n <t <T70(n+1),

de modo que dominamos la serie por una serie convergente, lo que nos asegura
que se cumple la condicién de transitoriedad.

4.5. La estrategia 6ptima

Ahora que tenemos un modelo de juego estocastico transitorio podemos apli-
car el resultado obtenido en el teorema 3.3.1, para hallar la estrategia estacio-
naria éptima, que vimos que es éptima entre todas las estrategias generales. En
la demostracion de dicho teorema se define la aplicacion U, que resulta ser una
contraccién, y su unico punto fijo es el vector v* del enunciado. Por lo tanto

sabemos que
v = lim U"(v),
n—oo

donde v es un vector inicial cualquiera. También surge de la demostracion de
3.3.1 que v; es el valor del juego partiendo del estado 7 cuando se juega con
las estrategias 6ptimas. Una vez que se conoce el vector v* las estrategias es-
tacionarias éptimas consisten en, para cada estado i, jugar de forma 6ptima al
siguiente juego matricial:

ri<a7 b) + Z IDZ’,a,b(]‘)v;‘<

jes a€Ai, beBi
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La notacion usada en el capitulo 3 es un poco distinta a la utilizada en esta
aplicacién. En particular no tenemos numerados los estados del 1 al NV, entonces
no tiene muchos sentido hablar de vectores; pero eso es un problema menor, en
lugar de hablar de vectores, pensemos en funciones que a cada estado asocian
un numero real. Si v* es la funcién asociada a la estrategia éptima es claro que
v*(sy) = 0, porque el estado sy es absorbente y no genera ganancia.

Si traducimos la definicién de la aplicaciéon U dada en el teorema 3.3.1 a
nuestro caso particular, resulta:

10(1,0,0,0) + 3v(2,0,0,0) sis=s;

v(17a7/670)tirar sis= (1,0[,ﬂ,0)

méx {v(1, &, B, T)parar, V(1, &, B, T)tirar} sis= (1,a,3,7): a+7 <200
Uv(s)=4 1 sis=(1,o,6,7): a+7>200
U(Q,Oé,,B, O)tiTaT sis= (270[767 0)

min {U(27 O‘aﬁaT)parur; U(2; aaﬁvT)tirar} sis= (27 Oé,ﬁ, 7—) : ﬁ +7 <200

0 en cualquier otro caso
donde
(L, a, B, T)tirar = %U(?,Oz,ﬂ, 0) +%22:2U(1aaaﬁa7+k)

v(l, 0, B, T)parar = v(2,a+T,3,0)
U<27 Q, 67T)tiT&T = %U(]_, 05767 0) + % 22:2 U(Qa Q, 67 T+ k)

U(zaaaﬁ77—)pa7’ar = v(l,a,ﬁ+7‘,0)

Notar que en lugar del valor de un juego matricial lo sustituimos por el maximo
o el minimo entre las dos acciones posibles, segiin de quién sea el turno; es muy
facil verificar que en un juego matricial en que sélo el jugador 1 tiene acciones
para elegir el valor del juego es el maximo entre las entradas de la matriz y la
estrategia Optima es la estrategia pura correspondiente a elegir la accién que
realiza el maximo. Anélogamente sucede con el jugador 2 y el minimo.

Una vez conocido v*, para hallar la estrategia optima se debe elegir, para
cada estado (1,, 3,7) : 0 <7 < 200 — «, la accién que realiza el méximo entre

U*(L «, ﬂa T)parar = U*(2> o+ T, ﬁv O)
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6

k=2

1
U*(lv «, ﬁa T)tirar - év*(27 a, ﬁ: 0) +

=

y ese valor maximo, que coincide con v*(1,«, 3,7), es la probabilidad de que
gane el jugador 1 si ambos juegan con la estrategia 6ptima y se parte del estado

(1L, e, B, 7).

Para decir cudl es la estrategia optima deberiamos decir qué accién tomar
en 4.000.000 de estados. Por lo que optamos por poner algunas graficas, ver
figura 4.2, con puntaje del oponente fijo, que son representativas de cémo es la
estrategia. En [5] se encuentra un documento con la totalidad de las gréficas.
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Figura 4.2: Parte de la estrategia éptima, para puntaje del contrincante = 0,150,180 y 185.
En la zona gris se debe tirar y en la zona negra parar
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Algunos comentarios sobre las solucién

= Si miramos el grafico cuando el oponente tiene 0 puntos, vemos que al
principio (cuando « es cercano a cero) la estrategia es muy parecida a parar
en 20, que como fue mencionado, maximiza la esperanza del puntaje de
cada turno. Esto tiene la interpretacion natural de que cuando se esta lejos
de terminar el juego conviene acercarse al final con “pasos” lo més grande
posibles.

= En general, cuando el oponente tiene el mismo puntaje que uno, se obser-
va que la estrategia 6ptima sugiere parar en 20. Habria que agregar més
graficas para visualizar bien este hecho; pero su interpretacién es clara, si
se esta en igualdad de condiciones se debe intentar maximizar el puntaje
del turno.

» Por ejemplo, la grafica correspondiente a 150 puntos del oponente (8 =
150) es similar a la de 3 = 0 pero més arriesgada, es decir, en cada turno
pretende ganar mas puntaje, aunque en valor esperado significa ganar me-
nos puntaje. Esto se explica porque al juego le quedan pocos turnos (o al
menos eso sucede en valor esperado) entonces hay que tratar de hacer mas
puntaje por turno para poder alcanzar al contrincante antes de que gane.

» Para puntajes del oponente de 187 en adelante (5 > 187), la gréfica es toda
gris. Es decir, sin importar cuanto puntaje se tenga anotado, si el oponente
estd tan proximo a ganar, hay que tratar de alcanzar los 200 puntos es un
solo turno. Es claro que darle el dado supone un riesgo demasiado grande.

En el articulo [18] se estudia la estrategia 6ptima, entre las estacionarias pu-
ras, para este mismo juego con horizonte 100 en lugar de 200. En dicho articulo
los autores plantean la ecuacién de tipo Bellman que deberia cumplir una estra-
tegia estacionaria para sea la mejor entre dicha clase de estrategia, y observan
que por no haber el factor de descuento en la suma podria ocurrir que el método
iterativo que plantean no converja, pero observan que en este caso particular
si converge. La diferencia fundamental de este trabajo es que se justifica ma-
tematicamente el método que arriba a la solucién y se prueba que si bien la
solucion hallada es estacionaria y pura, ésta es éptima entre todas las estrate-
gias.

Comparacién de la solucién 6ptima con la estrategia solitaria Para
comparar la estrategia 6ptima con la estrategia que minimiza la esperanza de
la cantidad de turnos (solitaria), dada en la figura 4.1, lo que se hizo fue hacer
un algoritmo que simula un millén de veces el juego en que el jugador 1 juega
con la estrategia éptima y el jugador 2 con la otra. Al correr 10 veces dicho
algoritmo se obtuvieron los siguientes resultados:
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] Simulacién \ Veces que gano 1 \ Veces que gano 2 \

1 520153 479847
2 520079 479921
3 520017 479983
4 519008 480992
5 520830 479170
6 519256 480744
7 519863 480137
8 518897 481103
9 519955 480045
10 520903 479097

que sugieren que la probabilidad de ganar cuando se juega con la estrategia
optima es de aproximadamente 0,52

4.6. Variantes al juego

4.6.1. Modelo con rebote

Una variante a “la codicia” que resulta interesante estudiar, para ver como
cambian las estrategias, es cuando el jugador gana solo si llega al puntaje exac-
to. Por ejemplo, si el jugador 1 tiene 180 puntos ya anotados, y en el turno
actual acumulé 23 puntos, puede plantarse y ganar en el modelo clasico; sin
embargo en este nuevo caso perderia el turno (como si hubiese sacado un as en

el dado).

El modelo para resolver este caso es muy similar. Naturalmente, las diferen-
cias surgen en los estados del jugador 1 (1, «, 3,7) con a+7 > 195 cuando éste
decide tirar, y en los simétricos del jugador 2, que es cuando aparece el riesgo
de no ganar por “pasarse del objetivo”. Vemos con un ejemplo concreto como
serfan las transiciones en este caso, usando la misma representacion gréfica de
los estados que en el modelo clasico.

tirar

6180

20
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en el ejemplo se ve que hay 3 resultados en que se le da el dado al contrin-
cante (si sale un 1, 5, 6). Los estados de la forma (1,a, 3,7) con a + 7 > 200
ya no son necesarios, ya que nunca hay transiciones hacia ellos. La funcion de
pago es exactamente la misma que en el caso clasico. Los graficos de la figu-
ra 4.3 muestran la estrategia éptima para algunos puntajes del contrincante
(8 = 0,150, 180,198). Un documento con la totalidad de las gréficas se puede
consultar en [6].
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Figura 4.3: Parte de la estrategia 6ptima para el modelo con rebote, para puntaje del con-
trincante = 0,150,180 y 198. En la zona gris se debe tirar y en la zona negra parar

Algunos comentarios sobre las solucién

= Al igual que en la estrategia éptima para el juego clasico se da que para
valores bajos del puntaje del contrincante y del puntaje propio la estrategia
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optima es similar a parar en 20.

= En este caso con rebote, si bien se observa que la estrategia es un poco
mas arriesgada a medida que el juego se acerca al final, no ocurre el com-
portamiento extremo de tratar de ganar en un turno cuando el oponente
estd muy cerca de ganar. Esto es muy razonable, ya que en el modelo clasi-
co estar muy cerca del final da una probabilidad altisima de ganar en un
turno, mientras que en el caso con rebote, por cerca que se esté de llegar
al objetivo, la probabilidad de ganar en cierto turno nunca es mucho ma-
yor que %, porque al final hay que obtener un resultado exacto para poder
ganar.

= Tener como puntaje acumulado 194 puntos da una ventaja muy importan-
te, porque es un puntaje en que se puede ganar en un tiro (obteniendo un
6), pero alin no se corre riesgo de pasarse. Esa caracteristica especial se
nota en la estrategia optima cuando el oponente tiene dicho puntaje, es
decir la estrategia Optima para § = 194, es sensiblemente diferente que la
de B =193 e incluso que la de g = 195.

4.6.2. Maximizar valor esperado de la diferencia de puntaje

En “La codicia” el objetivo es ganar. Genera el mismo beneficio ganar cuan-
do el contrincante tiene 5 puntos que cuando el contrincante tiene 198. El juego
que queremos estudiar ahora es igual a la codicia, salvo que el perdedor tiene
que pagar al ganador lo que le falté para llegar a 200 puntos. Por ejemplo, si
el ganador fue el jugador 2, y el jugador 1 quedd con 170 puntos, el jugador 1
debe pagar al jugador 2 un monto de 30.

El modelo para este caso es igual al del juego clasico, salvo en la asignacién
de recompensas. Las recompensas en esta variante tampoco dependen de las
acciones tomadas por los jugadores y son:

200— 0 sis=(1,a,03,7) con a+ 7 > 200
r(s) =< a—200 sis=(2,a,8,7)conf+7>200
0 en cualquier otro caso

La figura 4.4 muestra la estrategia éptima para valores del oponente (3 =
0,150,170, 180). La totalidad de las gréificas se puede consultar en [7].

Algunos comentarios sobre las soluciéon

= En este caso es mucho mas dificil entender el porqué de la estrategia opti-
ma, ya que la funcién de pago es mucho més compleja que en las aplica-
ciones anteriores.
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= Si bien las estrategias en este caso son bastante distintas a las del modelo
clasico se repite el hecho de que para valores bajos del puntaje del con-
trincante y del puntaje propio la estrategia éptima es similar a parar en
20.

= Para puntajes del contrincante mayores a 182 la estrategia 6ptima sugiere
tratar de ganar en un turno. Este comportamiento es para puntajes més
bajos que en el caso clasico, que recién a los 187 puntos del contrincante
ocurria esto.
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Figura 4.4: Parte de la estrategia 6ptima cuando se quiere maximizar la diferencia de puntaje,
para puntaje del contrincante = 0,150,170 y 180. En la zona gris se debe tirar y en la zona
negra parar
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Apéndice A

Datos sobre las
implementaciones realizadas

Para resolver los problemas que se presentan en el el capitulo 4 se realizaron
cuatro programas. Uno para cada una de las variantes de “la codicia” y otro
para simular las jugadas entre la estrategia 6ptima con la éptima solitaria. To-
dos ellos fueron implementados en el lenguaje C, un lenguaje muy potente y
eficiente para la implementaciéon de algoritmos.

Los programas para hallar las estrategias éptimas en las diferentes variantes
de la codicia tienen una estructura muy similar. Las principales variables del
programa son:

= vector v: el vector v se utiliza para iterar aplicando el operador U y hallar
el valor del juego; es un arreglo de nimeros reales indexado en «, 3y 7; si
bien para modelar los estados del juego se precisaria una variable més, para
indicar el jugador, por la simetria del juego alcanza con tener los valores
del juego para los estados del jugador 1.

= estrategia: estrategia es un arreglo de caracteres, también indexado en «,
B v 7; en cada posicion del arreglo se indica si la accién 6ptima es tirar o
parar

Un pseudocodigo de muy alto nivel de los mismos es el siguiente:

inicializar el vector v
repetir
actualizar v aplicando U
calcular estrategia
hasta (condicién de parada)
generar graficos

A continuacién vemos con un grado mayor de detalle qué es cada linea:
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= inicializar el vector v: en el caso del modelo clésico de la codicia y
del modelo con rebote inicializamos todas las entradas del vector v en 0,5,
para el caso del modelo con rebote las inicializamos en 100. Cabe aclarar
que si se inicializa en otros valores el resultado final no cambia, aunque
puede tardar mas en estabilizarse el vector.

= actualizar v aplicando U: Consiste en aplicar el operador U, definido
en cada caso, al vector v y guardar el resultado en el mismo vector v, para
esto se requiere iterar en los estados e ir guardando los resultados de Uv
en cada estado en una estructura auxiliar.

» calcular estrategia: En cada paso de la repeticién se obtiene un nuevo
vector v, lo que permite calcular la estrategia que corresponderia si ese fuera
el vector de valor; con ese procedimiento se va obteniendo una secuencia de
estrategias que va convergiendo a la éptima; la razén por la que calculamos
estrategias intermedias es para utilizarlas en la condicién de parada.

= condicién de parada: Este es un aspecto fundamental, la condicion de
parada establece cuando consideramos suficiente la cantidad de iteraciones
y detenemos el algoritmo; mas abajo vemos los criterios que se utilizaron.

» generar graficas: Simplemente es una pequena subrutina que genera
graficas mostrando la estrategia éptima; se utilizé la biblioteca “pngwriter”
para hacer los dibujos.

Condicién de parada

Si uno tuviera un poder de calculo que le permita hacer operaciones con
nimeros reales sin ningin margen de error, resultaria ideal iterar, aplicandole
el operador U al vector v, tantas veces como le de el tiempo; y de esa forma ob-
tener la mejor aproximacion, a la que esté dispuesto a esperar, del punto fijo de
U, que hemos llamado v*. Como la cantidad de ntimeros reales que representa
la computadora es finita y las operaciones tienen error sucede que a partir de
un momento seguir aplicando el operador U no genera una mejor aproximacion
del vector v*, porque la diferencia que se generaria entre Uv y v es similar al
error introducido por la maquina.

En nuestra aplicacién el problema mencionado en el parrafo anterior no ge-
nera un perjuicio importante, ya que la cantidad de estrategias estacionarias
puras es finita, lo que sugiere que a partir de un momento podemos alcanzar la
estrategia Optima, atin sin tener el vector v* fielmente calculado.

Al principio, la condicién de parada elegida habia sido ||[Uv—wv|| < ¢, es decir,
parar cuando aplicar U al vector v genere una diferencia pequena; ajustando el
valor de € con valores pequenos se obtuvieron buenos resultados. Después decidi-
mos calcular en cada paso de la iteracién la estrategia que generaria parar en ese
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paso y compararla con la estrategia obtenida en el paso anterior, mostrando en

pantalla la cantidad de cambios (es decir, en cudntos de los 4 000 000 de estados
se modifica la accién éptima); si en una secuencia de pasos la estrategia per-

manece incambiada es porque convergié a la estrategia éptima. Observando la

cantidad de iteraciones que requeria que se estabilice la estrategia se estimo que
parar cuando en 100 iteraciones consecutivas no se obtienen cambios es mas que

razonable.

La tabla a continuacién muestra cudntas iteraciones requiri6 cada caso (con-
tando las dltimas 100 en que no se modifica la estrategia), y cudl fue la variacién
que se obtuvo al aplicar U en la tltima de las iteraciones.

codicia con maxima
clasica | rebote | diferencia
cantidad de iteraciones 444 457 743
||lv — Uvl|| en la dltima | 1,8 10°7 | 2,9 10-7 | 1,5 107°

Si el lector quisiera el codigo de los programas implementados puede soli-
citarmelos por correo electrénico a fabian@cmat.edu.uy.
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Conclusiones

Generales

El estudio de los juegos estocdsticos transitorios supuso un importante es-
fuerzo para adquirir los conceptos previos sobre teoria de juegos, y juegos es-
tocdsticos en general, ya que éstos son conceptos nuevos para mi. Otro aspecto
que resulté ser una dificultad es la falta de material sobre el caso transitorio
de los juegos estocdsticos. Como fue mencionado en la introduccion, el tinico
libro que encontramos que incluye este tema es Competitive Markov Decision
Processes [10], en él el modelo transitorio se trata entre muchos otros que son
similares, y algunos resultados que alli aparecen no estan demostrados al de-
talle sino que se hace referencia a ideas de resultados anteriores. De modo que
poder “aislar” este caso en un trabajo autocontenido requirié reestructurar el
tema, cambiar demostraciones, etc. En particular, el modelo planteado no es
exactamente el que aparece en [10], sino que es una generalizacion del modelo
para el caso no competitivo de [13].

El principal resultado de este trabajo es que los juegos estocdsticos transito-
rios siempre tienen un valor y hay estrategias éptimas para ambos jugadores,
ademas el teorema 3.3.1 sugiere una forma de hallar tales estrategias. Es intere-
sante y a la vez muy razonable, que para hallar las estrategias éptimas para
muchos modelos de juegos estocasticos, en particular los transitorios, haya que
resolver ecuaciones del estilo de las propuestas por Bellman en [1] para resolver
problemas de control 6ptimo en procesos de Markov. La ecuacién (3.2) tiene
la misma idea de fondo que las “ecuaciones de Bellman”, ya que se optimiza
teniendo en cuenta a la vez la ganancia instantanea y el valor esperado de la
ganancia futura; claro que optimizar en el caso competitivo es resolver un juego
matricial, mientras que en el caso de un jugador es simplemente tomar maximo
o minimo. También es interesante observar que la estrategia 6ptima se pueda
encontrar entre las estrategias estacionarias, que, al menos a priori, es una clase
de estrategias muy restrictiva.
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Sobre la aplicacion

El método para hallar la soluciéon 6ptima en un juego estocdstico transitorio
de suma cero, dado en el teorema 3.3.1, es sin duda un resultado tedrico de
mucho valor; pero en la préactica seria inutil si hay que valerse de papel y lapiz
para resolver un juego. Sin embargo, en alrededor de un minuto, y con un algo-
ritmo relativamente sencillo, la computadora llega a hallar la estrategia 6ptima
para las diferentes variantes del juego estudiado. Se recomienda consultar las
estrategias completas, que como fue mencionado se encuentran en [5, 6, 7|, y
comparar los resultados con lo que dice la intuicién.

Si bien la aplicacién presentada deja ver el potencial de los resultados tedri-
cos, estos ultimos permiten una clase de juegos més general, en que los pagos
instantaneos dependan de las acciones de los jugadores y ambos jugadores to-
men decisiones en un mismo momento en lugar de ir alternando por turnos.

Una posible variante de “la codicia”, que surgié en el seminario sobre juegos
estocéasticos mencionado en la introduccion, y “aprovecha mas” el modelo, es
la siguiente: En cada turno ambos jugadores deben elegir la cantidad de dados
que quieren tirar (de 1 a 10 por ejemplo) y si en alguno de sus dados sale un
as anotan cero, de lo contrario anotan la suma de sus dados. En este modelo
deciden a la misma vez los dos jugadores y no se tiene el problema de parada
6ptima de un turno. Su planteo matematico es una consecuencia directa de los
resultados del capitulo 3, y su implementacion quedé planteada como un posible
trabajo futuro.
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