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RESUMEN
Un conocido resultado de Brouwer afirma que cualquier homeo-
morfismo del plano que preserva orientacion y no tiene puntos
fijos, tiene conjunto no errante vacio. En particular, un compacto
invariante implica la existencia de un punto fijo. En este trabajo
damos condiciones suficientes para que cubrimientos ramificados
de grado 2 del plano tengan un punto fijo, a saber:

. Un compacto totalmente invariante, que no separa el punto
critico de su imagen.

. Un compacto invariante con un entorno conexo U, tal que
T(U U f(U)) no contiene el punto critico ni su imagen.

. Un continuo invariante, tal que el punto critico y su imagen
pertenecen a la misma componente conexa de su complemento.

ABSTRACT
A well-known result from Brouwer states that any orientation
preserving homeomorphism of the plane with no fixed points has
an empty non-wandering set. In particular, an invariant compact
set implies the existence of a fixed point. In this paper we give
sufficient conditions for degree 2 branched covering maps of the
plane to have a fixed point, namely:

. A totally invariant compact subset, such that it does not sepa-
rate the critical point from its image

. An invariant compact subset with a connected neighbourhood
U, such that T(U U f(U)) does not contain the critical point nor
its image.

. An invariant continuum, such that the critical point and its ima-
ge belong to the same connected component of its complement.
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1. INTRODUCCION

1.1. Contexto histdrico. El origen de la dindmica de superficies se sitia
en la dindmica clésica, teniendo como caso fundacional al problema de los
tres cuerpos, estudiado por Poincaré, que reduce algunas configuraciones del
problema al estudio de la dindmica twist y conservativa del anillo. Al dia de
hoy se utilizan herramientas desarrolladas en sus trabajos, en particular en
los tres tomos de [P892], publicados a fines del siglo XIX. Una recopilacién
de las técnicas utilizadas y sus aplicaciones puede ser encontrada en [Chel2].

Problema de los tres cuerpos. Caso de juguete. Considérese la siguiente si-
tuacién: se tienen dos cuerpos de masa m (a los que llamaremos grandes)
moviéndose con rapidez constante a lo largo de una circunferencia de radio r
situada en un plano horizontal, en puntos diametralmente opuestos. Se tie-
ne un tercer cuerpo de masa despreciable respecto a m (al que llamaremos
cuerpo pequeno), situado en el centro de la circunferencia, con velocidad v,
solamente en el eje vertical. Se pone a andar el sistema con la Ley de Gravi-
tacién Universal (ndtese que el cuerpo de masa despreciable no ejerce fuerzas
sobre los otros dos cuerpos). Por comodidad asumiremos que la Constante
de Atraccién Universal es igual a 1.

Sean ty y vo respectivamente, el tiempo inicial y la velocidad inicial del
cuerpo pequeno. Observamos que este sistema es auténomo, es decir, el com-
portamiento del cuerpo pequeno no depende del tiempo inicial. La primera
pregunta que surge es: jexiste una velocidad inicial © para la cual el cuerpo
pequeno no vuelva a su posicion inicial, es decir, escape del pozo gravita-
cional de los cuerpos grandes? La respuesta a esta pregunta es afirmativa,
y puede verificarse que esta wvelocidad de escape cumple v = \/ﬁ Para
velocidades iniciales vg < 0, el cuerpo vuelve a su posicién inicial luego de
transcurrido un tiempo t,, que depende solamente de su velocidad inicial.
Por conservacién de la energia, sabemos que en ese instante tendrd veloci-
dad vy (en sentido opuesto). Por la simetria del problema, podemos tomar la
velocidad del cuerpo pequeno al pasar por el centro de la circunferencia co-
mo si siempre fuera positiva (apuntando hacia arriba). Observemos ademés
que, como los cuerpos grandes se mueven con velocidad constante, podemos
intercambiar la nocién de tiempo por la de dngulo (posicién de uno de los
cuerpos grandes con respecto a un punto fijo de la circunferencia). Podemos
entonces expresar el tiempo médulo 27.

Dadas entonces dos condiciones iniciales ¢, v, con t € S', v < © (obsérvese
que el conjunto de condiciones iniciales es un anillo abierto A), podemos
definir un mapa de retorno ® : A — A, con

O(t,v) = (t+ ty,v).

Este mapa preserva el radio, y es ademdas una rotacién en cada una de
las circunferencias centradas en el origen. El punto clave reside en que la
tiempo de retorno t, tiende a infinito cuando v tiende a v (ver Figura).



fol)

Figura 1. Mapa de retorno inducido en el anillo abierto

Lo que acabamos de construir muestra céomo reducir el estudio cualitativo
de un problema de dindmica continua (una ecuacién diferencial auténoma
en este caso), a uno de dindmica discreta, en una dimensién menor.

Para el estudio de algunas ecuaciones diferenciales no auténomas, pode-
mos reducir el problema al estudio de dindamica de superficies induciendo
mapas de retorno en el flujo extendido asociado (ver, por ejemplo, [Pir19]).

Dindmica topolégica plana. La existencia de puntos fijos y peridédicos para
mapas continuos del plano es un fenémeno ampliamente estudiado. Un teo-
rema clave para el desarrollo de esta drea es publicado por Brouwer en 1912:
[Broul2]

Teorema 1.1 (Brouwer, 1912). Sea f : C — C un homeomorfismo que
preserva orientacion, tal que Fix(f) = &. Entonces todo punto es errante.

Probaremos este resultado en la Seccién 3. En la misma secciéon probamos
también, que la existencia de un compacto K invariante para el homeomor-
fismo f, (es decir, f(K) = K), implica la existencia de algin punto no
errante, por lo que implica también la existencia de al menos un punto fijo
(ver Corolario 3.9).

Este resultado puede verse como el caso de juguete de una pregunta abier-
ta hoy dia en dindmica topoldgica plana: Si una funcion continua lleva un
continuo plano en si mismo, jes sequra la existencia de un punto fijo en el
continuo? [Ste35]

Cartwright y Littlewood resuelven el caso mas inocente, al demostrar el
siguiente resultado (ver [CL51]):

Teorema 1.2 (Cartwright-Littlewood, 1951). Sea f un homeomorfismo
del plano que preserva orientacion. Supongamos que existe un continuo X,

invariante por f, que no separa el plano. Entonces f tiene un punto fijo en
X.

Un prueba elegante del mismo resultado es dada dos décadas después por
Brown en [Bro77], y serd incluida en la Seccién 3.
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Bell generaliza este resultado para la clase de homeomorfismos, y anuncia
en 1984 que el teorema puede extenderse a la familia de mapas holomor-
fos (ver también [Aki99]) -observar que estos mapas son un caso particular
de cubrimientos ramificados del plano (ver Seccién 2 por definiciones). Ku-
perberg extiende el teorema previo para homeos que revierten orientacion,
debilitando las hipétesis: el teorema funciona aunque el continuo separe el
plano ([Kup91]):

Teorema 1.3 (Kuperberg, 1991). Sea f un homeomorfismo del plano
que revierte orientacion.

Si X es un compacto conexo, invariante por f, entonces existe un punto
fijo de f, contenido en X.

Mds aun, si alguna de las componentes acotadas del complemento de X
son invariantes, entonces f tiene al menos dos puntos fijos en X.

Si bien lo usaremos como ingrediente en resultados que presentaremos
mas adelante, no daremos la prueba de este Teorema puesto que centraremos
nuestro estudio en mapas que preservan orientacion.

Observacion 1.4. El Teorema de Kuperberg no funciona si el homeomorfis-
mo preserva orientacion: cualquier rotacion no trivial tiene circunferencias
invariantes, y ningun punto fijo en ellas.

Maés recientemente, el teorema de Cartwright-Littlewood fue extendido a
todos los cubrimientos ramificados que preservan orientacion, por Fokkink,
Mayer, Oversteegen y Tymchatyn, en 2007 (ver [FMOTO07]).

1.2. Motivacién. Existen dos preguntas que fueron de caracter fundamen-
tal en el desarrollo de este trabajo. La primera en orden cronolégico es una
conjetura de Pugh y Shub, que sirvié de motivacién inicial y propicié el
estudio de técnicas que usaremos en los resultados originales.

1.2.1. La tasa. En un articulo publicado en 2012 ([PSh12]), Pugh y Shub
estudian endomorfismos de la esfera S?, y buscan encontrar condiciones que
les permitan asegurar crecimiento exponencial de érbitas peridédicas, mayor
o igual al grado del endomorfismo.

Esta tasa exponencial de crecimiento fue bautizada por Iglesias, Portela,
Rovella y Xavier en el 2014 (ver [IPRX16.2]):

Definicién 1.5. Sea f un endomorfismo de la esfera S?, de grado d. Dire-
mos que tiene la tasa si

lim sup 110g(3é£FiX(f”)) > log d.
n—oo T
En [PSh12] se realiza la siguiente pregunta: Eziste un r > 1 tal que cual-
quier endomorfismo de clase C" de la esfera, tiene la tasa?
Si el endomorfismo es solamente C°, entonces la respuesta es negativa:
basta tomar el mapa que en coordenadas polares se ve como (p, 0) — (2p, 26),



8

que es de grado dos pero tiene tinicamente dos 6rbitas periddicas (0 e oo que
de hecho son puntos fijos).

Por otro lado, si el mapa es racional la respuesta es positiva: Michael Shub
probé en 1978 (ver [Shu78]) que estos mapas de la esfera tienen la tasa.

Surge naturalmente la siguiente pregunta: ;qué pasa si tomamos un mapa
racional y lo componemos con un pequeno dedazo? ;Es persistente la tasa a
pequenas perturbaciones con alguna regularidad, para mapas racionales de
la esfera?

Consideremos el siguiente ejemplo: tomamos el mapa mo : C — C, con
ma(z) = 22, y lo extendemos a la esfera C = C U oo, fijando oo (podemos
hacerlo puesto que mg es propio). Es facil ver que este mapa tiene la tasa: m3
tiene 29 —1 puntos fijos en el circulo de radio 1. Sea ahora £ una perturbacion
Co de tamatio ¢ (es decir d(£(z), z) < ¢, para todo z), con € < 1, y tal que
€(0) # 0. Es una pregunta hoy abierta, si el mapa f = £ o mag, tiene la tasa.

1.2.2. Alcance del Teorema de Brouwer. Motivados por la pregunta de Pugh
y Shub, en primera instancia intentamos encontrar condiciones suficien-
tes en cubrimientos ramificados de la esfera, para asegurar la presencia de
la tasa (tomamos técnicas y resultados de [FMOTO07], [BO09], [IPRX16],
[[PRX16.2], [[PRX16.3]). Ante la falta de respuestas, nos hicimos una pre-
gunta un tanto mas naif: jqué condiciones de recurrencia en la dindmica,
para un cubrimiento ramificado del plano, implican la existencia de un punto
fijo?

El Teorema 1.1 resuelve esta interrogante de forma completa para la fami-
lia de homeomorfismos que preservan orientacion. Lo que estamos intentando
hacer entonces es adaptar este resultado a una familia més grande de fun-
ciones, y en particular nos centramos en la pregunta: spara qué familia de
endomorfismos del plano, la existencia de un compacto invariante implica
la de un punto fijo?

1.3. Plan de Trabajo. A lo largo de este trabajo, procuramos encontrar
condiciones suficientes para la existencia de puntos fijos en mapas continuos
del plano. Recordemos que el teorema de Brouwer tiene como corolario la
siguiente afirmacién: Un homeo del plano que preserva orientacion, con un
compacto invariante, tiene un punto fijo. Nos interesa entender para qué
familia de mapas continuos del plano es cierta esta afirmacion.

Centraremos nuestro estudio en la familia de cubrimientos ramificados.
Por un Teorema de Stoilow (ver [Why42]), sabemos que esta familia coincide
con la de mapas del plano abiertos y ligeros, que tiene una definicion mucho
més laxa a priori (ver Seccién 2 por definiciones.)

Son tres los resultados originales que probaremos a lo largo de este tra-
bajo, si bien todos pueden verse como aplicacién de la misma construccién
propia, a saber, un homeo del plano con propiedades interesantes. A esta
construccion le llamaremos el buen dedazo.
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Para facilitar la notacion, dado un compacto K del plano, llamaremos
T(K) ala unién de K con las componentes conexas acotadas de su comple-
mento.

Los resultados que probaremos son los siguientes:

Teorema 1.6 (G, 2019). Sea f un cubrimiento ramificado de grado 2 del
plano, y ¢ € Crit(f). Supongamos que existe un conjunto compacto K con
fUK) =K, y tal que c y f(c) estdn en la misma componente conexa de
C\K.

Entonces Fix(f) # @.

Teorema 1.7 (G, 2019). Sea f un cubrimiento de grado 2 del plano, con un
conjunto K compacto invariante (no necesariamente totalmente invariante).
Supongamos que existe U entorno conezxo de K, tal que T((U) U f(U)) no
contiene a ¢ ni a f(c).

Entonces Fix(f) # @.

Teorema 1.8 (G, 2019). Sea f un cubrimiento ramificado de grado +2
del plano, con un continuo invariante, tal que no separa ¢ de f(c).
Entonces f tiene un punto fijo en T(K).

La hoja de ruta para probar estos resultados es la siguiente. Utilizamos
la Seccién 2 para introducir todas las definiciones elementales y la notacion
que utilizaremos a lo largo del trabajo. En las siguientes dos secciones se
prueban resultados que se usaran como herramientas en la demostracién de
los Teoremas: la Seccién 3 estd dedicada a la Teoria de Brouwer en dindmica
topoldgica plana, mientras que la Seccion 4 trabaja con dinamica de cubri-
mientos del anillo. En la dltima Seccién desarrollamos el trabajo original:
damos un bosquejo, construimos el buen dedazo y demostramos los tres Teo-
remas.

Como forma de motivacion, presentamos a continuacion dos contraejem-
plos a la existencia de puntos periddicos (y de cualquier tipo de recurrencia)
en cubrimientos ramificados del plano, uno de ellos de quien escribe.

1.4. Dos ejemplos simples. Observemos que cualquier polinomio del plano
complejo es en particular un cubrimiento ramificado. Si ademads el grado
del polinomio p es mayor que uno, entonces el mapa tiene puntos de to-
dos los periodos: para cada g entero positivo, basta encontrar las raices de
p?—1d. Sin embargo, esto no se generaliza para el resto de la familia: Blokh y
Oversteegen dan un contraejemplo en 2009 ([BO09]). Las nociones relativas
a cubrimientos ramificados se encuentran en la Seccién 2.

Proposicién 1.9 (Blokh-Oversteegen, 2009). Eziste un cubrimiento ra-
mificado del plano, de grado dos, con Per(f) = @.

Demostracion: Usaremos alternativamente coordenadas polares (p, ) y
coordenadas cartesianas (z,y). Vamos a construir el mapa f = fy o fi,
donde

fl(p7‘9) = (p7 2‘9)7 f2($7y) = ($+T(y)’y)
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Tenemos entonces que fo es una traslacion en las horizontales, que depen-
de de la altura y. Imponemos 7" > 0, T'(y) = T(—y). Para construir una 7'
que evite la existencia de fijos para f, hallamos los Z = (p, é) € C tales que
2y f1(z) tienen la misma altura. Tenemos entonces que sin(f) = sin(20) de
donde 6 € {0,7/3, 7, —m/3}.

Tomando Arg(z) € (—m, 7], definamos A = {z € C : |Arg(z)| < 7/3},
B={z¢€C:n/3 < Arg(z) < 2n/3}. Observamos que {A,—A, B,—B} es
una particién del plano (ver Figura 2).

Si tomamos Z con |Arg(z)| = w/3, y con altura s, tenemos que la distancia
entre z y f1(2) es 2|s|/v/3 . Definamos entonces T(y) = (2|y|/v/3) +1. Como
f(2) esté a la derecha de z, tenemos que Fix(f) = @.

f2

Figura 2. Cubrimiento ramificado de Blokh-Oversteegen,
grado 2. Q(f) =@

Veamos ahora que f tampoco tiene puntos periddicos. Es facil ver esto
para los z € A: si z estd en el eje horizontal, f(z) = z+ 1. En caso contrario,
usamos que fi(A) C A, y que fy preserva horizontales, para concluir que
IIm(f(2))| > |Im(z)|. Mé&s atin, existe una funcién creciente h : Rt — R, tal
que

Im|(F(2)] = ()] + Al(Em(=)], (1)
de donde n%gnoo [Im(f™(2)| = o0), por lo que no existen puntos periédicos

en A. Si z € —A, entonces f(z) € A, y razonamos de la misma forma. En
particular, si existe m tal que f(z) € A, entonces z no puede ser periédico.
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Veamos entonces que todos los puntos z € (BU—B) cumplen esta propie-
dad. Para ello, supongamos por contradiccion que existe un z en esa region,
tal que f™(z) € (B U —B). De forma contraria a los puntos de A, tene-
mos que [Im(f(2))] < |Im(z)|, de donde {f™(2)}mez tiene una subcesién
my, tal que f™k(z) — w € OB. Pero esto es una contradiccién, puesto que

f(OB) C A. O
Observacion 1.10. Para este cubrimiento f, se tiene que Q(f) = &.

Demostracion. Probamos en la construccion del ejemplo, que los puntos del
eje horizontal son errantes, y para los demds puntos de z € A, la ecuacién
(1) nos asegura que también lo son. Por dltimo, probamos también que todo
punto tiene un iterado futuro en A, por lo que también es errante. O

Observacion 1.11. Podemos poscomponer este cubrimiento con una Si-
metria en el eje horizontal, para obtener un cubrimiento ramificado de grado
—2, sin puntos periddicos

Veamos hora que esta técnica puede ser generalizada modificando sutil-
mente el argumento de la prueba, para construir cubrimientos ramificados
del plano de cualquier grado, que no tengan puntos peridédicos.

Proposicién 1.12 (G,2019). Eziste f cubrimiento ramificado del plano,
para cualquier grado n € Z, tal que Per(f) = .

Demostracion: Asumamos n > 0 sin pérdida de generalidad (en caso con-
trario poscomponemos el mapa que construyamos con una simetria respecto
al eje horizontal). El procedimiento tiene el mismo espiritu que el de la
proposicién anterior: nuevamente construimos f = fy o f1, donde

fl(p7 9) = (pv n‘g)v f2($7 y) = (‘T + T(Y)a y)

Si tomamos X = {z € C* : |Arg(z)] < 7w/(n + 1)}, vemos que
fi(X) = C\ — X. Queremos fy de forma que f(X) C X: para ello bas-
ta tomar T'(y) = 2|y|/tg(;;77) + 1. Definamos ahora la familia de conjuntos
{Ak}1<k<n, las k preimégenes de fi(X), ordenadas en sentido antihorario,
de forma tal que Ay = X (ver Figura 3). Sean {Bj}1<k<n las k componen-
tes de C* que restan, siendo Bk la regién delimitada entre Ay y Ay 1. Sea
A=JAx, B=JBks.

Veamos ahora que f no tiene puntos periédicos. Observamos primero que
el 0 es errante, puesto que f|gr es una traslacién. Para z € C*, separamos en
dos casos: z € Ay z € B.

Observacién 1.13. Sea z = (p,0). Si z € A, entonces |f(2)| > |z|, puesto
que f1 preserva la norma. Andlogamente, si f(z) € B, entonces |f(z)| < z.

Siz € A, entonces fM(z) € A1, ¥m > 1. Como en la proposicién anterior,
existe una funcién creciente h : Rt — RT, tal que si z € Ay, |f(2)] > |z| +
h|z|, de donde la norma es crece estricamente y ademés lim |f™(z)| = oo,

m—0o0

por lo que z es errante. Lo mismo aplica si existe m > 1 tal que f™(z) € A.
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Aq fl(é)

f(A)

FI1GURA 3. Generalizacién del ejemplo [BO] para grado n = 3

Supongamos entonces que tenemos z tal que f"'(z) € B; VYm > 0. Tene-
mos entonces por la observacién 1.13 que la norma decrece a lo largo de la
6rbita, de donde tenemos una subsucesién convergente f"**(z) a un punto
w € B, con |f(w)| = |w|. Pero en ese caso tendriamos que f(w) € A, lo cual
es una contradiccién. O

2. PRELIMINARES

2.1. Superficies. A lo largo de este trabajo, una superficie S serd una
variedad topoldgica orientable, de dimension dos. Diremos que S es respec-
tivamente un plano, anillo o esfera si es homeomorfa a C,C\{0} o S%. Un
conjunto U C S serd un disco si es homeomorfo a D = {z € C : z < 1}.
Para facilitar notacién, definiremos my;my : C — C como los mapas tales
que my(z) = 2¥; my(2) = 2~

2.2. Endomorfismos. Todos los mapas considerados en este trabajo son
continuos. Diremos ademds que un mapa f : S — S entre superficies es un
endomorfismo cuando es sobreyectivo.

Cuando trabajemos con endomorfismos del anillo A, definiremos el grado
de ese endomorfismo como la accién inducida en en el primer grupo de ho-
mologia H1(A), que es Z puesto que el anillo retrae por deformacién en el
circulo. Para cubrimientos ramificados de la esfera de dimensién dos, mira-
remos la accién inducida en el segundo grupo de homologia, Ho (sabemos
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que el n-ésimo grupo de homologia de la esfera de dimensién n, es igual a
7).

2.3. Dedazos. Introducimos la siguiente definicién para simplificar nota-
cion en el futuro:

Definicion 2.1. Sea V wuna region conera de una superficte S, U C V
un disco. Diremos que h : S — S es un dedazo soportado en U si es un
homeomorfismo tal que:

. hly es conjugado a la traslacion T : C — C, T(z) = z + 1.

. hlye =1d.

Observacion 2.2. Dadas dos n-uplas de puntos xi, ...Tn, Y1, - »Yn iN-
cluidas en un disco U C S, existe un dedazo h, soportado en U y sin puntos
fijos en esa region, tal que h(x;) = y; para todo 1 <i < n.

2.4. Espacios de cubrimiento. Todo el contenido brindado en esta sub-
seccién puede ser encontrado en la Seccién 1.3 de [Hat02].

Dadas dos superficies S y S, diremos que 7 : S — S es una proyeccién de
cubrimiento si todo punto z € S tiene un entorno U del tipo pila de discos,
es decir, tal que #~1(U) es una unién disjunta de discos de S de forma que
la proyeccion restricta a cada uno de esos discos es un homeomorfismo. En
estas condiciones diremos que S es un cubrimiento de S, y serd el cubrimiento
universal si S es simplemente conexa. Sabemos en este contexto que S es
Unica a menos de homeomorfismos. Cuando sea evidente que hablamos del
mapa 7, haremos abuso de notacién y diremos que 7 es un cubrimiento.

En este trabajo nos interesard cubrir S? con pinchaduras, es decir,
S = S?\K, donde K es un subconjunto compacto, que no separa la es-
fera. En este contexto, el cubrimiento universal serd siempre topoldgica-
mente un plano, gracias al Teorema de Uniformizacién (ver, por ejemplo,
[Marll]). En el caso particular en que S = C\{0} es un anillo, tomare-
mos S = C y la proyeccién de cubrimiento serd 7 : C — S, dada por
7(x,y) := (e Yeos(2mz), e Ysin(2rz)). Tendremos en ese caso la transfor-
macién de cubrimiento T' € Homeo™ (S), definida por T(z,y) := (z + 1, ).

Si tenemos f : S — S un endomorfismo, y S es el cubrimiento universal
de S, entonces podemos tomar F : S — S levantado de f como un mapa
que cumple fr = TF (sabemos que F' es unico a menos de poscomponer
con una transformacién de cubrimiento). Observemos que para el caso del
anillo A, y la proyeccién de cubrimiento que dimos recién, tenemos que el
levantado es un homeomorfismo del plano A (notemos que A es simplemente
conexo), que cumple F(x + 1,y) = F(x,y) + (d,0), siendo d el grado de f.
Esto tdltimo se debe a que la imagen por f de una curva esencial, cerrada
y simple (ver Subseccién a continuacién), le da d vueltas a uno de los fines
del anillo.
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2.5. Curvas y foliaciones.

Definicién 2.3. Dados dos puntos p,p’ € S, un camino o curva de p a
p serd una funcion continua v : [0,1] — S tal que v(0) = p, v(1) = p'.
Diremos que el camino es simple si vy es inyectiva, y cerrado sip =p'.

Diremos que -y es respectivamente un segmento, recta, circulo si su imagen
es homeomorfa a [0, 1], R,S'. Si v es una curva en el anillo, diremos que es
esencial si su imagen no es homtépicamente nula.

Definicion 2.4. Dada una superficie S, Una foliacion topoldgica orientada
F es una particion de S en subvariedades de dimension 1 tal que para todo
p € S, existe un entorno Uy, y un homeomorfismo h: U, — (—1,1) x (—1,1)
que preserva orientacon y manda F en la particion por rectas verticales,
orientadas de abajo a arriba.

2.6. Conjugacion grosera. Recordamos la nocién clasica de conjugacion
dindmica entre dos mapas f y g.

Definicion 2.5. Dados dos mapas f : A — A, g : B — B, diremos que
son (dindmicamente) conjugados si existe un homeomorfismo h : A — B,
tal que ho f =goh.

Esta definicién nos dice esencialmente que los mapas f y ¢ son dinamica-
mente el mismo mapa, visto en lugares distintos.
Introduciremos ahora una nocién mas débil de conjugacién entre mapas:

Definicion 2.6. Sea U un subconjunto de C, c € U, y tomemos f : U — C.
Diremos que f es groseramente conjugada a my si existen foliaciones F en
U\{c}, F' en f(U)\{f(c)}, y dos homemorfismos ¢ : U — D, ¢ : f(U) — D
que preserven orietacion, tales que tanto F como F' son mapeadas a la
foliacion radial en D, y tales que el siguiente diagrama conmuta:

D-—".D

Observemos que, en este caso, no explicitamos nada sobre la dindmica en
cada uno de los radios, de donde esta nocion es estrictamente mas débil que
la conjugacién dinamica.

2.7. Cubrimientos ramificados.

Definicion 2.7. Un cubrimiento ramificado f : S — S es un mapa que es
homeomorfismo local en todos los p € S, salvo por finitos puntos, que serdn
denominados puntos criticos del cubrimiento.

Afirmacién 2.8. Debido a la finitud del conjunto de puntos criticos, po-
demos deducir que cada uno de ellos tiene un entorno V' tal que f|y es
groseramente conjugada a my, o a my, para algin k € Z+.
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Demostracion. Sea ¢ un punto critico de f, y tomemos V' un entorno de
f(c) del tipo pila de discos, es decir, de forma tal que cada componente cone-
xa U, de f~1(U), contenga a lo mas un punto critico. Sea U, la componente
que contiene a c. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que V es una
bola centrada en f(c), V- = B(f(c),r).

Sea z € 9V, tomemos 7 : [0,1] — 9V la curva que recorre 9V partiendo
desde z, en sentido antihorario. Para cada ¢t € [0, 1], tomemos R; el radio
desde f(c) hasta y(t) (notemos que podemos definir R; en todo R, exten-
diendo la asignacién de forma periddica.) Sea w una de las preimédgenes de
f~1(2), que tenemos en U,, y sea Sy la preimagen de Ry que conecta ¢ con
w. Observemos que Sy es un segmento, puesto que f es homeo local en todo
Ur = Uc\{c}

De nuevo, como f|yx es un cubrimiento, podemos tomar 7 : [0,1] — 0U.
el levantado de la curva v que comienza en w, y luego definir S; como la
preimagen de R; que termina en 7(t). Repetimos este proceso hasta obtener
k € Z tal que 1(0).

Para obtener la conjugacién grosera entre f y mj tomamos {St}te[o,k}7
{Rt}ate[(xl]? como las foliaciones que mapearemos a la foliaciéon radial en
D (para V, basta definir ¢ como una homotecia). Por la construccién que
hicimos, alcanza mandar las k preimédgenes de R; en los k rayos ¢(Sp4¢)
tales que my de estos rayos sea ¢'(Ry). O

En ese contexto, la multiplicidad de un punto critico serd £ — 1 o
—(k — 1), cuando el mapa sea localmente groseramente conjugado a my
o My, respectivamente. Definiremos Crit(f) como el conjunto de puntos
criticos de f. Cada punto que no es la imagen de un punto critico tiene el
mismo nimero de preimagenes d. Debido a la finitud del conjunto de puntos
criticos, deducimos que el grado de f es d para el caso en el que f preser-
va orientacién, y —d para el caso en el que revierte (esta nocién de grado
coincide con la que dimos previamente para endomorfismos de la esfera). Si
Crit(f) = @, diremos que f es un cubrimiento a secas.

A modo de ejemplo, cualquier polinomio complejo p: C — C de grado n
es un cubrimiento ramificado del plano, donde el conjunto de puntos criticos
coincide con las raices de la derivada del polinomio. Dado que estamos frente
a un mapa propio, podemos extenderlo a la esfera C = C U co y obtener
p: C — C, que tiene a oo como punto critico de multiplicidad n — 1.

3. TEORIA DE BROUWER Y ARCOS DE TRASLACION

3.1. Brouwer en el disco. Consideremos el disco D = {z € C: |z] < 1}.
El teorema clasico de Brouwer en el disco establece que:

Teorema 3.1 (Brouwer en el disco, 1912). Si f : D — D es continua,
entonces f tiene un punto fijo. Es decir, existe x € D tal que f(x) = z.
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Demostracion. Supongamos por contradiccion que existe un mapa continuo
f tal que f(z) # z para todo x € D. Por lo tanto, podemos definir s, la
semirrecta que tiene origen en f(z) y pasa por z, y luego definir h(z) como
el punto de interseccién entre s, y 9. Llamémosle ~y, al segmento que va
desde = hasta h(z), parametrizado por longitud de arco. Observemos que,
si z € JD, entonces h(x) = x, en cuyo caso 7, es el camino trivial.

Definamos ahora una familia de mapas continua a un parametro { f; }+c(0,11,
tal que fi(x) = 7, (t). Tenemos entonces que:

. fo=1d,
. f|0D = Id para todo ¢ € [0, 1].
. Im(fl) = JdD.

Tenemos entonces que la isotopia {f;} es un retracto por deformacién
entre el disco y su borde. Sabemos que el disco es simplemente conexo.
Tomemos entonces cualquier curva cerrada 1 en D, y una homotopia g; que
la trivialice dentro del disco. Luego, basta construir la homotopia g; = f10g:,
y observar que g, es una homotopfa en 9D, que lelva 77 a un unico punto.
Pero esto es una contradiccion, ya que sabemos que el grupo fundamental
del circulo es no trivial. O

Este resultado se debe tanto a la compacidad como a la topologia del disco:
en el disco abierto se pueden construir ejemplos de funciones continuas sin
puntos fijos, y también en el anillo compacto.

Proposicion 3.2. Ezisten homeomorfismos del disco abierto sin puntos fi-
jos.

Demostracion. Observamos que el disco abierto es homeomorfo al plano C, y
tomemos h cualquier homeomorfismo entre ambos espacios. Tomemos luego
g : C — C una traslacién (donde todo es errante), y definamos f : D — D
como f = hogoh ! Elresultado se deduce de que f y ¢ tienen dindmicas
conjugadas. O

Observacion 3.3. Para el caso del anillo compacto, basta tomar cualquier
rotacion no trivial para ver que el Teorema de Brouwer no aplica.

3.2. Arcos de traslacion. Presentaremos una herramienta que usaremos
en la prueba del Teorema 1.1, y que serd fundamental en la construccion
de el buen dedazo (ver Proposicién 5.1). Esta nocién fue introducida por
Brouwer en [Broul2], y luego utilizada por Fathi en [Fat84] para dar una
prueba simple del Teorema (la misma que daremos en esta Seccién).

Definicion 3.4. Sea [ un cubrimiento ramificado de la superficie S. Dire-
mos que un camino y en S, entre los puntos x e y es un arco de traslacion,
st se cumple que:

-y = f(z),

-0 f(y) oz, fo)}

Lema 3.5. Si f no tiene puntos fijos, entonces por todo punto pasa un arco
de traslacion.
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Demostracion. Tomemos una métrica cualquiera en S (podemos traer la
usual desde el disco hipérbolico si asi lo queremos). Sea z € S un punto de
la superficie, con f(z) # z. Sabemos que f~'(f(z)) es un conjunto cerrado
pues f es continua, y ademds z ¢ f~!(f(z)), de donde la distancia entre z
y su conjunto de preimagenes es positiva.

Sea By (p) la bola de radio r, centrada en p. Definimos

7 =sup{r > 0: B, (f(z))N fﬁl(Br(f(Z))) = g}

Por construccién, tenemos que la interseccién entre B;(f(z)) y su preima-
gen, es no vacia y estd contenida en el borde de ambas. Sea entonces y €
O0B:(f(2))Naf~Y(B:(f(2))), y tomemos x una preimagen de y que esté en
el borde de f~(B;(f(2))) (podemos tomarla puesto que % no es punto fijo).

Por dltimo, basta tomar v cualquier camino entre = e y, que pase por z,
y tal que su interior esté contenido en f~!(B;(f(2))), y verificar que es un
arco de traslacién. g

3.3. Brouwer en el plano. Dedicaremos esta subseccién a probar el Teo-
rema 1.1, a saber: si un homeomorfismo del plano que preserva orientacion
carece de puntos fijos, entonces el conjunto no errante es vacio. A lo lar-
go de esta Subseccién, f notard un homeomorfismo del plano que preserva
orientacion.

Probaremos el contrarreciproco: la existencia de un punto no errante im-
plica la de punto fijo. La demostracién que daremos es de Albert Fathi.
Primero veremos el caso particular donde f tiene un punto periédico de
periodo 2. Luego, probaremos que si f no tiene puntos fijos y tiene una
orbita periédica, entonces podemos perturbar el mapa y obtener una 6rbita
de periodo 2, sin cambiar el conjunto de puntos fijos. Por tltimo, veremos
que el mismo argumento funciona para pasar de una f con un punto no
errante a otra con una érbita periédica, nuevamente sin cambiar el conjunto
de puntos fijos.

Lema 3.6. Si f € Homeo" (C), y existe un punto periddico para f, de
periodo 2, entonces Fix(f) # @.

Demostracién. Tomemos x € C, con x # f(x), v = f2(z). Consideremos
la compactificaciéon del plano con un punto al infinito y observemos que f
se extiende a un mapa f : S? — S? fijando oo, pues un homeomorfismo del
plano es propio. Consideramos a su vez el anillo abierto A = S?\{z, f(z)} y
f:A—= A

Sea X C A un anillo esencial cerrado lo suficientemente grande como
para que la composicién de f con la retraccién h de A sobre X, tenga los
mismos puntos fijos que f y coincida con f en un entorno de los puntos fijos.
Observemos que podemos tomar X con estas propiedades, puesto que f|a
intercambia los fines, luego basta eliminar de A, pequenos entornos de sus
dos fines.

Haciendo abuso de notacién, seguimos llamando a este mapa f, de manera
que ahora f : X — X es una funcién continua (no un homeomorfismo) y
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X es un anillo cerrado. Notemos que para probar el teorema, es suficiente
probar que f tiene al menos dos puntos fijos en el interior de X (uno no
basta, pues recordemos que oo es punto fijo de f, que no estd en el plano).

Sea X el cubrimiento universal de X, que es una banda infinita R x [0, 1],
y tomemos F : X — X un levantamiento de f. Observemos ahora que, como
f preserva orientacién e intercambia los fines de A, se tiene que F(z +1) =
F(x) — 1 para todo = € X. Compactificando X con dos puntos —oo y
o0, de manera que D = X U {—00, 00} sea homeomorfo a un disco cerrado,
podemos entonces extender F' de forma continua a D poniendo F'(co) = —o0,
F(—o00) = 0.

Recordando que los bordes de X se intercambian por F', obtenemos que
F|sp no tiene puntos fijos. Sin embargo, aplicando el teorema de Brouwer
en el disco, sabemos que existe z € X tal que F(2) =z, de donde f(z) = z,
siendo Z un levantado de z.

Ahora bien, utilizando el mismo razonamiento, existe w € X tal que
(F 4 1)(w) = w. Basta probar que z y w no se proyectan al mismo punto
de X. Si asi fuera, existiria k € Z tal que w = z + k. Por lo tanto

w=F+1)(w)=F+1)(z+k)=F(z)—k+1=2z—k+1.

Obtenemos entonces z + k = z — k + 1, de donde k = 1/2, lo cual es una
contradiccion, puesto que k era entero. U

Utilizando arcos de traslacién, es facil probar que si f tiene un punto
periédico de cualquier periodo, se puede perturbarla sin alterar el conjunto
de puntos fijos, para lograr que tenga un punto periédico de periodo exac-
tamente 2:

Lema 3.7. Supongamos que f tiene un punto periddico z de periodo q > 2,
y que ademds Fix(f) = @. Entonces existe g € Homeo™ (C) tal que

. Fix(g) = &,

. [ tiene un punto peridédico de periodo 2.

Demostracion. Definiremos el homeomorfismo g = h o f, donde h serd un
perturbacién que construiremos a continuaciéon. Usamos el Lema 3.5 y to-
mamos vy un arco de traslacién que pase por z. Sean x y f(x) los extremos
de este arco de traslacién. Podemos asumir f?(x) # x, en caso contrario
tomamos g = f y queda probado lo que queremos.

Tenemos entonces que v N f(v) = f(z). De la misma forma, para todo
n € Z*, se cumple que f*~H(y) N f(y) = ().

Sabemos que z € yN f4(7). Definamos entonces I' =~ . f(v) . ... . f4(7),
y sea 7 el sub-arco de I' que va desde f97!(z) hasta fi(z) = 2.

Tomaremos U en pequeno entorno de 7, y afirmamos que existe h un de-
dazo soportado en U (ver Definicién 2.1), con las dos siguientes propiedades:

CA(fL(2)) = 2,

. Fix(ho f) = Fix(f) = 2.

La primer propiedad no es otra cosa que la Observacién 2.2. Para ver
que h puede cumplir simultaneamente la segunda propiedad, basta observar
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F1GURA 4. La perturbacién h estd soportada en el disco U,
y mantiene invariante el conjunto de puntos fijos de f.

que si w € Fix(h o f)\Fix(f), entonces w € U, pero también f(w) € U. Si
bien U N f~1(U) no es vacio pues en particular contiene a f¢71(z), sabemos
que esta interseccion estd contenida en un pequeno entorno U’ de f971(z),
si tomamos U suficientemente pequeno. Tomando finalmente A de forma
que h(f(U"))NU = &, tenemos la segunda propiedad, y queda probado el
resultado. O

Veamos que, con un argumento similar, podemos pasar de la existencia
de un punto no errante a la existencia de una 6rbita periddica, sin tocar el
conjunto de puntos fijos. Con este ultimo Lema conluimos la demostracion
del Teorema 1.1.

Lema 3.8. i Fix(f) = @, pero Q(f) # 9, entonces existe g € Homeo™ (C)
tal que

. Fix(g) = @.

. Per(g) # 2.

Demostracion. Tomemos z € Q(f), z # f(z). Podemos tomar entonces U
pequeno entorno de z, y un ¢ > 1, tal que f4(U) NU # &, y ademés
fA(U)NU = @, para todo 1 <i < ¢ — 1.

Como hicimos en el Lema anterior, construiremos g = ho f, donde h sera
un dedazo soportado en U. Para ello, tomemos x € UNf4(U), y = f~9(z) #
x. Observemos que y € U, y tomemos h un dedazo soportado en U, tal que
h(z) = y. Como U es un disco libre (a saber, U N f(U) = @), tenemos que
Fix(h o f) = Fix(f) = @. Ademés, como ho f(f/(y)) = f/T!(y), para todo
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1 <j <qg-—2, tenemos que y es un punto periddico de periodo g para el
homeomorfismo h o f, lo que concluye la demostracién. O

Corolario 3.9. Si f es un homeomorfismo del plano que preserva orienta-
cion, y tiene un compacto invariante X, entonces f tiene al menos un punto

fijo.

Demostracion. Alcanza con probar que el conjunto no errante es no vacio,
y aplicar el Teorema que acabamos de probar. Sea x € X. Como X es
invariante, la érbita de x es un subconjunto infinito y acotado de C por lo
que acumula en algtin lugar. Por ultimo, basta observar que cualquier punto
de acumulacién de esta érbita pertenece al conjunto no errante. O

3.4. Teorema de Cartwright-Littlewood. Presentamos a continuacién
la prueba del Teorema de Cartwright-Littlewood (si un homeomorfismo
del plano que preserva orientacion tiene un continuo relleno invariante,
entonces tiene un punto fijo en el continuo, ver 1.2), que usaremos en la
Seccién 5.

Daremos una prueba simple, publicada por Brown en 1977. Antes de eso,
veremos que al Teorema no le sobran hipdtesis:

Es necesario que X sea acotado. El punto fijo puede estar en el infinito:
como contraejemplo sin esta hipdtesis, basta tomar una traslacion en las
horizontales y ver que cualquier recta horizontal X es un invariante conexo
sin fijos.

Es necesario que X sea cerrado. El fijo puede estar en cualquier lugar donde
X acumule: pensar por ejemplo en el tiempo 1 del flujo inducido por un
dipolo magnético, tenemos infinitos circulos invariantes con un tnico punto
fijo comun. El punto es que, si eliminamos el punto fijo de cualquiera de estos
circulos, obtenemos un conjunto X acotado conexo invariante sin puntos
fijos.

Es necesario que X sea conero. En caso contrario, basta tomar como con-
junto X, cualquier érbita periddica de cardinal mayor que 1.

Es necesario que X sea relleno. Para tener un contraejemplo sin esa hipote-
sis, considérese una rotacion centrada en el origen. Tenemos infinitas circun-
ferencias invariantes sin puntos fijos.

Ahora si, la prueba:

Demostracion del Teorema 1.2 Supongamos que no existen puntos fijos
de f en el compacto X. Como §(f) # &, por el Teorema 1.1, se tiene que
Fix(f) =Y # @. Podemos entones restringir la dindmica a la componente
U de C\Y que contiene a X. En cualquier caso, el cubrimiento universal U
de U, es un plano. Luego f|y se levanta a f U — U, siendo7: U — U
la proyeccién de cubrimiento correspondiente. Como X no separa el plano,
tenemos que estd contenido en un disco de U, de donde cada una de las
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componentes conexas de 7~ 1(X) es homeomorfa a X. Dado un punto z € X,

elegimos dos puntos Z y f(z) levantados de z y f(z) respectivamente, que

estén en la misma componente conexa X de 7 !(X). Tomando entonces

fo levantado de F, de forma tal que fo(2) = f(z), tenemos que fo fija la
componente X, de donde, de nuevo por Brouwer, tenemos que fo tiene un
punto fijo w. Pero entonces tendriamos que 7(w) € Fix(f); 7(w) ¢ Y, lo
cual es una contradiccién. O

2

FicuraA 5. Ejemplo para #Y = 2. Observar que basta que
los fijos estén en la componente no acotada del complemento
de X.

Corolario 3.10. En el contexto del Teorema anterior, Si X separa el plano,
entonces podemos asegqurar que eziste un punto de fijo de f, en T(X).
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Demostracion. Supngamos nuevamente por contradiccién, que no existen
puntos fijos de f en T(X). Sabemos que T(X) es un compacto conexo pues
X lo es, y es relleno por definicién. Basta ver entonces que T(X) es un
conjunto invariante, y aplicarle el Teorema que probamos recién. Sabemos
que las componentes conexas del complemento se mandan por f unas en
otras, pues X es invariante. Observando que f es un mapa propio por ser un
homeomorfismo, tenemos que f~(T(X)) es un conjunto acotado, de donde
la componente no acotada del complemento de X, que coincide con T(X )C,
es invariante. Pero entonces T(X) es también invariante, lo que concluye la

prueba. ([

El resultado que presentamos a continuacién serda un ingrediente de la
demostracién del Teorema 1.7, y es probado por Le Calvez en [LeC07]. En
su demostracion utilizamos la misma técnica que presentamos en el Teorema
de Cartwright-Littlewood.

Lema 3.11. Sea f un homeomorfismo del plano que preserva orientacion,
con un compacto invariante K. Sea U un entorno conexo de K. Entonces f
tiene un punto fijo en V.="T(U U f(U)).

Demostracion. Sabemos que f tiene al menos un punto fijo , por el
Teorema 1.1. Supongamos por contradiccién que ninguno de ellos esta en
V =T(UUf(U)). Tomemos S = C\Fix(f). Dado que Fix(f), es un cerrado
invariante, podemos restringir f al subconjunto S. Observemos que Fix(f)
no separa K, puesto que Fix(f) € V¢, de donde f preserva la componente
conexa de que contiene a K. Asumimos entonces, sin pérdida de generalidad,
que S es conexo.

Tomamos entonces S el cubrimiento universal de S, que es un plano.
Dado que V es simplemente conexo, toda componente conexa de 7 1(V) es
homeomorfa a V. Por la misma razon, para cualquier levantado f : S — Sde
f,y V cualquier componente conexa de 71 (V), tenemos que f (V) intersecta
exactamente una componente conexa de 7 (V).

Por lo tanto, si K es el levantado de K contenido en V, podemos tomar
un levantado fy de f tal que fg(V) solo intersecta V, teniendo entonces que
fo(f( ) = K. Por el Corolario 3.9, obtenemos que fo tiene un punto fijo, lo
cual es una contradiccion. ([

3.5. Aplicaciones: Cubrimientos ramificados de la esfera. Recorda-
mos que el objetivo final de este trabajo es dar condiciones suficientes para
que ciertos cubrimientos ramificados del plano tengan puntos fijos. Observe-
mos que todo cubrimiento ramificado del plano se puede extender a la esfera
fijando oo, puesto que estamos frente a mapas que son propios.

Daremos a continuacién, un resultado sobre dindmica de cubrimientos
ramificados de la esfera.
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Observacién 3.12. Todo polinomio p : C — C es un cubrimiento ramifi-
cado del plano, que se extiende de forma natural a la esfera C = C U oo,
teniendo a oo como punto critico fijo, totalmente invariante.

Teorema 3.13. Sea f un cubrimiento ramificado de grado d de la esfera,
con |d| > 1. Supongamos que existe U simplemente conexo, tal que

e U no tiene ningin valor critico, y

e [7L(U)CU.

Entonces f* tiene al menos |d|* puntos fijos en U.

Demostracién. Como f no tiene valores criticos en U, tenemos que f~(U)
tiene d componentes conexas Uy, Us, ...,U, cada una de ellas mapeandose
por f homeomérficamente en U. Andlogamente, f~1(U;) tiene d componen-
tes, Uy C Uy, Ura C Us;...;Urg C Uy (y lo mismo para los demds f~1(U;)).
Razonando de la misma forma un montén de veces, tenemos que

N rfw=K=JKa

keZ+t acl
es un Cantor Gordo, a saber:

e Tiene no numerables componentes conexas.
e Cada una de ellas es un compacto conexo, que no separa el plano.

Por como construimos el conjunto, tenemos que podemos indexar las com-
ponentes de forma. que se porten bien con la dindmica: le podemos asociar
de forma natural a cada componente, una sucesién de digitos entre 1 y d,
S(ka) = {a1, ..., an, ...}, tal que S(f(Kqy)) = {bn}, con by = ag41, para todo
k > 1 (es decir, el mapa inducido en las sucesiones es el shift unilateral).

Supongamos primero que d > 1. Dado k > 1, tenemos que existen d*
componentes de K fijas para f* (tantas como sucesiones k-periddicas por el
shift). Mds dun, en un entorno conexo suficientemente pequeno de cualquiera
de estas componentes C, el mapa es un homeomorfismo local, que puede ser
extendido a todo el plano. Aplicamos entonces el Teorema de Cartwright-
Littlewood para obtener un punto fijo de ese mapa nuevo, situado en C.
Tenemos entonces d* puntos fijos, uno para cada una de las d* componentes
k-periddicas. Observando que éstos son también puntos fijos de f, puesto que
los mapas que construimos eran extensiones del mapa original f, se concluye
lo que buscamos.

Para el caso en el que d < 1, tenemos que f revierte orientacién. Luego,
para los iterados pares aplicamos el mismo razonamiento que usamos recién.
Para los interados impares razonamos de forma andloga, salvo que utilizamos
el Teorema de Kuperberg (ver Teorema 1.3). ([l

Observacién 3.14. Si tenemos un polinomio p en C, y las imdgenes de los
puntos criticos estdn fuera del Julia Relleno K, entonces podemos encontrar
un entorno U de K suficientemente pequeno, que cumpla las hipdtesis del
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Teorema 3.13, concluyendo asi que p tiene la tasa. (Para el este caso dentro
de los polinomios, se sabe ademds que el conjunto de Julia queda totalmente
disconexo)

4. CUBRIMIENTOS DEL ANILLO

4.1. Porqué el anillo. Dedicaremos esta seccién a resultados de dinamica
de cubrimientos del anillo, que se usaran en las pruebas de los Teoremas 4.38
y 4.39. Estos Teoremas brindan condiciones suficientes para el crecimiento
exponencial de érbitas periédicas en cubrimientos del anillo. En particular
aseguran la existencia de puntos fijos, de donde serdn fundamentales en
las demostraciones de los resultados de la Seccién 5: luego de construir el
buen dedazo al cominezo de esa Seccién, transformaremos un problema de
cubrimientos ramificados del plano en uno de cubrimientos del anillo.

Observaciéon 4.1. Si X es un compacto conexo que mo separa el plano,
entonces por el teorema de clasificacion de superficies tenemos que C\X es
un anillo abierto.

Recordamos para esta Seccién la definicién de grado de un cubrimiento del
anillo, a saber: la imagen del 1 por la accién inducida en el primer grupo de
homologia, Hi(A). A su vez, salvo mencién explicita, tomaremos como anillo
A =S"x(0,1), y como su cubrimiento universal al plano A =R x (0,1).

Definicién 4.2. Sea A un anillo. Diremos que X C A es inesencial, si estd
conteido en un disco de A. En caso contrario, diremos que X es esencial.

Comenzamos con un caso de juguete del Teorema del Teorema 4.38:

Proposicion 4.3. Sea f un cubrimiento del anillo, con un compacto conexo
invariante K, que ademds es inesencial. Entonces Fix(f) = @.

Demostracion. Sea A el cubrimiento universal de A, que es un plano. Ob-
servemos que los levantados de K siguen siendo conexos al ser K inesencial,
luego basta tomar F' un levantado de f que fije una de las componentes de
K, y usar el Teorema 1.2 para obtener un punto fijo de F, que también es
punto fijo de f. O

Presentamos ahora herramientas de la Teoria de Nielsen para endomor-
fismos del anillo. Estos resultados se encuentran probados en [IPRX16.2].

4.2. Teoria de Nielsen.

Definicién 4.4. Sea f : A — A un endomorfismo. Para p,q € Fix(f),
diremos que son equivalentes Nielsen si existe una curva v de p a q tal que
f(v) es homotdpica a v, a extremos fijos.

Observacion 4.5. Recordemos que para un cubrimiento del anillo f de
grado d, si F es su levantado al cubrimiento universal, entonces tenemos

que F(x 4+ 1,y) = F(z,y) + (d,0).
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Para puntos periddicos, diremos que son equivalentes Nielsen si lo son
como puntos fijos de f¥, para algin k € Z*. Si esto es cierto para algin
iterado de f, entonces lo es para cualquier iterado que fije ambos puntos
periddicos:

Lema 4.6. Sean p,q € Fix(f), y v de p a q tal que f*(v) ~ v, para algin
k> 0. Entonces f(y) ~

Demostracion: Sea p un levantado de p, y f el levantado de f que fija
p. Sea 7 el levantado de v que empieza en p, y llamemos ¢ al otro extre-
mo de 4. Si suponemos que f(v) no es homotdpica a 7, entonces tenemos
que f (G) = ¢+ 1, con I # 0. Pero entonces, por la Observacién anterior,
obtenemos que f¥(§) = ¢ + Zf:_ol ld" # G, de donde f*(5) no puede ser
homotodpica a 7. O

La idea fuerza de esta teoria es distinguir los puntos fijos de un mapa
del anillo, dependiendo de cudnto estdn girando (o avanzando, si miramos
un levantado de f en el cubrimiento universal.) Como todos los levantados
de f son el mismo a menos de poscomponer con una transformacion de
cubrimiento (traslacién horizontal), vemos que esta nocién no depende del
levantado de f que estemos tomando. Asi:

Observacion 4.7. Dos puntos p,q € Fix(f) son equivalentes Nielsen sii
para cualquier f levantado de f, existen dos levantados p,q de p y q respec-
tivamente, tales que f(ﬁ) —p = f(Q') — §. -A saber, los puntos avanzan lo
mismo en el levantado-.

Observacion 4.8. Dado un levantado F del cubrimiento f, tenemos que
todos los demds levantados f se pueden escribir como f F+r, conr eZ.
Mds aun, nos bastard tomar 1 < r < d—2: en caso contrario, existe j € Z tal
que F(p) — f(p 4) = j para todo p € A, de donde F y f son esencialmente
el mismo levantado.

Observacién 4.9. Si cambiamos el levantado que habiamos tomado de p
por p + 1, por la Observacion 4.5 tendremos que f(p +1) = f( p) + ld, de
donde f(p+1)— (p+1) = f(p) —p+1(d—1). De forma que esta diferencia
estd bien definida mddulo (d — 1).

Obtenemos entonces lo siguiente:
Corolario 4.10. p,q € Fix(f) son equivalentes Nielsen sii, para cualquier
levantado de f, se tiene que f(p) —p = f(¢) — ¢ (mod(d — 1)).
Corolario 4.11. Si f es un mapa de grado d, entonces existen |d—1| clases

de Nielsen realizables por puntos fijos de f.

Razonando de la misma forma, y viendo los puntos periddicos de periodo
k como fijos de f*, tenemos que tienen |d* —1| posibles clases de Nielsen. Ob-
servemos que una clase de Nielsen puede tener puntos de distintos periodos.
En estas condiciones tenemos que:
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Definicion 4.12. El periodo de una clase de Nielsen es el menor de los
periodos de los puntos periddicos que la integran

Asi, llamaremos N (f) al cardinal del conjunto de clases de Nielsen de
periodo k. Introducimos ahora una nocién que serd clave en lo que resta de
la Seccioén.

Definicion 4.13. Sea f un cubrimiento del anillo, de grado d. Diremos que
f es completa si Ni(f) = Nr(mg), para todo k entero positivo.

Si bien la cantidad de clases de Nielsen de periodo k resulta molesta de
calulcar atin para el mapa 2%, lo que s sabemos es que dado un entero k,
la suma de los cardinales de las clases de Nielsen de periodos divisores de k
es igual a la cantidad de clases de Nielsen de puntos fijos para m’; = Mgk, &
saber, |d* — 1|. En este sentido, el siguiente lema allana el terreno:

Lema 4.14. f es completa sii N1(f7) = Ny (m‘;), para todo j entero positivo.

Demostracién: El directo se deduce de la definicién de completitud para
f. Para el reciproco, asumimos que Ni(f7) = Ni(m’) para todo j, y proce-
demos por induccién. Tenemos de forma automdtica que Ny(f) = Ni(mq).
Supongamos entonces que Ni(f) = Ni(my) para todo k < ko, y veamos que
Nio (f) = Ni,(mg). Para ello, basta observar que

D ONK(f) = Ni(ff) = Ni(mf) = Ni(ma),

k“k)o k‘kO
lo que -recordando la hipdtesis inductiva- concluye la demostracion. ([

Corolario 4.15. Si f es completa, tenemos que f* tiene al menos |d* — 1|
puntos fijos. En particular, f tiene la tasa.

La completitud de un mapa f, no solo nos dice que f* tiene tantos pun-
tos fijos como mfl en el circulo, sino que ademds establece que tenemos un
punto fijo para cada posible nimero de rotacion (es decir, para todo k > 1,
Jj € o, o dF — 2], y fk levantado de f*, se cumple que existe un punto
(z,y) € A tal que Fi(z,y) = (z,y) + (j,0)). Mas atn, esta dltima nocién,
ademas de ser mucho mas comoda de trabajar, es equivalente a la comple-
titud del mapa:

Lema 4.16. [ es completa sii para todo levantado fy de f*, se tiene que

Fix(f) # @.

Demostracion: Sea f un mapa del anillo, y tomemos F un levantado
cualquiera de f al cubrimiento universal. Observemos que F* es un levantado
de f*.

Sabemos que f es completa si y solamente si tenemos al menos un punto
fijo para cada clase de Nielsen y cada potencia de f, es decir, para cada k
entero positivo y j entre 0 y d¥ — 2, existe un punto § en el cubrimiento
universal tal que F*(§) — G = j. Solo resta observar que cualquier levantado
fi de f* se puede ver como fj, (§) = F*(§)—j, lo cual concluye la prueba. [
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Observemos que puede ocurrir que f no sea completa, pero que exista
ko para el cual Ni(f) > Ni(mg). (Para que esto se cumpla, necesariamente
tiene que existir k' divisor de k tal que Ny (f) > Ni/(mg)). Mostramos al
final de esta seccién un ejemplo de esto (4.43), que puede ser encontrado en

[IPRX16.2)].

4.3. Semiconjugaciones. Los resultados intermedios que daremos a con-
tinuacién, son ingredientes de la demostracién del Teorema 4.38.

Lema 4.17. Sea f un mapa del anillo abierto, de grado d, con |d| > 1, K un
compacto tnvariante para f, T la proyeccion desde el cubrimiento universal,
y K =7 Y(K). Sea ademds F un levantado de f al cubrimiento universal.
Entonces existe Hp : K — R tal que

HF © F(ﬂ?, y) - d(HF(xa y))
Esto es, Hrp semiconjuga la dindmica por F', con la del mapa x — dx en R.

Demostracion. Sea X el espacio de los mapas H de KenR que cumplen que
H(z+1,y) = H(z,y) + 1. Tomando como métrica la distancia del supremo
O(H,H') = {supjz |H'(k) — H(k)|}, y recordando que la interseccién de
K con un dominio fundamental es un conjunto compacto del cubrimiento
universal, tenemos que la distancia entre dos operadores H, H' queda bien
definida, y que ademas el espacio X es completo con esta métrica.
Definamos ahora el operador ® de la siguiente manera:
(®(H)(z,y) = L0

Afirmamos que ® va de X en X. En efecto, si h € X, entonces

O(H(z +1,y)) = H(F($d+ Ly) _ H(F(:c,yc)i+ (d,0))

H(F(zx, +d H(F(x,
_HE) £l HEGD) g gy 41
Para probar el Lema, necesitamos encontrar un punto fijo del operador .
Para ello basta observar que por como definimos la distancia entre dos mapas
H, H' tenemos que 6(®(H),®(H")) < §(H, H')/d, de donde el operador ®
es una contraccién, que tiene un (tinico) punto fijo, que serd nuestro Hp. [

Observacién 4.18. Por la compacidad de la interseccion de K con cual-
quier dominio fundamental, y puesto que Hp € X, tenemos que

sup{H(z,y) —z : (z,y) € K} < oco.

Demostracion. Basta ver que el supremo en cuestién estd acotado en un
dominio fundamental al ser H Continua en un compacto, y luego utilizar
H(x+1,y) = H(z,y) + 1 para ver que esa cota funciona como supremo en
todo K. O
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Observacion 4.19. El mapa Hp codifica la velocidad con las que los puntos
de K se van a uno de los fines del cubrimiento universal, es decir:

Hp(z,y) = tim @)

n—00 dn

Demostracion. Usando la construccion del Lema 4.17, tenemos para todo n
entero positivo que
H(F"(z,y))
Hi,y) = S0,
Con la Observacién 4.19, tenemos que |H(F"(x,y)) —m (F™(z,y))| < M,
de donde dividiendo entre d"* tenemos que
m M
dan dn
lo que concluye la prueba. O

H(z,y)

Una vez més, teniendo en cuenta que Hp vive en X, podemos pasarlo al
cociente R/Z = S!, y obtener lo siguiente:

Corolario 4.20. Sea f un mapa del anillo abierto, de grado d, con |d| > 1,
y K un compacto invariante para f. Entonces el mapa h : A — S! definido
como la proyeccion al cociente del mapa Hp, cumple

ho f(k) =mgoh(k),
para todo k € K.

Observacion 4.21. Si el cubrimiento f es del anillo cerrado, entonces pode-
mos tomar K = A y tenemos automdticamente una semiconjugacion global
con my.. Por otro lado, existen ejemplos en el anillo abierto donde no puede
existir tal semiconjugacon (ver Ejemplo 4.44).

Damos a continuacién otro ingrediente de la prueba del Teorema 4.38:

Lema 4.22. Sea g un cubrimiento del anillo abierto, K un compacto in-
variante para g. Entonces existe ¢’ un cubrimiento del anillo cerrado A, tal

que gl = g'| k.

La prueba de este Lema se apoya en dos hechos: la compacidad de K, y el

Teorema de Jordan-Schoéenflies para curvas cerradas simples del plano (ver
[ChK15]).

Demostracién. Tomemos G levantado de ¢ al cubrimiento universal A del
anillo 4, y sea K levantado de K.

Al igual que en la prueba del Lema anterior, la compacidad de K implica
que la interseccién de K con un dominio fundamental es un conjunto com-
pacto, de donde tomando A ~ R x [0, 1], sabemos que existe £ > 0 tal que
K C V., siendo V. = {(z,y) € A:e <y<1—e}

Tomando A = R x [0, 1] el cubrimiento universal del anillo cerrado, afir-

mamos que existe un mapa G’ de A en si mismo, que satisface:
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Sea R el rectangulo definido por 0 < z < 1, 0 < y < e. Por la primera
propiedad que le pedimos a G’, basta definirla en R y luego extenderla al
resto de la franja horizontal usando la segunda propiedad. Andlogamente la
definimos en la franja con 1 — ¢ < y < 1. Las tltimas dos propiedades nos
dicen como estd definida G’ en los dos bordes horizontales de R, pasamos
ahora a definirla en los dos bordes verticales (basta definirla solo en el de la
izquierda: x = 0.)

Tomemos G'(0,0) = (0,0), G'(0,e) = G(0,¢) y elijamos 4 una curva
simple que una estos dos puntos, y que sea disjunta del conjunto G'(y = ¢).
Definamos luego G’ en el borde de la derecha, para satsfacer la segunda
de las cuatro propiedades. Tenemos entonces un mapa G’ que el envia el
borde del rectdngulo R, en una curva cerrada simple. Usando el Teorema de
Jordan-Schoenflies, sabemos que existe un homeomorfismo H que envia la
clausura de la componente acotada del complemento de R, en la clausura de
la componente acotada de su imagen, y tal que H|gr = G'|gr (completamos
G’ al interior de R). Definiendo G’ = H en R, concluimos la prueba.

O

Dividiremos la prueba del Teorema 4.38 dependiendo de si el cubrimiento
f preserva o revierte orientacién. Observemos antes lo siguiente:

Lema 4.23. Si f es un cubrimiento del anillo de grado d, F' es un levantado
de [ al cubrimiento universal, y Hr : K — R la semiconjugacion construida
como en el Lema 4.17, entonces

1
Hpii(z,y) = Hp(z,y) + -1

Demostracion. Recordando la observacion 4.19, basta probar que
m(F+1)"(@,y) mEF"(z,y)) 1

s dr T Td-t
Definamos entonces a,(z,y) = m1(F"(z,y)), bn = m((F' + 1)"(z,y)).
Fijemos (z,y) = K. Tenemos por definicién que by = ag, by = a1 +

1. Luego, usando que F((z,y) + (1,0)) = F(z,y) + (d,0), tenemos que
by = m((F+1)*(z,9)) = m(F(F+1)(z,y))+1 = m(F(z,y)+(d,0)) +1 =
az + (d + 1). Razonando de forma inductiva, obtenemos que
bos1 — apy1 = d.(by — ap) + 1, de donde b, = a, +d* ' + ... +d+ 1.
De esta manera,

i bn—an_d"—1+...+d+1_l, a1
nioe dn dn Tabe(d-Ddn  d-1
que es lo que queriamos probar. O

Por comodidad, introducimos la siguiente notacién:
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Definicion 4.24. Sea f un cubrimiento del anillo F' un levantado de f al
cubrimiento universal. Llamaremos

pr(z,y) = lm m (F"(z,y))/d",
n—0o0

el nimero de rotacion de (x,y) para F'. Observemos que este nimero de estd

bien definido para f, médulo (1/(d —1)).

Lema 4.25. Si f preserva orientacion, y F' es un levantado de f tal que
H~1(0) # @, entonces Fix(F) # @.

Demostracion. Comencemos por observar que, dado que f es un cubrimien-
to, tenemos que F es un homeomorfismo, puesto que A es el cubrimien-
to universal (ver [Hat02]). Siendo que f preserva orientacién, tenemos que
F : A — A también lo hace. Siendo que A es un plano, basta encontrar un
compacto invariante para F', y concluir usando el Teorema 1.1.

Sabemos que H~!(0) es un cerrado invariante para F pues es la preimagen
de un punto fijo por el mapa H. Para ver que es compacto recordemos la
Observacién 4.18, que nos dice que H~1(0) estd acotado en la direccion
horizontal de A. La compacidad de K en A nos permite afirmar que existe €
tal que K C {(z,y) € A:e <y <1—¢}, de donde K también estd acotado
verticalmente, por lo que es compacto. O

Observacion 4.26. Por el Corolario 3.10, el punto fijo que encontramos
en el Lema 4.25 pertenece a T(K), pero no necesariamente vive en K (ver
la construccion Teorema del 1.2).

Lo que hemos probado hasta ahora puede reescribirse asi:

Observacion 4.27. Si f tiene un compacto invariante K, y F' es un levan-
tado de f para el cual existe k € K con numero de rotacion nulo, entonces
Fix(F) = 0.

Observemos que la hipétesis de existencia del compacto invariante es ne-
cesaria (ver Ejemplo 4.40).

Lema 4.28. Si f tiene un continuo esencial invariante K, entonces para
cualquier I levantado de f, la semiconjugacion asociada H es sobreyectiva.

Demostracion. Sea (z,1) € K. Por la construccién de la semiconjugacién H
en el Lema 4.17, tenemos que

H((z,y)+ (1,0)) = H(z,y) + 1. (1).

Sea h : K — S' la proyeccién al cociente del mapa H (ya vimos que baja).
Tomemos U un pequeno entorno de K, que contiene curvas no triviales en A
puesto que K es esencial, y extendamos el mapa h a una funcién hyy : U — S!
continua en todo el entorno. Notemos ahora que, debido a (1), el mapa hy
tiene grado 1. Tomando entonces v una curva no contractible en U, tenemos
que hyr|y es sobreyectiva, puesto que es continua y tiene grado 1. Eligiendo
{Uy} una sucesién de ¢ —entornos de K con ¢ — 0, tomando hy, = hy,, ¥ Tn
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curvas como recién, tenemos que hy, |, es también sobreyectivo. Escribamos
h = hy, para simplificar la notacién.

Dado = € S, basta tomar x,, € 7, tal que h(x,) = z. Luego, tomemos
una subcesién de {z,} convergente a un punto £ € K. Por continuidad,
tenemos que h(k) = z, de donde h|k es sobreyectivo. Usando nuevamente
(1), tenemos que H : K — R es también sobreyectivo. O

Tenemos todo lo necesario para Demostraciéon del Teorema 4.38, para
el caso en el que f preserva orientacion; presentamos a continuacién las
herramientas para el caso en el que revierte.

4.4. Conectores.

Definiciéon 4.29. Un subconjunto C de un anillo A es un conector si es
cerrado, conexo, y acumula en ambas componentes de la frontera de A. Di-
remos que un conector es trivial cuando no es esencial.

Observacion 4.30. La preimagen de un conector trivial por un cubrimiento
f del anillo, de grado d, son d conectores triviales disjuntos.

Demostracion. Al ser C' trivial, podemos incluirlo en un disco U, y obtene-

mos que f~1(U) son d discos disjuntos Uy, ...U,, cada uno de ellos conte-
niendo una preimagen de C', que tiene que ser un conector trivial puesto que
flu, es un homeo. O

Lema 4.31. Ezactamente una de las componentes conexas del complemento
de un conector trivial C, puede contener conectores.

Demostracion. La existencia se debe a que el conector es trivial: basta ver
que podemos incluir C' en un disco D y encontrar un conector en su com-
plemento, que contiene al complemento de C.

Para ver la unicidad, basta observar que C' es un conjunto conexo: sun-
pogamos que dos componentes diferentes del complemento de C' tuvieran
conectores C7 y Cs. Entonces tendriamos que el complemento de C7 U Cy
tiene dos componentes conexas, y C' tendria puntos en las dos, lo cual con-
tradice la conexion. ([

En este contexto, dado un conector C| le llamaremos componente grande
a la componente de C' que contiene conectores.

Definicion 4.32. Dado un cubrimiento f del anillo, diremos que un conec-
tor trivial C es libre si f(C)NC = @.

Definicién 4.33. En el mismo contexto, diremos que C' es repulsor si
. es invariante por f,
. eziste un entorno U de C tal que U C f(U),
. todo punto de U tiene una predrbita que converge a C.

Probaremos ahora el siguiente Lema, que puede ser encontrado en [[PRX16.3]:
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Lema 4.34. Si f es un cubrimiento del anillo, de grado d, con un conector
trivial libre, entonces existen |d — 1| conectores repulsores (en particular
invariantes).

Demostracion. Por la Observacién 4.30, tenemos que f~1(C) son d conec-
tores triviales disjuntos, a los que llamaremos C1, ..., Cy (las tomamos orde-
nadas de forma anti-horaria). Luego, llamemos D; a la componente conexa
del complemento de |J C%, cuyo borde tiene puntos de C; y Cit1 (to-
1<k<d
mamos Cyr1 = C1). Por el Lema 4.31, tenemos que |J Dy es igual a la
1<k<d

interseccion de las componentes grandes del complemento de cada uno de
los conectores C;.

Observemos ahora que, como C;NC = @& para todo 4, tenemos que C' esta
contenido en algunos de los D; (asumamos ¢ = d por comodidad). Adem4s,
para todo i : 1 < i < d, tenemos que f(D;) = A\C, de donde D; C f(D;),
para todo ¢ < d — 1. Encontraremos ahora un conector invariante adentro de

cada una de estas componentes. Para ello, tomemos D? = () f~%(D;),y
0<k<n
luego definamos D;* como (] D}*. Tenemos que D;* cumple las siguientes
keN
propiedades:

. Es un cerrado conexo por ser una interseccién decreciente de cerrados
CONEexos,

. Contiene un conector: dado que D} contiene un conector para todo n,
podemos tomar una interseccién encajada de conectores,

. Cumple que f(D;*) = D;x*.

Esto concluye la prueba para el caso en el que d es positivo. Supongamos
ahora que d es negativo, y tomemos d' = —d.

Tomemos entonces uno de los conectores invariantes que nos da la cons-
truccién que hicimos recién, y llamémosle C;. Necesitamos otros d’ conecto-
res invariantes para concluir la prueba. Sabemos que f~1(C}) son d’ conecto-
res triviales, a los que llamaremos C1, ..., Cy (también ordenadas en sentido
anti-horario). Razonando como en la parte anterior, tenemos d’ componen-
tes conexas del complemento de la unién de los C;, que contienen conec-
tores, llamemos D; a estas componentes, con 1 < i < d’. Tenemos que, si
2 <i<d-—1,entonces C; ¢ D; (ver Figura 6), de donde, usando la misma
construccion de recién, podemos encontrar un conector invariante en D;.
Tenemos hasta ahora d’ — 1 conectores invariantes: C; méas los d’ — 2 que
acabamos de construir. Nos faltan dos.

Para resolver esto, encontraremos un conector invariante en el interior de
D; (andlogamente hay otro en el interior de Dy). Observemos que f(D1)
cintiene a D1, pero no asi a D;. Pero ahora, como el grado d es negativo,
tenemos que la clausura de f~!'(D;) N D; no contiene a C; (puesto que
f~1(D1) N Dy estd incluido en un pequeiio entorno de Cs. Intersectando
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FicurA 6. Cada uno de los d’ —2 discos en verde contiene un
conector repulsor

preimagenes como hicimos antes, encontramos los dos conectores invariantes
que faltan, teniendo en total d’ + 1 = |d — 1|, como querfamos. ([

Lema 4.35. Sea f un cubrimiento del anillo, de grado d, y h : A — S' una
semiconjugacion global entre f y mgq. Entonces, para todo z € S', existe un
conector trivial contenido en h='(z).

Demostracion. Comencemos tomando X = AU {N, S} la compactificacién
del anillo agregando sus dos fines. Sabemos que X es una esfera. Considera-
remos en lo que viene, la métrica esférica en X.

Notemos que gracias a la semiconjugacién, sabemos que h~!(z) es
un conjunto cerrado de A. Lo que buscamos equivale a probar que
K = h71(2) U{N,S} C X contiene un conector, a saber, una componente
conexa que contiene tanto a N como a S.

Como K es un compacto de X, podemos tomar una sucesién de cubri-
mientos finitos {Uy, }nen de tal forma que:

. Cada elemento de U,, es un disco,

. Up 41 es un refinamiento de U,, (a saber, para todo U € U, 1, existe
V eU, tal que U C V),

. La distancia de K al complemento de la unién de los elementos de U,
es menor o igual que 1/n.

Sea K, la unién de los elementos de U,,. Sabemos que si K contiene un
conector, entonces todos los K, también lo contienen. Para el reciproco,
supongamos que todos los K, contienen un conector. Como cada uno de
los K,, tiene finitas componentes, podemos tomar una sucesion encajada

de conectores C,, C K,. Luego, tenemos que C' = () C, es un conector
n>0
contenido en K.
Supongamos que K no tuviera un conector. En ese caso, existe n tal

que K, tampoco contiene un conector. Observemos que K, es la unién de
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finitos discos. Como K, no contiene un conector, tenemos que la componente
conexa de K, que tiene a S, y la que tiene a N (de nombre Kf, KN) son
diferentes. Tenemos entonces que X \{K>, KN} es un anillo A’. Por tltimo
A'\K,, es un anillo menos finitos discos, de donde podriamos tomar una
curva y C A que no fuera contractible en el anillo A, y tal que yNh~1(z) = @.
Pero esto es una contradiccién, puesto que h(y) = S (recordemos que la
semiconjugacién h tiene grado 1). O

Corolario 4.36. Si f es un cubrimiento del anillo, y h es una semiconjuga-
cion entre f y mq, entonces existe un conector trivial invariante en h=1(1)
(y andlogamente para la preimagen por h de cualquier punto fijo de mgy).

Demostracion. Por el Lema 4.35, sabemos que h~1(1) contiene un conector
C. Observemos que es trivial puesto que las preimagenes por h de los demas
puntos de S! también tienen conectores (si C' no fuera trivial separaria el
anillo).

Gracias a la semiconjugacién, tenemos que o bien C' es invariante (f(C) C
(') y concluimos la prueba, o bien f(C') esta incluido en otra de las compo-
nentes conexas de = 1(1). En ese caso C es libre, por lo que el Lema 4.34 nos
asegura que existe un conector invariante en h=1(1), que es lo que querfamos
probar ([l

Recordemos que, para el caso del anillo cerrado, podemos tomar como
compacto invariante K = A, y tenemos conjugacién global de forma au-
tomatica. Tenemos ademas la siguiente consecuencia del Lema 4.35.

Corolario 4.37. Si f es un cubrimiento del anillo cerrado, y h es una
semiconjugacion global entre f y mg, entonces para todo z € S', se tiene
que h=1(2) es un conector trivial que no separa el anillo.

Demostracion. Sea z € S', X = h™!(z). Por el Lema anterior, sabemos que
h~1(2) contiene un conector trivial. Probaremos entonces que es conexo, y
que no separa el anillo. Recordemos que, por la construccién del Lema 4.17,
la semiconjugacién h viene del pasaje al cociente de una semiconjugacién
del cubrimiento universal del anillo a R. La clave para las dos propiedades
que queremos probar esta en la Observacién 4.19.

La existencia de un conector en la preimagen de cada punto por la se-
miconjugacién, implica que X no separa los fines del anillo. Supongamos
ahora que existe una componente acotada del complemento de X, a la que
llamaremos U. Tomando X un levantado de X al cubrimiento universal,
podemos tomar U levantado de U, componente acotada del complemento
de X. La Observacién 4.19 nos dice que la tasa exponencial de escape de los
puntos de X es congruente con z, médulo 1. Como F' es un homeomorfismo
del cubrimiento universal de A, tenemos que todos los puntos de U tienen la
misma velocidad de escape que los de U, de donde U C h~!(2), por lo que
X es relleno. Razonando de forma andloga, podemos ver que X es también
conexo, lo que concluye la prueba. O
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4.5. Teoremas de completitud. Queremos probar dos resultados que
brindan condiciones suficiente para la completitud de cubrimientos del anillo
(ver Definicién 4.13). y que son ingredientes fundamentales en la Seccién 5.
Recordemos que, por el Corloario 4.15, si f es completa entonces f™ tiene
al menos d" — 1 puntos fijos (y en particular tiene la tasa).

Teorema 4.38 (Iglesias, Portela, Rovella, Xavier, 2016.). Sea f un
cubrimiento del anillo de grado d, con |d| > 1, con un compacto conezo
esencial tnvariante.

Entonces f es completa. Ademdas, f™ tiene al menos |d™ — 1| puntos fijos
en T(K).

Teorema 4.39 (Iglesias, Portela, Rovella, Xavier, 2016). Sea f un
cubrimiento del anillo que preserva orientacion, de grado d, con |d| > 1, tal
que existe un compacto totalmente invariante.

Entonces f es completa.

Para simplificar la notacién, dado un cubrimiento f del anillo con un
compacto invariante K:

. F sera un levantado al cubrimiento universal,

. K el levantado de K ,

. HF la semiconjugacién asociada al levantado F'. Cuando no exista am-

bigiiedad sobre qué levantado f del cubrimiento f estmaos tomando, escri-
biremos H = Hp.

El Teorema 4.38. Separamos la prueba del Teorema en dos casos, depen-
diendo de si el cubrimiento f preserva o revierte orientacion.

Caso 1: f preserva orientacion. Debido al Lema 4.16, basta probar que
todo levantado de f™ tiene un punto fijo, para cualquier n entero positivo.
Observando que K es un continuo esencial invariante para f™, podemos usar
el Lema 4.28 para ver que Hp, : K — R es sobreyectivo para todo levantado
F,, de f". En particular, H;nl(()) # &, de donde por el Lema 4.25 tenemos
que F, tiene al menos un punto fijo, lo que concluye la demostracion. U

Caso 2: [ revierte orientacion. Separaremos la demostracion en dos
sub-casos.

2.A. f preserva los fines del anillo A. Nuevamente usaremos el Lema
4.16, y probaremos que todo levantado de f™ tiene un punto fijo.
Observemos que, si n es par, entonces f™ preserva orientacion y estamos
en el caso 1. Para n impar, tomando F;, levantado de f", tenemos que es
un homeomorfismo del plano A = R x (0,1), que revierte orientacién, y fija
los fines superior e inferior de A. Por el Lema 4.22, podemos extender F), a

un homeomorfismo del mismo nombre, de la banda cerrada A = R x [0, 1]
preservando la dindmica en K. Extendemos luego este homeomorfismo a la
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compactificacién X = A U {—00,00}, que es un disco cerrado. Siendo que
F,, preserva los fines y revierte orientacién, tenemos que F;, intercambia los
puntos —oo, o0.

Extendemos ahora el homemorﬁsmo F,, del disco cerrado X a todo el
plano C. Observemos que, si bien K puede no ser conexo como subconjunto
de A, tenemos que K = K U {—00,00} es un compacto conexo como sub-
conjunto de X (de hecho es arcoconexo: todo par de puntos puede unirse
por un camino que pasa por 00). Por el Teorema 1.3, tenemos un punto fijo
en el continuo invariante K, y sabemos que no es —oo ni oo, de donde tiene
que pertenecer a K, lo cual concluye la demostracion. O

2.B. f intercambia los fines del anillo A. Procediendo de forma andlo-
ga al caso anterior, podemos usar el Lema 4.22 para modificar f en un en-
torno de los fines, de forma de poder extenderlo a un cubrimiento del mismo
nombre del anillo cerrado A, que intercambie las componentes de borde, y
deje intacta la dindmica en K. Observemos que, como f intercambia las
componentes de borde, podemos efectuar esta modificacién sin cambiar el
conjunto de puntos fijos de f.

Ahora, tomando A = K, usamos el Lema 4.17 para construir una semi-
conjugacién global h entre f y my. Por el Lema 4.35, tenemos al menos un
conector trivial invariante en la preimagen de cada uno de los d — 1 puntos
fijos de mqy. Luego, debido a la semiconjugacién, tenemos que cualquier le-
vantado F' de f tiene que dejar invariante una componente del levantado de
alguno de estos conectores.

Extendiendo F' a un homeomorfismo de todo el plano, tenemos por el
Teorema 1.3 que F' tiene un punto fijo en esa componente. Aplicando este
razonamiento para todas las potencias impares de f, y el Caso 1. para las
potencias pares, obtenemos el resultado buscado. O

El Teorema 4.39. La demostracién de este Teorema utiliza varios de los
argumentos que usamos para la demostracién del Teorema 4.38

Demostracion del Teorema 4.39: Sea K el compacto totalmente invariante
para f, esto es, f1(K) = K. Debido al Lema 4.17, sabemos que tenemos
una semiconjugacién de h: K — S! tal que ho f = mgo h.

Por el Lema 4.25, si probamos que esta semiconjugacion es sobreyectiva,
entonces cualquier levantado F de f al cubrimiento universal tendra puntos
fijos, de donde podremos deducir que f es completa, usando el Lema 4.16.

Sea X = h(K). Afirmamos que, si probamos que X = m'(X), tenemos
lo que buscamos. En efecto, iterando hacia atras el mapa mg, obtenemos
que X es denso en S', pero ademéds es un conjunto cerrado, por lo que debe
ser todo el circulo. Probemos esta igualdad entre conjuntos, que se debe
béasicamente al hecho de que h semiconjuga los mapas.
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1. X ¢ m; (X). Sea z € X. Entonces h™'(z) € K. Por definicién,
tenemos que = = h(k), para algin k € K. Luego, la semiconjugacién nos
dice que

mq(x) =mqo h(k) = ho f(k).

Como K es invariante f(k) = k' € K, de donde mg4(z) = h(k') € h(K) = X,
por lo que = € m;*(K).

2. m;l(X) C X. Afirmamos en primer lugar que, si k' # k2, pero
f(kY) = f(k?) = k, entonces h(ky) # h(ks). Para ello, vayamos al cubri-
miento universal, tomemos F' levantado de f, ko levantado de k, y sean
ki = ko + (7,0), con 1 <4 < d— 1. Sabemos entonces que las d preimagenes
de k son las proyecciones por el cubrimiento de los puntos F _1(151-). Ahora,
recordando la Observacién 4.19, tenemos que h(F~(k;)) = h(F " (ko))+i/d,
que prueba nuestra afirmacién.

Tomemos ahora z € h(K), y veamos que m;'(z) € h(K). Para ello,
tomemos k € K tal que = h(k). Luego, sean k', ..., k% las d preimédgenes
por f del punto k. Sabemos que {k*, ..., k:d} C K puesto que K es totalmente
invariante. Por ultimo, usamos la afirmacién que hicimos recién para ver
que h(kY), ..., h(k?) son d puntos diferentes de S', tales que se mandan a x
por el mapa mg, debido a la semiconjugacién. Concluimos la demotracion
observando que el cardinal de m;l(az) también es igual a d.

Sea ¢ € m;(X) = my* (h(K)). Entonces ¢ es la imagen por h. O

4.6. Ejemplos y contraejemplos. Dedicaremos esta Subseccién a dar
ejemplos que ilustren la dinamica de cubrimientos del anillo. Los primeros
cuatro pueden ser encontrados en [[PRX16.2]. El ultimo que veremos, publi-
cado en [IPRX16.3], muestra que para un cubrimiento del anillo abierto de
grado d, con |d| > 1, la semiconjugacién global con my no esta garantizada.

Ejemplo 4.40. Existe un cubrimiento del anillo, de grado 2, que tiene pun-
tos de niumero de rotacion nulo, pero Fix(f) = @.

Construccion. Si tomamos el mapa f = mo : C — C restricto al ani-
llo D\{0}, tenemos que es un cubirmiento de grado 2 del anillo abierto, y
que deja un rayo invariante. Podemos entonces tomar F' levantado de f al
cubrimiento universal que fije un levantado de ese rayo, pero sabemos que
Q(F) = @ puesto que Q(f) = @ (el 0 es un atractor global para D). O

El siguiente ejemplo muestra que para cubrimientos del anillo no funciona
un andlogo del Corolario 3.9, més precisamente
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Ejemplo 4.41. Eziste un cubrimiento f del anillo, de grado 2, con un
compacto invariante K, y tal que Per(f) = &.

Observemos primero que el compacto invariante K tiene que ser inesen-
cial, de lo contrario, por el Teorema 4.38, f tiene la tasa. Ademds, K no
puede ser conexo, por la Proposicién 4.3. De hecho, en nuestro Ejemplo, el
compacto K serd un conjunto de Cantor. Usaremos que, para un cubrimiento
g del circulo, se cumple que Per(f) = Q(f) (ver [[PRX16.3]).

Construccion. Sea A el anillo (0, +00) x S!. Comenzamos con un homeo-
morfismo g1 que tenga un intervalo errante: basta tomar g; un Ejemplo de
Denjoy. Sabemos ademas que tenemos un conjunto de Cantor K invariante
para g1, donde no hay puntos peridédicos. Sea I un intervalo errante de g¢;.
Sea Iy C I un intervalo abierto, y tomemos h : I — S' un mapa tal que
h(Io) =S,y hlnr, = 91l1\1,- Tomemos ahora el mapa g : S — S, definido
de la siguiente manera:

) ai(z) six ¢,
9(@) = {h(m) sixz el

Tenemos entonces que g es un cubrimiento del circulo, de grado 2, don-
de K sigue siendo un Cantor invariante, y g1(I) es un intervalo errante.
Ademsds, para cualquier punto x; € I, tenemos que la orbita futura de x;
acumula en K7 un conjunto de Cantor que también es invariante, y ademas
K;NPer(g) =0o.

El ejemplo f que construiremos tiene la forma f(p,0) = (¢(p, ), g(0)), con
una ¢ que construiremos a continuacién. Nuestra intencién es que ¢(p, ) > p
sif ¢ Kl.

Sea ¢1 : S! — R, definida como ¢1(0) = dist(6, K1). Tomemos ademés
@2 : (0,400) — (0,00) que sea creciente, y tenga un tnico punto fijo en
p = 1. Tomemos ahora ¢(p,0) = p . ¢1(0) + P2(p).

Observemos que nuestro mapa f cumple las siguientes propiedades:

. Sea ¢g(p) = é(p, 0). Entonces, ¢y es estrictamente creciente a menos que
0 € K1, en cuyo caso tiene un tnico punto fijo en p = 1.

. K = {1} x Kj es un compcato invariante para f.

Esto nos dice que Per(f) = @: observar que si tuviéramos un punto (pg, 6p)
periddico, entonces 0y ¢ K7, pero la dindmica en esos rayos por el mapa ¢
es errante. U

El siguiente ejemplo sirve a modo de aplicacién directa del Teorema 4.39.

Ejemplo 4.42. Existe un cubrimiento de grado 2 del anillo A, con un con-
junto de Cantor K totalmente invariante (f~1(K) = K ).

Construccion. Sea A = (0,1) xSt. Sea g : St — S! como en la Figura (que
no dibujé). Observemos que, si I = [, 2], entonces g~'(I) son dos intervalos
cerrados Iy, Is, incluidos en I. Procediendo inductivamente tenemos que

m fﬁj (I) = Ki,

j>1
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donde K7 es un conjunto de Cantor totalmente invariante que contiene a %
y %, pero no a 0. Observamos entonces que:

. g tiene tres puntos fijos (0, % y %),

. Q(g) = {0} UK.

Tomemos entonces h : (0,1) — (0,1) como en la Figura (que tampo-
co dibujé), y definamos f(p,0) = h(p),g(f). Tenemos entonces que K =
{1/2} x K es un conjunto de Cantor totalmente invariante para f, como

queriamos O

Ejemplo 4.43. Eziste f cubrimiento del anillo, de grado —2, que mo es
completa, y tal que No(f) > Na(m_s).

Construccién. Tomemos el anillo A = S x (0,1), y pensemos en nuestro
mapa como una composicién f = fs o f1, donde fi; es un cubrimiento de
grado —2 que preserva la segunda coordenada y manda rayos en rayos, y fo
es un homeomorfismo que preserva la primera coordenada y es creciente en
cada rayo. Tenemos entonces:

. fl(evp) = (f11(9),p),
- f2(0,p) = (0, fa2(p))-

M4s aun, es estrictamente creciente en todos salvo en 4 (a los que llama-
remos 71, ..., 74), donde la dindmica es como en la figura:

| fa2(p)

p

N L

FiGURA 7. Dinamica en cada uno de los rayos

Llamémosle z; al punto en el rayo z; tal que fa(z;) = x;, y 6; al dngulo
que determina el rayo r;. Sea luego R; la regién comprendida entre los rayos
ri y i1 (tomando r5 = r1). Imponemos que f; intercambie los rayos r; y
ro, y fije los rayos r3 y ry4.
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Ademsds, pedimos:

. fi(R1) = Ry,

. fl(RQ) = R4 U R3.,
fl(Rg) = Ry U R1 U Ry,
fl(R4) = R3U Rs.

f11(0)

91 I@g 93 94 95 = ‘91

FiGurA 8. Dindmica en los dngulos

Con las condiciones descritas, tenemos que el mapa f tiene a x3 y x4 como
unicos puntos fijos, y tiene a x1, 2 como unico ciclo de periodo 2 (Cualquier
otro punto del anillo es errante para f). Puede verificarse facilmente que x3
¥ Z4 no estdn en la misma clase de Nielsen: de hecho, existe un levantado f
de f y dos levantados 73 y ©4 de x3 y x4 tales que f(2£y)—24 = f(23)—a3—1.
De esta forma, concluimos que Ni(f) = 2, que es menor que las tres clases
de Nielsen de m_y. Por otra parte, es facil ver que Na(f) = 1 puesto que
Ry es invariante por f, de donde tanto xy como xo estdn en la clase de
Nielsen restante como puntos fijos de f? (que tiene grado 4, y por ende tres
clases de Nielsen de puntos fijos). Pero sabemos que Ny(m_2) = 0 puesto
que Ni(m_3) =3 = Ni(my4), que es lo que querfamos tener. O

Ejemplo 4.44. Existe f un cubrimiento del anillo abierto, de grado 2, que
no es semiconjugado al mapa my : S' — S'.

Para clarificar su construccion, daremos primeramente una condicién ne-
cesaria para la existencia de la semiconjugacién. Para simplificar la notacion,
dada « una curva cerrada, definiremos

JV=7-7 7.
D Y —
j veces

Dadas dos curvas v; y 2, anotaremos 1 A 2 el nimero de interseccion
algebraico entre las dos curvas, para los casos en lo que exista. En particular,
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lo tenemos bien definido si ambas son lazos, si una es propia y la otra es un
lazo, o si ambas estan definidas en intervalos compactos pero sus extremos
no pertenecen a la otra. Por convencién, si tenemos las curvas ¢: (0,1) — A
y v :[0,1] — A, definidas por

c(t) = (L), ~(t)= (" 1);

tendremos c Ay = 1.

Lema 4.45. Sea f un cubrimiento del anillo de grado d, con |d| > 1, y
supongamos que existe una semiconjugacion global h entre y my. Entonces
se cumple lo siguiente:

(*) Para cada compacto K C A, existe un entero positivo Ck, tal que si:

. v C A es una curva esencial cerrada y simple,

. n es un entero positivo,

. j es un entero positivo entre 1 y d" 1,

. n es una de las d* componentes conexas de la preimagen de jvy por el
mapa ", con extremos en K.

entonces |c An| < Ck.

Demostracion. Sea K un compacto del anillo, F' un levantado de f al cubri-
miento universal, y H la semiconjugacién global entre f y mg. Asumiremos
H(x+1,y) = H(z,y) + (1,0) (el otro caso es andlogo). Por la Observacién
4.18, sabemos que existe Mg > 0 tal que

sup{H(x,y) —z : (x,y) € K} < M.

Sean 7, 1, n, j como en (¥). Sean 7, 7, K, los levantados respectivos de 7,
ny K al cubirmiento universal. Afirmamos que [cAn| < 2Mg + 2 (habiendo
probado esto, se concluye la prueba tomando Cx = 2Mx +2). Sabemos que
los extremos de 7 -a los que llamaremos (z1,1) v (%2, y2)-, estén en K, el
levantado de K. Basta probar que |zo — 1| < 2M + 1. Sabemos que los
puntos F"((z1,y1)) y F™(x2,y2)) son los extremos de un levantado de jn,
de donde tenemos que |H(F"(x2,y2)) — H(F™(z1,y1))| = j.

Utilizamos ahora nuestra semiconjugaciéon H, que cumple HF = dH.
Tenemos entonces que |d™(H (x2,v2)) —d™(H(z1,v1))| = j < d" !, de donde
|(H(x2,y2))— (H(x1,91))| < 1. Como los extremos de « estan en K, tenemos
por la Observacién 4.18, que

|zo—x1| < |xo—H (z2,y2)|+|H (x2,y2)—H (x1,y1)|+|H(z1, y1)—21| < 2M+1,

que es lo que queriamos demostrar. O

Construccion del Ejemplo 4.44. Construiremos f un cubrimiento del anillo
A = S! x (0,1) que no cumple la condicién necesaria (*) del Lema 4.45,
por lo que no puede ser semiconjugado a my. Tomemos A = R x (0,1) el
cubrimiento universal de A.

Sea {an}nez una sucesién de reales positivos, con a, — 1 cuando
n — +00, a, — 0 cuando n — —oo. Para cada n € Z, sea A,, C A el anillo
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S! x [an, any1]. Sea ademds M, : R — R el mapa afin que envia [a,, a,11] en
[@p+1, ant2]. Definimos entonces para w = (z,p) € Ay; con n < —1:

2
f(z,p) = (27, An(p))-

Queremos definir ahora f en los anillos A,, con n > 0. Lo haremos de
manera inductiva: supongamos que tenemos el mapa definido hasta el anillo
A,_o con n > 1, diremos cémo extenderlo al anillo A,_;. Usaremos como
hipétesis que f(z,ar) = (22, ax,1) para todo k < n—1, de donde tendremos

f(An) = any1.

Paso inductivo. Obsérvese que tenemos f"~! definida en Ag. Afirmamos
entonces que podemos tomar « curva en Ag tal que:

. Los extremos de a son (1,a9) y (1,a1),

. El levantado & de « al cubrimiento universal tiene extremos (0,ag) y
(n,aq).

. B:= f"1(a) es un curva simple.

Para ver que este a efectivamente existe, tomemos & que cumpla las
primeras dos propiedades, y sea B = f*1a). Si B no es simple, podemos
tomar 3 un representante homotdpico a extremos fijos incluido en A,,_1 que
sf lo sea, y luego tomar a la componente conexa de la preimagen por fm~!,
que empieza en (1, agp).

Tomemos 3’ curva en A,_1, disjunta de 8 y con extremos en (—1, a,_1),
(=1, a,). Notemos que la preimagen de 3’ por f"~! son 2"~ ! curvas en
Ap, todas disjuntas de «. Sea o' cualquiera de estas curvas. Observemos
ahora que existe un levantado o de o que empieza en (t,ap) y termina en
(t+n,aq), cont € (0,1). Sea p un punto de « tal que su levantado p € &
tenga la primer coordenada menor que 1/2. Andlogamente, tomamos p’ en
o tal que su levantado p' € o tenga primera coordenada mayor que n.
Observemos que "~ 1(p) € B, [P 1(p') € B'.

Notemos que el complemento de S U 3, en anillo A,_1, consiste de dos
discos abiertos. Si tomamos el conector s en A, definido por s = {(1,p) :
an < p < any1}, entonces podemos tomar un homeomorfismo de cada uno
de estos dos discos al complemento de s en el anillo A,,, de tal forma que:

. Se extiendan al borde del anillo A,, como f fue definida anteriormente,

. Tanto la imagen de 3 como la de /3’ sean el conector s,

. La imagen de p y de p’ sean el mismo punto ¢ € s.

Observamos que estos homeomorfismos inducen un cubrimiento de A,_1
en A,. Tomemos ahora una curva - esencial, cerrada y simple en A,, con
punto base q. Notemos que para algtin j € [1, ... 2" 1], tenemos una preima-
gen por f™ de la curva jv, tal que es una curva n € Ay con extremos
p y p/. Pero en ese caso, como la diferencia de las primeras coordena-
das de p/ y p es mayor que n — 1, se tiene que si tomamos el conector
c=A{(1,p) :ap < p < a1} C Ap, tenemos que |c An| > n — 1. Tomando
K = Ag y recordando la notacién del Lema 4.45, obtenemos que Cx > n—1.
Pero podemos realizar este procedimiento para valores de n arbitrariamente
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grandes, de donde f no cumple la condicién (*), lo que concluye la cons-
truccion.

5. RESULTADOS ORIGINALES

Dedicaremos esta Seccién a las pruebas de los Teoremas 1.6, 1.7, y 1.8,
incluyendo la herramienta que desarrollamos para ello:

5.1. El buen dedazo.

Proposicion 5.1. Sea f un cubrimiento ramificado de grado +2 del plano,
con un compacto invariante K, ¢ € Crit(f), y Fix(f) = @.

Entonces existe B entorno abierto de K, y un homeomorfismo h : C — C
que preserva orientacion, tal que h|p = 1d, y Fix(ho f) = {c}.

Nuestra intencion es construir esta perturbacién para obtener un cu-
birmiento ramificado donde el tinico punto critico sea ademds fijo, y por
ende totalmente invariante (obsérvese que es clave para esto, la hipdtesis
deg(f) = £2). Construiremos un arco de traslacion que pase por el punto
critico ¢, de forma similar a como lo hicimos en la Seccién (3). Una vez hecho
esto, podemos restringir el mapa al complemento del punto critico, y estu-
diar entonces la dindmica de un cubrimiento sin ramificaciones, del anillo
abierto. En ese contexto usaremos los Teoremas presentados en la Seccién
4, para rematar las pruebas.

5.1.1. Bosquejo de demostracion, Proposicion 5.1. Dado que ¢ es un punto
critico de multiplicidad 1, sabemos que existe un entorno de ¢, de forma tal
que f es localmente groseramente conjugado a mg : C — C -ver seccién 2
por definiciones-. En el Lema 5.2 construimos un entorno U de ¢ con esa
propiedad, y tal que U N f(U) C OU. Usamos el Lema 5.3 para controlar la
forma de U, pudiendo asumir luego que U =D, ¢ = 0.

En el Lema 5.4, construimos el soporte V' de la perturbacion h, que sera un
entorno de una curva desde ¢ hasta f(c), contenido este dltimo en U N f(U)
a excepcién de un punto (recordemos que U N f(U) = @). Cambiamos de
coordenadas una vez mas para que la curva sea un segmento horizontal -
con ¢ a la izquierda de f(c)-, y para que todo el entorno V' sea vuelva un
rectangulo, de forma tal que podamos controlar la dindmica en f|y .

La ultima parte de la prueba consiste en definir la perturbacién en el
rectangulo -que sera la Identidad en el borde del mismo-, que heuristica-
mente es la composicién de una contraccion vertical en direccién a la curva,
compuesta con un traslacion a izquierda en las horizontales.

5.1.2. Construccion del dedazo. La tnica condicién que le impondremos a
B es que él y sus iterados estén lejos del punto critico y su imagen; mas
precisamente, si definimos By := B U f(B) U f2(B), entonces necesitamos
que:

e d(c,B2) >0, d(f(c),B2) > 0.
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e Tanto ¢ como f(c) pertezcan a la misma componente conexa de

C\Bo.

Observemos que, como f es continua y K es invariante, siempre pode-
mos encontrar un B como detallamos (basta tomar Bs cumpliendo esas dos
condiciones, y luego tomar B suficientemente pequeno, de forma tal que sus
dos primeros iterados estén contenidos en Bs). Para simplificar la notacién,
definiremos By := B U f(B).

El Lema que probaremos a continuacion es el primer paso para construir
el arco de traslacién que pasa por el punto critico ¢ (ver Definicién 3.4).

A lo largo de toda la construccién, tendremos como hipdtesis que
Fix(f) = @.

Lema 5.2. FEuxiste un disco U, que contiene a c, tal que
. d(U,By) > 0.
. flu es groseramente conjugada a my.
.UNfU)caU.

Demostracion. Dado que d(c, B2) > 0 podemos tomar un disco Uy satisfa-
ciendo la primera y la segunda condicién. Tomemos una curva 7 : [0, 1] — R?
desde f(c) a ¢, tal que d(vy,B2) > 0. Existe entonces V¢ un entorno de
v, homeomorfo a [0,1] x (—&,) por el homeomorfismo h®, que cumple
d(Ve,By) > 0. Definimos V£ := he  ([0,t] x (—&,¢)), V; := VF U f(Up).

Tomemos
to = sup{t € [0,1] : V; N f~1(V}) = &}.

Podemos definir entonces U := ffl(f/to), y observar que la interseccién
deseada para U es no vacia y estd incluida en su borde, de donde U sa-
tisface la tercera propiedad. Més ain, como d(V¢, Bs) > 0, obtenemos que
U también satisface la primera propiedad (la segunda se satisface de forma
automatica). O

Lema 5.3. Mddulo un cambio de coordenadas, podemos asumir que ¢ = 0,
U =D, y que la foliacion radial en D\{0} se mapea 2 : 1 por f en una
foliacion por rectas de f(U)\f(0).

Demostracién. Dado que U es una curva cerrada por simple por cons-
truccion, el Teorema de Jordan-Schoenflies ([ChK15]) establece que existe
un homeomorfismo g : C — C tal que g(U) = D, g(U°) = D° (podemos
asumir que g(c) = 0). Si definimos f’ := go f o g, observamos que es
dindmicamente conjugada a f, de donde f’|p : D — f’(D) es groseramente
conjugada a mg, y obtenemos una foliacién por rectas F en D\{0} como
en el final de la seccion 2. Finalmente, podemos conjugar F a la foliacion
radial: dado que cada hoja ¢ € F sale de D, basta tomar el punto de la hoja
que estd en el borde de D, y definir luego la imagen de la hoja como el rayo
que atraviese ese mismo punto. O



45

Definiremos ahora el dominio de la perturbacién, es decir, V' C R? tal que
h|g2\y = Id. Comenzamos tomando Uy C U un entorno de ¢ que cumpla las
primeras dos propiedades del Lema 5.2

Lema 5.4. Existe un disco V' tal que
.VNB =g,
VU y VN f(U) son discos,
.U U f(Up) CV,
L F(VAU) AV = (),
SJVAU U fU)NV = 2.

Demostracion. Sea z € oU N Jf(U) (dado por el Lema 5.2). Tomamos
entonces zZ € OU tal que f(Z) = z. Sea v y 4 respectivamente, los rayos
desde z hasta 0, y desde 0 hasta Z, parametrizados por longitud de arco.
Definimos ' como la concatenacién f(%).y.

Ficura 9. La perturbaciéon tiene de soporte el disco
coloreado V.

Para simplificar la notacién, llamemos V¢ a los entornos de 7/ (como
hicimos con 7 en el Lema 5.2); definamos entonces v} := 7’|[07%}; vy = 7’][%7”.
Observemos que existe €1 tal que V1 N By = &, ya que d(v/, By) > 0.

Dado que Fix(f) = @, sabemos que f(z) # z. Obtenemos que z es el
tnico punto de v que esta fuera de los discos U y f(U), por lo que existe
g9 tal que(VE\(U U f(U))) NV =g,

Maés atin, tenemos que f(v5) Ny, = f(¢), de donde también existe 3 tal
que (f(VsNU)NV) C f(Up). Finalmente, tomando ¢y := min{ey,e2,e3},
concluimos que V' = UgUVeoU f(Uy) satisface las propiedades que buscamos.

[l

Observacién 5.5. Fix(ho f) C Fix(f)u (V. n f~1(V)).
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Demostracion. Sea w un fijo nuevo, generado por la perturbacién h. Como
h estd soportada en V', tenemos que necesariamente f(w) € V. Pero ademds
tenemos que h(V) = V, de donde h o f(w) € V, por lo que si w es fijo,
implica que w € V. O

Observacion 5.6. Con un nuevo cambio de coordenadas, podemos asumir
que:

. Vesel rectangulo (0,10) x (—1,1).

. UO - (072) ( )r (UO) ( 10 ) ( 1’ 1)7

¢ = (1,0), f(e) = (9,0).

. ' es el segmento entre c y f(c).

- Slue(e+(p,0)) = (f(c) + (f1(p, 0),20)).

.S (z,y) eUNV,0< a2’ <z, entonces (2',y) e UNV.

. S0 (m,y) e fONV, z < a’ <10, entonces («',y) e fLU)NV.

Observemos que las dltimas dos propiedades de la Observacién, establecen
que tenemos una nocién bien definida de izquierda y derecha dentro del
rectangulo, a saber, U NV estd a la izquierda de f(U)NV.

Procedemos ahora a construir la perturbacién h.

Prueba de la Proposicion 5.1: Comenzamos tomando h; una perturbacion
de los rayos de f(Uyp), tal que (hy o f)|y, sea, restricta a cada rayo, el mapa
afin que manda rcp NV en ry(.) 20 NV. Observemos que esta funcién peude
extenderse como la Identidad al borde de f(Up), de donde podemos exten-
derla luego a todo el plano, y obtener hy|R?\ f(Up) = Id. Observemos que la
expansion (o contraccién) de hio f en cada rayo estd acotada unfiormemente,
mas precisamente:

hi o fluy(c+ (p,0)) = (f(c) + (b (0)p,20)) : V27 < hir(0) < V2.

Definiremos ahora hs, que también es la Identidad fuera de f(Uy), por lo
que la definiremos en el cuadrado (8,10) x (—1,1). Heuristicamente, que-
remos una contraccién fuerte hacia la horizontal y = 0, pero necesitamos
ajustarla para que sea la Identidad en el borde, por lo que la definiremos
como un mapa afin a trozos. Imponemos simetria respecto a la recta z = 9,
y hacemos que preserve verticales, esto es, ho(x,y) = (z, hoa(z,y)), donde

% Slrl<$§105‘y|—27
Ty=s 8111<x<%,\y|>2,
10 —99 100 — 10z)¥ >0yl < 1
haa(z,y) = (10= Ju ( x)% -3 e 10 i ?
(102 — 99)y + (100 — 10z) 4= stz > 2|y > 1.
(81 — 102)y + (10x — 80)% siw< 8|yl <3,
[ (81 — 102)y + (10z — 80) %2 siz> 9|y > 1.

Observemos que podemos extenderla como la Identidad al borde de f(Uy).

Finalmente, definimos h3 soportado en V', preservando horizontales y
mandando f(c) en ¢, de forma similar a como definimos el mapa hs.
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Sea hg(l',y) = (h31($7y)7y)> con

hsi(z,y) = ’y‘x+(1—\y|)% siz<9
’ ylz + (1= |y)(9z —80)  siz>9

Observemos que también lo podemos extender como la Identidad al borde de
V.

Definamos entonces h := hg o hy o hy. Solo resta probar:
Lema 5.7. Fix(ho f) = {c}.

Demostracion. Sea w € Fix(h o f). Comenzamos porobando que w €
f(Uo).

Dado que h estd soportada en V, tenemos que w € (V N f~1(V)). Por el
Lema 5.4, f(V\(UU f(U)))NV =&, de donde w € U o w € f(U).

Siw € f(U), entonces f(w) ¢ f(U), por lo que deducimos que ho f(w) =
hs o f(z). Méas atn, por la tltima propiedad de la Observacién 5.6, y recor-
dando que hg preserva horizontales, concluimos que w ¢ Fix(hg o f). Por
otro lado, si w € U, usamos que f(VNU)NV = f(Up) (Lema 5.4) para
concluir que w € Uy.

Sea w = (z,y). Observemos que necesariamente w € h o f(Up). Como
hi y he son biyecciones de f(Up), obtenemos que h o f(Uy) = hgo f(Uy), y

por lo tanto w € (Up N (hs o f)(Up)), de donde |y| < g. Luego obtenemos
we Uy :=0,2] x [_?\/5, %] Definamos entonces

Wi = {(e,) € f(U) s < 5} Wa i= {(,9) € J(Uo) s 2 1o}

Observemos que:

. hyo f(Ur) C [8,10] x [, 3].

. f(Ul) N, =a.

. hg(WQ) NnNU =a.

Dado que fuera de las bandas verticales Wi, Ws, el mapa ho divide la
altura entre 4 en f(U;), obtenemos que ho f(U) C Us == [0,2] x [Z, &],
por lo que w € Us.

Procediendo de forma inductiva, definimos U,, := [0,2] x [_2717\/?:, 2\[—2;2], y
concluimos que w € [ U, de donde y = 0.
n>0

Ademds, tenemos que = > 1 (pues hi o f(p,0) = (p,26)), por lo que los
candidatos w estan en el intervalo I de extremos ¢y (2, 0). Solo resta observar
que f|r(z,0) = (9z — 8,0) tiene a ¢ = (1,0) como tunico punto fijo, lo que
concluye la prueba. ([

Observacion 5.8. Dado que V N By = &, obtenemos que la dindmica en
B permanece intacta, es decir, ho f|p = f|p.

Observacion 5.9. El dnico momento en el que utilizamos la hipdtesis
Fix(f) = @ es en el Lema 5.4, cuando imponemos que z no sea fijo. Podriamos
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intercambiarla entonces por la hipdtesis (mas debil) “existe una curva de
fle) a ¢ sin puntos fijos de f, contenida en C\K”. La prueba funciona
exactamente de la misma forma, y en este contexrto podemos conlcuir que
Fix(h o f)\Fix(f) = {c}. Como estamos bsucando puntos fijos de f, cual-
quiera de las hipdtesis es igual de buena.

5.2. Las pruebas. Presentamos finalmente las demostraciones de los Teo-
remas 1.6, 1.7 y 1.8.

Demostracion del Teorema 1.6. La idea es tomar un perturbacién h como
en la Proposicion 5.1. Comenzamos tomando A un entorno suficientemente
pequeno de K, de forma que h no modifique la dindmica en K. Tenemos
que el punto critico se vuelve fijo , y no generamos ningun otro punto fijo en
el proceso. Dado que ho f es de grado 2 , tenemos que (ho f)~!(c) = ¢, de
donde podemos pinchar el plano en el punto critico, y restringir la dinamica
a un cubrimiento g del anillo abierto C\{c}.

El conjunto K es totalmente invariante para este cubrimiento g, por lo
que estamos en las hipotesis del Teorema 4.39, que nos permite inferir que
Fix(g) # @. Concluimos entonces que {c} estd incluido estrictamente en
Fix(h o f), lo que concluye la prueba. O

Demostracion del Teorema 1.7. Construimos la misma perturbaciéon h
como en la Proposicién 5.1, pero en este caso tenemos en cuenta no alterar
la dindmica en U. Basta observar que, como U U f(U) C V, podemos tomar
B C U un entorno conexo de K como en la Proposicién 5.1.

Tenemos que ho f no tiene mas puntos fijos que c. Restrinjamos entonces
la dindmica de ho f al anillo S = C\{c}, y tomemos el cubrimiento unviersal
S (que de nuevo es un plano). Como en el Lema 3.11, cualquier levantado
V de V es homeomorfo a V (en particular es acotado), por lo que podemos
tomar fQ levantado de ho f tal que para un levantado K de K, obtenemos
que fo(K) =K. 3

Recordando que fp es un homeomorfismo de S que preserva orientacion,
obtenemos que tiene un punto fijo Z en V, de donde deducimos que z = 7(Z)

es fijo por ho f y pertenece a V = 7(V), por lo que es fijo por f. O

Observacién 5.10. Si K es un compacto conexo que no separa el plano, y
no contiene a ¢ ni a f(c), las hipétesis del Teorema 1.7 se verifican de forma
automdatica. Dado que K es compacto y f es continua, podemos controlar
el tamano de U U T(U) y concluir que le punto fijo que encontramos tiene
que estar en K, dando entonces una prueba elemental -para grado 2- de un
resultado mencionado en la Seccion 1 y publicado en [FMOTO7], a saber: un
cubrimiento ramificado del plano que preserva orientacion, con un conjunto

invariante K compacto conexo que mo separa el plano, tiene un punto fijo
en K.
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Demostracion del Teorema 1.8. Dividimos la prueba en dos casos:

1. El punto c pertenece a la componente no acotada de C\K.

Construimos la perutrbaciéon h de la misma forma que en la Proposicién
5.1. Pinchamos el plano y vamos al anillo S = C\c. Como en la prueba
anterior, podemos tomar un levantado fo de h o f que deja invariante a
K, un levantado de K. Como en la Demostracién previa, esto implica la
existencia de un punto fijo para ho f diferente de ¢, y por lo tanto, fijo para
f. Por el mismo argumento utilizado en la Observacién 5.10, concluimos que
el punto fijo estd en T(K).

2. El punto ¢ pertenece a una componente acotada C de C\K.

Construimos una vez mas la perturbacién, pinchamos de nuevo el plano
y tomamos el anillo A = C\c. Observemos que K es esencial en A, luego
por el Teorema 4.38, tenemos que h o f|4 tiene un punto fijo en T(K), que
también es fijo para f. Observemos que en este caso obtenemos un resultado
un poco mas fuerte: el punto fijo estd en realidad en T(K)\C (puede estar
en K o en una de las componentes acotadas del complemento, vistas en el

anillo A).

Observacién 5.11. Como en el Teorema 1.7, podemos aplicar este resul-
tado cuando K es un compacto conexo invariante que no separa el plano.
En el Teorema 1.8, en realidad no necesitamos que K no separe el plano,
pero si tenemos que imponer que ¢ y f(c) pertezcan a la misma componente
conexa de C\K.

5.3. Margen para mejoras. Los resultados demostrados nos llevan de
forma natural a nuevas preguntas, a saber:

e ;Podemos construir la perturbacién de tal forma que no altere con-
junto de puntos perddicos de f7 En ese caso, habremos probado que
bajo las Hipétesis del Teorema 1.6, f tiene la tasa. Esto es un pro-
blema hoy abierto para dindmica de cubrimientos ramificados del
plano

e Lo mismo ocurre si tomamos el Teorema 4.39 y mejoramos el resul-
tado para obtener que f tiene la tasa en K. Recordamos que la per-
turbacion que construimos, no modifica la dindmica en ese conjunto,
por lo que podemos repetir el argumento del cubrimiento universal
y encontrar puntos periédicos de F' en K.

e Podemos ajustar las técnicas utilizadas para el caso en que el grado
de f es mayor, y obtener resultados similares? (Esto es bastante
audaz a priori, dado que la cantidad de puntos criticos puede crecer,
lo que nos presenta casos con dindmica mas compleja).
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