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Resumen

El flujo horociclico en una superficie de curvatura negativa esta estrechamente rela-
cionado al flujo geodésico, el cual a su vez tiene propiedades de hiperbolicidad. En el
contexto de curvatura negativa constante, resultados de Dani, Ratner y otras personas
dan una descripcién muy precisa de las medidas de probabilidad invariantes por el flujo
horociclico, pero poco se sabe de la clausura de las érbitas cuando la superficie tiene
volimen infinito, particularmente, cuando es de tipo infinito. Recientemente, Matsu-
moto estudio una clase de superficies de curvatura negativa que aparecen naturalmente
en el estudio de ciertas laminaciones por superficies hiperbdlicas y logrd probar que
en dichas superficies el flujo horociclico no tiene conjuntos minimales. El objetivo de
este trabajo es extender esos resultados al contexto de curvatura negativa variable y
describimos la clausura de algunas d6rbitas horociclicas en esta clase de superficies. La
dificultad de la extension, radica en que no se cuenta con las técnicas algebraicas dis-
ponibles en el caso de curvatura constante. Muchas ideas se apoyan en un influyente
trabajo de Dal’Bo en el que estudia el caso de superficies de tipo finito.
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1 Introduccion

Sea M una superficie no compacta, Riemanniana, completa, de curvatura negativa no ne-
cesariamente constante, pero si acotada. Sea I' su grupo fundamental, el cual supondremos
puramente hiperbélico ! y que no es finitamente generado. Supongamos ademds que M se
puede escribir como M = M; U Ms U ... donde M; C M;,1 para todo ¢, donde las M; son
subvariedades de M, compactas con borde, tales que los bordes 0M; son geodésicas cuya
longitud esté acotada por una constante C' > 0. El objetivo de este trabajo es ver que bajo
estas hipdtesis se cumple el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Sea M como en las hipdtesis de mds arriba. Entonces no existen conjuntos
minimales para la accion del flujo horociclico en TTM.

Consideremos entonces M en las hipdtesis mencionadas. Sea M el cubrimiento universal
de M. Como es conocido, existe un sugrupo del grupo de isometrias de M que es ismorfo a
T (y lo llamaremos con el mismo nombre, o sea, podemos pensar I' < Isom™(M)). En M
ponemos la métrica que surge de levantar la métrica de M, de modo que M = F\M . El flujo
geodésico es aquel que tiene como trayectorias a las geodésicas que, por ser M completa,
estdn definidas en todo R. En estas condiciones, el flujo geodésico en M (y en M) serd
hiperbélico, y sus variedades estables seran las trayectorias del flujo horociclico en M. La
proyeccion de este flujo sobre F\M sera el flujo horociclico en M. Tanto el flujo geodésico
como el horociclico pasan al cociente en T'M, de modo que geodésicas y horociclos se
proyectan sobre geodésicas y horociclos respectivamente.

La topologia de M serd la misma que la de un plano, pero su geometria se parecerd
a la del plano hiperbélico H (o a la del disco de Poincaré D) que presentaremos més ade-
lante, con la diferencia de que la curvatua en M no serd necesariamente constante. Un
conjunto minimal para la accién del flujo horociclico, es un conjunto cerrado, invariante
por el flujo horociclico, y que no contiene como subconjunto propio otro conjunto con estas
caracteristicas.

1.1 Resultados previos
a El teorema de Hedlund

Un resultado de Hedlund de 1936, dice que si tenemos una superficie M compacta, de
curvatura constante negativa (hiperbélica), el flujo horociclico en T'M es minimal, esto es,
que no existen cerrados, invariantes para el flujo horociclico y no vacios, que no sean todo
TYM. (Ver [13])

Mas adelante, en una publicacion del afio 2000, F. Dal’Bo generaliza el resultado de
Hedlund, probando que en una superficie compacta de curvatura negativa, todos los horo-
ciclos son densos, incluso si la curvatura no es constante (ver [9]). En este mismo articulo,
se prueba que para una superficie de curvatura negativa cuyo grupo fundamental es fini-
tamente generado, los horociclos en el conjunto no errante son densos o peridédicos. Esto

!Todos los elementos de T' son isometrias hiperbélicas.



motiva el interés por centrar nuestra atencién en el caso en que el grupo fundamental es
infinitamente generado.

Una superficie hiperbdlica se obtiene siempre de la siguiente forma: sabemos que su
cubrimiento universal es el semiespacio superior H" = {z € C : I'm(z) > 0}. Entonces,
existird un subgrupo discreto del grupo de isometrias que preservan la orientacién de HT,
I' < Isom™(H") tal que la superficie M es T'\H'. A su vez, el grupo de isometrias de
H™ se identifica con el grupo de matrices 2 x 2 con determinante igual a 1, en el que
identificamos una matriz con su opuesta (PSL(2,R)). Esto es porque las isometrias de H*
son las transformaciones de Md&bius:

b
Isom™(H") = {z — azid ta,bye,d € Ryad — be = 1}.
A la transformacién z +— ijr's la podemos identificar con la matriz <a b) .
c d

Claramente si cambiamos a, b, ¢ y d por sus opuestos, la transformacion sigue siendo la
misma. Es por eso que identificamos con PSL(2,R) y no con SL(2,R). A su vez, tenemos que
PSL(2,R) se identifica con T'H*, aunque de una forma no tan obvia, como explicaremos
a continuacién.

Para cada punto-vector (p,v) € T'H¥, existe una tnica isometria (transformacién de
Méobius) que lleva al elemento i € HT en p y su diferencial lleva al elemento i = (0,1) €
TIHT en v € T)H*. Asf que la identificacién de Isom™ (H*) con T'H™, consiste en asociar
a (p,v) la transformacién de Mébius (abed) (que como vimos la puedo mirar en PSL(2,R))
que lleva (en cierto sentido) (i,4) en (p,v).

Resulta ademds que con esta identificacién, el tangente unitario a la superficie, 7'M se
puede también identificar con T\T H™.

La ventaja de pensar T*M como I'\T'H™, es que aqui tenemos la estructura de grupos
de Lie, y podemos usar las herramientas de algebra para estudiar tanto el flujo geodésico
como el horociclico. Desde este punto de vista, también tenemos una forma simple de ver
estos dos flujos. El flujo geodésico ¢' actua en PSL(2,R) mediante la multiplicacién a

derecha por
et/? 0
0 et/2 )’

mientras que el flujo horociclico A® actua por multiplicacién a derecha por la matriz

1 s
01,/
Estas acciones pasan a su vez al cociente T\T'HT™ = T M.

b Teorema de la clausura de la 6rbita de Ratner

Sea G un grupo de Lie, esto es, un grupo que ademds es una variedad, y tal que las
operaciones de grupo son diferenciables, y sea I' < G un subgrupo discreto tal que I'\G



tiene volumen finito. Sea {u'};cg un subgrupo a un pardmetro de G, unipotente, y ¢y el
flujo definido en I'\G mediante:
oi(Tx) = Tau’.

En los anos 90, Marina Ratner probd que bajo estas hipdtesis, se cumple que para todo
x € (G existe un subgrupo conexo S < G tal que:

1. {u'}er C S, por lo que ¢;(T'z) C T'zS.
2. T'xzS es compacto en I'\G.
3. La ¢4-6rbita de 'z es densa en I'zS, o sea I'zS es la clausura de T'zul.

Ademdés, prueba que la ébita I'zu! se distribuye uniformemente en su clausura, en un
sentido medible. (Ver [18]).
Volvamos al ejemplo de PSL(2,R), y observemos que

o)1

es un subgrupo a un parametro de PSL(2,R), y este es a su vez un grupo de Lie. Llamemos

1 s
(1),

Sea I' un subgrupo discreto de PSL(2,R) tal que I'\PSL(2,R) es compacto, y consideramos
el flujo definido en I'\ PSL(2,R) mediante:

hs(Tz) =TxH,,

para todo x € PSL(2,R).

Ademds, como todas las matrices Hs son unipotentes, ya que el uinico valor propio es 1,
tendremos que {Hg}ser €s un subgrupo a un pardmetro unipotente. De modo que el flujo
hs, que resulta ser el flujo horociclico en la superficie I'\ PSL(2,R), estd en las hip6tesis del
teorema de la clausura de la érbita de Ratner. Por lo que la clausura de cualquier horociclo
serd un conjunto como se describe mas arriba.

Una consecuencia del teorema de Ratner es que si tenemos una probabilidad ergddi-
ca para el flujo horociclico en T'\PSL(2,R), donde T' es cualquier subgrupo discreto de
PSL(2,R), el soporte de esta medida debe estar o bien contenido en una érbita periédica,
o bien ser PSL(2,R)-invariante. Una prueba se puede encontrar en el capitulo 12 de [5].
En las superficies de nuestras hipdtesis, el volumen es infinito, por lo que no hay medidas
de probabilidad invariantes, entonces no puede haber ningiin compacto invariante, de otro
modo, alli habria soportada una medida invariante. Esto de alguna manera se acerca al
resultado que veremos a continuacion.



¢ El teorema de Matsumoto

El resultado de Hedlund es acerca de superficies hiperbdlicas (compactas de curvatura cons-
tante negativa). De hecho, en una superficie compacta, cualquier flujo admite un conjunto
minimal: observar que si toda orbita es densa, todo el tangente unitario es un minimal. Si
alguna orbita no es densa, su clausura es un conjunto invariante. Si este no es minimal,
admite otro subconjunto invariante, y asi sucesivamente, construyo una familia decreciente
de compactos. Por ser la superficie compacta, su interseccién sera no vacia, y serd una cota
inferior de la cadena decreciente de compactos ordenados por la inclusion. El lema de Zorn
nos dice entonces que debe existir un elemtno minimal. Pero ;qué pasa si no tenemos la
hipétesis de compacidad? Vimos mas arriba un resultado para el caso no compacto pero
con volumen finito. Matsumoto probd més recientemente que no existen minimales para el
flujo horociclico para cierta clase de superficies de curvatura constante negativa, pero no
compactas, que se obtienen como I' \H™, donde I" es un grupo “tight”. Un grupo Fuchsiano
I" se dice que es tight si cumple:

1. T es puramente hiperbdlico

2. La variedad ¥ := I'\H™" es no compacta, y se puede escribir como union creciente de
variedades compactas {3, },en, cuyos bordes son geodésicas (o unién de geodésicas)
de longitud acotada por cierta constante C' > 0.

Estas hipdtesis son las mismas que las del teorema 1.1, salvo por el hecho de que tenemos
H* en vez de M, y como mencionamos estas superficies son geometricamente diferentes.
Los grupos Fuchsianos tipo “tight” son infinitamente generados y de primer tipo, o sea, que
el conjunto limite de un grupo de ese tipo es todo R U oo.

La prueba de esto se puede encontrar en [15].

Si bien estudiar la accién de h* en T\T'H™ no parece tan complicado, existe en realidad
una forma algo més simple. Resulta que esta accién es (de alguna manera) equivalente a la
accién de I' en TH™ /(h*) =: A, esto es, el espacio de los horociclos en T' M. Este tltimo
a su vez se identifica con R?/(£1), y allf la accién del flujo geodésico ¢g* no es mas que la
multiplicacién escalar por e*/2. Cada direccién representa una familia de horociclos que se
levantan a horociclos en TTH™T que son tangentes a 0-H en un mismo punto.

Con esta equivalencia en mente, encontrar un minimal para la accion de I' en A, es
equivalente a encontrar un minimal para la accién de h* en T'M. Del mismo modo, si una
accion no tiene minimales, la otra tampoco.

En vista del resultado de Matsumoto, nos preguntamos qué pasaria si tampoco tenemos
la hipotesis de curvatura constante. Las hipdtesis del teorema 1.1, surgen de adaptar el
concepto de superficie tight al contexto de curvatura variable negativa, y la tesis es que con
esta adaptacién sigue valiendo el resultado. La estrategia para la demostracién es extraer las
ideas geométricas dentro de la prueba de Matsumoto, para llevarla al contexto de curvatura
variable.

En curvatura variable, ya no podremos partir del flujo definido en el cubrimiento uni-
versal para luego “bajarlo” a la superficie, sino que tendriamos que hacer al revés. Como



dijimos inicialmente, partimos de la superficie, que ya tiene una métrica, levantamos esa
métrica al cubrimiento unversal, y miramos alli el flujo horociclico.

Algo posterior a la publicacién de Matsumoto, se publicé un articulo (ver [1]) con una
prueba del mismo resultado, en el contexto de superficies coarsely tame, que se definen
como las que cumplen:

1. Son no compactas.

2. Existe b > 0 tal que todo rayo geodésico o bien se mantiene en una regiéon compacta,
o bien corta infinitas geodésicas cuyas longitudes estan acotadas superiormente por b.

Ser “coarsely tame”, implica que una superficie es geométricamente infinita (o sea, el
grupo fundamental es infinitamente generado), el conjunto limite es todo el borde infini-
to, y ademas que tiene area infinita. Esto significa que las superficies “tight” y “coarsely
tame” cumplen las mismas condiciones. Este articulo contiene ademaéas una prueba de la
minimalidad del flujo horociclico para cierta familia de foliaciones.



2 Los flujos geodésico y horociclico en curvatura negativa

En esta seccién presentaremos el flujo geodésico, y enunciaremos algunos resultados acerca
del mismo en el contexto de curvatura negativa. Esto nos permitira definir el flujo horociclico
a partir de su relacién con el flujo geodésico. En particular, dedicaremos una subseccion a
estudiar estos flujos en el caso en que la curvatura es constante y negativa.

Empezaremos por establecer algo sobre de la notacién que estaremos empleando a lo
largo de este texto, que podria llegar a generar confusiones o ambigliiedades: consideremos
una variedad Riemannaina M. Cuando nos referimos a un elemento del fibrado tangente
unitario de M, que es un par (z,v) con z € M y v € T} M, haremos un abuso de notacién
al escribir v € T'M, ya que dado un vector tangente ya estd asociado con el punto de
la superficie a cuyo espacio tangente pertenece. De este modo también podremos escribir
#(v) = 2, donde 7 se refiere a la proyeccién canénica de T'M en M.

De forma anéloga, si nos referimos por M al cubrimiento universal de M, escribiremos
veT'M ,y7w(0)=z2¢€ M , usando el mismo nombre 7 para la proyeccion candnica de T'M
en M.

2.1 El flujo geodésico

Vamos entonces a definir formalmente el flujo geodésico.

Definicién 2.1. Sea M una variedad Riemanniana geodésicamente completa (las geodésicas
estan definidas para todo t € R). Parap € M, v € Tle consideramos v, : R — M, la
unica geodésica que en tiempo 0 pasa por p con 4, (0) = v. Luego, para cada t € R definimos
el siguiente difeomorfismo ¢ : T'M — T M, mediante

Gi(v) = Yu(t).
Es facil verificar que la familia de difeomorfismos

{bt}ier

determina un flujo en 7'M, al que llamaremos flujo geodésico. (Ver cap. 1 de [16])

2.2 El tensor de curvatura

Vamos a explicar brevemente en esta seccién qué es la curvatura de una variedad Rieman-
niana, para que quede bien establecido a qué nos referimos con curvatura negativa. Los
detalles de esto se pueden ver en [11].

Definicion 2.2. Dada una variedad Riemanniana M, definimos su curvatura, R, como la
correspondencia que, a cada par de campos de vectores X, Y € 2 (M) le asocia un mapa
R(X,)Y): Z (M) — Z (M) definido mediante

R(X,Y)(Z) =VyVxZ —-VxVyZ - Vxy1Z

para todo Z € 2 (M), y donde V denota la conexién Riemanniana en M.
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Dados dos vectores z e y en el plano, denotemos por |z A y| a la expresién

V0zPlyl? = (2, y)%,

que representa el drea del paralelogramo determinado por los vectores x e y.
Ademds, dados campos X, Y, Z, T € 2 (M), denotaremos mediante (X,Y,Z,T) a
(R(X,Y)Z,T).

Proposicion 2.3. Sea M una variedad Riemanniana, y sean p € M y o un subespacio de
dimension 2 de TyM, y {x,y} una base cualquiera de o. Luego, el valor

(z,9,2,y)
k(r,y) = ————
[z Ayl
no depende de la base {x,y} de o elegida.
La prueba de esta proposicién se encuentra en [11], Prop. 3.1, pag. 94.

Definicién 2.4. Al valor k(x,y) definido en la proposicién anterior, le llamaremos curvatura
seccional de 0. Podemos notarlo k(o).

Cuando decimos que una variedad tiene curvatura negativa, queremos decir que la cur-
vatura seccional en todo punto p € M y para todo ¢ C T, M con dim(o) = 2, es k(o) < 0.
2.3 Flujos de Anosov

Presentaremos ahora una familia particular de flujos, los flujos de Anosov. Veremos mas
adelante bajo qué hipétesis los flujos geodésicos cumplen la propiedad de Anosov. Este
concepto serd fundamental en nuestra definicién de flujo horociclico. Para esto las principales
referencias seran [12] y [14].

Consideremos entonces una variedad Riemanniana M, y ¢; : R — M un flujo diferen-
ciable en M. Diremos que A C M, es un conjunto (s-invariante, si se cumple que

pi(A) C A
para todo t € R.

Definicion 2.5. Diremos que un subconjunto ¢s-invariante, A C M, es un conjunto hi-
perbolico para ¢y, si existen A < 1 < u tales que para todo x € A existe una descomposicién

de T, M:
.M = E)QE PE,
tal que se cumple:
o fl=owi(z) € EY — {0}
o dimE? =1

o Dpy(EF) = E*

11



y ademas
| Dl - [I1< N,

I Do—t|ps 1< "
Definicién 2.6. El flujo ¢; es un flujo de Anosov (o hiperbdlico) en la variedad M, si M

es un conjunto hiperbdlico para ¢; en el sentido de la definicién anterior.

Teorema 2.7. Sea ¢ : M — M un flujo de Anosovde clase C", r € N, y sean A\ y
i las constantes en la definicion 2.5, y tog > 0. Luego para cada x € A existe un par de
C"-discos encajados en M, W*(x) y W¥(x), llamados variedad estable e inestable local
respectivamente, tales que:

o T,W(x)=E,, T,W%xz)=ES

xT

o @u(W(2) S W(pi()) g o-i(W"(x)) C W*(p—o(a)) para todo t > tg

Para todo 6 > 0 existe C(0) tal que

— dist(p(z), pi(y)) < C(6)(A+0)tdist(z,y) para todoy € W*(z) y para todo t > 0

— dist(p—t(z),0-+(y)) < C(8)(n — 6)~tdist(x,y) para todo y € W¥(x) y para todo
t>0.

Eziste una familia continua de entornos de x, {Uy} tales que:

— We(x) = {y tal que ¢1(y) € Uy, (z), t > 0, dist(pi(z), pi(y)) — 0 cuando t — oo}

— W(z) = {y tal que p_+(y) € U,_,(z), t > 0, dist(¢p_¢(z), o—¢(y)) — 0 cuando
t— oo}

La prueba de est teorema se puede encontrar en [14] (Teorema 17.4.2, pag 545.)

Definiciéon 2.8. Para ¢ en las hipdtesis del teorema anterior, definimos:

W*(z) == U o (W3 (@i(x)))

y les llamaremos wvariedad estable fuerte global y variedad inestable fuerte global en x res-
pectivamente. Se caracterizan por cumplir:

o Wé(xz) = {y € M tal que dist((x), ¢ (y)) — 0 cuando t — oo}
o Wi(z) = {y € M tal que dist(o (), ot(y)) = 0 cuando t — co}

Definicién 2.9. Las variedades W () := [J,cp ¢ (W*(2)) y WO (2) := U,ep ' (W*(2))
seran las variAedades estable débil e inestable débil de x respectivamente. Ademas Wos =
EY@E; y W = E)DE].
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(Ver [14], pag. 546).

Teorema 2.10. Sea M una variedad Riemanniana conexa, tal que la curvatura seccional
en todos sus puntos es estrictamente megativa, y la misma estd acotada superiormente.
Entonces el flujo geodésico en T'M es un flujo de Anosov.

Una prueba de esto en el caso de que M sea compacta, se puede encontrar en [14]
(Teorema 17.6.2, pag. 554).

Definiciéon 2.11. Sea M una variedad Riemanniana de curvatura seccional estrictamente
negativa, acotada superiormente, y sea v € T'M. Definimos entonces el horociclo estable
por v, como la variedad estable fuerte global W#(v) C T'M dada por la definicién 2.8.

Observar que ahora la variedad en la que estamos considerando el flujo de Anosov no
es M sino T'M.

Definicion 2.12. Si M es como en la definicién anterior, definimos el flujo horociclico en
T'M, {hs}secr, como el flujo que a cada v € T'M lo mueve a lo largo del horociclo estable
Ws(v) con velocidad 1 (con respecto a la métrica natural en 7T'M inducida por la métrica
Riemanniana en M).

2.4 El plano hiperbdlico

En esta seccién presentaremos mas detalladamente al plano hiperbdlico y su geometria. La
principal referencia para esto, serd [4].
Consideramos el semiespacio superior H := {z € C:| z |> 0}, con la métrica
| dz |

ds = ,
Yy

donde z = x + yi. Se puede verificar que esta métrica le otorga a H curvatura seccional
negativa en todos sus puntos e igual a —1. (Ver capitulo 8.3 de [11])

A su vez, para esta métrica, las isomentrias que preservan la orientacién son el siguiente
conjunto

az+b
cz+d

A las funciones de esta forma, se les llama transformaciones de M&bius.

Isom™ (H) = {z — ta,b,c,d € Ryad — be = 1}.
Definicion 2.13. Definiremos el borde infinito de H mediante
OscH := R U 00.

Podemos pensar incluso que el grupo I'som™ (H) actua en H U O5H. Clasificaremos a
las isometrias de Isom™ (H) segiin su clase de conjugacién, o equivalentemente, segiin sus
puntos fijos.
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Caractericemos primero este grupo para poder trabajar mejor con él. Haremos entonces
la siguiente identificacién:
Isom™ (H) ~ PSL(2,R).
Para esto, a la transformacion
az+b
cz+d

(ta)

Observar que si cambiamos a, b, c y d por sus opuestos, la transformacién sigue siendo
la misma. Es por eso que identificamos con PSL(2,R) y no con SL(2,R).

A su vez, tenemos que PSL(2,R) se identifica con T'H™, aunque de una forma no tan
obvia.

Para cada punto-vector (p,v) € T'H, existe una tnica isometria (transformacién de
Mébius) que lleva al elemento i € H en p, y su diferencial lleva al elemento i = (0,1) € T;'H
en v € Tle. O sea, existe una unica f € Isom™ (H) tal que

la podemos identificar con la matriz

f@)=p

dfl (2) =

Asi que la identificacién de I'som™ (H) con T'H, consiste en asociar a (p,v) la trans-
formacién de Mébius (abed) (que como vimos la puedo mirar en PSL(2,R)) que lleva (en
cierto sentido) (i,%) en (p,v).

Nos preguntamos ahora quienes son las geodésicas del plano hiperbélico H. Podriamos
escribir los coeficientes de esta métrica, calcular los simbolos de Christoffel y resolver la
ecuacién diferencial que define a las geodésicas. Otra forma es considerar lo siguiente: hemos
visto que las isometrias de H son las transformaciones de Mobius

az+b
cz+d

Ademas, todas las geodésicas en una variedad Riemanniana son isométricas entre si. Tene-
mos ademaés los siguientes resultados:

Teorema 2.14. 1. El eje imaginario {x + iy € H: x = 0}, es una geodésica de H.

2. Las transformaciones de Mobius llevan lineas verticales en lineas verticales y en se-
micircunferencias perpendiculares al eje real (o sea, que su centro pertenece al eje
real).

Corolario 2.15. Las geodésicas de H son las lineas verticales y las semicircunferencias
ortogonales al eje real.
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Figura 1: Las lineas en colores solidos representan algunas geodésicas del plano hiperbdlico.

Observacion 2.16. El corolario anterior se refiere a las geodésicas como curvas en H.
Sin embargo, nosotros queremos pensar las geodésicas en T H, ya que el flujo geodésico estd
definido alli. Pensaremos entonces las geodésicas de la siguiente forma: siy : R — H para-
mentriza por longitud de arco una curva en H que es una geodésica, entonces {(v(t),y(t)) :
t € R} es una geodésica en T H.

Las geodésicas de la observacion anterior son entonces las érbitas del flujo geodésico.
Como menciondbamos, la métrica hiperbdlica le otorga al plano hiperbdlico curvatura cons-
tante negativa (Ver capitulo 8 en [11]). Por este motivo, y en vista del teorema 2.10, el flujo
geodésico aqui es un flujo de Anosov. ;Como se ven entonces las variedades estables para
el flujo geodésico?

Como dijimos, las variedades estables fuertes para el flujo geodésico son los conjuntos

W) = {w e T'H : dist(g:(v), ge(w)) — 0 si t — oo}

A los conjuntos estables para el para el flujo geodésico se les llama horociclos estables, y
por eso el flujo horociclico es aquel que tiene como érbitas a los conjuntos estables. Entonces,
el horociclo por un elemento v € T'H es el conjunto de los vectores de T H tales que su
orbita futura por el flujo geodésico se pega en el futuro a la de v. Lo vemos graficamente
en la Figura 2.

Pensando ahora una isometria f de H como la matriz A = (‘g g) en PSL(2,R), definimos

7(f) := [traza(A)]?.
De hecho, dos isometrias f y g son conjugadas si y solamente si 7(f) = 7(g) (ver seccién

1.2.3 en [4]).
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Figura 2: Aqui (p,v) estd en T'H (v estd representado por el vector azul), y O(p) es la
proyeccién de la geodésica por (p,v) en H, y H), es la proyeccién en H del horociclo por (p, v).
Los elementos de este horociclo, son los (g, w) € T'H, tales que q est4 en la circunferencia
por p que es tangente al eje real en el extremo de la geodésica por p, y el vector w apunta
radialmente hacia el centro de esta cfa. Se puede ver que efectivamente estos (g, w) son los
elementos de T H cuya 6rbita por el flujo geodésico se pega a la de (p,v) cuando t — oo.
Un elemento (g, w) en dicho horociclo estd representado en la figura, w mediante el vector
rojo. O(q) es la proyeccién de la geodésica por (g, w).

Definicién 2.17. 1. Una isometria f € Isom™ (H) se dice parabdlica si es conjugada a
una isometria de la forma
z—z+ 1

En este caso, 7(f) = 4.

2. Una isometria f € Isom™ (H) se dice eliptica si es conjugada a una rotacién:

Z = 6i9Z.

En este caso, 7(f) € [0,4).

3. Una isometria f € Isom™(H) se dice hiperbélica si es conjugada una isometria de la
forma:
z+ kz.

En este caso, 7(f) > 4.

Teorema 2.18. Sea f € PSL(2,R) distinta de la identidad, entonces ocurre una de las
siguientes afirmaciones:

e f tiene un unico punto fijo, y éste pertenece a OsoH;
e [ tiene exactamente dos puntos fijos, y ambos estin en OsoH;

o f tiene un unico punto fijo en H, y ninguno en OxoH.

La prueba de este teorema se encuentra en la seccién 1.2.2 de [4] (Teorema 1.24).
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Teorema 2.19. Sea f € PSL(2,R) distinta de la identidad, entonces son equivalentes:
e f es parabolico;
o f tiene un unico punto fijo en OxoH;
o 7(f)=4.
(Ver Teorema 1.25 en la seccién 1.2.4 de [4]).

Definicién 2.20. Un grupo Fuchsiano , es un subgrupo I' de Isom™ (H) que acttia en H
discontinuamente. Esto es que, para todo K C H compacto, se tiene que

VE)NK #0
unicamente para finitos v € T

Observacién 2.21. En nuestro caso, y dado que Isom™(H) ~ PSL(2,R), la definicion
anterior es equivalente a decir que I' es un subgrupo discreto de PSL(2,R).

Definicién 2.22. Supongamos que I' C Isom™(H) es un grupo Fuchsiano. Un dominio
fundamental para I' es un conjunto F' C H, abierto, tal que:

o Uyerv(F) =H,
o Y(F)NY(F)=0sivy#7.

Definicién 2.23. Sea I' un grupo Fuchsiano que actua en H. Un punto ¢ € HU 05 H es un
punto limite para I, si existe z € H tal que

Iz:={yz:~v€T}
tiene a ¢ como punto de acumulacion.

Es claro que en realdiad un ¢ como en la definicién anterior, en realidad debe pertenecer a
OsoHl, ya que al ser la accién de I discontinua en H., las érbitas no pueden quedar confinadas
a ningtin compacto de H.

Observar también que si la 6rbita de un punto z € H acumula sobre { € J,H, entonces
la érbita de cualquier otro w € H acumula también sobre ¢ (ver seccién 1.4.1 en [4]).

Definicion 2.24. Definimos el conjunto limite de I'; Ar, como el conjunto de los puntos
donde acumula alguna érbita I'z con z € H. Equivalentemente y en vista de la iltima
observacién, podemos definirlo como el conjunto de los puntos de acumulacion de todas las
I'-érbitas.

Observacién 2.25. e El conjunto Ar es cerrado en OsH por definicion.

e Para todo v € T, se tiene que y(Ar) = Ap
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Sobre la cardinalidad de Ar, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2.26. O bien Ar tiene a lo sumo 2 elementos, o bien es no numerable.

(Ver teorema 1.46 en [4]).
Consideremos ahora I', un grupo Fuchsiano que actua en H, y la superficie que se obtiene
mediante:

S:=T\H:={Tz:z e H}.

Los flujos geodésico y horociclico, ¢g; v hs, pasan al cociente porque las isometrias de H
conmutan con estos flujos. La accién de I' en T'M estd dada por:

Y(x,v) = (v, Dyy(v)),y € T.

Sim:H — S es la proyeccién canénica, en S la distancia inducida es

d(m(2),7(2)) = infyerd(z,7(2)).

A su vez, si ' : T'H — TS es la proyeccién canénica, la distancia inducida en TS es

d(ﬂ-,(za U)7 W(Z/a U,)) = inf’yel"d((z’ U)v V(zlv U,))'

Recordemos que en T'H ~ PSL(2,R), el flujo horociclico actua como la multiplicacién a
1

derecha por la matriz Hy = <O i) , v el flujo geodésico actua por multiplicacion a derecha

. et’? 0
por la matriz G; = 0 2] O sea

he(M) = MH,,

gt(M) - MGta

para todo M € PSL(2,R). Observar ademds que las acciones de estos flujos conmutan en
PSL(2,R) ya que

1 s et’2 0 et’2 0 1 s et/2  get/?

0 1)\o0 €/2) \o0 /2)\0 1) \ 0o €/?2)
Luego, el flujo geodésico en S lo podemos escribir de la siguiente forma: sea (z,v) € T'H
y v(t)ier una parametrizacién por longitud de arco de la geodésica asociada a v. Esto

es, v(0) = z, v/(0) = v. De modo que y(v(0)) = ~(2) v %’y ov(0) = D,v(v). Luego,
gt(v(z,v)) = v(g:(2z,v)) para todo t € R. Esto nos permite escribir entonces:

gt(ﬂl(% 1})) = ﬂ/(gt<zv 1))),

y de la misma forma

hs(m'(2,v)) = 7' (hs(z,v)).
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3 Algunas definiciones en curvatura variable

El objetivo de esta seccién es generalizar algunas definiciones que dimos para el contexto

del plano hiperbdlico y las superficies de curvatura constante. Hemos hecho referencia al

grupo de isometrias de H y las hemos clasificado. También nos referimos al borde infinito

de H, O,H, y al conjunto limite de un subgrupo I del grupo de isometrias de H. Queremos

entonces tener nociones equivalentes de estas cosas para el contexto de curvatura variable.
Comenzamos por dar formalmente la definiciéon de conjunto minimal.

Definicién 3.1. Decimos que un subconjunto X C T*M es minimal para el flujo horocicli-
co, si es cerrado, invariante para este flujo, y minimal con estas caracteristicas respecto de
la inclusién (o sea, no tiene a su vez subconjuntos propios cerrados e invariantes).

Definicién 3.2. Diremos que © y ¥’ se corresponden con el mismo punto al infinito si se
cumple que, dado un punto de referencia y € M se cumple:

Jim_d(i(9i(0),y) — d((9u(3), ) = lom_d((gu(?), ) - (g (), ),

donde la tltima igualdad es de funciones en C(M), esto es, el espacio de las funciones
continuas en M. Si esto se cumple, escribiremos v ~, v’'. Ademas,

Definicién 3.3. El borde infinito de M serd el conjunto definido mediante
8001\2/ = TlM/N* )

Definicién 3.4. Si & € T'M, denotaremos por #(cc) a su clase de equivalencia por la
relacién ~,.

Definicién 3.5. Una isometriay € I' =1 §om+(M ) es hiperbdlica , si tiene dos puntos fijos
y ambos pertenecen al borde infinito Jso M.

3.1 La funcién de Busemann

La funcién que definiremos a continuacién sera fundamental para trabajar con el flujo
horociclico, ya que alternativamente podemos definirlo a partir de ella. Dijimos que dado
un horociclo H en T'M y (p,v) € H, H es la variedad estable por (p,v) del flujo geodésico,
el cual es hiperbélico por ser M una superficie de curvatura negativa (ver [12]). Sin embargo,
daremos una nueva definicién que consistira en ver a los horociclos como conjuntos de nivel
de una funcién de clase C!. Veremos luego que ambas definiciones son equivalentes en
este contexto, por lo cual podremos trabajar con ambas indistintamente. Como referencia
principal para esta seccién tendremos [3].

Definicion 3.6. Una variedad de Hadamard es una variedad Riemanniana de curvatura no
positiva, simplemente conexa, sin borde y completa.
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Supongamos ahora que M es una superficie de Hadamard. O sea, una variedad de
Hadamard de dimensién 2. Sea d la distancia inducida en M por la métrica Riemanniana.
Definimos . . .

b:MxMxM-—R
b(.@, Y, Z) = d(x? Z) - d(.’IJ, y)v T,Y,% € M

Como d es una funcién continua, b también lo es. Algunas propiedades de la funcién b
son:

1. b(x,y,y) = 0 para todo z,y € M
2. | b(z,y, 2) — b(z,y,2) |< d(z,2') para todo x,y,z, 2/ € M
3. b(z,y,2) = b(z,y,2) + b(z, 2, z) para todo z,vy, 2,2/ € M

Estas propiedades se deducen directamente de la definicién de la funcién b. Si fijamos
dos elementos x,y € M, la funcién by(x) : M — R, definida mediante

by(x)(2) == b(z,y,2), z € M

es una funcién continua de M. Consideramos ahora C'(M) el espacio de las funciones con-
tinuas en M con la topologfa de la convergencia uniforme. Sea {z,} una sucesién en M
tal que @, — £ € 0o M. Entonces by(x,) converge en C(M) a una cierta funcién que
notaremos Be(y, ). Esta serd la funcién de Busemann en §, basada en y. Explicitamente
tenemos entonces

Be(y,z) := ll’mOO d(xn, z) — d(xn,y), (1)

n—-

donde z,, es una sucesién en M que tiende a &.
En el mismo sentido que en la observacion 3.2, podemos cambiar x,, por una sucesién
equivalente, siendo z,, e x], dos sucesiones equivalentes siempre que

lim by (z,) = Um b ()

para todo y € M.

Proposiciéon 3.7. Sea N una variedad de Hadamard, y sea p € N. Entonces f : N — R
es una funcion de Busemann basada en p si y solo si cumple las siguientes condiciones:

1. f(p) =0,
2. f es de Lipschitz con constante igual a 1,
3. f es convexa,

4. Para todo q € N eziste ¢ € N de modo tal que f(q) — f(¢') = 1.

La prueba de esto se encuentra en pdg. 61 de [3].
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La relacién que esta funciéon guarda con el flujo geodésico y que precisamos establecer,
se puede deducir de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.8. Sea N una variedad de Hadamard, p € N y & € 0N y f =b(&,p, ) =
Be(p, ) la funcion de Busemann en & basada en p. Considereamos e, el rayo geodésico
parametrizado por longitud de arco que une p con &, y ve : N — T'N, tal que ve(p) =
V¢,,(0). Entonces se tiene

V= e

Demostracion. Sea {p,} C N una sucesién que tiende a &, y sean las funciones f,, definidas
mediante

fn(q) = b(pn, p,q) = d(q, pn) — d(p, pn)-

Luego, f, — f uniformemente en compactos de IN. Observar que como funcién de g, f,
decrece cuando la distancia de ¢ a p,, tiende a cero. De modo que la direccién de maximo
crecimiento de f en ¢ es la que apunta en la direccién contraria a p,. O sea, 7 f = —vp,
donde v,, serfan los vectores en quN que apuntan hacia p,. Tenemos entonces

[[on = ve [| (q) < pngé.

El término de la derecha, que se refiere al 4ngulo entre v, y v¢, tiende a 0 porque cos(p,g&)
tiende a 1 cuando n tiende a infinito. Esto nos permite concluir que

vVf=lmvyf, =limv, = v,
n n

como queriamos ver. Ademads es continuo por ser limite uniforme de funciones continuas,
por lo que f es de clase C*.
O

El cubrimiento universal de una superficie M, M como en el teorema 1.1 es en particular
una variedad de Hadamard, solo que la curvatura es estrictamente negativa, entonces esta
proposicién se cumple para M.

Dado v € T'M, diremos que w € T'M es asintético a v si v(00) = w(oo). Ahora bien,
la proposicién anterior nos esta diciendo que, si ¢ € M es 7(w) (o sea, q es el punto base
del vector w), y p = 7t(v) entonces —V B¢ (p, q) es el tnico vector de qu]\;[ que es asintético

a v. De hecho, si definimos el horociclo asociado a v como Be(p, )~'({0}) C M, esto sera

limp— 0% (v(R), R),

donde B )
€(z,7) :={a € M/d(a,z) =r},para todo = € M, r € RT,
y v(R) = 7(R) € M. Esto quiere decir que no solo los vectores w = —V B¢(p,q) con
q € Be(p, )~1({0}) son asintéticos a v, si no que ademas de permanecer acotada la distancia

Y
entre v(t) y w(t) cuando ¢ tiende a infinito, se cumple que

d(v(t),w(t)) — 0 cuando t — oo.
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De modo que esto es la variedad estable fuerte para el flujo geodésico, que definimos pre-
viamente en 2.8.
La definicién de horociclo como conjunto de nivel de la funcién de Busemann es para
un conjunto en M, pero nuestros horociclos deben ser érbitas de un flujo en T M.
Entonces mas formalmente, dado (p,v) =v € T'M , €l horociclo por v sera

{(¢,—VBe(p,q)) € T'M tal que q € Be(p, )" ({0})}

. Qué pasara entonces en T'M? No podemos decir en realidad que la variedad estable
fuerte para el flujo geodésico en T'' M coincide con los horociclos, si los definimos como curvas
de nivel de la funcién de Busemann, pero a los efectos del teorema que queremos probar,
nos alcanza con que esto se cumpla en el cubrimiento universal. Definimos los horociclos en
T M como las proyecciones de los horociclos en TV M.

3.2 Caracterizacién del espacio de horociclos

Queremos ahora pensar en el flujo horociclico, y mas concretamente, tener una manera de
pensar en el espacio que resulta de pasar al cociente M por la accién del flujo horociclico,
esto serfa M /hp.

Consideremos £ € s M. Asi como en el plano hiperbdlico definimos la funcién de
Busemann B¢ para cada elemento del borde infinito 0,cH, vale ahora la misma definicién,
y podemos también pensar a los horociclos como las curvas de nivel de la funcén Bg(i, ), o
B¢ (0, ) si pensamos en el modelo del circulo.

También en este contexto los horociclos seran los conjuntos estables del flujo geodésico,
porque de hecho eso son por definicién. Pensemos entonces en la definiciéon que dimos més
arriba de 8. M cada (p,v) € T'M determina un rayo geodésico que “termina” en un punto
de 9.0 M y a su vez, por cada punto base de cada elemento de ese rayo geodésico pasa un
tnico horociclo estable. De modo que los horociclos quedan determinados por un elemento &
y por el valor de la funcién de Busemann en los puntos base de los elementos del horociclo.
Podemos pensar el espacio de los horociclos como S x R, ya que 9,0 M ~ S*.

Sea H(, ) el horociclo por (z,v) € T'M y € = ~,(c0), entonces tenemos la siguiente
identificacién:

T'M /hg — 0o M x R

H — (57 BE(Ov Z)))

donde hp es el flujo horociclico. .
Con esta identificacién, podemos pensar la accién de I' en T'M /hg de la siguiente
manera: dado v € I' tenemos

(&, t) = (7(§),t + Be(y71(0),0)).
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4 Ejemplos

En esta seccién, veremos que efectivamente hay superficies en las condiciones del teorema
1.1. Los ejemplos que mostraremos, aparencen naturalmente como hojas de foliaciones. Asi
que primero explicaremos este contexto.

Definicién 4.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, y B* la bola unitaria en
R*. Una foliacion de dimensién k en M, es una particién W de M en subvariedades W(z),
todas de clase C! y de dimensién k, tal que para todo x € M, existe un entorno de z, U,
y un homeomorfismo wy, : Bk x Bk — U, tal que

o w;(0,0) =2

o w(B* z) es Wy (w(0, 2)), la componente conexa de W (w(0,z)) N U, que contiene a
w(0, z).

e El mapa w( ,2) : B¥ — w(B*, 2) es un difeomorfismo de clase C'.

Diremos que es una foliacién de clase C', si los homeomorfismos w, son ademés difeomor-
fismos.

Observacién 4.2. Los homeomorfismos w, son parametrizaciones de M alrededor de x
que forman un atlas de M. También los difeomorfismos wy( ,z) son parametrizaciones de
W (z) alrededor de x y forman un atlas de W (z).

En el articulo [1] (Teorema 2), se prueba el siguiente teorema:

Teorema 4.3. Sea (M, F) una foliacién minimal compacta por superficies hiperbdlicas,
esto es, las hojas de F' son densas y ademds son superficies hiperbolicas. Entonces son
equivalentes:

1. Ninguna hoja es simplemente coneza.

2. Todas las hojas son “tight”.

4.1 La foliacién de Hirsch

Veremos aca un ejemplo de foliacién, cuyas hojas son superficies como las de las hipétesis
del teorema 1.1. Consideramos el disco unitario cerrado en C, al que le sacamos el interior
de otros dos discos de radio 1/4 centrados respectivamente en —1/2 y 1/2. A la regién
obtenida, le llamamos P.(Ver Figura 3).

Considero el mapa ¢ : P — P definido mediante

o(z) = —=z.

Consideramos la suspensién de P por el mapa ¢, en el sentido topoldgico, que no es mas que
considerar el cilindro N = P x [0, 1] (ver Figura 4), y pegar P x {0} con P x {1} mediante
la siguiente identificacién:

(x,0) ~ (p(x),1).
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Figura 3: La superficie P que se obtiene de sacarle al disco unitario dos discos més chicos.

P x0,1]

P x {0} ‘ _, '

Px{1}

Figura 4: N = P x [0, 1].

Lo que obtuvimos ahora es la 3-variedad,
T=N/~

la cual se puede ver como un toro sélido al cual le removimos otro toro interno, que da
dos vueltas en el sentido del eje principal, y una vuelta en el sentido meridional. Cada
seccién meridional de este toro es P x {t} con t € [0,1]. Observar que esta variedad T,
tiene como bordes a otros dos toros de dimension 2, T1 y Ts, bordes interno y externo
respectivamente. A continuacién vamos a “pegar” 17 con T5. Para esto, consideremos los
mapas h; : [0,1] — [0,1], ¢ = 0, 1, definidas mediante:

ho(t) = 1/2,

ha(t) = (t+1)/2.

Entonces, cada P x {t} tiene su borde externo incluido en 75 y su borde interno incluido
en T7. Haremos la identificacién de T con T5 indicando con quien se pegan los bordes de
cada P x {t}: los circulos que forman el borde interno de P x {t} se pegan uno con el borde
externo de P x {ho(t)} y otro con el borde externo de P x {hy(t)}. Las P x {t} pegadas
de esta manera, forman las hojas de la foliacién de la variedad que obtenemos al tomar
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T y pegar sus bordes externo e interno: N = T/(T; ~ T3). Ocurrird que al hacer esta
identificacién en los bordes de las P x {t}, ocurrird para algunos valores de t que el borde
externo se pegue con uno de sus propios bordes internos, forméndose asi un “asa”’, por lo
que estas hojas tendran género 1. (Ver Figura 5).

Figura 5: P identificando el borde externo con una componente de su borde interno,
fromandose un asa.

En otras hojas esto no sucederd y se veran como en la Figura 6 .

Figura 6: Hoja de género 0

Se puede probar que todas las hojas de esta foliacion son densas. De hecho, en vista
del teorema 4.3 cada hoja de esta foliacién es una superficie “tight” como las que define
Matsumoto.

4.2 Otro ejemplo

Consideremos el disco hiperbdlico D, y T' el subgrupo de PSL(2,R) (que como vimos en la
seccién 2.4, se identifica con el grupo de isometrias de D), generado por los elementos a, b, ¢
y d con las identificaciones que se indican a continuacion:

I := (a,b,c,d|laba b7t cde™rd™ = id).
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Sea S la superficie definida por I' \D. Considero ademés el circulo unitario S! =
[0,1]/{0 = 1}. Sea f : S' — S! una rotacién irracional, y definimos el morfismo

p:T — Diff(SY)

en los generadores de I' mediante:
a— f,

b, c,d — id.

Podemos pensar que el grupo I' actua en I x S' de la siguiente manera: dadoy €T, z € D
y x € S, ponemos

1z 2) = (v(2), p(7) ().

Con esta accion en mente definimos
M :=T\(D x S).

Los elementos de M tienen una primer coordenada que se corresponde con su proyeccién
en S por 7 : D — I'\D = S. La segunda coordenada en S* dada por la clase de p(7)(z),
que es la de todos los elementos f™(x), n € Z. Considero en D x S! la foliacién horizontal,
o sea, la foliacién cuyas hojas son de la forma D x {x}. Esta foliacién se proyecta sobre una
foliacién en M, donde las hojas son I'\(D x {z}). Es claro que la hoja por D x {z} coincide
con la hoja por D x {f"(z)} para todo n € Z. Es por esto que, al ser f minimal, todas las
hojas de la foliacién seréan densas. Ademas, el grupo fundamental de las hojas es isomorfo al
nicleo del morfismo p. Por este motivo, ninguna hoja es simplemente conexa, y la foliacién
cumple con las hipdtesis del teorema 4.3. Se puede ver méas detalles sobre esta construccién
en la seccién 3.1 de [6].
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5 Orbitas densas y conjuntos minimales

En esta seccién, probaremos el teorema 1.1. Demostraremos previamente algunos resulta-
dos y daremos algunas definiciones que son esenciales para la prueba de este teorema, y
que surgen de adaptar las pruebas de resultados equivalentes en curvatura constante. Las
principales referencias para los contenidos de esta seccién son [9], [1] y [15].

Comenzamos por recordar cuales son las hipdtesis bajo las cuales trabajaremos en esta
seccion:

e M es una superficie Riemanniana, con un métrica que le otorga curvatura negativa.

e M es no compacta, y se puede escribir como M = M; U Ms U ... donde M; C M; 4
para todo i, donde las M; son subvariedades de M, compactas con borde, tales que
los bordes 0M; son geodésicas cuya longitud estd acotada por una constante C' > 0.

e El grupo fundamental ' de M actia en el cubrimiento universal M por isometrias,
siendo v una isometria hiperbdlica para toda v € T'.

A su vez, pensaremos M como el disco D, pero sin perder de vista que la métrica alli
no es la hiperbdlica. De esta forma podremos pensar 0 € M, ya que es un elemento que
usaremos como referencia en varias oportunidades.

Recordemos que hemos definido el flujo horociclico en T* M como la proyeccién del flujo
horociclico en TY M, y que en T M podemos pensar a sus trasyectorias como las trayectorias
estables del flujo geodésico, o verlas como conjuntos de nivel de la funcién de Busemann.

5.1 Puntos limite

Definiremos ahora los puntos limite para M en las condiciones mencionadas més arriba, y
veremos una, clasificacién para los mismos.

Defjnicién 5.1. Un punto § € Oso M se dice que es un punto limite para la acciéon de I' en
T'M si dado z € M existe una sucesién {7y, tnez C I tal que v,(2) — € cuando n tiende
a infinito.

Observacion 5.2. Al igual que en las superficies “tight” de Matsumoto, en las superficies
que estamos considerando, todos los puntos de O M son puntos limite para la accion de T.

Como vimos, en las superficies de nuestras hipdtesis todos los puntos del borde infinito
Dso M son puntos limite para I', y por tanto todos los horociclos estdn basados en un punto
limite. Veremos que el comportamiento de un horociclo esta relacionado en cierto sentido
con el punto limite en el cual estd basado. Vamos a distinguir entonces dos tipos de punto
limite en d.oM: los puntos limite “horociclicos”, y los puntos limite “no horociclicos”.

Definicion 5.3. Un punto limite ¢ se dice que es un punto limite horociclico , si para cada
horociclo (§,t) y para cada z € M, existe v € I tal que B¢(0,7v(z)) < t. Diremos que § es
no horociclico , si no es horociclico.

27



Lema 5.4. En una superficie como en el teorema 1.1, existen tanto puntos limite horocicli-
cos como no horociclicos.

Demostracion. Observamos primero que los puntos fijos de las isometrias v € I, son puntos
limite horociclicos, y estos forman un subconjunto denso en 9o M.

Veamos que también hay puntos limite no horociclicos. Considero un dominio funda-
mental de Dirichlet para 0 € M, esto es

D :={z e M :d(z,0) < d(z,7(0)), ¥y € T'}.

Como D es un dominio fundamental para I', y como la superficie M no es compacta, se

tiene que D N AM # (). Considero ahora & € D NAM, y sea {zn }nen C D tal que z, — £.
Observar que por la definiciéon de D, resulta que para todo z € D y para todo v € I" se

cumple que d(z,0) — d(z,7(0)) < 0. En particular, para todo n € N podemos escribir:

d(zn,0) — d(zn,7(0)) < 0.

La férmula (1) nos dice que si M >z, — ¢ e Do M, y tomamos dos puntos y, z € M,
entonces

Be(y,z) == lim d(zp, 2) — d(zn,y),

T—>r00

por lo tanto tendremos que
Be(7(0),0) = limn—00[d(2n, 0) — d(2n,7(0))] < 0.

O sea que ¥(0) no puede estar en el horodisco definido por B¢( ,0) > 0, para ningin
~v € I'. De modo que hay horodiscos centrados en & que no contienen elementos de la I'-érbita
de 0. Por lo cual £ es un punto limite no horociclico. O

Veamos ahora como se relaciona el tipo de punto limite (si es horociclico o no) con el
flujo geodésico.

Definicién 5.5. Un rayo geodésico v[0, 00) en T1 M se dice casi minimizante , si existe una
constante k > 0 tal que d(#(g'(v)), 7 (v)) >t — k para todo t > 0.

Observar que un rayo geodésico casi minimizante, solo puede existir en un contexto
de no compacidad. Ademas, como el cubrimiento universal es una superficie completa y
simplemente conexa, de curvatura negativa, el teorema de Hadarmard nos dice que las
geodésicas son siempre minimizantes a nivel global. En particular cumplen esta condicién
de ser casi minimizantes.

Lema 5.6. Sea © un levantado de v € T'M. Entonces & := ©(00) es un punto limite
horociclico si y solo si v[0,00) es un rayo geodésico casi minimizante.

Demostracion. Supongo sin pérdida de generalidad que v € TolM. Supongo que £ = 9(0)
es un punto limite no horociclico. Entonces hay un horodisco ? centrado en ¢ donde la

2Por horodisco nos referimos a los semiespacios que tienen como borde al horociclo. Cada horodisco es
un conjunto de la forma {z € M : B¢(0,z) > k,k € R}
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I-érbita de 0 no entra. Esto es, existe k > 0 tal que para todo v € I', B¢(0,7(0)) > —k. Por
definicién de B, esto es equivalente a que d(v0,7(g'(0))) > ¢ — k para todo v € ' y para
todo t > 0. Como 7 (la proyeccién de T'M en T'*M ) es una isometria, lo anterior implica
que d(7t(v),#(g*(v)) > t — k, y esta es la definicién de que v[0,00) sea un rayo geodésico
casi minimizante. Todas las implicancias en este razonamiento son en realidad un si y solo
si, de modo que el reciproco queda también asi probado. O

5.2 Horociclos densos

Un aspecto importante a tener en cuenta cuando pensamos en conjuntos minimales, es la
existencia de érbitas densas. Como nuestra intencidn es probar que no existen minimales,
en particular queremos ver que no todas las érbitas son densas, aunque luego veremos que
si hay orbitas de este tipo.

Veamos primero la relacién que hay entre las I'-6rbitas densas en el espacio de horociclos,
y los horociclos densos en T M.

Lema 5.7. Sea (€,t) € T'M /hg el horociclo por (z,v) € T'M, y considero I'(€,t) su drbita
por la accion de I'. SiT'(€,t) es denso en TlM/hR~ent0nces 7(hr(2,v)) es denso en T*M,
donde 7 se refiere a la proyeccion candnica de T*M en T M.

Demostracién. Llamaremos 7’ a la proyeccién canénica /' : TYM —s TlM/hR. Suponga-
mos entonces que (£,t) € T'M /hg es tal que T'(€,t) = T M /hg. Esto sucede si y solo si para
todo U abierto en T'M /hg existe v € T tal que v(£,t) € U. Considero ahora ©/~1(I'(¢, 1)),
esto es, todos los elementos de T*M tales que su horociclo contiene un punto de la drbita
de (&,t). Veremos que este conjunto es denso en T'M.

Supongamos que (£,t) = 7'((z,v)). Sea V' C T'M abierto, y ©'(V) es entonces abierto
en TV M /hg, por lo cual existe v € ' tal que v(&,t) € o' (V). De esto puedo deducir que

(€ t) NaTH A (V) # 0.

Pero ademas
T (1(6,1)) = hr((2,0)) = v(hr(z,v)).
Y como 7'~} (7'(V)) = hg(V), se tiene:
he(V) Ny (he(z,0)) # 0.
Entonces existe s € R tal que hs(V) Ny(hr(€,t)) # 0. De modo que

V N h_sgyhgr(z,v) =V Ny(hr(z,v)) # 0.

a Existencia de horociclos densos

La préxima proposicion es clave para la prueba del teorema 1.1, ya que nos da una con-
dicién suficiente para que un horociclo sea denso. Daremos previamente una definicién, y
enunciaremos un teorema que precisaremos para probar esta proposicion.
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Definicion 5.8. Diremos que el grupo I' es aritmético , si el grupo generado por las longi-
tudes de traslacién de los elementos hiperbdlicos de I" es un subgrupo discreto de R. Si no,
diremos que es no aritmético .

Teorema 5.9. En una superficie en las hipdtesis del teorema 1.1, el grupo fundamental I’
es no aritmético.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [8] (Proposicién 2.1).

Corolario 5.10. En una superficie en las hipotesis del teorema 1.1, se tiene que para toda
v1 € T existe vo € T tal que Zp(y1) + Zp(y2) = R.

Lema 5.11. La accion de T en BOOM es minimal.

Demostracion. Sea & € oM y considero en 9 M otro punto cualquiera, &1. Queremos ver
que existe v, € oM tal que
'Yn(fl) — 5

Esto es equivalente a ver que en cualquier entorno de ¢ hay elementos de la 6rbita de
&1. Consideremos entonces un entorno I de £. Cémo los puntos limite de las isometrias
hiperbdlicas son densos, en I hay un far , el cual es atractor para una cierta isometria .
Si toda la dérbita de & esta dentro de I ya tengo lo que queria. Si no, existe 71 € I" tal que
m(&) €Iy n(&) # & donde & es el repulsor de Yo- Consideramos I un entorno de &
tal que I C I. Luego, existe N tal que 7§ (71(£)) € I para todo n > N. Probando que la
orbita de &; tiene elementos en I. O

Proposicién 5.12. Sea & € s M un punto limite horociclico, y to € R. Supongamos que
(2,v) € T*M es tal que 7'(z,v) = (£, t0). Entonces w(hgr(z,v)) es denso en T*M.

Para simplificar la prueba de esta proposicion, demostraremos previamente dos lemas.

Lema 5.13. Sea & € 800]\~4~un punto fijo para una isomtria hiperbolica vo € T, y to € R.
Supongamos que (z,v) € T*M es tal que 7'(z,v) = (&, t0). Entonces si &1 es un punto fijo
para otra isometria hiperbdlica 1 € T, se tiene que para todo t € R, (&1,t) estd en T'(&p,to).

Demostracion. Tenemos que

Y1(&0s t0) = (11&0, to + Bey (77 10,0)),

y por lo tanto
7?(50, tO) = (’Y{L&Jv to + B£0 (’ano’ O))
Ahora, como 7; tiene a £ como atractor en QOOM , tenemos que

71 (o) — &

Entonces si B, (v, "(0),0) — 8 € R, poniendo t; = tg + (3 tenemos que (£1,t1) € I'(&o, to),
como querfamos. Si no, Be,(y; "(0),0) — +oo. Sustituyo entonces ~{" por 7{ o 4{", para
cierto p, que veremos cémo elegir. Observar primero que 7} o 45" (&) — &1, ya que 7o
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fija a &. Considero ahora Bg (77", "0,0), y como las isometrias dejan invariante a la
funcién de Busemann, aplicando 7", esto es igual a Bg (77 "0,75"0). Y esto, aplicando las
propiedades de la funciéon de Busemann es igual a

Bey (71 "0,0) + Bg, (0,75™0).

Eligiendo p, adecuadamente, consigo que esto sea igual a cierto 8 € R.

Probamos entonces que (£1,t1) € I'(§o,to) para cierto t;. Esto implica que todos los
horociclos de la forma (£1,t1 + np(y0)) estan en I'(&y,tp), donde p(v) es la longitud de
traslacién de la isometria hiperbdlica v a lo largo de su eje. Esto es porque al existir {7y }ren
tal que v (&o,t0) — (&1,t1), cuando k — oo, se tiene que

(V5 (0, t0)) = (€0 to + 1p(10)) = (V(&0), to + np(Y0) + Bey (0,75 1(0))).

Como tg + Bg, (0,7, 1(0)) tiende a t; cuando k tiende a infinito, tenemos finalmente que

Y © g (§o, to) — (1,11 + np(10))-

Ahora, aplicando v} a (&1,t1 + np(70)), obtenemos

(€1, t1 +np(v0) +pp(11))-

Finalmente, por el corolario 5.10 podemos elegir v; de modo tal que Zp(vo) + Zp(71)
es denso en R. De modo que eligiendo el n y el p adecuadamente, obtengo que para todo

teR, (&1,t) € I'(&osto)-
]

Lema 5.14. Sea § € Do M un punto fijo para una isometria hiperbdlica v € T, y to € R,
y & € OsoM un punto limite cualquiera. Entonces para todo t € R se tiene I'(§,t) € T'(&o, to).

Demostracion. Considero 7, tal que v,(£1) — &, donde & es como en la proposicién 5.13.
Puedo tomarme una sucesion v, de esa forma ya que la accién de I' en 0., M es minimal
en vista del lema 5.11. Para todo s € R, se tiene

Y(€1,8) = (€1, s + Bey (7,10, 0)),
y para todo t existe s, tal que v,(&1, s,) — (&,t), porque puedo elegir el s, de modo que
sn + Be, (1,10,0) — t € R,

Quiero ver ahora que (§,t) € I'(&, to).
Sabemos que para todo s € R existe una sucesién que depende de s, v, tal que

Yn (o, to) — (&1, 8).

Existe ademds cierta sucesion ng en I', tal que ng(§1) — £. A su vez puedo elegir una
sucesién {sx} C R, de modo que

nk(é-l? S/C) - (5, t)'
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Considero en 9. M xR ~ S xR, una distancia d que induzca la topologia usal. Entonces,
para todo € > 0 existe un k(¢) tal que

d(M(e) (&1, 51(e)); (€, 1)) < €.

Ademds, para todo € > 0 existe un n que depende de € y de €, digamos n(e, ¢'), para el
cual se cumple

d(’YZ’Eiflq(ﬁm t0)7 (517 Sk(e))) < €.

Fijo entonces el € > 0, esto determina como dijimos un k(e) y un si(). Cada ) € I' es
continua en el punto ({1, sg(e)), por lo cual existird un § positivo, tal que para todo (¢',t')
que esté a una distancia menor que § de (&, sk(g)), se tiene que

Ao (€15 Sk(e))s M) (€5 1)) < e

Ahora tomo € := §, y como vimos antes existe un n que depende de € y de § tal que

d('yzlzg();) (507 t0)7 (517 Sk(e))) <9,
por lo cual
(k) V(.5 (0: t0) M) (61 k() < €.

Entonces tenemos ahora que
d((ﬁat%nk(e)’YZIZSB;)(So,to)) < 2e.

Definiendo ahora v := Uk(e)VZIESZ;)a tengo que para todo € encontré un v € I' tal que

d(v(&o,t0), (§,1)) < 2€. Por lo cual (§,t) € T'(&, to), como queriamos.
]

A continuacién, probamos la proposicién 5.12

Demostracion. La estrategia consistird en probar que existe un & punto fijo de una isomtria
hiperbdlica 41, y un t; € R de modo que

(1,t1) € T'(&o,to)-

Si demostramos esto tendremos que, por lo que hemos probado en el caso anterior ['(&,t) =
Oso M, y como I'(§p, tp) es un conjunto invariante para la accién de I, se tiene

DsoM =T(£1,11) C T(&o,to) C Do M,

por lo cual )
(o, to) = O M

COMO UEremos ver.
Probemos entonces que la drbita de (§p,%y) contiene un horociclo basado en un punto
fijo de una isometria hiperbdlica.
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Como &y es horociclico, la I'-érbita del 0 tiene puntos en cualquier horodisco por &y, y
en particular, esto significa que existe {,} C I" tal que

Be, (0,7, 1(0)) — 00, n — oc.

Podemos suponer ademaés que v, # Y, si m # n.

Definimos ahora el conjunto A := {7, (&),n € N} C 9sM. Si A es finito, entonces
existen m # n tal que 7,(&) = 1m (&), por lo que v, 17, (&) = &. Entonces el propio &, es
un punto fijo de una isometria hiperbdlica, con lo cual tenemos el resultado en este caso.

Supongamos entonces que A no es finito. En este caso, A tiene un punto de acumulacién.
Sea B = {{ € Oso M : tal que € es punto fijo de alguna v € T'}. En nuestro caso, como
todas las isometrias de I' son hiperbélicas, tendremos que B es denso en 9., M. Pero lo que
nos interesa en particular, es que B tiene al menos dos puntos. Elijo b € B tal que b no es
el inico punto de acumulacién de A. O Sea, si A tuviese un unico punto de acumulacién,
este podria coincidir con un elemento de B, pero como B tiene al menos dos puntos, puedo
elegir b de modo que exista algiin punto de acumulacién de A que sea distinto de b.

! U
800 M ')’]

Figura 7: Se muestran los puntos b y n en GOOM, el conjunto U y un iterado por y~! de U°.

Considero v € T' tal que v(b) = b. Supongo sin pérdida de generalidad que b es un
atractor para v (de lo contrario, cambio v por v~ . Existe entonces un entorno U de b tal
que ANUC es infinito. O sea, fuera de U hay infinitos puntos de la forma -, (£y). Tomando
una subsucesién de {v,} pondemos pensar que A C U€. Sea n repulsor para 7, n € Dso M.
Entonces, para k suficientemente grande, y~*(U¢) es un entorno relativamente pequefio de
n (Ver Figura 7). De hecho, y7*(v,(&)) — 1, cuando k tiende a infinito, para todo n € N.

Definimos ahora la expresién |, (£,t)| = Be(0,77(0)), para todo & € 0o M. Definimos
también la funcién D : 9o M X O M — R, mediante

D(&,m) = =5 [Be(0,2) + By (0, )],

1
2
donde z es un punto cualquiera de la geodésica que une £ con 7.

Observar que si 7 es hiperbélica, v+ y v~ sus puntos fijos en 9o M, v [ (7) es su longitud
de traslacion, entonces |y/(7F)| = £I(y). Tendremos entonces la siguiente forma de expresar
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la accién de T en Ooo M:

V(&) = (v(€), t+ 1Y (€D,

para todo & € O M, t € R.
Si pensamos en la sucesion 7, definida mas arriba y para &g, tendremos ademas que

vl = 2D (v (80); 7 ) — 2D (€037 ) + () (2)

Probaremos mas adelante que esta igualdad, pero por ahora asumiremos que se cumple.
Como vimos, se cumple que Bg, (0,7, *(0)) — oo cuando n — co. Podemos entonces elegir
en R una sucecién {r,} de modo que —r,l(y) + Bg,(0,7,1(0)) es acotado para todo n, y
entonces podremos tomar una subsucesién que converge a cierto A € R.

Sabiamos ademds que v~ ", (£) — 1, ya que 1 es el repulsor de 7. Luego,

Y (&os o) = (Y™ (&0), to + Bey (0,75, 1(0)) — B, (6(0, 7™ (0)).

En esta tltima igualdad estoy usando que B, (¢)(0,7™(0)) = —B,, (¢)(0,77"(0)). Como
B, ()(0,77(0)) = [(v") (7 (€0))| ¥ como || 1 (€0, to) [|[= Bey (0,7, 1(0)), tenemos:

1Y ¥n (&0, t0) 1= to+ | ¥ (o, to) | =1(v"™) (3 (€0))1,
y en vista de la ecuacién 2, el término de la derecha es

to+ [ v (€0, o) | =2D(y"™ (7 (&0)), (V")) + 2D (m(80), (V") 7) = 1(Y™)-

Aqui, cuando escribimos (™), nos referimos al repulsor de la isometria v, que es el
mismo que para la ismoetria v, o sea, v~ al que también habiamos llamado 7. Adems4s,
(™) = rpl(7). Por lo quenos queda

17" (&os to) 1= to+ | (€0, t0) [ =2D(Y™ (v (€0)), 1) + 2D (va(&0)s 1) — 7l (7)-

Como vimos mas arriba, eligiendo correctamente la sucesién r,, tendremos que
| (0, to) | =rnl(y) — A € R.
Luego
m || "™y (&o, to) = to + A+ lim [2D(yn(£0)),n) — 2D(y"™ (m(0)), m)]-
n——oo n—oo
Pero lim,,—,0[2D (V1 (&0)),n) — 2D (v (7n(£0)),n)] = 0, por lo que tenemos finalmente que

’Yn’)/n(g()vt()) — (T],CY), o € R?

como queriamos ver.
Probaremos ahora que se cumple la desigualdad en la ecuacién (2). Queremos ver que

7l = Be(0,7,,(0)) = 2D (7 (&0); 7 ) — 2D (€03 70 ) + ()
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Recordamos que I(y) = B (0,7;,*(0)). Tenemos

Tn
2D(n(£0); Vn ) —2D (805 1 )+l (m) = _B'yn(ﬁ)(ov w)_B%; (0, w)+B§(07 Z)_’_B%j (0, 2)+1(7n),

donde w es un punto cualquiera de la geodésica que une v, (&) con 7, , a la que escribiremos
como [1,(£),7,], v z es un punto cualquiera de la geodésica que une £ con 7, , a la que
escribiremos [£, 7, ].

Observar que Y([£,7,]) = [7n(§), 7, |, porque v (7;,) = 7, - Entonces puedo elegir w =
Yn(2).

Luego aplicando ;! se tiene

—B,,,(¢)(0,w) + Be(0,2) = =Be(7,,'(0), 2) + Be(0, 2) = —Be (7, '(0), 2) — Be(2,0),
y esto dltimo, por propiedades de la funcién de Busemann, nos queda

—Be(7,(0),0) = Be (0,7, (0) = [ (&)-

En resumen, tenemos que

= By, ()(0,w) + Be (0, 2) = —Be(7;, (0), 2) + Be (0, 2) = [1,,(6) (3)

Sea h(z) el horociclo basado en v,; por z, y h(w) el horociclo basado en ;,,; por w = 7, (2).
De modo que v, (h(2)) = h(yn(2)) = h(w). Por lo cual tendremos

B%j (0,w) — B»y; (0,2) = B’y; (0,m(2)) = B»yg (0,2) = =l(n) (4)

De las ecuaciones (3) y (4) se deduce la ecuacién (2). Esto concluye la demostracion.
O

Los lemas (5.12) y (5.4) implican lo siguiente:

Corolario 5.15. Ezxisten horociclos densos en T M.

5.3 Conjuntos minimales y puntos limite

Veremos ahora como se relacionaria la existencia de un conjunto minimal con los puntos
limite en los que se basan las drbitas horociclicas de sus puntos. Finalmente probaremos el
teorema 1.1.

Lema 5.16. Supongamos que X C T'M es un conjunto minimal para la accién del flujo
horociclico. Supongamos que existe © € T'M tal que ©(c0) = &, con & un punto limite no
horociclico, y supongamos que m(0) =v € X. Entonces existe tg > 0 tal que g1,(X) = X.

Demostracion. Bastard probar que existe to tal que g4, (v) € hr(v), ya que si esto es asi,
tenemos: como X = hg(v), si g4,(v) € hr(v), entonces g, (v) € X. Entonces X N g4, (X) #
0. Como X es un minimal y X N g4 (X) también es un cerrado invariante para el flujo
horociclico, debe ser g4, (X) = X.
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Encontraremos entonces un to tal que g (v) € hgr(v). Recordemos que por nuestras
hipdtesis acerca de M, y como & € d-M es un punto limite no horociclico, la geodésica
dirigida por el vector v serd casi minimizante, y por tanto cortard a infinitos bordes de
las superficies M,,. Escribamos «a,, := OM,,, y llamaremos a,, a sus respectivos levantados.
Como las a,, son geodésicas cerradas, sus levantados son ejes de alguna transformacién hi-
perbdlica v, o sea, a,, es la traza de una geodésica que es invariante por una transformacion
hiperbdlica 7, € T'. También llamaremos ~," y v, respectivamente a los extremos infinitos
de la geodésica d,, en 9o M. Vamos a suponer, sin perdida de generalidad, que la geodésica
que dirige el vector v es vertical, en el sentido de que v(o0) = o0 € Do M y que el punto base
de © es 0 € M. Consideramos {r(t)}r>0 = 7(9(t)})¢>0, 0 sea, 7(t) es una parametrizacién
de la proyeccién de o sobre M (recordar que v € T'M ). Ademés, asumiremos que el dngulo
entre r(t) y v, (t) es menor que 7/2. Esto lo podemos hacer porque en caso de que el 4ngulo
sea mayor, cambiamos 7y, por 7, ! que también estd en I'. (Ver figura 5.3).

£

r(t)

Qp

Figura 8: Los puntos v,+ y 7,— son los extremos de la geodésica a,, en Dso M . La geodésica
por U que es vertical tiene traza r(t).

Con todo esto en mente, reduciremos la demostracién a probar que existe {7}, }n>1 C T
tal que:

1. 4} (00) — oo cuando n — oo.

Veamos primero qué nos dice cada condiciéon y cémo esto implica lo que queremos probar.
Sean z = @(v), y H el horociclo por © horizontal, en el sentido de que estd basado en el
punto oo € 9o M. La condicién 1 nos dice que +/,(H) tiende a un horociclo cuya proyeccién
sobre M contiene al punto lim, (7/,(2)), y que también estard basado en co € s M, 0 sea,
que también es horizontal en este sentido.

Ahora bien, la funcién B/ (o) (0, ) tiene por conjuntos de nivel a los horociclos basados
en 7, (00), y su conjunto de nivel 0 es justamente ~,,(H). El conjunto de nivel « para esta
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funcién se obtiene al aplicar al conjunto de nivel cero, el flujo geodésico un tiempo «, por
lo que:
[B'yg(oo) (O, )]71(6“) = ga(’V;L(H»'

Luego, la condicién 2 nos dice que B,/ (o)(0,7,,(0)) — a, y tendremos por lo tanto que
Tn(H) — ga(H).

Pero para que esto pase, debe existir una sucesién de elementos o, € 7/,(H) que conver-
gen a gq(0). Como ~,,(H) es un horociclo, y como © € H, existird una sucesiéon {s,} en R
tal que los 7,, serdn de la forma

Un = hs, (Y (0)) = Y (hs,, (9)),
luego ]
Y (hs, (7)) — ga() en T*M.

Mirandolo ahora en T'M, como la proyeccién es continua tenemos

(Y (s, (9)) — 7(ga(9),)

o sea
hs, (V) — ga (V).

Esto finalmente implica que g, (v) € hgv. O sea, « serd el o buscado.

Vamos a probar primero 1. Sea ¢, el tiempo para el que r(t) corta a la curva &, =
(Vo s 'yf{ ), que son las curvas que tienen como extremos al infinito a los puntos '7n+ vy 7, como
mencionamos anteriormente. Como r(t,) tiende a oo, o bien v,/ — 0o, o bien v, — .
Como estamos asumiendo que el dngulo entre 7(¢) y «,(t) es menor a 7/2, debe ser entonces

Y — 0. (5)

Ademds, en vista de la dindmica de 7, en d,0M y como v} es un atractor, debe ser
Yn(o0) € [, 00), por lo cual v, (0c0) — oo. (Ver Figura 9) Esto prueba 1.

Vamos a probar ahora que se cumple la condicién 2. Observemos que si B, (o) (0,7,(0)) —
—o00, entonces Boo(v,1(0),0) — —o0, ya que Buo(v,,1(0),0) = B, (5)(0,7,(0)). Como
ademds esto es igual a —Bu(0,7,,1(0)), podemos escribir:

Boo (0,7, (0)) — oc.
Esto implica que en todo horodisco de la forma
{z€ M : Byo(0,2) > k}

hay puntos de la T-érbita del 0, por lo que oo serfa un punto limite horociclico de 9o M,
contrario a nuestra hipétesis. Entonces no puede pasar que B, (o)(0,7,(0)) se vaya a —oo,
de modo que existe A € R tal que
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Figura 9: La dindmica de =, en Oso M tiene como atractor a v}y como repulsor a v, , por
50 Yu(00) € [, 00):

an(oo) (Oa’)/n(o)) > A (6)
Veamos ahora que B, (50)(0,7,(0)) < B para cierto B € R. Tenemos
B, (00)(0;1(0)) = Boo (7,7 (0), 0),

y a su vez tenemos por las propiedades de la funcién de Busemann

Boc(7,(0),0) = Boo(75 1 (0), 7 (r(tn)) + Boo (v (7 (tn), 7(tn)) + Boo(r(tn),0).  (7)
Por otro lado, Boo(7(ty,),0) = —t,. Esto es porque r(0) = 0 = 7(0), y r(tn) = 7(g¢, (0)).

Tenemos a su vez que

Boo (v (r(tn), 7(ta)) < d((7, (r(ta), 7(t))).

De hecho, 7(t,) y v, 1(r(t,)) son dos puntos en el eje de 7, y la distancia entre ellos es a lo
sumo la longitud de la geodésica cerrada (v;,,7,7), la cual estd acotada por cierto B € R.

El primer sumando en (7) es Boo(7,1(0), 7, (r(tn))) < d(v,1(0), 7,1 (r(tn))) = tn.
Podemos concluir entonces que

B, ()(0,7(0)) <t + B—t, < B ()

De (6) y (8), podemos concluir que B, (o0)(0,7,(0)) estd acotada, entonces existe una

subsucesién de los v, tal que esta expresion converge.
O
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Proposicién 5.17. Sea X C T'M un conjunto minimal para el flujo horocicilco, y sea
v € X tal que su levantado es © € T'M con v(oo) = &. Entonces € debe ser un punto limite
horociclico.

Demostracion. Consideremos un horodisco B al cual, como hemos visto, lo podemos escribir
en términos de la funcién de Buseman mediante

B:={z€ M : B(0,2) > k}.

Asumiremos sin pérdida de generalidad que v € TOIJ\;I , 0 sea, que z en el enunciado del
lema es 0 € M, y también que v(—o00) = 0o € doM (0 sea, que el vector v es ”vertical’).
Supongamos entonces por absurdo que £ es un punto limite no horociclico. Por el lema
5.16, existe tg tal que g, (X) = X, y por tanto para todo n € N se tiene que giyn(X) = X.
Eventualmente habra un n para el cual 7(g¢,n(v)) € B (porque v es horizontal). A su vez
se tiene

J—ton¥ € X = @7

por lo cual existe una sucesion {ty}r>1, tal que hy v — g_tonv, ¥y esto significa que debe
existir una sucesién {7y }r>1 C I tal que hy vk (9) — g—tyn(v) en TP M. Definimos ahora

pr = 7(he(0,v) € M,
q = ﬁ-(gfton(ovv)) € M

Ahora, como py y m(7;0) estan en el mismo horociclo (por definicién de pg), y en vista
de las propiedades de la funciéon de Busemann podemos escribir:

By, (0, pi) = By (0,710) = Be (7,10, 0). (9)
Observar ademéds que
Pk = T (hs, 10) — F(g—ton?) = q,
porque ;5@ es continua. Y como B,,¢(0, ) también es continua, se tiene que
B,.£(0,pr) —% Be(0,q) = —ton.

En la dltima expresion estoy usando también el hecho de que ;¢ tiende a § cuando k
tiende a co. Esto es porque hy, Yk (9) — g—ton(?) y la convergencia es en T1 M, esto significa
que también convergen los puntos base. Entonces

hi, 160(00) — g—ton¥(00).
Entonces en vista de (9) tenemos
Be(0,7,10) — ton,

y eligiendo el n suficientemente grande, ton > k, y por tanto, para k suficientemente grande
Bg(O,ylzl(O) también serd mayor que k, por lo que 7,;1(0) estd en el horodisco B.
Entonces, dado un horodisco cualquiera, encontramos un elemento de la I'-érbita de
0 que se mete en él, por lo que £ es un punto limite horociclico, contradiciendo nuestra
suposicion de que £ es un punto limite no horociclico.
O
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Demostracion. (Del Teorema 1.1) Supongamos que X C T'M es un conjunto minimal para
el flujo horociclico. Entonces, si tomo un elemento x € X, el horociclo por x debe ser denso
en X. De otro modo, la clausura de su érbita seria un minimal dentro de X que no es todo
X, contradiciendo que X es minimal. Si X es todo T'M, entonces todas las érbitas del
flujo horociclico serian densas, y como vimos, esto implicaria que todos los puntos limite
de OsoM son puntos limite horociclicos. Pero hemos visto que debe haber también puntos
limite no horociclicos. De modo que X debe ser un subconjunto propio de T'M. Ahora
considero un levantado de z, (z,v) € T'M, tal que 7,(c0) = £. Por el lema 5.12, si ¢ fuera
un punto limite horociclico, el horociclo por z deberfa ser denso en T' M, y no lo es porque
la clausura de su 6rbita por el flujo horociclico es X, que no es todo 7'M como vimos
recién. Entonces debe ser £ un punto limite no horociclico. Pero esto no puede ser porque
contradice la proposicion 5.17.

Es entonces absurdo suponer que existe un conjunto minimal para el flujo horociclico
en T'M, como queriamos ver. ]
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