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Resumen

Esta tesis esta dividida en tres partes, en la primera se presentan algunos resul-
tados referidos a la estimacion de conjuntos para el caso en que podemos discernir
si un punto de una muestra pertenece o no al conjunto. En particular estudiaremos
los casos en que el conjunto es el soporte de una densidad o un conjunto de nivel de
la misma. La segunda se centra en el calculo del contenido de Minkowski de su su-
perficie lateral; seran necesarias hipétesis de regularidad sobre el borde del conjunto.
La tercera parte se centra en el estudio del caso en el que no se puede determinar si
los puntos estan en el conjunto a estimar o no. Presentamos una generalizacion de [4].

Palabras Claves: Contenido de Minkowski, Estimacién no paramétrica. Conjunto
Q-CONVEXO.

Abstract

This thesis is divided in three parts. In the first one we present some results refe-
rred to set estimation in the case we can discern if a point from a sample point is in
the set or not. In particular, we will study the cases when the set is the support of a
density or a level set. The second one is focused in the calculation of the Minkowski’s
content of its lateral surface; there will be necessary some hypothesis of regularity
for the boundary of the set. Finally, the third part is centered in the study of the
case when it is not possible to determine if the point from a sample is in the set to
estimate or not. We present a generalization of the work of [4].

Keywords: Minkoski content, Non parametric estmation. a-convex set.
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Capitulo 1

Estimacion de conjuntos

1.1. Introduccién

El problema de estimar un conjunto S a partir de una cantidad finita de datos ha
sido tratado en diferentes trabajos. En computacién, por ejemplo, una construccién
eficiente de la envolvente convexa a partir de una cantidad finita de puntos tiene
importantes aplicaciones en procesamiento de imégenes y en analisis de clusters, en-
tre otras. Este primer capitulo introductorio pretende presentar algunos conceptos
elementales asi como posibles aplicaciones.

El término estimacion refiere al problema estadistico de estimar un conjunto des-
conocido S a partir de una muestra aleatoria de puntos X, = {Xj,...,X,,} cuya
distribucién esta relacionada con S, S podria ser por ejemplo el soporte de una medi-
da Px absolutamente continua, a partir de una muestra de ésta. Otro ejemplo tipico,
y que se mencionara en el presente trabajo con detalle mas adelante, es el caso en
que S es un conjunto de nivel de una densidad.

Es claro que para estimar un conjunto por otro, tenemos que tener una medida
de proximidad de conjuntos. En algunos casos nos interesara medir que tan proximos
estan los puntos de un conjunto a los de otro, en cuyo caso usaremos la distancia
de Hausdorff, que més adelante definiremos con precisién, y en otros la medida de
dichos puntos, en cuyo caso tener un punto muy lejos en el sentido de la distancia
Euclideana, medido con la medida de Lebesgue, no sera relevante.

1.2. Notacion y definiciones previas

De aqui en adelante, salvo que se especifique lo contrario, vamos a trabajar en
R?, usaremos la notacién usual (-, ) para el producto interno, y || - || para la norma
Euclideana. B(z,r) denotara la bola cerrada de centro en el punto x y radio r, y

B = B(0,1). Si A C R? entonces A°¢, A, A (0 int(A)), 0A y conv(A) denotan
complemento, clausura, interior, borde, y envolvente convexa de A, respectivamente.
Definimos diam(A) := sup, ,c 4 ||z — y|| el didmetro de A.
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1.2.1. Distancia de Hausdorff

Definicién 1.1. Sean A y C subconjuntos compactos, no vacios de R?. La distancia
de Hausdorff entre A y C' se define como:

dy(A,C) = max { supd(a,C'), supd(c, A)},
acA ceC

siendo

d(a,C) =inf {|la—¢| : c € C}.

El hecho de elegir subconjuntos compactos de RY nos asegura que dy es una
métrica, no obstante, si s6lo pedimos que sean acotados y no vacios, dy esta bien
definida. Por otro lado, si no le pedimos que sean cerrados, podria darse el caso en
que la distancia de Hausdorff sea 0 y que los conjuntos no sean iguales.

Definicién 1.2. Sea A un subconjunto compacto, no vacio, de R?. El entorno abierto

de radio € > 0 de A, que denotaremos é(A, ¢) se define como:

E(A,e) ={z eR?: d(z,A) < e},
andlogamente definimos

Definicién 1.3. Sea A un subconjunto compacto, no vacio, de R?. El entorno cerrado
de radio £ > 0 de A, que denotaremos B(A, ¢) se define como:

B(A,e) = {z e R? : d(z, A) < &}.
teniendo en cuenta estas definiciones podemos definir:

Definicién 1.4. Sean A y C subconjuntos compactos, no vacios de R?. La distancia
de Hausdorff entre A y C' se define como:

dg(A,C)=if{e>0: ACB(C,e) y CCB(Ae)}.

Definicién 1.5. Sean A y C subconjuntos de R?. La suma de Minkowski, @, se
define como

A@C:{a—l—c:aeA, CEC},

y la resta, ©, como
AoC={z:{z}®C C A}

Para A > 0 definimos
AC = {Ac:ceC},

por lo tanto E(A, e)=AdeB.

Es inmediato verificar que también es posible definir:

Definicién 1.6. Sean A y C subconjuntos compactos, no vacios de R?. La distancia
de Hausdorff entre A y C' se define como;

du(A,C)=mf{e¢>0:ACC®ecB y CCA®ecB).
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Observemos que si bien la proximidad en distancia de Hausdorff nos asegura la
proximidad de los puntos de los conjuntos, no implica que los conjuntos sean pa-
recidos en algun sentido, basta pensar en un circulo y puntos dentro, tomados con
distribucién uniforme, el circulo y el conjunto de puntos pueden estar muy proximos
en distancia de Hausdorff y no obstante su forma difiere enormemente. Este mismo
ejemplo nos permite ver que la distancia de Hausdorff tampoco garantiza proximidad
en el sentido de la medida de los conjuntos, ni tampoco de la longitud de su borde,
asi, por ejemplo, podemos tener conjuntos que distan lo mismo de otro dado, pero
cuyo borde tiene una longitud bien distinta.

En el presente trabajo utilizaremos reiteradamente un resultado cuya demostra-
cién no incluiremos, que puede encontrarse en [20]. Para enunciarlo necesitaremos
algunas definiciones previas.

Definicién 1.7. Definimos la funcién A — 1, (A), para A > 0
Ua(A) = (AS AB) @ AB,
Y_A\(A) = (A® AB) © A\B.

La funcién ¢ se llama granulometria de A.

Definicién 1.8. Decimos que un conjunto compacto A C R? pertenece al modelo
reqular de Serra si

A= (A®eB)cecB=(A©eB)®eB para algin € > 0.

Definicién 1.9. Decimos que un conjunto A C R? es r-convero (r > 0) si A = C,.(A),

siendo . .
o= N (Ban).
{ Ba,r):Bx,r)nA=0}

Definicién 1.10. Diremos que una bola de radio r > 0 rueda libremente por el
complemento de S si para todo z € 95 existe ¢ € R? verificando

x € Ble,r) C Se.

De forma andaloga se define el concepto de rodamiento libre dentro de S. Mas adelante
veremos algunas propiedades equivalentes a la de rodamiento libre.

Teorema 1.11. Sea S # 0 un subconjunto compacto de R? y ry > 0. Entonces son
equivalentes:

(1) UA(S) = S para \ € (=19, 70];

(i) S y S¢ son ro-convewos y int(S;) # 0 para cada componente conexa por caminos

Si C S,’

(i4) una bola de radio r rueda libremente dentro de cada componente conexa por
caminos de S y S¢ para todo 0 < r < ry;
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(iv) OS es una d-1 subvariedad de R? de clase C cuyo vector normal saliente n(s)
en s € 05 satisface la siguiente condicion de Lipschitz:

1
In(s) —n(t)|| < —|s—t|| paratodo s,t € dS.
To

Mas aiun, para algun ro > 0, las condiciones anteriores son equivalentes a

(v) S pertenece al modelo regular de Serra.

1.2.2. Distancia en Medida

Una segunda nocién de distancia entre conjuntos es la distancia en medida. Para
nuestros propésitos es suficiente considerar el espacio de medida (R?, B, i) donde B
denota la sigma dlgebra de Borel en R? y ;1 la medida de Lebesgue.

Definicién 1.12. Sean A y C' en B. La distancia en medida entre A y C' se define
como

4u(A,C) = p(ALC),

donde AAC denota la diferencia simétrica entre A y C', esto es
ANC = (A\C)U(C\ A).

Observacion 1.13. Esta nocion de distancia esta intimamente relacionada con la
distancia Li(p) entre funciones. De hecho, la distancia en medida es la distancia en
el espacio métrico Li(u) entre las funciones indicadoras de cada conjunto esto es:

d,(A,C) = [ [I4—Tc|dp.
Ra

Es facil ver que el hecho de que dos conjuntos estén préximos en distancia en
medida no implica que lo estén en distancia de Hausdorff y reciprocamente, que lo
estén en distancia de Hausdorff tampoco implica que lo estén en medida.

1.3. Estimacién de un soporte sin restricciones de forma

Cuando estamos ante un conjunto S del cual no sabemos nada respecto de su
forma debemos definir estimadores universales, que por lo tanto van a tener peores
velocidades de convergencia que cuando tenemos informacién adicional sobre el con-
junto. En (1980) Devroye y Wise,ver [9], propusieron un estimador muy intuitivo y
general. Dada una sucesion de vectores aletorios d-dimensionales, X, ..., X,,, inde-
pendientes y con distribucién comun Py, la cual tiene por soporte el conjunto S, se
define el estimador de S

S, = CJlB(Xi,sn).

Este estimador no es mas que una version suavizada de la muestra. Su sencillez
hace que su estructura geométrica, al contrario de otros estimadores més sofisticados,
sea muy facil de analizar (incluso en dimensién arbitraria). Mas adelante veremos que
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bajo algunas restricciones de forma es posible demostrar que 08, tiende en distancia
de Hausdorff a S y utilizaremos, en la seccion de anédlisis de cluster, el estimador S,
para aproximar el nimero de componentes conexas de S.

Devroye y Wise (1980) utilizaron este estimador para detectar el comportamiento
anormal de un sistema. Diremos que una observacién Z es anormal si Z ¢ S,.
La probabilidad de cometer un error con este mecanismo, es decir decidir que una
observacion no estd en S cuando realmente si lo estd o bien decidir que estd en S
cuando en realidad no lo ésta es

d, (S, 5,).

En el articulo citado se prueba, entre otras cosas, que el procedimiento anterior es
consistente en probabilidad

d,(S,5,) -0,

siempre que la restriccion a S de la medida de probabilidad, u, de la nueva observa-
cion Z, sea absolutamente continua respecto a la distribucion de probabilidad de la
muestra Py, y el parametro ¢, verifique

gn — 0 ne? — oo.

Este resultado nos asegura que, con caracter casi universal, el estimador de Devroye-
Wise es consistente en medida. Nétese que las condiciones sobre ¢, son andlogas a
las que se imponen al parametro h,, de un estimador tipo ntcleo de la densidad para
obtener resultados de consistencia en L. La consistencia del estimador de Devroye-
Wise en distancia de Hausdorff es trivial dada su similitud con la propia muestra,
bastaria tomar ¢, — 0 para que

dy (S, gn) —0 ecs.

para cualquier conjunto compacto no vacio de R

1.4. Estimacion de la frontera

Veamos ahora algunos resultados referentes a la estimacién de un conjunto parti-
cular, 05. Este conjunto es de interés en varias areas, por ejemplo en economia, en
el sector de andlisis de productividad, 95 es el gréifico de una cierta funcién g(x), y
representa la maxima produccién alcanzable por una empresa cuando el imput es x.
S es entonces el hipografo de g, por lo tanto podriamos evaluar la productividad de
una empresa con imput xo que produzca yo como g(zo) — Yo-

Una pregunta que surge de forma natural es si el estimador universal definido por
Devroye y Wise verifica que R

dp(0S,,08) — 0,

en probabilidad o c.s.. Es claro que el sélo hecho de pedir que €, — 0 no garantiza
esa convergencia ya que si g, tiende muy rdpido a 0, es de esperar que nuestro
estimador tenga muchos agujeros y no se verifique la convergencia antes mencionada.
En [6] se hallan las condiciones que tiene que cumplir ¢, y S para que sea cierta.
Las siguientes subsecciones seran resultados extraidos de ahi y de la tesis doctoral de
Alberto Rodriguez Casal [18].
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1.4.1. Una condicion necesaria

Antes de ver las condiciones suficientes para que se de la convergencia de las
fronteras para el estimador de Devroye y Wise, veamos una condiciéon necesaria. El
siguiente resultado se encuentra en [18].

Proposicién 1.14. Sea S C R? compacto. Sean X, Xo, ..., Xy, ... observaciones
independientes de una distribucion con soporte S. Sea S, el estimador de Devroye y
Wise. Supongamos que

dy (85, aén) 50, cs. (1.1)
Entonces
en — 0,

y, por lo tanto
dy <S, S'n> — 0, c.s.

Demostracion. Por reduccién al absurdo. Supongamos que el resultado no fuese cier-
to. En este caso, con probabilidad positiva, existiria € > 0, y una subsucesion de ¢,
que denotaremos por simplicidad ¢, tal que

en > €, Vn.
Ahora bien, para cualquier y,, € 9, se verifica que

min |y, — Xi|| =€, > €.
i=1,...,n
Sea,
Sp = PS(yn);
una proyeccién de ¥, sobre el conjunto S (podria no ser tinica). Claramente
e<ep= min [y, — Xi|| <[lyn —snll + min |ls, — Xi|. (1.2)
=1,...,n i=1,...,n

Loy

Como S es compacto, existird una subsucesiéon de {s,} convergente que (por simpli-
cidad en la notacién) seguiremos indexando en n. En este caso podemos escribir.

S, —> s €S,
Como
‘min ||s—X;|| =0, cs.,
=1,...,n
y
min s, — Xil| <|[sp — sl + min ||s — X,
i=1,..., i=1,...,n
entonces

‘min ||s, — X;|| =0, cs,
= n

=1,...

y por lo tanto, utilizando 1.2 obtenemos que, con probabilidad positiva, para n sufi-
cientemente grande, se verifica

£
I = sall = 5.
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en cuyo caso
€ € N €
B (yn, Z> C S = d(y, 05) = 7 = du (as, asn) =3
lo cual contradice 1.1.

Para demostrar que si €, — 0 casi seguro entonces, con probabilidad uno dg(S, S,)
converge a cero nbtese que se verifica

~

du (S, 8,) < méx {gn, dgr (R, S)}.

De la compacidad de S se sigue facilmente que dy(R,,,S) = 0 c.s.sieg, =0 c.s.
O]
1.4.2. Estimacion consistente de la frontera

Veamos una condicién suficiente y universal, es decir sin restricciones sobre S que
garantice la convergencia en distancia de Hausdorff, casi segura, de 95,, a 9S.

Teorema 1.15. Sea S C R? compacto. Sean X1, Xo, ..., Xy, ... observaciones de
una distribucion, Px, con soporte S. Sea S, el estimador de Devroye y Wise. Supon-
gamos que

(i) P (S C S, a partir de un cierto n) =1,

(ii) €, — 0, c.s.
Entonces

dy (08, aé*n) — 0, c.s.

Demostracion. Supongamos por absurdo que no se cumple la tesis, luego, tenemos
dos casos:

Caso 1. Con probabilidad positiva, existe un ¢ > 0 y una sucesién {yy, }, que denotare-
mos {y,} por simplicidad, y,, € S, y tal que

d(yn,0S) = yie%fs lyn —y|| > € para todo n. (1.3)

Es claro que y, ¢ dS v que y, ¢ int(S) (ya que int(S) C int(S,)), por lo tanto
Yn € S¢. Como y, € S, v X; € S c.s. entonces B(yn,e) NS # (). Esto, junto
con y, € S¢ implica (ya que B(yn,e,) es conexa) que B(y,,e,) NS # (). Luego
d(yn,0S) < e,, pero, como por hipétesis £, — 0 esto dltimo contradice 1.3.

Caso 2. Con probabilidad positiva existe ¢ > 0 y una subsucesién, que denotaremos {y, },
con y, € 0S tal que

d(yn, 8S,) = inf |y, —yl| > 2 para todo n.
yeISy

Como {y,} C 9S y 9S es compacto, existe una subsucesién convergente, (que
denotaremos {y,}), tal que y, — y € 9S. Por la desigualdad triangular, esto




Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

implica que, con probabilidad positiva se cumple que d(y, 8§n) > ¢ a partir de
un cierto n. Entonces:

B(y,e)NdS, =0 a partir de un cierto n, c.s.. (1.4)

Como los sucesos I, = {X}, € B(y, )} son independientes y P(I},) = Px (B(y,¢))
0, por el Lema de Borel-Cantelli tenemos que , con probabilidad 1 existe una
subsucesién X, € B(y,¢), por lo tanto B(y,e) NS, # 0. Como B(y,¢) es co-
nexa, por 1.4. tenemos que B(y,¢) C mt(gnk) Como y € 0S5 existe yy € S¢ tal
que |ly — yo|| < /2. Més aun, como S¢ es abierto, existe un r € (0,¢/2) tal que

~

B(yo,r) C S°y B(yo,r) C B(y,e) C int(Sy,). Para k suficientemente grande,

~

tal que e, < r implica que yo ¢ S, . Lo cual contradice que B(y,r) C int(Sy,).

En ambos casos llegamos a una contradiccién. Observemos que la hipétesis S C S,
so6lo se uso en 1. O

Observacion 1.16. FEs claro que en la prdctica el problema reside en elegir la su-
cesion de pardmetros {e,} que garanticen la condicion (i). La sucesion que verifica
esta condicion y que comete menor sobresuavizacion es, obviamente €2 = dy(R,, S),

siendo W, = {X1,..., X,.}.
1.4.3. Restricciones de forma

En esta seccién vamos a precisar las condiciones que se le deben pedir a S que nos
permita obtener el orden de convergencia de €2 de modo de tener un criterio para
elegir ¢,,.

Definicién 1.17. Se dice que un conjunto de Borel S C R? es estandar con respecto
a una medida de Borel pu si existe un A > 0 y § > 0 verificando

M(B(x,e) N S) > (ML(B(x,e)), Vres, 0<e<),
donde py, es la medida de Lebesgue d-dimensional.

Esta condicion evita que el conjunto S tenga picos infinitamente agudos, lo cual
intuitivamente produciria que en ése pico la probabilidad de tener un X de la muestra
sea muy baja, y se tienda a subestimar el borde. Se puede demostrar la siguiente
observacién

Observacién 1.18. Si S es un conjunto no vacio tal que S¢ es r-convero y S =
int(S). Entonces S es estandar con respecto a la medida pip, restringida a S.

Definicién 1.19. Diremos que un conjunto compacto S C R? es parcialmente ex-
pandible si existen constantes r > 0y C(S5) > 1 verificando

dy (08,0(S®eB)) < C(S)e, 0<e<r.

Si la condicion anterior se verifica para todo € > 0 diremos que el conjunto S es
expandible.

10
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Esta restriccion de forma impide que el conjunto S se enrosque sobre si mismo
infinitamente o que tenga entrantes demasiado agudos. Los conjuntos parcialmente
expandibles més regulares son aquellos para los cuales g = oo y C(S) = 1. Dichos
conjuntos son los conjuntos convexos.

Proposicién 1.20. S C R es parcialmente expandible con constante C(S) =1 si y
solo si para algin r > 0 una bola de radio r rueda libremente por el complemento de

S.

Demostracion. Probemos en primer lugar el siguiente resultado

x € B(e,r) C S¢

v oS } = d(z,0(S®eB)) <e, 0<e<r (1.5)

En efecto, sea
{y} = 0B(z,e) N[z, ],

donde [z, ¢] denota el segmento que une los puntos z y c. Se verifica
x € B(y,e) C B(e,r) C S°,

y por lo tanto, d(y,S) = e. Sea {y,} = 0B(z,&,) N [z,c], cone, »ecye <e, <7
Tendremos que
d(yn,S) =€n > ¢,

y, por lo tanto
Yn € (S ®eB)S,

y, como ¥y, — ¥y, obtenemos que y € (S @ eB)°. Entonces y € (S@eB) con ||z —y|| =
€.
Esto concluye la prueba de 1.5.

Ahora estamos en condiciones de probar la proposicion. En primer lugar, si una
bola de radio r > 0 rueda libremente por el complemento de S entonces, por 1.5,
tendremos que

Ve €95, d(z,0(S®eB)) <e, 0<e<r.

Asi

sup d(z,0(S ®eB)) <.
€S

Por lo tanto, si x € 9(S @ eB) entonces d(x, S) = ¢ y, en consecuencia,

sup d(z,0S) =e.
2€d(SeB)

Asi
dy (85, 6’(5@53)) = méx{ sup  d(z,0S5), sup d(a:, (S & 5B))} =g 0<e<r,

z€0(SPeB) x€0S

es decir, S es parcialmente expandible con constante C(S) = 1.
Reciprocamente si S es parcialmente expandible con constante C'(S) = 1 entonces
existe r > 0 tal que

dy(0S,0(S®eB)) <e, 0<e<r.

11
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Fijemos 0 < ry < r arbitrario. Si # € 9S se verifica que B(z,19) N (S @ roB) # 0.
Sea y € B(x,ry) NO(S & roB). Como d(y, S) = ry entonces

x € B(y,r) C S¢,

y, por lo tanto, una bola de radio rg rueda libremente por el complemento de S. [

1.4.4. Tasas de convergencia

Teorema 1.21. Sea S C RY un conjunto compacto, parcialmente expandible con
constante C(S) para algin r > 0. Sean X1,...,X,,... observaciones de una distri-
bucion con soporte S. Si la sucesion de estimadores

S, = QB(Xi,an)

verifica
(i) €, — 0, c.s.
(ii) P (S C S,, a partir de un cierto n) =1
Entonces, con probabilidad uno, existe ng, tal que, st n > ng
d(8S,08,) < C(S)en. (1.6)

Demostracion. Por las hipétesis (i) y (i7) se tiene que, con probabilidad uno, existe
ng tal que para n > ng R
Nn/C:AS - 5%, 0 <e, <T.

Recordemos que

dy(88,08,,) = méx{ sup d(z,0S), sup d(z, Sn)} .

z€dS), r€dS

A continuacién probaremos que, si n > ng, se verifica

sup d(z,0S) < e, (1.7)
€S,
sup d(z,dS,) < C(S)e, (1.8)
x€dS

En efecto, si x € 05, entonces, como B(z,e,) NS # 0, necesariamente
B(z,e,) NOS # 0,
ya que, en caso contrario tendriamos, por la conexién de B(x,¢e,), que
x € B(z,e,) Cint(S) C int(Sy).

Asi R
d(xz,05) <e,, Vzeds,,

12
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esto prueba 1.7.
Para probar 1.8 nétese que si para algun x € 0SS se verificase que

d(z,0S,) > C(S)e,

entonces, como z € S C S, = N, @ £, B, la conexién de B(x,C(S)e,) implicaria
que
B(z,C(S)e,) Cint(R, ®e,B) C int(S ®e,B),

y, por tanto, existiria algin x € 05 para el cual
d(z,0(S ®enB)) > C(S)en,

lo cual contradice la condicién de que el conjunto sea parcialmente expandible.
Tenemos entonces que

Ve € dS, d(xz,d5,) < C(S)e,,

lo cual prueba 1.8.
Teniendo en cuenta que C(S) > 1, las desigualdades 1.7 y 1.8 prueban el teorema.
[

El valor mas pequeno de €,, que garantiza S C S’n es, claramente, €' = dg(X,, S).
Un estudio del orden de convergencia de esta sucesion nos permitirfa, utilizando
el teorema anterior, determinar el orden de convergencia de dg(9S,05,). Esto es
precisamente lo que se hace en el siguiente teorema, bajo la hipétesis de que S es un
conjunto estandar.

Teorema 1.22. Sea X, Xs,... una sucesion de vectores aleatorios independientes
e idénticamente distribuidos en R? con distribucion comiin Px. Sea S el soporte de
Px. Supongamos que S es compacto y estandar con respecto a Px. Se verifica que

>‘lidH(Nn,S) < <i) c.s. (1.9)

5@@

lim sup (

n—o0 ogn

donde N,, = {X1, Xo, ..., X,,}, wq es el volumen de la bola unidad d-dimensional y &
es la constante de estandaridad.

Demostracion. Como, con probabilidad uno, 8,, C S, entonces

dg(R,,S) =sup min ||z — X;||, ecs.
zes ==1,...,n

Sea A > 0y Sa un conjunto (con cardinal N(A)) de centros del conjunto S
correspondientes a un cubrimiento minimal de S formado por bolas cerradas de radio
A. Es decir, estamos considerando una clase de conjuntos {B (s,A), se€SxCS }
verificando

Sc | B(s.A). (1.10)
SESA

Para x € S, sg € Sa arbitrarios

min o= X)) <l = X0 < o = soll + flso — Xl G=1....m

13
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Asi

n{un |z — Xl < ||z — soll + Hlnn llso — Xl < |l — so| +mgx n;un s — X;ll
j

yeees Tl

y, como x € S, por 1.10 tenemos que

min ||z — X;| <A+max mln ||s—X||
i=1 €Sa i=1,.

yeees Tl

Sea € > 0 arbitrario. De la desigualdad anterior se sigue que

P<Sup min HJ;—XH>£) <P(max min HS—X||>£—A>.

res i=1,...n s€Sa 1=1,...,n

Tomando A = (1 —v)e, 0 <wv <1, de tiene que

P(dg(R,,S) >¢) <P < IélaX rrlnn ls — X;|| > V5> (1.11)
s€ (1—-v)e i=1,..,n
Definamos los sucesos I ; = {Xi € B(s,ue)}, con s € Sy, % =1,...,n. Tenemos
que
P(max min ||3—X||>1/5>:P U ﬂ“
$€5(1-p)e =L SES, i=1
(1—-v)e
SR TR SN  CTAED il | (R
Ses(l v)e Ses(l—u)s i=1 SeS(l—l/)s i=1

Como S es un conjunto estdndar, para e suficientemente pequeno
P(I;) = P(XZ- € B(s, ue)) = PX(B(S, V€)) > &ud(l/e)d.
Asi

P( mAax mln ||8—X||>l/€>

SES(l 1/)5' yeees Tl

< Z (1 = dwa(re)!)" = N((1 — v)e) (1 — dwa(ve)®)".

SES(l v)e

Como N((1—v)e) < A((1 —v)e) ~ donde A es una constante que depende de la
dimension d y del didmetro del conjunto S, se tiene

P < max min [|s — X;|| > us) <A((1- y)e)_d(l — dwq(ve)h)".

SE€ES(1-v)e 1=1,.m

Aplicando la desigualdad (1 — z)" < e ™ para 0 < 2 < 1, obtenemos que, para &
suficientemente pequeno,

P( max mln |s — X;|| > yg) < A((l _ V)g)_de_n&ud(ye)d.

SGS(I I./)E‘ yeens Tl

14
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Utilizando 1.11, se tiene

d

P(du(R,, 8) > €) < A((1 = v)e) el (1.12)

=

Sea [ > <ﬁ> . Para n suficientemente grande

P (( i )d dg(N,, S) > l> <A((1- l/)l)fd1 n exp { — dwar'1?logn}

logn ogn
1—dwyv®
—dan
=A((1-v)l
(( V) ) logn

nl—dwdudld

Para que converja la serie Z —— es suficiente que 1 — dwyar?l? < —1, para lo
~ logn
cual basta tomar )
<v<l,
(&udld)
que es siempre posible, ya que, por hipotesis,
9\ 4
I>(— .
(&ud)
Por lo tanto )
n E
»p < ) dy(R,, 8) > 1] < o0,
~ logn

y, por el primer Lema de Borel-Cantelli

1 1

d 2 d

limsup< ) dgp(N,,9) <Il, cs., 1> (—) ,
n—oo  \l0gn Owq
lo cual concluye la demostracién del teorema. O]
Una consecuencia inmediata de éste teorema es el siguiente

Teorema 1.23. Sea X1, Xo,... una sucesion de vectores aleatorios independientes e

idénticamente distribuidos en R? con distribucion comiin Px. Sea S el soporte de Px.
Supongamos que S es un conjunto compacto parcialmente expandible con constante
C(S), para algin r > 0, y estandar con respecto a Px. Consideremos el estimador de
Devroye y Wise

n

Sn(En) = U B(Xia 5n)7

=1

5n=0(10g”) , C><i) .
n dwy

donde

15
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Entonces, con probabilidad uno, existe ng verificando
d(8S,05,) < C(S)en, n > ny,

dy (S, S’n) <é&,, n<ng.

1

Demostracion. Como C' > ( d, por 1.9, existira, con probabilidad uno, n; tal que

2
§wd

si n > nq, entonces

o m\ ¥
du(R,, 5) < C ( Og”) — e,

n

y por lo tanto R
S C S,

Como, evidentemente, £, — 0, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.21 y
concluir que, con probabilidad uno, existe un ng verificando

d(9S,05,) < C(S)en, 1> ny.

Finalmente, la desigualdad dy(S, Sn) < &, es trivial, ya que, S € S, y R, C S. O

Veamos ahora que este resultado no puede mejorarse usando el estimador de De-
vroye y Wise, esto es:

Teorema 1.24. Si d > 2 existen conjuntos en las condiciones del Teorema anterior,
tales que para cualquier sucesion de radios {e,}

o no\d ) 1\
lim inf (logn) dH(S,Sn)2<2de) , C.S.

n—oo

Demostracion. Para demostrar el teorema seran necesarios dos lemas

Lema 1.25. Sea S = [0,1]%. Si denotamos mediante S, el estimador de Devroye y

Wise asociado a una muestra Xq,...,X, € S entonces, para cualquier £, > 0
dy (S, 5'”) = max {en — Emin, Ay (N, S) —En}, (1.13)
donde
emin = 1yt 0l 1 — 2l

Demostracion. Distinguiremos tres situaciones

1 En S Emin-
Entonces
S, C S,

y, por lo tanto

A (S, Sn) = du(Rs, S) — £, = max {&, — Emin, A (R, S) — €5}

16
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Entonces .
S C Sy,

y por lo tanto, por tratarse de S = [0, 1]¢,
dH(S7 S’n) = &n — Emin = max {En — Emin, dH(Nna S) - gn}'

3 Emin < € <dg(R,,9).
Recordemos que

dy (S, 8,) = min {g >0:5C B(S,,2), S,C B(S, g>} .
Ahora bien

S CB(Sp,e)=8C (N, ®e,B)@eB =N, ® (¢, +¢)B
= dH(Nn,S) <epte=e>éy= dH(Nn,S) — En-

Ademés .
S C B(Sn, €0)-

Por otra parte, por tratarse de S = [0, 1]¢,

A

S, =N, ®e,BC B(S,e) =€>¢& =¢c, — Emin

Adems3s

N

S, C B(S,&y).

Por lo tanto
(S, Sp) = max{&o, &1} = max {&, — Emin, du (R, S) — £, }.

]

~

El lema anterior nos permite obtener el radio € que minimiza dg(S,S,), que en
este caso sera
8* _ dH<Nn7 S) — Emin
Asi, para cualquier ¢, > 0 se verifica
1n(5.5,) > 10w ) = Enin,
En el lema anterior los razonamientos no dependen de un modo crucial de que S =
[0, 1]%. De hecho, es sencillo demostrar, empleando técnicas similares a las utilizadas
en el lema anterior, que con probabilidad 1, para n suficientemente grande, es vélida
para cualquier conjunto S para el cual una bola de radio r > 0 ruede libremente por
el complemento de S.
A la vista de este resultado debemos analizar el orden de convergencia de €,
para conseguir acotar inferiormente dg (S, S, ). Eso es lo que se realiza en el siguiente
lema.

(1.14)
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Lema 1.26. Sean X1, Xs, ... observaciones independientes con distribucion uniforme
en S = [0,1]%. Entonces se verifica

n

lim sup nsmm < 3’ c.S.

n—oo 108

ogn

Demostracion. Sea € > 2_1(1' Para n suficientemente grande ¢

n
logn logn logn d
Emin > € =<N, C |e ,1—¢ )
n n n
Por lo tanto

dn
P ( " i > 5) —p (Emm > elog") - (1 - 2elog") < e — 2edlogn,
logn n n

< 5 y entonces

Como ¢ > 2—1d, entonces

ZP (Lemm > 5) < 00,
~ logn

y, entonces, aplicando el Lema de Borel-Cantell se sigue la tesis del lema O]

Veamos ahora la demostracién del teorema. Tomemos S = [0, 1]¢. Para demostrar
este teorema usaremos un resultado de Janson de 1987, relativo al radio maximo de
la bola contenida en S que no incluye ningun punto de la muestra. Formalmente, se
define como

A, =sup{r: dzcon B(z,r) C S\N,}.

De los resultados del citado articulo, se puede concluir que

i 1\
lim ( n ) A, = (—) ,  C.S. (1.15)
n—oo \ logn Wy

A partir de la definicién de A,, es facil comprobar que

di (R, S) > A, (1.16)

Teniendo en cuenta la ecuacién 1.14 se obtiene que, para cualquier &,

n a N 1 n a n a
> Z — i P . .
(10gn> dn (S, 5n) = 2 {(logn> An <logn> é?mm} (1.17)

Aplicando el Lema 1.26 y teniendo en cuenta que d > 2 se tiene que

1 d—1
] 1 T
n Emin = =R n Emin — 0, c.S.,
logn n logn

que implica, por 1.15 y 1.16, que

1
n d N 1/1\¢
im i > —
hgri)g)lf (logn) dn (8, 5n) = 2 <wd> ’

lo cual concluye la prueba. O]

[
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1.5. Estimacion plug-in de conjuntos de nivel

En la presente seccion abordaremos el tema de la estimacion de conjuntos de
nivel {f > c}. Veremos el enfoque propuesto por Rodriguez Casal en [18], en el
cual la funcién f no necesariamente es una densidad, y su dominio es un espacio
métrico cualquiera. Como alli se menciona, hay ejemplos de interés practico donde se
hace necesario ese enfoque. En la siguiente seccién veremos el trabajo de Cuevas y
Fraiman [7]. All{ también se proponen estimadores basados en niicleos y se estudian
las convergencias en distancia de Hausdorff y en medida, pero se hace el estudio del
caso particular en que ¢ = 0 es decir, del soporte propiamente dicho de la densidad.
Veamos ahora en detalle el primer enfoque propuesto por Rodriguez Casal.

1.5.1. Estimacion consistente de la frontera

En esta seccion se daran condiciones que permitan garantizar que

nll_{lolo dg (0{f > c},0{fn > c}) =0, cs., (1.18)

donde se supone que f y f, son funciones definidas en el mismo espacio métrico M,
y toman valores reales. Ademas, mientras que f es una funcién fija, desconocida, las
funciones f,, seran aleatorias y estaran definidas en el mismo espacio de probabilidad
(Q, A, P). Para que tenga sentido calcular la distancia de Hausdorff entre conjuntos
compactos debemos tener definida en M una métrica que denotaremos por p siendo
por tanto (M, p) un espacio métrico. Para poder establecer el resultado de conver-
gencia antes mencionado, debemos imponer la siguiente restriccion a los espacios
métricos considerados.

(M1) Existe ro > 0 tal que
Ve e M B(z,r)={y:pz,y) <r}, 0<r<r,

€s conexa.

Esta condicion es claro que se cumple en cualquier ejemplo de interés practico.

(f0) o{f = c} #0.

(f1) f no tiene zonas planas de nivel c¢. De forma precisa, para todo x € M, con
f(z) = ¢, existen sucesiones {u,} y {l,,} verificando

Uy, =z, flu,)>e¢, y L=z, f(l,) <ec

Esta condicién implica, en el caso de que f sea continua, que 0{f > ¢} = {f =
c}. Ademsds evita situaciones de maximos y minimos locales en el nivel ¢. Podria
darse el caso de que f, convergiera uniformemente a f y todas sus derivadas
también y no se verifique la convergencia en 1.18.

(f2) Existe ¢~ < c tal que el conjunto {f > ¢~} es compacto. Esta condicién, ademads
de garantizar la compacidad de {f > ¢} se impone para evitar situaciones de
asintotas horizontales en el valor c.
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Teorema 1.27. Se (M, p) un espacio métrico verificando (M1) y f : M — R, una
funcion continua verificando (f0), (f1), (f2). Sean

fo:M—R, n=12...

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (2, A, P).
Supongamos que, para cada n, con probabilidad uno, f, es continua, y ademds

|\ f = fullo = sup | f(x) — fulz)] = 0, cs.
zeM

Entonces

nh_}II;O dy(0{f = ¢}, 0{fn > c}) =0, cs.

Demostracion. Fijemos € > 0 arbitrario. Debemos demostrar que, con probabilidad
uno, existe ng tal que si n > ngy entonces

(i) o{f=c} C B(0{fu=c}e),
(i) O{f.>c} C B(o{f > c},e).
Veremos entonces que se cumplen las condiciones (7) y (it).

(i) Como O{f > ¢} es un subconjunto cerrado del conjunto compacto {f > ¢},
entonces también O{f > c} es un conjunto compacto. Asi existe

{o', ... 2™} C O{f > c},
tal que
o> B( —) 1.19
{fzcc L_J1 75 (1.19)
Ahora bien, la continuidad de f, implica que d{f > ¢} C {f = ¢}. Entonces,
por (f1), existen sucesiones {u} }, {li}x verificando

lﬁlg&uﬁle, ful) > ¢ klingol};::z:i, fliy<e, i=1,...,m.

Como u} — x" existe k} tal que si k > ki, se verifica

plup, ') <~ i=1,...,m. (1.20)

=1 M

Sea rt = p(us, i) > 0. Como limy_,,, i = 0 entonces existe kj tal que, si k > kb,
se verifica

0<ry<ry rp< i=1,...,m. (1.21)

€
Za
Ademas como
m fo(up) = f(ul) >¢, cs; lm f,(I}) = f(li) <c, cs.,
n—oo
se tiene que, con probabilidad uno, existe ni tal que, si n > n}, se verifica

fulup) > ¢, folll) <e, i=1,...,m. (1.22)
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Sea k' = méx{ki, ki}. Si n > ni, = n’ entonces por 1.22,
u' € Blu',r'YNn{f,>c}, '€ Bu',r")N{f. <c},
donde v’ = uj,, I' =1}, y v = rj,. Como k' > ki, por 1.21, r* < rg, y, por

lo tanto, segin (M1), B(u®,r%) es conexa. Asi B(u®,r*) N d{f, > ¢} # 0. Sea
2t e B(u',r") N d{f, > c}. Entonces, utilizando 1.20 y 1.21,
plat,zh) < plo ul) +p(ul 2) < 4 =50 ml

Sea ahora x € O{f > c}. Por 1.19 existird z* tal que p(z,z%) <
d(x,0{fn > c}) < p(z,2,) < plz, ") + p(a', 2}) <e, n>méx{n', ... ,n"}
Entonces
o{f >c} C B(o{fn>c}te), n>méx{n',...,n™},
lo cual concluirfa la prueba de (i).

Por reduccién al absurdo. Supongamos que no se verificase (ii) entonces, con
probabilidad positiva, existiria una subsucesion, que denotaremos por {x,}, ve-
rificando

T, € 0{fn >}, d(z,,0{f >¢}) >e.

Recordemos que, segin (f2), existe ¢~ < ¢, tal que el conjunto {f > ¢~} es
compacto. Sea a = ¢ — ¢~ > 0. Dado que

| f — falloo = sup | fu(z) — f(x)] = 0, ecs.
reM
Entonces, con probabilidad uno, para n suficientemente grande, se verifica
1f = falloo < o
Asi, para todo = € {f, > ¢}
¢ < fule) < f@)+a= fl@) 2c—a=c.

Entonces, con probabilidad uno, para n suficientemente grande, se verifica { f,, >
¢} C{f > ¢ }. Como, por hipétesis, {f > ¢~} es compacto, y z,, € {f, > ¢} C
{f > ¢}, entonces existird una subsucesién convergente, que por simplicidad
en la notacion seguiremos indicando con el indice n,

T, v e€d{f>c}
Ahora bien como, con probabilidad uno, f,, es continua,
z, € 0{fn >c} C{fn=c}.
Asi

[f(2) = ¢l = [f(2) = falen)] < 1F(2) = fln)] + [ (@) = fulzn)] <
[f (@) = )+ 1f = Fallo-
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Por lo tanto, por la continuidad de f y la convergencia uniforme casi segura de
fn a f, se tiene que

f(z) =c,
y, por (f1), z € d{f > ¢}. Con lo cual

d(zn,0{f > ¢}) < p(zn,z) — 0.

Pero, por hipétesis,

d<xn7 a{f > C}) > &,
obteniendo la contradiccion que buscabamos.
]

La convergencia uniforme en todo M puede necesitar, en algunos casos, condicio-
nes relativamente restrictivas sobre la funcién f. Por ejemplo, en el espacio euclideo
d-dimensional si f es una densidad uniformemente continua entonces existen estima-
dores f,, que convergen uniformemente de forma casi segura a f, véase por ejemplo,
Devroye y Penrod (1986). No obstante cuando la funcién no cumple esas condiciones
de regularidad se puede demostrar resultados analogos a los del teorema anterior,
restringiéndonos a un compacto K y pidiendo convergencia uniforme en K. Dichos
resultados que aqui omitiremos se pueden encontrar en la tesis doctoral de Rodriguez
Casal.

1.5.2. Consistencia en medida

Sean L(c) y Ly(c) los conjuntos de nivel poblacional y estimado respectivamente,
es decir,

Lc) =A{f=c}, (1.23)
Ly(c) ={fn=c}, (1.24)

que en los sucesivo, cuando no exista confusion, denotaremos por L y L, la pregunta
es entonces si d,(L,, L) — 0 en probabilidad o c.s. Antes de responder a esta pregun-
ta, vamos a definir un espacio de medida (M, §, i), ademds, para que la diferencia
simétrica LAL,, sea medible serd suficiente que tanto f como f, sean medibles. Pa-
rece claro que si deseamos que L, aproxime el conjunto L en medida entonces los
conjuntos construidos a partir de pequenas desviaciones de f del valor ¢ deberian
tener una medida pequena. Esto se garantiza con las condiciones

p({f=c}) =0, (1.25)

y, para algin g9 > 0
p({c—e < f <c+eo}) < oo (1.26)

Bajo estas condiciones serd suficiente que las funciones f,, converjan a f, de forma
casi segura, en algin L,(u) tal como se demuestra en el siguiente teorema.
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Teorema 1.28. Sea (M,F, 1) un espacio de medida y f : M — R, una funcién
medible verificando las condiciones 1.25, y 1.26. Sean

foM—R, n=12...,

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (2, A, P). Supon-
gamos que, para cada n, con probabilidad uno, f, es medible. Ademds supongamos
que, para algin 1 < p < oo

il €Lp() y IIf = fallh =0, cs.

Entonces
d,(L,L,) =0, cs.

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Para cada n € N definamos el conjunto
Ene = {o: |f(@) = fulw) <<},
Es claro que, con probabilidad uno, todos los conjuntos de las familias
{Ene, n=1,2,...}, {LAL,, n=1,2,...},
son medibles. En este caso

p(LAL,) = p(LAL, N Ey o) + p(LAL, N Ey, ).

Como
LAL,NE,.C{c—e<f<c+e},
entonces
p(LALy) < p({e—e < f <c+e}) +ulEr ). (1.27)
Se verifica que
lim w(E; ) =0, c.s. (1.28)
n— 00 ’

En efecto, si p = 0o, como
By ) >0 If = fallo >,
entonces, con probabilidad uno, existe ng tal que, si n > ng,
u(Ey ) = 0.

Sil<p<oo

W(ES,) = / g, dy < glp / F(2) — fo@)lPuldz) — 0, cs.

Esto concluye la prueba de 1.28. Por tanto por 1.27 y 1.28, obtenemos que, para
cualquier € > 0,

limsup u(LAL,) < p({c—e < f<c+e}), cs.

n—o0
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Finalmente, por 1.25 y 1.26,

lll%u({c—egf<c—l—€}) = 0.

con lo cual
lim p(LAL,) =0, c.s.
n—oo
que es lo que queriamos demostrar. O

Veamos un corolario para el caso en que f es una densidad.

Corolario 1.29. Sea (M,§, 1) un espacio de medida donde p es una medida o-
finita. Sea v una medida de probabilidad en (M,§) absolutamente continua respecto
a i donde f es su funcion de densidad respecto a i, esto es

V(A):/Afd,u, A€ES.

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y
fn:OQxM—=R, n=1,2,...

una sucesion de funciones tales que, para cada n, f, es una funcion medible en el
espacio de medida producto (2 x M, A x §, P x u). Supongamos que, para cada n
yw € Q, fulw, ) es una funcion de densidad con respecto a p, es decir, existe una
medida de probabilidad v,, en (M,§) verificando

v (A) = Afn(w,x)u(dx), Aeg.

Si
folz) = f(x), cs.(P),

salvo, a lo sumo, en un conjunto de medida p cero y se verifican las condiciones 1.59
y 1.59 entonces
d,(L,L,) =0, cs.(P).

Demostracion. El Teorema de Scheffé nos asegura que, para una sucesion de den-
sidades fija, es suficiente la convergencia puntual de dicha sucesion a una densidad
para garantizar la convergencia en L;. En el Teorema de Glick (véase, por ejemplo,
Devroye y Gyorfi 1985) se prueba que, para densidades con respecto a la medida de
Lebesgue en el espacio euclideo, la convergencia puntual casi segura es suficiente para
garantizar al convergencia en L; de forma casi segura. En este corolario lo que se hace
es aplicar esas ideas al contexto mas general.
Por hipoétesis, salvo un conjunto de medida u cero se verifica

P{w: fulw,z) = f(z)}) =0
Asi
/Q lway: @)~ Pdw) =0, c.s(p),
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y, por lo tanto
/ / Lwa): futwa)» sy P (dw)p(dr) = 0.
MJQ

Por el Teorema de Fubini

/ / Lwa): fatwa)er@yP(dw)p(de) = / / L) fu(w)»fayp(de) Pldw)
M JQ QJM
Asi

/M L) fu(wa)-rayi(de), c.s(P).

Entonces existe Q' C Q con P()') =1 para el cual si w € Q' se verifica

fn(w,:r;) - f(x)a C'S(,u>7
y, por el Lema de Scheffé

/M |f(z) = folw,x)|pu(dz) — 0.

Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el teorema anterior para el caso p = 1,
de donde se sigue el corolario. O]

1.5.3. Tasas de convergencia

Obtendremos, a partir de imponer condiciones sobre f, tasas de convergencia casi
segura para

du (0{f = c},0{fn > c}).

Estas tasas de convergencia seran del orden de
1f = fallo = sup |f(z) = fu(2)].
xeM

La condicién es

(T) Existe vy > 0y L > 0 tal que si |t — ¢| <~ entonces
dn({f =} Af = 1)) < Lt —cl.

Esta condicién implica, en particular, la condicién (f1). Asi, también en este caso,
cuando f es continua, tendremos que O{f > ¢} = {f = ¢}. Ademas es fcil ver que se
excluye la posibilidad de que f posea asintotas horizontales. Cuando {f = ¢} es claro
que, bajo (T), f verificard la condicién (f2). Cuando la funcién f verifica la condicién
(T) podremos calcular las tasas de convergencia de 0{ f, > ¢} como se demuestra en
el siguiente teorema.

Teorema 1.30. Sea (M, p) un espacio métrico verificando (M1) y
f:M—R,
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

una funcion verificando la condicion (T). Sean
foM—R, n=12...

funciones aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (2, A, P).
Supongamos que, para cada n, con probabilidad uno, f, es continua y ademds

If = Falleo = sup | fn(z) = ()] = 0, cs.

Entonces, si 0{f > ¢} # 0, se verifica
dH(a{fZC}va{fn ZC}) :O(Hf_fn||00>v C.S.

Demostracion. En primer lugar acotaremos

sup d(z,0L,(c)).
zed{f>c}

Sea x € {f > c}. Definamos ¢,, = 2||f — fulleo- Como, casi seguro, , — 0, se tiene
que, con probabilidad uno, existe ng (independiente de x) tal que, si n > ng, &, < 7.
En este caso, por la propiedad (T), existen u,, = us" y l,, = I verificando

flup) =c+en, plr,u,) < Ley;  f(ln) =c—en,  plx,l,) < Ley,.

No es restrictivo, para el propésito de acotar p(x, 0L, (c)), suponer que || f — f,||c > 0.
En este caso

Jalun) = f(un) + fu(un) = fun) = ¢+ en 4 fulun) = flun) > c+en = If = fullo
=c+ 2||f - fn”oo - ||f - anOO > C.
Anélogamente se prueba que f,(l,) < c. En virtud de (M1) y como, con probabi-

lidad uno ¢, — 0, podemos suponer que B(un, p(Uy, ln)) es conexa, en cuyo caso
existira z, € {f, > ¢} tal que z, € B(un, p(Un, ln)) y, por lo tanto,

D) < p(zmsttn) + platns) < platn, 1) + Pl 2) < platn, ) + ps 1) + pltt, )

Asi, sin > nyg,

sup  d(z,0Ly,(c)) < 6L||f — fulloo- (1.29)
z€d{f>c}

En segundo lugar acotaremos

sup d(z,0L(c)).

x€0Ly(c)
Sea x € 0{f, > c¢}. Como, con probabilidad uno, f, es continua entonces
folz) =¢, cs.,

y, por tanto,

[f(2) = ol = [f(x) = fu(@)| < [If = Fulloo, 5.
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Recordemos que, si n > ng, se verifica €, < 7. Entonces, por (T),
A(,0L(0)) < LIf(x) = | < LIf — fuller 1> no.

Asi, sin > ng,
sup d(z,0L(x)) < LIS = fulloe (1.30)

€Ly (c)
Utilizando 1.29 y 1.30 obtenemos

dy (0{f = ¢}, 0{fu = c}) = O(If = fullw). e,

que es lo que queriamos demostrar. O

1.6. Estimacion plug-in del soporte de una densidad

En las secciones anteriores estudiamos la estimacién de conjuntos de nivel {f > ¢}
donde ¢ era un numero real cualquiera. El objetivo de esta seccién es presentar los
resultados de Cuevas y Fraiman, ver [5], en dicho trabajo se propone estimar {f > 0}
por { fn > a,} siendo fn un estimador de f y a,, una sucesion de nimeros reales, y
hacer tener v, a 0. Para la consistencia en medida del estimador no serd necesario que
fn sea un estimador basado en nucleos. Si lo serd para la convergencia en distancia
de Hausdorff como veremos en las siguientes secciones.

1.6.1. Consistencia en Medida

Los resultados de esta seccién, referentes a la consistencia en medida del estimador,
seran universales, significando esto que no seran necesarias hipétesis sobre S, excepto
algunas muy elementales para evitar casos patolégicos. A f y f, le pediremos las
siguientes hipdtesis:

(S1) Si Ey = {x € S : f(x) = 0} entonces la medida de Lebesgue pr(Fy) = 0. Esta
hipdtesis es solamente para evitar casos patologicos, ejemplo de esto seria el caso
en que tuviéramos un A € [0, 1] abierto y denso en [0, 1] tal que 0 < pr(A4) < 1.
Si tomaramos f la densidad de una variable con distribucién uniforme en A y
nula en A€ entonces el soporte de f seria todo el intervalo [0,1] y u(Ep) > 0.

(R1) o' [|fo— fl = 0 c.s. (resp., en probabilidad).
(R2) py [ |fn — f] = 0 en probabilidad, donde p,, es una sucesién tal que
Pn— 00 Y ppana, — 0  donde a, =pur({f <2a,}NS9).

Veamos ahora una definicién que nos permitira clasificar las densidades segin la
velocidad en que decrecen a 0. Mas precisamente:

Definicién 1.31. Sea f una densidad en RY con soporte compacto S, y v > 0.

Denotemos f*(t) = pr({f <t} N S). Decimos que f tiene orden «y de decaimiento si
f*(t) tiene el mismo orden (cuando ¢t — 07) que t7, esto es,

*(t *(t

0< h'minff—() < lim sup I

t—0+ t’y t—0+ 2

:C7
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para alguna constante c.

Denotaremos como ., (S) el espacio de las densidades con soporte S y orden de
decaimiento . Denotemos:

Fo(S)={f: f*(t) =0(") cuando t— 0", para todo y > 0}.

Teorema 1.32. Sea f una densidad en R? con soporte compacto S. Dada una su-

cesion { fn}n>1 de estimadores de densidad, definimos una sucesion de estimadores
Sp =A{fn > an}, donde o, — 0.

(a) Si se verifican (S1)y (R1), entonces d,(S,,S) — 0 c.s. (resp, en probabilidad).
(b) St se verifica (R2), entonces B,d,(S,,S) — 0, en probabilidad, donde
1

Bn = an t () (1.31)

(¢c) Supongamos que f € 7,(S) y que (R2) se verifica con p, = n” (p > 0), tomemos
a, =n"% donde 0 < a<pyp—a<ay. Entonces

n’~d, (S, S) = 0 en probabilidad.
Si f € .75(8), entonces la estimacion de S tiene orden n® para 3 < p.

Demostracidn. Definamos A, = {z : |f.(z) — f(z)] > a,}. Considerando una
particiéon adecuada de S,AS y tomando en cuenta que ur(S, NS N AY) =0y
SeNSNAS C{f <2a,} NS, obtenemos que

dy(Sn, §) < pp(An) + pr(S; NS 0AL) < pp(An) + an.

De (S1) a, 4 0, ya que {f < 2a,} NS | Ep. Sabemos también que pr(A4,) — 0,a.s. :
esto se sigue inmediatamente de (R1), ya que

ot [ 1= 12 man +ait [ 18- 11

A

c
n

Esto concluye la prueba de la parte (a). Para demostrar (b), observemos que para
todo 6 > 0 y n suficientemente grande

P(3ud(50:5) > 8) < P (i) + o> 3 ) <P (o [1-11>1)),

donde hemos usado que 6/, — a,, es positiva para n suficientemente grande, que se
sigue de que p,a,a, — 0. Luego, de (R2) se sigue la convergencia a 0 de la tltima
expresion de la desigualdad anterior.

La parte c) se sigue de 1.31, ya que a,, = n~%, la hipétesis f € .7, (S) implica que
la sucesion a,, es de orden n®? y, por lo tanto, (3, es de orden n’~“. O

Observacion 1.33. Es claro que la sucesion a, en (R2) depende de la forma en que
f decrece a 0. f(x) > a > 0 para todo x y a, = 0 a partir de cierto n, serd el mejor
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caso a la hora de estimar S. En general cuanto mas lento decrezca a, a0 peor serd el
orden de convergencia [3, que se puede obtener de acuerdo al teorema anterior. Esto es
intuitivo st pensamos que a,, decrecerd lento a 0 cuando f tenga zonas de medida muy
grande segin py pero de probabilidad muy baja. Observemos, respecto a la parte (c),
que, si bien al tener B = n~% es claro que el orden mejorara cuanto mas pequeno sea
a, la cota ay va en la direccion opuesta. Por lo tanto es también de esperar que en el
caso en que f € L (S) vamos a poder estimar el soporte a un orden arbitrariamente
cerca de nP.

6rdenes de convergencia para la distancia en medida

En esta subseccién vamos a presentar un resultado referente a la velocidad de
convergencia en medida, del estimador propuesto. Para eso serd necesario imponer
restricciones de forma a S. Consideremos S" = S @ hB, y la funcién A(S,h) =
pr(S") — pr(S). Esta funcién nos da alguna idea de la forma de 0S5, cuanto mas
simple sea, mas pequena serd A(S, h). En el caso en que S es una unién de conjuntos
convexos se demuestra que A(S,h) = O(h) (ver [3]). Para esta seccién f, serdn
estimadores de tipo nicleo de la forma.

s 1 < D AN R
fn_nhn;K( - ):ﬁ;m(x—xj),

donde h = h,,, K es la funcién nicleo y Kj, = (1/h%) K (t/h).
Vamos a pedir la siguiente condicion sobre el nicleo K:

(K) cilpor)(t) < K(t) < calpor,)(t) siendo ¢; y ca constantes positivas y 0 < r; <
r9. Donde 4 denota la funcién indicatriz del conjunto A.

Notacién: Denotemos, para € > 0, R(S,¢) el nimero minimo de bolas de radio ¢,
centradas en puntos de S, necesarias para cubrir S.

Teorema 1.34. Sea S, = {fn > v, }, donde fn es un estimador basado en nicleos,
cuyo nicleo K wverifica (K1). Supongamos que existe a > 0 tal que f > a >0 en S,
supongamos ademds que S es estandar, recordemos que, esto significa que para todo
A >0, existe 6 € (0,1) tal que

pr(B(z,e)NS) > opy(B(z,e)) VzeS, 0<e<A (1.32)
Entonces
E(d,(Sn,S)) < eshR(S,r1h,/2) exp(—cmhl) + A(S, r2hy),

a partir de cierto n, donde c3 y ¢4 son constantes positivas. Como una consecuencia
directa, si asumimos que A(S, hy,) = O(h,) cuando h, tiende a 0, tenemos que

E(du(Sn, S)) = O(exp(—canh®) + hy,).

Por lo tanto si se elige h,, adecuadamente, se puede obtener un orden de tipo E(du(Sn, S)) =
O(n=®) con 0 < s < 1/d.
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Demostracion. Tenemos que

ui(Sas8) = p({fo > an, f = 0}) +pr({f > 0. fu < an}).  (1.33)
Por (K1), si x € (57)¢, entonces f,(z) = 0 c.s. Por lo tanto
ML({fn > ap, f=0}) < pr(S™') = pn(S) = A(S;rohy)  c.s. (1.34)

Para acotar el segundo término de 1.33 consideremos un cubrimiento minimal de
S con bolas B(Z;,mh,/2), Z; € S,7 = 1,...,R(S;r1h,/2). Denotemos B; :=
B(Z;,m1h,/2) y R := R(S,m1h,/2). Entonces

un(S NS < ((UB)HSC> giﬂL(Bjmsg). (1.35)

1 & o,
A”J = {nhd ZHB](X2> > E} .
n =1

Obsérvese que siw € A, ;, entonces B;NSE(w) = (), para ver esto sea t € Bj, entonces

1 < t— X, 1 <&
" - L5t (X
nhg‘ i=1 ( b, ) a nh% ;cl B(t, 1hn)( )

) Xl € B(t,?“lhn)}

Sea

C1 .
> n—hg#{’l : Xz S B]} > Q.
Luego, anotando A\ = uy, (B(O7 1)), tenemos que
R R o\
j=1 j=1
R
Zml ( ) P(AS).

Lo que haremos ahora serd acotar P(Aj ) Si 0 es la constante de estandaridad,
tomamos A > sup,, r1h,/2;y f>a>0en S tenemos que

rihy, d
Pjin = P; = E(HBJ(Xz)) = P(XZ € Bj) > ad ( 12 > )\1 = Glhi,

de donde p;/2 — a,hl/c; > a1hl /2 — a,he /ey, luego, ya que oy, — 0y a; > 0, existe
ng tal que p;/2 — a,,hd/c; > 0, para todo n > ng y

P(AS,) = P <Z (p; — I, (X,)) > np; — ”hgo‘">

c
i=1 1

<P (Z (pj - HB].(XZ»)) > %) para n suficientemente grande.
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Si usamos una desigualdad de tipo Bernstein, obtenemos que

. 3np;
P(A; ;) < 2exp (— 53 ) : (1.36)
Entonces, si p; > a;h?, de 1.36 y 1.34, anotando c3 = 2A\7{27¢, ¢4 = 3a, /28 se sigue
la tesis. O

1.6.2. Consistencia en distancia de Hausdorff

En esta seccién veremos resultados referentes a la consistencia en distancia de
Hausdorff del estimador propuesto anteriormente, para el caso en que f, es de tipo
nucleo. Seran necesarias las siguientes hipétesis sobre el ntcleo.

(K2) K es una densidad acotada, uniformemente Lipschitz en R, tal que ||t||?K (¢) es
acotado y existen constantes positivas ci,r; tal que
cillpom)(u) < K(u), (1.37)
donde I 4 denota la funcién indicatriz del conjunto A.

(K3) K(u) es una funcién decreciente de ||u|| tal que ||u|*** K (u) — 0 cuando ||ju| —
0.

(H1) h, — 0y nhd/logn — oo, cuando n — oo.

Usaremos también la hipdtesis de que K tiene soporte compacto, significando
esto que es 0 fuera de un conjunto compacto.

Teorema 1.35. Supongamos que el soporte S es compacto y estdndar, y que f es
acotada y existe a > 0 tal que f > a > 0 en S. Si suponemos (K2),(K3) y (H1),
entonces

Bndp (S, S) =0 c.s. (1.38)
para toda sucesion B, — oo tal que Byh, — 0 y {84 h,/a,} es acotada. Esta con-
clusion también se cumple si (K3) se remplaza por la hipdtesis de que K tiene soporte
compacto. En este caso la hipdtesis de que {34 h,/a,} sea acotada no es necesaria
y se obtiene cualquier orden 3, de tipo 0((n/ log n)l/d) tomando h,, adecuadamente.

Demostracion. Veamos que

Jag tal que ing fu(z) > ag a partir de un cierto n c.s. (1.39)
TE

Usando que S es estdandar , que f > a > 0 en Sy (K2), tenemos que, para todo
r€Syh, <ry,

E(fu(2)) :/Khx—t dt>a/Kh:B—t

X c1a
ZC /hd]I B(0,r1) (h—n> dt> hd 5/I,L( (ZL‘ﬂ“lhn))
c1a
- }id Spr (B(0,1))r{hg == 2aq > 0.
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Luego 1.39 se sigue si demostramos

sup | fo(z) — E(fn(:p))) — 0 c.s., cuando n — oo.

La demostracion de éste resultado, bajo la hipdtesis (H1) y (K2) puede encontrarse
en Prakasa Rao [(1983), paginas 185-187], ver [17].

Para demostrar 1.38, sea € > 0, veremos que S, C S/%n ¢.s. a partir de un cierto n.
Para ver esto, observemos que para todo = # 0,

d+1 d+1
LK xr € _ B hnK r € € ‘
i NIzl Buhn ettt 2]l Butn ) \ Bohn

Dado que B,h, — 0, {341h, /a,,} es acotado, y (K3) tenemos que

r €
]| Br

Notese que, si K tiene soporte compacto, 1.40 se verifica, sin necesidad de pedir que
{B3h, /a,} sea acotado. Siz € Sy n > ny, 1.40 y la hipétesis de que K es una
funcién decreciente de ||z|| implica que existe X; (€ S c.s.) tal que

Ve >0 dng: Kh( )<&n Vn>ny, Vr#0 (1.40)

€
Bn’
lo cual implica que S,, C S¢/P»  ¢.s. para n > n,. Por otro lado, como a,, — 0, y 1.39

implica que S C S, y por supuesto S C SE/Pn
Obtenemos entonces que

Kz —Xj;) > o, v |lz—=Xj| <

, para n suficientemente grande, c.s..

S C Sf/’g" y S, C S/P a partir de un cierto ne.s.,e > 0

Observemos que se puede obtener cualquier orden f3,, de tipo o(n/ log n)é tomando
hy = o(87Y) v o(hy) = (logn/n)a. Se puede demostrar, ver [7], que el resultado
anterior no puede mejorarse, la demostracion es similar a la del Lema 1.26. O

1.7. Estimacion de conjuntos a-convexos

En esta seccién veremos algunos resultados referentes a la estimacion de conjuntos
a-convexos, resultados que se encuentran en [19]. Como se dijo, esta hipé6tesis es una
generalizacion intuitiva de la idea de convexidad, y es equivalente a pedir que ruede
libremente una bola por el complemento del conjunto. Si bien la hipdtesis es menos
restrictiva que la convexidad, se obtienen los mismos érdenes de convergencia.

1.7.1. El estimador

Si observamos las equivalencias del teorema 1.11 es natural estimar el soporte S
de una distribucion Px a partir de una muestra 8, = {X4,..., X, ara el caso en
) ) )
que S es a-convexo, por su capsula a-convexa:

o

Cu(R,) = (R, @aB)eaB. (1.41)
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Observemos que para el caso en que S es a-convexo se cumple que C,(R,) C S.
Implicitamente estamos suponiendo que el valor de a es conocido pero ésto no es
problema, ya que si S es a-convexo, es A-convexo para todo A < a. De modo que para
el caso en que « es desconocido podemos tomar «,, — 0y considerar C,, (X,). Este
caso sera estudiado mads adelante. Andlogamente a lo que pasaba con el estimador de
Devroye y Wise, es de esperarse que «,, deba decrecer a 0 pero no demasiado rapido.
Veamos ahora algunos resultados respecto de la consistencia del estimador.

Teorema 1.36. Sea X1, Xo,... una sucesion de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en RY con distribucion comiin Px y soporte S. Supongamos
que S es compacto y estandar respecto de Px. Sea S,, un estimador de S, tal que para
n suficientemente grande

N, CS,CS,

entonces, con probabilidad uno

dy(S,8,) = O ((loi”)l/d> .

Demostracion. Por hipétesis, para n suficientemente grande R,, C S, c S y por lo
tanto dg(S,S,) < duy(X,,S), luego, el teorema es una consecuencia inmediata del
Teorema 1.22. ]

Corolario 1.37. Como corolario inmediato obtenemos que, bajo las hipdtesis del
teorema anterior dy (S, C(R,)) = O((log /n)"/4).

Si ademas pedimos que S esté en las hipétesis del Teorema 1.11 el resultado ante-
rior se puede mejorar:

Teorema 1.38. Sea X1, Xo,... una sucesion de vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos en R con distribucidn comun Px absolutamente continua
respecto de la medida de Lebesgue, pr, sea f la densidad de Px y S su soporte.
Supongamos que [ estd en las hipotesis del teorema 1.11. Supongamos ademds que
existe a > 0 tal que f > a >0 en S, entonces, con probabilidad 1

4 (S.C,(N,)) = O ((10gn)2/<d+1>> |

n

Los mismos ordenes se verifican para dg (85, 8Cr(Nn)) yd, (S, Cr(Nn)).

Demostracion. La demostracién sera consecuencia de 2 proposiciones, veamos la pri-
mera.

Proposicion 1.39. Sea S un conjunto en las hipotesis del Teorema 1.11, sea €, — 0
tal que
P(@S C B(Z,,2¢,), a partir de un cierto n) =1,

donde Z,, = {XZ- €N, :d(X;,05) < 53}. Entonces, con probabilidad uno, dy (S, C’T(Nn)),
dp (05,0C,(R,)) y d. (S, Cr(R,)) son de orden 2.
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Demostracion. La demostracion de esta proposicion se basa en 3 lemas, el primero
de ellos es muy 1til desde el punto de vista geométrico.

Lema 1.40. Sea S un conjunto en las hipdtesis del Teorema 1.11. Sea y € S¢, tal que
d(y,S) =r—24, para algin 0 < § <r. Siz € S verifica d(x,05) <6/2 y ||lx—y| >,
entonces, la proyeccion s, de y sobre S, verifica que

o= sl = /2.
2

Demostracion. Sea n el vector normal saliente de S en el punto s € 95, es facil ver
que
y=s+ (7’ - 6)777

y
B(t,s) C S cont=s—rn.

Observemos que, por las hipdtesis sobre x

< =yl = = s — (= 8l = [ — s = 20— ) — 5. + (7 — )
6 2
(r=3) = llo—tl? = lo— sl = o= o+ 20l s + 7

La segunda desigualdad se sigue de que d(x,0S) < §/2 y B(t,r) C S. Estas dos
ultimas desigualdades pueden rescribirse como

lz = s]1* = 2(r — 8)(x — s,m) > 2rd — &,
2
|z — || +2r{z —s,0) > — 7+ %

Si multiplicamos la primera desigualdad por r, la segunda por r — § las sumamos, y
dividimos todo por 2r — ¢ obtenemos que
2r20 —r6® —r(r —0)0 + (r —0)6% /4 r?5+ (r —0)6%/4 S 7o

2
_ > )
|z —s||* > m—_4 2r — 4§ - 2

lo que concluye la demostracion del lema. O]

Veamos ahora otro lema, que surge como una aplicacion del anterior, y que también
tiene una interpretacién geométrica clara y es de importancia en la demostracién del
Teorema. Intuitivamente nos da una cota para la distancia que puede meterse dentro
del conjunto, una bola centrada en el exterior, sin intersecar puntos de la muestra.

Lema 1.41. Sea 0S C B(Z,,2¢,). Siy € S° cumple que d(y,S) = r — & con
méx(2,8/r)e2 < § < r entonces

Bly,r) N R, £ 0.
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Demostracion. Sea s la proyeccién de y sobre S. La hipdtesis 05 C B(Z,, 2¢,,) implica
que existe X; € Z, tal que || X; — s|| < 2e,. Recordemos que d(X;,d5) < &2 < §/2.
Por lo tanto si || X; —y|| > r, por el Lema anterior, tenemos que

Y
1 = sl = /5 = 20,

lo cual es absurdo. Por lo tanto hemos probado que ||X; — || < r lo cual concluye la
prueba. O

El siguiente lema nos da una cota inferior para C,.(X,).

Lema 1.42. Supongamos que 0S C B(Z,,2¢,) y dg(R,,,S) < r. Entonces
S© (L2B) C C.(R,), L >max(2,8/r).

Demostracién. Supongamos que existe © € S © (L& B) que no pertenezca a C,.(R,,).

En este caso, existe un y € 5S¢ tal que l%(y,r) nR, =0y eé(y,r). Por el Lema
1.41, sabemos que d(y, S) > r —méx(2,8/r)e2. Sea z € [z, y|NIS donde [z, y] denota
el segmento entre los puntos z e y.

Tenemos que

lz — 2]l > Ley,

lz —y|| > r — méx(2,8/r)e2,
lo cual es absurdo ya que
r> |z —yll =z -z + |z =yl > r —mdx(2,8/r)e} + Le, > .
Por lo tanto, todo x € S © (Le2 B) estd en C,.(X,,). O

Veamos ahora la demostracién de la proposicion. Por el Lema 1.42 tenemos que,
con probabilidad 1, para n suficientemente grande

Se LB CC.(R,)CS, L>mix(2,8/r). (1.42)
Por el Teorema 1.11, el conjunto S cumple, (¢ < r) la condicién
S=(SeeB)®eB. (1.43)

Si Le2 <r
S=(SoLB)® Le2B C C.(X,) ® Le2B.

Luego, dado que S es r-convexo, C,.(X,,) C S,y
dy (S, Cr(R,)) < Le.
La distancia en medida puede acotarse de forma similar. De 1.43 tenemos que
H(Co(R)AS) < {8\ (S & Le2B)).

Como p(S)—pu(SeeB) = O(e), (ver Ec. (6), en [21]), obtenemos que p(C,(R,)AS) =
O(e?). Las cotas para los bordes se siguen de 1.42 y 1.43. O
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

Proposicion 1.43. Para ¢ > 0 suficientemente grande.

P(9S C B(Zy,2e,), a partir de un cierto n) = 1, (1.44)

donde €, = (clogn/n)ﬁ y Zy ={X; €N, :d(X;,05) <e2}.
Demostracion. Se puede demostrar (ver [11]) que
P(0S & B(Zn,2e,)) < D(S,e0)II(S, Zy,en), € >0,

donde D(S,e) = max{#F : F C 05, |z —y| > ¢, parax, y € F, diferentes} y
I1(S, Zn,€) = sup,egs P(B(s,€) N Z, = 0) donde #F denota el cardinal del conjunto
F. Es facil demostrar que D(S,¢) es de orden e~¢. Luego para ver 1.44 es suficiente
demostrar que

Ze;dH(S, Zny€n) < 00 (1.45)

n=1

Para cada s € 05 tenemos que

P(B(s,e,)NZ,=0) =P <ﬁ {Xi ¢ B(0S,€2) N B<375n)})

= (1= Px(BOS,2) N B(s,2.))
< exp ( —nPx (3(657 5721) N B(375n))>7

la ltima igualdad sale de usar que (1 — x)" < exp(—nz), para 0 < x < 1. Por lo
tanto como f es acotada por abajo en S, tenemos que si

(SN B(S,e*) N B(s,e)) > as™!, Ve e[0,8], Vseas,
para algunas constantes «, 8 > 0, se seguiria inmediatamente 1.45, y por lo tanto
también 1.44. Queda entonces demostrar esto ultimo.
Lema 1.44. Sea S un conjunto en las hipotesis del Teorema 1.11. Entonces, existen
constantes a, B > 0 tal que

(SN B(8S,e*) N B(s,e)) > as™™', Vee[0,8], VsedS.

)N B (8 —rn(s),T)
} y n(s) es el vector
0 que depende s6lo

Demostracion. Sea s € 0S. Para 0 < h < r definimos C( ) R(h
donde R(h) es el rectdngulo {x € R* : —h < (x — s,1(s)) <
normal saliente de S en s. Veremos que existe una constante A >
de d y r, tal que, para h suficientemente pequeno

p(C(h)) > AR/, (1.46)

Probaremos también que, si h. = min{e?/2,¢%/2r} = A’e? es menor que r, (es decir
£ < y/r/A") entonces
C(h.) C B(s,e) N SN B(3S,&?). (1.47)
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La demostracion del Lema es entonces una consecuencia inmediata de 1.46 y 1.47, ya
que, en este caso, para ¢ suficientemente pequeno tenemos que

1(B(s,e) N SN B(0S,€%) > p(C(he)) > A2 = A(A) D24 = qedtl,
Para demostrar 1.46, observemos que existe T que transforma C(h) en el conjunto
Co(h) =T(C(h)) ={z=(z1,...,24) ER?: 0<aqg<h}NB(—(r—h)eq,r),

donde eq = (0,0,...,1)T. Por la invarianza de la medida de Lebesgue bajo rotaciones
y traslaciones, tenemos que i (C(h)) = p(Co(h)).

Es claro que 1.46 vale para el caso d = 1. Para demostrarlo para d > 2 sea,
(O < l < h), Co(h, l) = {iL‘ = (.lel, ce ,$d,1,l) S Rd T e Co(h)}

h
(@) = [ nacs (et )

donde pi4—1 denota la medida de Lebesgue (d — 1)-dimensional. Obsérvese que Cy(h, ()
es una esfera d — 1-dimensional, cuyo radio (1) satisface la ecuacién

r(l)=/r2—(r—h+0)2=/2r(h—1)— (h—1)2.

Luego

" h Qg qrdt
1(Co(h)) = Wdl/ r(D)tdl > wdlrdl/ j@-D/2g) — ZHZ /2
0 0 d+1

donde wy_1 es el volumen de la bola d — 1-dimensional. Esto concluye la prueba de
1.46. Solo resta demostrar 1.47. Para z € C(e%/2) tenemos que

2 2
d(z,08) < d(x, Bls +rn(s),1)) < 2e = P, (0)]| = 2@ = 5,0(s))| £ — =,
donde Py, (z) es la proyeccién de z sobre Hy = {z : (z — s,n(s)) = 0}.Obsérvese
que H, no es otra cosa que el plano tangente a 0S en s. La primera desigualdad se

sigue de que B (s+rn(s),r) C S¢ (ver 1.40). Tenemos que

2
C (%) C SN B(S,£2). (1.48)
Por lo tanto, para demostrar 1.47 basta con demostrar que
2
C (5) C B(s,e). (1.49)

Siz € C(%/(2r)) entonces z € B(s —rn(s),r) y

rt > o= (s=m(s)|I* = llz — s+ P, (2) — P, (z) +rn(s)|*
= || P, () = 5||* + [lx = Pu, (@) +rn(s) | = || Pa, (@) = s[” + (r + (@ = 5,m(s)))".
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

Como (x—s,7n(s)) > —?/(2r) > —r, tenemos que (r—l—(m—s,n(s)))Q > (7’—52/(27’))2
y, por lo tanto

| P (x)—s||2<r2— r—€—2 :
Hs = or )

Luego

lz = slI* = llz = Pr,(2) + P, (2) = s]* = | Pr, () = s]|” + (z — 5,7(s))*

£2\? £2\?
2 [, & Y _
<t (5) +(5) ==

es decir, x € B(s,¢), lo cual concluye la prueba de 1.48 y la demostracién del Lema.
m

La proposicion 1.43 es consecuencia de estos dos lemas. O

Claramente también el Teorema 1.38 queda demostrado a patir de las proposiciones
anteriores. 0

Teorema 1.45. Bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior, sea {r,} una suce-
sion de nimeros reales positivos que convergen a 0 tal que 1, > (logn/n)Y/¢. Enton-
ces, con probabilidad 1

dH(S, Crn(Nn)> -0 (7,51 (logn)2/(d+1)> |

n

Los mismos drdenes se verifican para dy (9S,0C,.,(R,)) y d.(S, C;,, (Ry)).

Demostracion. La demostracién es muy similar a la del caso r constante, de hecho,
la Proposicién 1.43 solo depende de la muestra y de las propiedades del soporte, por
lo tanto, es independiente del estimador. La Proposicion 1.39 se puede demostrar en
éste caso, cambiando los lemas correspondientes, de una forma obvia, sustituyendo el
Lema 1.42 por el siguiente Lema.

Lema 1.46. Sea 0S C B(Zy,2¢,) y dg(R,,, S) < r, <r. Entonces
Se (L.e2B) C C,,(R,), L, >méix(2,8/r,).

La demostracion del teorema sigue los mismos argumentos que el teorema anterior.
1
Observemos que r, > (logn/n)a asegura que

P(dH(Nn, S) < rp a partir de un cierto n) =1,

que es necesario para aplicar 1.46. O]
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

1.7.2. E(du(S,Crn(Nn)D

Si bien en 1.41 se tomo la bola abierta para definir el estimador, y es facil ver que

(N, B é) Sa B no necesariamente coincide con (N, ®aB)SabB, se puede ver que si
lo hacen, con probabilidad 1. En lo que sigue estudiaremos el orden de convergencia

de E(du (S, Crn(Nn))> donde C,. (R,) = (X, & aB) & aB, resultados extraidos de
[16].

Teorema 1.47. Sea S C R? un conjunto compacto, no vacio, y a-convexo con o > 0.
Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Px y densidad f cuyo soporte es S.
Sean N, = {X1,..., X,,} observaciones de X, y {r,} una sucesion de nimeros reales
positivos, tales que r, < a. Entonces

lim E(du(S, Orn(Nn))> —0

n—oo
' lo sili d —
sty solo st lim,,_ o nri = o0.

Demostracion.

B(du(5,C,(R0))) = B(u(s\Cr,(80)) = B(u{r e $:0¢ € (R0)})
= E/S]I{wcmmn)}u(dx) = /SP(:U ¢ C,.(R,))p(d)
— /SP(EIy € B(x, 1) : By, ) N R, = 0) p(dz).

El resto de la demostracion consiste en acotar la probabilidad dentro de la integral
anterior, y para eso seran necesarias algunas definiciones y lemas.

Definicién 1.48. Seaz € R, r >0y &,, = {B(y,r) : y € B(z,r)}. La familia U,
es inevitable para &, ,, si para toda B(y,r) C &,,, existe U € U, tal que U C B(y,r).

Como consecuencia de la definicién anterior, si U, ,, es una familia inevitable de
conjuntos para &, ,, entonces

{Ely € B(x,r,) : B(y,rn) NN, = @} - {EIU eU,,, UNY, = @},
y por lo tanto
P(3y € B(z,ry) : Bly,ra) MR, =0) < P(AU € Uy, : UNYR,, =10).
Si suponemos que U, ,, es una familia finita

P(3y € B(z,r,) : Bly,m,) R, =0) < Z P(UNR, =0)

Uely vy,

= Y PVX;j=1,..nX;¢U)
Uely,ry,

= Y (a-prO)" (1.50)
Ueldy vy,
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

Luego si para cada z € S definimos una familia inevitable, U, . , finita, usando
1.50, obtenemos

E(du(s, Crn(Nn))> = /SP(EIy € B(z,r) : By, ) MR, = 0) p(dz)

<[ ¥ a-na)

UEZ/I:E,’V‘n

De la desigualdad anterior vemos que el problema de encontrar una cota superior
para E <d# (S,C., (Nn))> se reduce al problema de encontrar una cota inferior para

Px(U) para toda U € U,,, . Como solo estamos interesados en presentar brevemente
los resultados de la tesis doctoral de Pateiro,(para mas detalle ver [16]), omitiremos
la construccién de familias inevitables en R? y enunciaremos los resultados referentes
a ellas, para el caso general.

Proposicion 1.49. Sea S un subconjunto compacto, no vacio, de RY, tal que una
bola de radio a > 0 rueda libremente en S y S¢. Sea X wuna variable aleatoria con
distribucion Px y soporte S. Supongamos que Px wverifica

Px(C) = op(C'NS),

para todo boreliano C'.
Entonces, para todo x € S tal que d(x,0S) > 1,/2, existe una familia finita U, ,
con my elementos, inevitable para &, ., que verifica

Px(U) > Lirl, U €Uy,y,,,
donde la constante Ly es independiente de x.
Veamos ahora el caso en que d(x,05) < r,/2

Proposicion 1.50. Sea S un subconjunto compacto, de R? tal que una bola de radio
a > 0 rueda libremente en S y S¢. Sea X una variable aleatoria con distribucion Px
y soporte S. Supongamos que Px verifica

Px(C) =z ou(C'NS),

para todo boreliano C'.
Entonces, para todo x € S tal que d(z,0S) < r,/2, existe una familia finita U, ,
con my elementos, inevitable para &, , que verifica

a—1 1
Px(U) > Lyra? d(2,08) %, U €U,,,,
donde la constante Ly > 0 es independiente de x.

Como se demuestra en [16], se pueden tomar cada U = Uy, = {z} @ Cyy,, la
traslacién segun vectores u € W del conjunto C, .. Algo muy intuitivo si pensamos
en la simetria del problema en cuestién. Veamos ahora la demostracién del teorema.
Supongamso primero que nré = oo, observemos que es suficiente demostrar que para
todo z € §

lim P(3y € B(z,r,) : B(y,r) NR, =0) = 0. (1.51)

n—oo
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ya que por el teorema de convergencia dominada tenemos que

lim E(d,(S,C,,(R,))) = lim [ P(3y € B(x,r): By,r,) NN, = 0) pu(dx)

= / lim P(3y € B(z,ry) : Bly, ) MR, = 0)pu(dx)
S n—oo
— 0. (1.52)

Para cada o € S consideremos una familia U, ,, = {U;‘M,u € W} inevitable para
&z, donde W es un conjunto de m elementos.

P(3y € Blz,r,) : Bly.ra) MR, =0) < Y (1—Px(UL,)" (1.53)
ueWw
Para acotar Px (U, ) en 1.53 usaremos el siguiente lema. Ver Devroye (1983).

Lema 1.51. Si f es una densidad en R? y A es un subconjunto compacto de R?, con
pu(A) >0, entonces

1 / .
lim ———— f(y)dy = f(x), para casi todo x.
h=0 p(hA) {z}®hA v) (@)

Luego, usando éste lema y la forma de los U, ., obtenemos que para cada x existe
h, tal que si h > h,

Pe() = [y = 2 u(cun, (151)

Para cada n € N sea h,, = h,,, = min(r,, h,). Entonces Udp, CUL Y aplicando
1.54

" " x ) (B0, hy, x) wehd
Pe(U2,) > P02, > {8yic,,) > L REO) ity p
donde, x € Sy L, = % > (. Volviendo ahora a 1.53

P(3y € B(x,r,) : B(y,ra) NR, = 0) < m(l — L,Al)" < me™"ke"x,
Obsérvese que podemos garantizar que Lyh{ < 1 ya que L,h < Px(UY, ). Entonces

lim P(3y € B(z,r,) : Bly,r,) NR, =0) < lim me—lahi

n—oo n—oo

Por lo tanto 1.51 es consecuencia de la forma en que fue tomado h, y de que
lim,, oo nrz = 00.

Veamos ahora la prueba del reciproco. Supongamos que lim,, E(du(S, Sn)) = 0.
Observemos que

P(3y € B(z,ry) : Bly,r,) "R, =0) > P(B(z,r,) NR, = 0)
_ (1 - PX(B(x,rn))>n. (1.55)
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Si la sucesién {nr?} no converge a infinito cuando n — oo, entonces podemos en-
contrar una subsucesion acotada {nrd }. Es decir existe M > 0 tal que ngre < M
para todo k. Si aplicamos el Lema 1.51, tenemos que para todo x y k suficientemente
grande

Px (B(z,ry,)) = /( )f(y)dy <2f(z)p(B(0,7y,)) = 2f(m)wdrflk = Lxrgk,
B T,y
(1.56)
siendo L, = 2f(x)w,. Para simplificar usemos la notacién:

Un(x) = P(3y € B(z,ry) : By, ) NR, = 0),

y consideremos la subsucesion {1, (z)}. Por lo tanto de 1.55 y 1.56 obtenemos que

, . , . "tk
lim inf ¢, (z) > lHminf <1 — Px (B(a:,rnk))>

k—o0 k—o00

> liminf(1 — Lyr{ )™

k—o00
d
o —npL,r
> liminf exp —wgk
k—o0 1-— Lgﬁ’r’mC

> e LM (1.57)

donde hemos usado que (1—2)" > exp(—nz/(1—2)) z € [0,1), y que limy_,oc rd = 0.
Aplicando entonces el Lema de Fatou

lim E(d,(S, Sy,)) = lim [ ¢y, (z)p(dz)

k—o0 k—oo Jg
= liminf | 9, (x)u(dz) > /h'm inf ¢, (x)p(dx) > 0. (1.58)
Lo cual contradice que E(du(S, Sn)) — 0. Por lo tanto {nr¢} converge a 0. [

En [16] se puede encontrar el cdlculo del orden exacto de E(d,(S,S,)), célculo
hecho a partir de algunos supuestos adicionales sobre S.

1.8. Estimacion del Niimero de Clusters

El ntimero, q, de c-clusters de una densidad f en R? fue definido por Hartigan en
1975 como en nimero de componentes conexas de { f > ¢} donde ¢ es un nimero real
dado. Este capitulo pretende ser una pequena introduccién al tema de estimar ¢, y
se basa en el trabajo de Cuevas, Febrero y Fraiman, ver [8]. Los métodos propuestos
estan basados en la estimacién de {f > ¢} por {f, > ¢} donde f, es un estimador
basado en nucleos. Dado que estimar las componentes conexas de {fn > ¢} puede
ser complicado, lo que se hace es tomar un estimador de Devroye y Wise para los
X; € {fn > c}. Vamos a definir el estimador con mas detalle.
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1.8.1. El estimador

Consideremos X1, Xs,...,X,, observaciones de una densidad f en RY y fn un
estimador no paramétrico de f. Usaremos la notacién T'(S) para el nimero ¢ men-
cionado anteriormente, de componentes conexas de S siendo S = S(f;¢c) = {f > c}.
Dado que calcular T{S fn, } presenta problemas practicos obvios, reemplazamos

{f. > ¢} por el estimador, més simple

kn

Su = B(Xi,e0), (1.59)

i=1

donde X;,i = 1,...,k, denotan los X; € {fn > c}, (por lo tanto k, es aleatorio),
donde €, es un parametro que se elige dependiendo del problema en cuestion. Por lo
tanto el estimador es

T, =T(S,) (1.60)

Es suficiente tomar ¢, = € siendo € menor que la minima distancia entre las compo-
nentes de S, aunque es claro que elegir £, muy pequeno da como resultado una sobre
estimacion de T'(5).

Dado que, si k, es pequeno, obtendremos una mala estimacion de T’ ({ fn > c}),
podemos considerar, si N es un nimero natural dado, un remuestreo Zi, ..., Zy de
observaciones de fn, condicionadas a {fn > c} Esto se hace tomando observamones
de fn y rechazando aquellas que no verifican fn( ;) > ¢ hasta obtener N. Observese
que, dada fn, puede aproximarse {fn > ¢} tanto como se quiera, es decir N puede
tomarse arbitrariamente grande. Nétese ademés que dada la simplicidad de la for-
ma de f,, es facil obtener observaciones de ella. A partir de Z, ..., Zy construimos
T7) v = T(Sy y), donde S \ se define reemplazando los X, ..., Xy, por Zi,..., Zy.
Otra forma, que da ademds una idea de la varianza de T),, es considerar B remuestreos
de tamano n de f, siendo B un nimero natural dado, y tomar para cada remuestreo,
los X! € {f, > 0}. Luego el estimador es

— T(59), (1.61)

donde S° es unién de bolas de radio e centradas en los X?.

Es decir lo que se obtienen son B replicas independientes, de 7},. En el trabajo de Cue-
vas, Febrero y Fraiman se propone un algoritmo para calcular 7}, que aqui omitiremos,
y puede verse en [8]. Veamos ahora los resultados asintéticos de ambos estimadores,
y para eso las siguientes hipdtesis serdn necesarias.

(S1) Existe un entorno U de ¢ tal que, para todo a € U,T({f > a}) es finito y
constante ( T'({f > a}) = ¢ ), y las componentes conexas de {f > a} estdn
separadas, es decir D := inf{D, :a € U} > 0, donde

D, = min inf ||z —y| : A; y Ay componentes conexas de
x€A1,yEA2

{f>a} con A # Ag} (1.62)
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

(S2) {f > a} es acotado, y P(f(X) > a) € (0,1) para todo a en algun entorno U de
c. Supondremos ademads que existe p > 0 tal que para todo p tal que c+p € U,

{f>c—ptc{f>c+p}", (1.63)
donde, dado A C R? y ¢t > 0, A’ denota el conjunto A & tB.
(S3) Para todo a en un entorno U de ¢, el conjunto {f > a} es estédndar.
(S4) Se verifica que

(1) po({f > c}') —pu({f > ¢}) = O(t), cuando ¢t — 0.
(i) La funcién h(s) = pr ({f > s}) es continua en c.

(E1) fn es un estimador de densidad de f tal que para alguna sucesiéon 3, — 0,

sup [fu(@) = f(2)| = OB,) c.s.

donde C' es un conjunto compacto tal que {f > a} C C para todo a € U, donde
U es un entorno de ¢ tal que (51),(52) y (S3) se verifican.

(E2) La sucesién de pardmetros ¢, en el estimador auxiliar S, definido en 1.59 satis-
face una de las siguientes condiciones

(i) e, — 0, y ne? — oo, ademds
Bnlen — 0, (1.64)

(ii) la sucesién e, es constante, €, = ¢, con 0 < ¢ < D/2, siendo D como en

(51)

Teorema 1.52. Sean X1, Xs,..., X, observaciones de una densidad f en R?, des-
conocida. Definamos S = {f > ¢}, donde ¢ > 0 es un nimero real dado, denotemos
como T(S) el nimero de c-clusters (esto es, el nimero de componentes coneras de

S). Si fn es un estimador de densidad, no paramétrico, de f, sea T, el estimador de
T(S) definido en 1.60. Supongamos (S1),(S2),(53), (E1) y (E2). Entonces

a) T, = T(S), c.s.

b) Denotemos T el estimador definido en 1.61 basado en un remuestreo X\, X3, ...,

de fn Denotemos como B, la medida de probabilidad correspondiente a f,, en-
tonces

an{Tr? #T,} <00, cas. (1.65)
n=1

en particular T = T,, = T(S) a partir de cierto n c.s., c.s.

Los mismos resultados valen cuando se remplaza T por TgN para N > n.
c¢) Bajo (S1),(52),(53),(E1),(E2)-(i) y (S4) se cumple que
I, (S'nA{f >c}) =0, cs.,

donde CAD denota la diferencia simétrica de los conjuntos C y D.
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

Demostracion. Tomemos U un entorno de ¢ de modo que se cumplan las hipdtesis
(S1)-(53). Supongamos primero que se verifica (E2)-(i). La hipétesis (E1) implica
que para n suficientemente grande

{(f>c+BYc{fa>ctC{f>c—B}, cs, (1.66)

donde ], es una sucesién de orden O(f3,,). A lo largo de la demostracién supondremos
que n es tal que 1.66 se verifica. Tomemos ¢, < D/2, pfl, < e,/4, ¢£p], € U. De 1.66
obtenemos que { fn > ¢} tiene ¢ componentes conexas, una por cada componente de
{f > ¢+ .}, cuya distancia entre si es mayor o igual que D. Obsérvese que, siempre
que €, < D/2 tenemos que T,, > ¢, c¢.s. para n suficientemente grande.

Consideremos un cubrimiento de {f, > ¢}, {B(zj,en/2) : j=1,...,R(e,) }, por
bolas de radio €,,/2 centradas en puntos z; € { fn > c}. Obsérvese que podemos tomar
un cubrimiento de modo que R(g,) < Me,? para algtin M > 0.

Por construccién de S, y la inclusién en 1.66, se cumple que: si para cada centro
z; existe un punto de la muestra X; € {f, > ¢} tal que ||.X; — 2;|| < €,/2, entonces

S, tiene necesariamente ¢ componentes conexas. Entonces
P(T, #q) < P(3j,1<j < R(g,) : Vi, 1 <i<n, X; & Blzj,60/2) N {fn > c})
R

—~

1M
’:]:

-
Il

€n)

<

P(X; ¢ B(zj,€0/2) N {fn/2 > ¢})

1

3]
=

o
3
N

<

P(X; ¢ B(zj,e./2) N{f > c+B,}) (1.67)

=

1

<
Il
i
o
Il

Observemos que, dado que z; € {fn > c}y {fn > ¢} C {f > c+ B} con
B, < &,/4, existe w; € {f > c+ B} tal que B(wj,e,/4) C B(z;,en/2).
Por lo tanto, por (S3)

P(X; € B(zj,6,/2) N{f > c+BL}) > cdur(B(0,1))47 % = el

Por lo tanto, usando ésto en 1.67
i P(T, # q) < iR(an)(l —yedyr < i Me %e ™" < .
n=1 n=1 n—1
Luego, una condicién suficiente para que >~ P(T, # q),
i exp { —y(neg =771 log(ﬁﬁd))} < o0,
n=1

y ésta serie converge si

logn
— 0.
ned =7t log(,%)
Esto es equivalente a que
logn
— 0,

nej; — log(e;)
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Capitulo 1. Estimacion de conjuntos

lo cual se verifica bajo (E2)-(1).

Cuando en lugar de (E2)-(i1) suponemos (E2)-(i), la demostracién de la parte (a)
es mas simple. Las ideas principales de la prueba anterior pueden ser facilmente adap-
tadas a este caso, sin necesidad de hacer hipdtesis sobre el orden 3, de consistencia

de f,.
En lineas generales, la demostracién de la parte (b) se hace de forma similar a la

anterior, reemplazando P por P en 1.67 para el caso de TP o considerando la distri-
bucién condicional correspondiente, en el caso de T .
Para demostrar (c), consideremos ay, as € U tal que a; < ¢ < as. Denotemos por

S — U B(Xi,e,) y SY = U B(Xj, &)

{Xi:f(Xi)>a1} {Xi:f(X;)>a2}
Dado (E1), tenemos que
S,(?) c S, C ST(LI), a partir de cierto n c.s.
Con un argumento similar al que se usa en el Teorema 1.34 se prueba que
,uL(Sij)A{f > al}) — 0, cuando n — 0o, c.s., para j = 1,2.
Finalmente, el resultado se sigue de (S4) ya que
pur (Su A f > e}) < pun(SOAf > ar})+
pr(SOALf > ar}) +2uL({f > a}A{f > as}),

y el resultado se sigue de aplicar (54). O
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Capitulo

Estimacion de longitudes, areas y
voliumenes

2.1. Introduccién

En el capitulo anterior vimos diferentes formas de estimar conjuntos, y sus bordes,
a partir de una cantidad finita de puntos en ellos, asi como la estimaciéon de conjuntos
de nivel de densidades. Y observamos que si bien estos pueden estar proximos en la
distancias consideradas, eso no implicaba necesariamente que su forma fuese similar.
En este capitulo trataremos el tema de como estimar por ejemplo la longitud de su
borde (para conjuntos en el plano), o en general, su superficie lateral. Estos datos si
bien van en la direccién de aportar mas informacion a la comprensién de la forma del
conjunto, son de interés en si mismo. Es intuitivo que la proximidad de un conjunto
a otro, e incluso la de sus bordes, no implica necesariamente la proximidad de la
longitud (para el caso de conjuntos en el plano) de sus bordes, y por lo tanto no
necesariamente es consistente el tomar como estimador de la longitud del conjunto, a
la longitud de estimadores del conjunto. El estimador de Devroye y Wise es un buen
ejemplo de eso. Veamos primero, a partir del concepto de contenido de Minkowsks,
la forma en que mediremos longitudes, areas, etc. Asumiremos, a lo largo de este
capitulo, salvo que se especifique lo contrario, que los conjuntos serdn compactos,
iguales a la clausura de su interior.

Definicién 2.1 (Conjunto Rectificable). Sea E C X donde X es un espacio métrico,
decimos que E es m-rectificable si existe una funcién de Lipschitz de un subconjunto
acotado de R™ sobre E.

Definicién 2.2 (Medida de Hausdorff de un conjunto). Sean X un espacio métrico,
p > 0,6 >0 numeros reales, y A C X definimos:

H,s(A) = inf {Z (diam(B;))" : A C UB diam(B;) < (5} ,
=1

donde convenimos en que inf () = oo. Es claro que H, 5(A) decrece cuando 0 tiende a
0.
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Capitulo 2. Estimacién de longitudes, areas y volimenes

El ntimero

H,(A) = lim H,s(A),
6—0
se denomina medida de Hausdorff p-dimensional de A

Definicién 2.3 (Contenido de Minskowski). Sean S C R? no vacfo y acotado, y
£ > 0 un numero real. Definimos el contenido inferior de Minkowski, de dimensién m
(m <d) , de S como:

y el superior como:

*m 1. ML{.’Ed(I’,S)SE}
AS)) = e e (d— m)

Y

donde pz, es la medida de Lebesgue en R? y a(d — m) es la medida de Lebesgue de
la bola de centro 0 y radio 1 en R ™. Si ambos valores coinciden, dicho valor se
denomina contenido de Minkowski de dimensién m de S y se anota .Z™(S). Si G
es un subconjunto compacto de R? e igual a la clausura de su interior, denotaremos
Ly(G) al contenido de Minkowski de dimension d—1 de G en caso de que éste exista.

Es decir: .
o d <
Lo(G) = lim puiz: d@,0G) < e}

e—0 2e

(2.1)

En [14] se encuentra una prueba del siguiente teorema:

Teorema 2.4. Si E es un conjunto cerrado de R? m-rectificable entonces:
MM(E) = Hy(E).

Definicién 2.5 (Alcance de un conjunto). Se define el alcance de un conjunto G C R?
como el supremo de los € > 0 (posiblemente infinito) tal que si € R? y la distancia
de x a G (definida como inf,cq d(x,a)) es menor que € existe un tnico a € G que
esta a esa distancia.

En [16] se demuestra el siguiente lema, que relaciona los conceptos de alcance de
un conjunto y de rodamiento lbire de una bola.

Lema 2.6. Sea A C R? un conjunto compacto no vacio. Supongamos que una bola
de radio o > 0 rueda libremente en A y Ac. Entonces A y A¢ son de alcance positivo,
siendo ambos alcances mayores o iguales que .

En [13] se demuestra que si G es un conjunto con alcance 7y positivo la medida de
Lebesgue de G @ B coincide localmente (¢ € (0,79)) con un polinomio de grado a lo
sumo d, cuyo término independiente es la medida de Lebesgue de G.

Asi como sucedia en la estimacion de conjuntos, tener algo de informacion respecto
del conjunto, por ejemplo saber que es a-convexo, permite usar estimadores de la
longitud, area, etc, que usen dicha informaciéon y permitan obtener velocidades de
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convergencia mejores que para los casos en que no se dispone de tal informacion.
Veremos primero el trabajo de Cuevas, Fraiman, y Rodriguez-Casal, ver [5], para un
enfoque general del problema, y luego el trabajo de Pateiro, ver [16], para el caso en
que el conjunto es a-convexo.

2.2. Sin restricciones de forma

2.2.1. El Estimador

Vamos a considerar de aquf en adelante un subconjunto G de [0, 1]¢ tal que su con-
tenido de Minkowski esta bien definido, es estrictamente positivo y finito, y observa-
ciones independientes identicamente distribuidas (Z1,01), . .., (Zy, d,) de una variable
aleatoria (Z, ) con distribucién uniforme en [0,1]¢, donde § = 1 si Z € G, § = 0 si
Z € [0,1]"\G. En adelante denotaremos por R = [0, 1]\G, Px y Py la distribucién
condicional de G'y R respectivamente, es decir, la distribucion de Zj5—1y y Z|f5=0}-
Observemos que tanto Py como Py son uniformes en G y R respectivamente. Da-
do un z € [0,1]? y € > 0 denotaremos por G, (g) el nimero de observaciones que
pertenecen a la bola B(z,¢)

G.(e) = Gp.(e) = Zﬂ{éizl,HZi—zHSa})
i=1

y analogamente R, (¢)

R.(e) = R,.(c) = ZH{@:o,nzﬁzngs}-
=1

Observacion 2.7. G.(¢) tiene distribucion binomial con pardmetros n y px(z,€) =
P(|Z—-z2|| < &6 =1) = pui(G)Px(B(z,¢)). Asimismo R.(e) tiene distribucion
binomial con pardmetros n y py(z,e) = (1 — p¢(G)) Py (B(z,¢€)).

Definicién 2.8. Tomemos {e,} una sucesién de nimeros reales positivos, que con-

verja a 0 cuando n tiende a infinito. Sea T' = JG. El estimador que usaremos para
T d e, B sera:

To={2€[0,1]": R.(e,) >1 vy G.(e,) >1}.

Como se dijo anteriormente, para el estimador propuesto nos interesan aquellos pun-
tos tales que un entorno de radio €, interceptan a Gy a R.Y para estimar Ly = Ly(G):

I
L, — M)
2e,
Es claro que la convergencia de L, a Ly dependerd de una “buena” eleccién de ¢,

asi como también, de imponerle a G cierta regularidad minima.
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2.2.2. Consistencia del estimador

Teorema 2.9. Supongamos que:

a) G y R son estandar en T, es decir, existe una constante C > 0 tales que, para
€ suficientemente pequeno:

Px(B(t,e)) > Cur(B(t,e)) y Py(B(t,e)) > Cur(B(t,e)) paratodo teT.

b) La sucesion {e,} cumple que:

ned
en—0 gy — 00,
log(n)
entonces -
L, = Hi(Tn) — Ly, c.s..

2,

Demostracion. La demostracion es consecuencia de las siguientes afirmaciones:

Afirmaciéon 1.7, C T @ ¢,B c.s..

Afirmaciéon 2. Para todo 0 < o < 1 tenemos que c.s., a partir de un cierto n
Toe BCT,,

donde €/, = ag,, 0<a<l.

Demostracién de la afirmacién 1. Si z € T,, entonces B(z,¢,) interseca a G y
a su complemento R, por lo tanto B(z,¢,) interseca el borde de G, T, por lo tanto
z €T ®e,B, lo cual concluye la prueba de la afirmacion 1.

Demostracion de la afirmacién 2. Por el Lema de Borel-Cantelli es suficiente
demostrar que:

Y P(T®e,BYET,) < .

n=1

Como
PT®e,BZT,) < PEzeT®e,B:G.(e,)=0)
(2.2)
+P(3z € T®e,B: R.(e,) = 0),

intentaremos encontrar cotas para las probabilidades del lado derecho de la ultima
desigualdad. Si z € T' @ ¢}, existe un ¢t € T para el cual B(t,,) C B(z,¢&,) donde
Bn = (1 — a)e,. Por lo tanto:

PEzeT®e,B:G.(e,) =0) < P(F €T :G(B,) =0).
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Denotemos T'(3,,) el conjunto (con cardinal D(f,,)) de los centros correspondientes
a un cubrimiento minimal de T por bolas de radio 3, /2. Es decir, consideraremos el
conjunto {B(s, 8,/2) : s € T(B,) C T} tal que:

T C B(s,%).
(Bn)

SET n

Como {3t € T : G4(B,) =0} C {3s € T(By) : Gs(Bn/2) =0} tenemos:

PEteT: :GiB,) =0 < P (35 e T(Bn) : Gs (%) = 0)

A
w
Mm
=l\g
)
2
=
VR
-
T~
L\J|§b
~__
I
o
~_

- E ()

S€ET(Bn)

P (o (-))

s€T(Bn)

IN

En la tltima desigualdad hemos usado que (1 —z) < e para 0 < x < 1. El lado
derecho de la desigualdad anterior puede ser facilmente acotado usando la hipétesis
de que G y R son estandar, para n suficientemente grande tenemos que:

Bn Bg _ d
bPx\S, = Z C()é(d)/,LL(G)— - K16n7
2 2d
donde a(d) = pr(B(0,1)) y K; es una constante que depende de d, «, ur(G) y C.
Por lo tanto:

P(3zeT®e,B: G.(e,) =0) < D(B,) exp(—nKiel).

Para acotar D(e) recordemos que éste representa el cardinal de un cubrimiento mini-
mo % (¢/2) de T por bolas de radio /2. Observar que las bolas de radio /4 con los
mismos centros que en %’ (¢/2) son disjuntas, (de lo contrario €(¢/2) no seria mini-
mal). Entonces su medida de Lebesgue debe ser menor o igual que pr, (T @® (¢/4)B),
luego:

D(e)(e/4)a(d) < pur(T @ (¢/4)B).

Como estamos suponiendo que existe el contenido de Minkowski de G y es finito,
tenemos que D(g) < Ae'~? para alguna constante A y por lo tanto:

P(EzeT®e,B:G,(c,) =0) < Koe, “exp(—Kinel),

donde K5 = (1 — a)!7?A. La condicién ne? /log(n) — oo nos asegura la convergencia

de la serie Y7 el~%exp(—Kined). La otra probabilidad en (3.1) se acota de forma
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andloga, lo que concluye la prueba de la afirmacion 2. El teorema 1, es consecuencia
directa de las afirmaciones 1 y 2, tenemos que, con probabilidad 1,

pi(T ®© €, B) pi(T ® enB)

oLy = lim < liminf L,, < limsup L,, < lim = Lg.
n 2e, n n n 2¢e,
Como se cumple para todo « € (0,1) se sigue la conclusién del teorema. O

2.2.3. Una cota para F(L,)

Consideremos la funcion L(e) = pp(T @ eB)/(2¢), la cual es una aproximacion
de Ly. Mostraremos que bajo ciertas condiciones de reqularidad en G y R se cumple
que |L(e) — Lo| = O(e). Observemos que:

T®eB=(G®eB)N(R®eB),
de donde:
pi(T ®eB) = (G ®eB) + pp(R®eB) — pg([0,1]Y @ eB).

De esta ultima identidad, y por lo expuesto en la seccion anterior, sabemos que, Si
G tiene alcance positivo, la medida de Lebesque de T @ B coincide localmente (€ €
(0,70) ) con P(e) un polinomio de grado a lo sumo d con término independiente igual
a 0. Observemos que ( en vistas de que asumimos que el Ly es finito) el coeficiente en
e de P(¢g) coincide con 2Ly, por lo tanto L(e) — Ly es un polinomio en € con término
independiente nulo. En particular obtenemos que L(g) es diferenciable en € = 0.
Como se ve en la prueba del teorema 3.1, tenemos, con probabilidad 1, que T, C
T @ eB a partir de un cierto n y por lo tanto:

L, <L(e,) cs. (2.3)

Lo cual significa que L, aproxima a Lo inferiormente, cuando el valor de L(g) es
prozimo a L(0) = Ly.

Teorema 2.10. Supongamos que se cumplen la condicion a) del teorema anterior,
que la funcion F(e) := ur(T @ eB) es diferenciable en un entorno de 0y su derivada
es continua en 0. Entonces
E(L,) > L(en) — I, (2.4)
donde .
I,=— exp(—Kn(en—d(z,T))d>dz,
En T®e, B

siendo K una constante positiva y d(z,T) = inf{||z — t|| : t € T'}.
Ademds

I, =0 ((nsﬁ)_l/d).

Observacion 2.11. De acuerdo a lo comentado anteriormente es suficiente que G
tenga alcance positivo para que se cumpla la condicion sobre F(e).
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Demostracion. La esperanza de L,, puede ser escrita como:
E(pn(Ty) 1 1
B(L.) = (Tn) — o ([ Teeramnd) = 5 [ BQenun(@

1

1
s [ Pt = o= [ Plee Ty

donde hemos usado en la ultima igualdad que, con probabilidad 1, T,, C T'® ¢, B. Es

claro que:
! P(z ¢ T,) < P(G.(g,) =0) + P(R.(g,) = 0). (2.5)

Como G, (g,) tiene distribucién binomial con pardmetros n y px(z,¢,) tenemos que
P(G.(en) = 0) = (1 = px(2z,64))" < exp (= npx(z,6n)).
Tomemos Prz € T la proyeccion de z sobre T'. Entonces, para todo z € T'® ¢, B
B(Prz,e, —d(z,T)) C B(z,¢,).
Usando la condicién a) del teorema 3.1 tenemos que para ¢, suficientemente pequeno,
Px (B(z, 5n)) > Ca(d) (5n — d(z,T))d,

y por lo tanto
P(G. =0) <exp ( — Kin(e, — d(z,T))d>,

donde K es una constante positiva que depende solamente de 1 (G), C'y d. Analoga-
mente obtenemos que P(R, = 0) < exp(—Kyn(e, — d(z,T))?), para cierta constante
positiva K5 que solo depende de ur(R), C'y d. Usando estas dos acotaciones y (3.4)
obtenemos:

P(zeT,) >1—2exp ( — Kn(e, — d(z,T))d),

donde K = min(K;, K5), finalmente

1

E(L,) = — P(zeT,)dz
2en T®enB
1
> — 1—2exp<—Kn(en—d(z,T))d>dz
28n T®den B
1
= L(e,) — —/ exp < — Kn(e, — d(z,T))d> dz = L(e,) — I,
En T®den B
si escribimos .
I, = — Jn (d(z,T))dz,
€n JT®e,B

siendo g, (w) = exp ( — Kn(e, — w)?). Haciendo un cambio de variable obtenemos

1 [&
En Jo
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donde F(w) = pup{z : d(z,T) < w}. Como supusimos que F' es diferenciable en 0y
que L existe y es finito, tenemos que F’(0) = 2Ly, ademds, como F’(0) es continua,
para w suficientemente pequeno se cumple que F'(w) < 3Lg. Finalmente para n
suficientemente grande,

3Ly [° i 3Ly [Hren 1

? . eXp(—Knt )dt = Z . eXp(—u)W
3Lo = —(d-1)/d _ A

< T, S =

1, u @D/ gy,

en la primera desigualdad hemos usado F'(w) < 3Ly y el cambio de variable ¢t =
£, —w, en la primera igualdad el cambio de variable v = Knt?, finalmente, la segunda
desigualdad se debe a que el integrando es positivo. O]

Corolario 2.12. El siguiente corolario refiere a la convergencia en Ly de L,.

a) En las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, tenemos que:

E‘Ln_LOI SIn+|L(€n)_LO|> (26)
es decir, si e, — 0 yne? — oo se cumple E|L, — Lo| — 0.

b) Si ademds asumimos que G tiene alcance positivo, tenemos que |L(e,) — Lo| =
O(g) y por lo tanto el orden dptimo para (3.5) es O(n=2)) que se obtiene si
£np = n Y (2d)

Demostracion. a) Aplicando la desigualdad triangular tenemos que

E(|Ly — Lol) < E(|Lu — L()[) + [L{e) — Lol < L + | L(e) — Lol

donde acotamos el primer sumando usando (3.2) y (3.3).

[]

Como consecuencia del corolario anterior, tenemos que, en las hipdtesis del Coro-
lario parte b)
E|L, — E(Ly,)| < E(an - L(5n>‘) + |L(en) — E(Ly)|
< 2I, = O((ned)=1/4),

Ly — E(L,) < (L(gn) - E(Ln)) + (LO - L<5n))

< O((nai)_l/d) + O(ey).
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2.3. Un estimador asintoticamente normal

En esta seccién veremos resultados asintéticos para el estimador de L ligeramente
distinto al de la seccién anterior. Tales resultados tienen, (ademés de ser de impor-
tancia tedrica) interés desde el punto de vista préactico, ya que nos permiten construir
intervalos de confianza, y realizar test de hipotesis. La demostracién de estos resul-
tados se basa en el supuesto de que las intensidades de (siguiendo la notacién de la
seccién anterior) los puntos en R y en G son distintas, es decir, supondremos que
tendremos mas puntos de un color que de otro. Esto serd formalmente definido mas
adelante. Dichos resultados, y sus aplicaciones, pueden encontrarse también en [2].

El problema de estimar la longitud del borde de un conjunto aparece, en el area
de oncologia y cardiologia, como un requisito para el calculo de un indice (indice de
contorno, que abreviaremos c.i por sus siglas en ingles) que permite medir la grave-
dad de un area danada. Tal indice involucra tanto la longitud del borde del conjunto
como su volumen, y se define como

Lo(G)
Co(G) = —=a 7@
1(G)
Mas adelante veremos como estimarlo, asi como también su consistencia, y normali-
dad asintotica. En esta seccion necesitaremos definir una version interior del contenido
de Minkowski
B(G¢e)NG
Lg(G):nm“( (€)nG) (2.7)

e—0 £

En el trabajo de [1] se demuestra que si el borde de G es de Lipszchitz entonces
Lo(G) = Ly (G) y conincide con su medida de Hausdorff (d — 1)—dimensional.

2.3.1. El estimador

Al igual que en la seccién anterior, supondremos que el conjunto a estimar, G, es
compacto, y su contenido de Minkowski Ly = Lo(G) esta bien definido y es finito.
Asumiremos que G es el soporte de una medida de probabilidad absolutamente con-
tinua y que, sin perdida de generalidad, G C (0,1)%. El objetivo es estimar Ly(G) y
Co(G) a partir de dos muestras {X;} e {Y;} donde

{Xi}1<i<n son i.i.d, con distribucién uniforme en G° = [0, 1] \ G,

y
{Y;}1<i<m son i.i.d, con distribucién uniforme en G.

Este modelo, al que nos referiremos como (M2), es similar al que empleamos en la
seccién anterior para estimar Lo(G), que llamaremos (M1). En la practica podemos
usar una versiéon (M1’) de (M1) para obtener (M2) basta tomar (Z;, d;) como en (M1),
definiendo Z; = X; si 9; = 0 y Z; = Y; en otro caso, hasta obtener m observaciones
de G y n de G°. Es necesario considerar un niimero aleatorio de observaciones N =
N(n,m) > n + m. La diferencia entre (M2) y (M1’) es mas bien formal, bajo M2)
consideramos dos muestras independientes, de tamanos m y n, mientras que bajo
(M1’) obtenemos N — m — n observaciones extra en [0, 1]¢. Desde un punto de vista
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préactico, el modelo (M1’) es més adecuado ya que en general lo que se tienen son
observaciones Z; € [0,1]¢ y por medio algtin tipo de criterio se clasifican las que estén
en G o en G°.

Veamos ahora algo de notacién que serd necesaria para definir los estimadores de
Lo(G) y Co(G). Para A C [0,1]%, sea N,,(A;G) la medida de conteo asociada a la
muestra Y, es decir

No(A;,G)=4#{j>1:Y; € A}.

Donde #5S' denota el cardinal del conjunto S. Denotaremos como

pn(A) = (@) A E)
m
la renormalizacién de la medida empirica, es decir p,, ¢(A) es un estimador de la
medida de Lebesgue de la interseccién AN G. Consideremos también el estimador no
paramétrico H,, de G°, para eso tomemos ¢,, una sucesiéon de numeros reales positivos
que tienda a 0 y cuya velocidad de convergencia se especificara, y definimos

H,=B({X1,...,Xu}.e0).

Introduzcamos ahora un estimador de Ly(G) para el caso hipotético de que conocemos
1(G).
An _ Nm,G(Hn)7
€n
el cual estima la e,-dilatacién interna del borde de G.
Dado que en general u(G) es desconocido, lo estimamos como

N )
que es consistente por la Ley de los Grandes Numeros.
Luego, el estimador propuesto para L; (G) es entonces

G) =

A o wNu(Hy; G)
L, = _— 2.
n = iUG) e (2.8)
Y para Cy(G) es A
. L,

2.3.2. Hipoétesis

Veamos ahora todas las hipoétesis que utilizaremos, méas adelante especificaremos
cuales son necesarias para la consistencia, y cuales para la normalidad asintotica.

(H0) El contenido de Minkowski L, satisface que Lo(G) = Ly (G) < oo. Es claro
que, cambiando G por G€¢ con cambios obvios podriamos haber definido los
estimadores para LT(G).
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(H1) El conjunto G es estandar en I' = 0G, es decir existe una constante K tal que
para todo 7 suficientemente pequernio, P(X1 € B(x,n)) > K,u(B(x,n)) para
todo x € I.

(H2) La sucesion {e,,} y m = m(n) verifica

men, ed

— 00 cuando n — oo.

en — 0, o0y

_>
logn logn

(H3) |L(g) — Lo| = O(e)  cuando ¢ — 0, donde L(e) = u(B(G% ¢) N G) /e Es claro
que esta condicién se cumple cuando L(e) es diferenciable en 0 y esto es cierto
si por I' rueda libremente una bola de radio o para algin a > 0, como se
menciond en la introduccién de éste capitulo.

(H4) La sucesién m = m(n) y &, satisfacen que me> — 0 cuando n — co.

1 /2
(H5) — (@) log (E) — 0 cuando n — oo.
n\e €

n n
Obsérvese que esta condicién implica que el nimero n de observaciones en G¢ es

de orden mayor que el de observaciones en G.
Observemos ademds que las hipdtesis requeridas sobre m(n) y &, son compa-
tibles, bastarfa tomar m = n®e, = n% y tomar « > 0y 8 > 0 de modo
que

a+p8<2/d y B<a<3g. (2.10)

Veamos ahora los resultados Tedricos. En lo que respecta a las demostraciones,
denotaremos como P la medida en el espacio ([0,1]%)" x ([0,1]¢)™ determinada por
la sucesién (Xi,...,X,,Y1,...,Y,,), y como E a la esperanza respecto de P. Luego
P es el producto de n + m medidas de probabilidad, las primeras n distribuidas
uniformemente en G¢ y las restantes m con distribucion uniforme en G. Las constantes
que aparezcan se denotaran con la letra C.

Teorema 2.13. Bajo (H0), (H1) y (H2) y el modelo (M2) tenemos que
A, — Ly c.s., cuando n — oo.

El mismo resultado vale para L, bajo el modelo (M1°).

Demostracion. Usaremos i.0. como abreviatura de infinitamente seguido, por sus si-
glas en inglés. Con esta notacion, es claro que si tomamos ¢ > 0 basta demostrar

que
m Hn
p (‘M c(Hy) 1
En

>0 i.o.) =0
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Tenemos que

Mmdﬁﬂ_h)gldem_uUhﬂ@‘

En En En
N G) 1(B(G%e,) N G)

En En
B(G®,e,) NG

L |p@BEE e ne)

En
= Ti(n,m) + Tp(n) + T3(n). (2.11)

Estudiaremos separadamente estos sumandos a partir de los siguientes lemas.
Lema 2.14. Bajo (HO) — (H2).

€n €n

P(Ti(n,m)>6/3 i.0) =P (

pm (Hn) — p(Hp N G)‘ > g i.o.) =0 n—oo.

Demostracion. Observemos que la desigualdad

P(Ti(n,m) > 6/3i.0.) < i i P (Tl(n,m) > g) , (2.12)

n=ng

implica que basta demostrar que la serie en 2.12 es convergente.
Consideremos la sucesién de variables aleatorias

H,NG ,
aj:]I{YjeHn}—%, 1<j<m,

y observemos que

VH) = 2y - MHLNG) (p(H, 0 G
Pl =0, Blast) =7 @) ( u(G) )

Tenemos entonces que

mey,

3u(G)

J

>

P(Ti(n,m)>6/3i.0.) =P (‘ Zaj

)

me -
> sl —p (P ) 3 a
3u(@) > ( ‘=
Si usamos ahora una desigualdad de tipo Bernstein, obtenemos que
P (‘ ‘ Z (6%}
j=1
En la dltima desigualdad hemos usado que u(H, N G) < u(B(G%,&,) N G) = Oley,),

que se cumple por (H0). La cota no depende de H,, por lo tanto puede aplicarse a la
probabilidad, sin condicionar. Usando (H2) se concluye la tesis. [

S me, 5
~ 3u(G)

Hn> < 2exp{—C(G, d)me,}.
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Lema 2.15. Bajo (HO0) — (H?2).
P (Tz(n) > g zo) _p ( wH,0G)  p(B(Gea) NG

Demostracion. Al igual que en la demostracién del Lema anterior, es suficiente de-
mostrar que la serie con término general P(T5(n) > 6/3) es sumable. Sea

R, = (B(G%e,) NG)\ (H,NG).
Veamos primero que si Ty(n) > 0/3, o, equivalentemente

u(Ry,) > 6e,/3, (2.13)

)
> — i.o.) =0 cuando n — oo.

En En 3

entonces existe z € I tal que
B(z,ren) N{X1,..., X} =0, (2.14)

para n suficientemente grande, y r = %. Asumiremos que ¢ es tal que r < 1.
En efecto, por (H0) tenemos que

pw(B(G%e)NG) = pu(B(L,e)NG) =eLo+ple), 0<e<ey; (2.15)

donde p(-) satisface p(e) = o(¢) cuando € — 0. Si 2.14 no se verificase tendriamos que
I' ¢ B{Xy,...,Xn},re,), de donde B(I', (1 —r)e,) NG C H, NG. En particular

w(H,NG) > (1 =r)e,Lo+ p((1 —7)en). (2.16)

Veamos ahora que las ecuaciones 2.16 y 2.13 son incompatibles. Para ver esto ob-

servemos que los conjuntos H, N G y R, son disjuntos por construccion, y que
(H,NG)U R, = B(G% &,) NG, de donde

1(B(G%e,) NG) = u(H, NG) + u(R,) > 5% + (L =r)enLo + p((1 — 7)ey)

> e, Lo+ 6% +p((1 = 7r)en),

lo cual contradice 2.15, de donde se sigue 2.14.

Consideremos puntos 21, 2o, . . ., 27 no aleatorios, con z; € I', tal que {B(zi, T6n/2)}
forma un cubrimiento de I'. Es claro que esto puede obtenerse con M = O(1/¢%) ya
que puede obtenerse un cubrimiento de todo [0, 1]¢ con tal numero de bolas, de dicho
radio.

Sea z € I como en 2.14 e iy tal que 1 < iy < M, de modo que z € B(z;,,7€,/2).
Entonces B(z;,,ren/2) C B(z,ren), ¥, por lo tanto B(z,, 1, /2) N{ X1, ..., X, } = 0.
Concluimos que P(Tg(n) >4/ 3) puede ser acotado por la probabilidad de que nin-
guno de los n puntos, independientes, uniformemente distribuidos en G¢ pertenezca
a una de las bolas B(zj,re,/2). Por (H1), P(Xy € B(zj,1,/2)) > Kwa(re,/2), wq
es el volumen de la bola unitaria d-dimensional. Obtenemos que

P (TQ(n) > g) < MmjéLxP(B (zj,ren/2) N{X1,..., X} =0)

— M méx P <X1 ¢ B (z]%))"
J

< M(1-0C(d,G)(re,))" <exp{ —C(d,G,0)ne }.
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La serie con término general exp{ - C(d,G, 5)n5ﬁ} converge, por (H2). ]

Sélo nos queda el dltimo término en 2.11. Por (H() tenemos, para n suficientemente
grande
1(B(Ge,e,) NG) )

Por lo tanto, la demostracion del teorema es consecuencia de aplicar los lemas ante-
riores y 2.17 a 2.11. Para demostrar que L,, — Lg c.s. cuando n — oo basta observar
que en L, el valor de u(G) se remplaza por el del estimador consistente [i(G). ]

Dado que el estimador C,, de Cy se obtiene a partir de L,, simplemente dividiendo
por ji(G)4=1/4  obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.16. Bajo (H0), (H1) y (H2) y el modelo (M1’) obtenemos que

C, — Cy c.s. cuando n — 0.

Veamos ahora el resultado referido a la normalidad asintética del estimador. Usa-
remos la notacién N (a,o?) para referirnos a la distribucién normal, con esperanza a
. , w . ’1
y varianaza o2. Denotaremos con el simbolo — a la convergencia débil.

Teorema 2.17. Bajo las hipdtesis (HO) a (H5) y el modelo (M2), tenemos que

Vmen (A, — L) == N (0, u(G)Lo)  cuando n — oo, (2.18)
Y, bajo (M1°)
Vmen(Ly, — Ly) = N(0,u(G)Ly)  cuando n — oo. (2.19)

Demostracion. La demostracion de 2.18 sigue el mismo esquema que el teorema an-
terior. Descomponemos |pim ¢(Hy,) — Lo| como en 2.11. Estudiaremos cada sumando
de forma separada, los tltimos dos terminos tenderan a 0, de modo que del primero
obtendremos la convergencia débil del teorema. La demostracion la haremos a partir
de los siguientes lemas

Lema 2.18. Bajo las hipdtesis (HO)-(H2),

Vmey (um’Gg(Hn) - M(HZ N G)) — N (0, (G)Lo) cuando n — oco.

Demostracion. Calculemos la transformada de Laplace de la expresion a la izquierda.
Sea v > 0, tenemos que

E (oxp { oy (Hmlh) _ TG0 1Y

€n €n

-5 (o s} )
—F ((1 + %nj;(/@n - B)+0 {(W—;M})m) . (2.20)
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siendo ¥ = u(G)y y Bn = p(H, N GQ)/(G) = E(lyv,en,y|Hy). La dltima igualdad
en 2.20 se sigue de hacer un desarrollo de Taylor de la funcién exponencial, hasta el
segundo orden. Obsérvese que dado que |Iiy,cm,y — Bn| < 1, el resto en el desarrollo
esta uniformemente acotado. Por otro lado sabemos que f3,/g, — Lo/u(G) por el
Lema 2.15 y 2.17. Luego, el Lema se sigue de aplicar convergencia dominada. O]

Lema 2.19. Bajo (H0)-(H5)

H B(G%e,) NG w
v/ mey, (M( "QG)—'”( (G, en) )) — 0 cuando n — o0

€n En

Demostracion. Simplemente tenemos que adaptar la prueba del Lema 2.15, usare-

mos la notacién de dicho lema. El resultado queda demostrado si se demuestra que
m/enit(R,) — 0 en probabilidad, cuando n — oo.

Sea 0 > 0 y supongamos que

—1(Ry,) > 6. (2.21)

En B

Definamos 9,, = %/Lan' Las hipdtesis (H2) y (H3) implican que

,u(B(GC, en(1=3,)) N G) = Loen(1—6,) + O(£2),
y luego, si estamos en el evento en el que 2.21 vale, existe z € I" tal que
B(z,e,0,) N{X1,..., X, } = 0.

Consideremos ahora un cubrimiento de I' por M bolas {B; }1<j<y con radio ,9,/2,
centradas en {z;}1<;<m puntos de I'. Es facil ver que los centros pueden tomarse de
modo que M = O((1/£,6,)?). Finalmente, si jy es tal que ||z — 2;,|| < £,0,/2, enton-
ces Bj,N{X1,..., X, } = 0. El problema se reduce entonces a calcular la probabilidad
de tal evento.

p( g“(R”> 25) <P (LAj {{Xl,...,Xn}mBj =®}>

j=1
< MméxP({Xl, XN B; = @)
J
d/2 n
< o(@) (T) (1 —C(d,q) (5—")d/2> o,

En m

donde el tdltimo limite se obtiene de reemplazar M y §,, por sus valores y aplicar las
hipdtesis (H1)y (H5). O

Para demostrar el teorema observemos que (H/) implica

W(B(Ge,e,) N G)

En

Ve Ty(n) = /e,

_LO' §57
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si n es suficientemente grande. Lo cual, junto con los lemas 2.18 y 2.19 concluyen la
prueba de 2.18. Para demostrar 2.19 observemos que la diferencia i(G) — u(G) es de
orden 1/N <1/y/n+m < 1//mé,, por lo tanto podemos reemplazar A,, por L, en
2.18, manteniendo los 6rdenes de convergencia y las distribuciones asintoticas. O]

2.4. (Caso a-convexo

En esta seccion veremos resultados referentes a la estimacién de volimenes para
el caso en que el conjunto es un subconjunto de RY a-convexo. Al igual que en la
seccion anterior, buscamos estimar el contenido de Minkowski del borde del conjunto.
Supondremos que tenemos un conjunto G C (0, 1)¢ y denotaremos R = [0, 1]%\int(G).
Supongamos que tenemos observaciones (Z1,61), ..., (Zy, §,) de una variable aleatoria
(Z,6) con distribucién uniforme en [0, 1]%, y § = I;zeqy. Denotemos Py la distribucién
de Z dado que sabemos que § =1 (es decir Z € G) e Y la de Z dado que sabemos
0 = 0. Obsérvese que Px es uniforme en G y Py en R.

2.4.1. El estimador
Considremos X, ={Z; : §; =1} y Y, = {Z; : §; = 0},

Gn :Ca(Xn) = (Xn Soe! é) o B,
Rn :Coz(yn) = (yn D« é) ©a B,

y 'y = B(Gp,e,) N B(R,, €,) siendo g, una sucesién de numeros positivos que con-
verge a 0. Por lo tanto el estimador propuesto para el contenido de Minkowski Lg(G)

es
(')
2,

L,=
Veamos entonces uno de los resultados asintoticos.

Teorema 2.20. Sea G C (0,1)% un conjunto compacto no vacio. Supongamos que
una bola de radio o > 0 rueda libremente por G y por G¢, entonces, con probabilidad

uno )
log n) a+T

En n

El éptimo se obtiene para e, = (logn/n)'/(@+1).

Demostracion. El teorema serda consecuencia de 3 proposiciones. En la primera se
establece que si I' C B(Z;,2p,) N B(ZY,2p,) donde Z;¥ = {Z; € X, : d(Z;,]") <
P2y y ZY = {Z € Yo : d(Z;,T) < p2} entonces B(T,e,) \ T estd contenida en
D, = B(T,e,) \ B(T',e, — Kp?) para n suficientemente grande. En la segunda se
encuentra, basdndose en que p(D,) = O(p?), una cota para |L, — Lo| dependiente
solo de €, v p,. En la tercera se demuestra que efectivamente, con probabilidad 1,
L C B(Z¥,2p,) N B(ZY,2p,).
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Proposicion 2.21. Sea G un conjunto en las hipotesis del teorema 2.20, entonces
(i) Con probabilidad 1, T,, C B(T',&,).
(ii) Supongamos que p, — 0 y p2e;* — 0 y que
P(T C B(ZY,2p,) N B(Z),2p,) a partir de cierto n) = 1,

donde Z¥ = {Z, € X, : d(Z,T) < g2} y 22 = {Z € YV, - d(Z,T) < p2}.
Entonces si K > max(2,8/«a), tenemos que

P(B(F, en — Kp2) C T, a partir de un cierto n) = 1.

Demostracion. Veamos la demostracién de la parte (i). Bajo las hipétesis de que G
y G¢ son a-convexos, se puede ver facilmente que R también lo es. Dado que con
probabilidad 1 tenemos que &X,, C Gy V,, C R,

G,=0\(X,) CCLG)=G y R,=0Cu(V,) CCy(R)=R.
Entonces, con probabilidad uno
Iy, = B(Gp,en) N B(Ry,e,) C B(G,e,) N B(R,e,) = B(1, &,), (2.22)

lo cual concluye la prueba de la parte (7). La parte (ii) quedard demostrada si se
demuestra que

P(T C B(Gn, Kp2) N B(R,, Kp,) a partir de un cierto n) = 1, (2.23)
dado que si I' C B(G,,, Kp2) N B(R,,, Kp2) y €, > Kp? entonces

B(T,e, — Kp2) C B(B(G,, Kp2) NB(R,,Kp2),en — Kp?)
C B(Gn,en) N B(Rp,en) =Ty

Para demostrar 2.23 es suficiente ver que con probabilidad 1, para n suficientemente
grande,
vog=v—Kpin(z) €G, y zr=x+ Kp’n(z) € R,, (2.24)

para todo x € I, donde 7(x) es el vector normal saliente en el punto x. Para demostrar
2.24 necesitamos demostrar que x¢ no puede estar contenido en una bola de radio «
que no corte X, andlogamente para xr. Para eso vamos a necesitar algunos lemas.

Lema 2.22. Sea G un conjunto en las hipotesis del Teorema 2.20, supongamos que
I C B(Zy,2pa) N B(Z,2pn),
donde Z;¥ = {Z; € X, : d(Z;,T) < p2} y ZY ={Z € Y, : d(Z,T) < p2}.

Entonces para todo y € R?, tal que d(y,T) = a — k con max(2,8/a)p? < rk < «,

Bly,a)N Xy £ 0 y  Bly,a)nY, £ 0.
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Demostracidén. Sea y tal que d(y,T') = a— k con méx(2,8/a)p? < k < a. Denotemos
como Pry la proyeccién de y sobre I'. Dado que I' C B(Z¥,2p,,), existe z, € Z7 tal
que ||z, — Pry|| < 2p,, ademés d(z,,T") < p2 < k/2. Si ||z, — y|| > « entonces, por el

Lema 1.40

arK
22 = Pryll = /5" > 200,

lo cual es absurdo. La tltima desigualdad es consecuencia de que k > 8p2/a. Por

lo tanto ||z, —y|| < a'y B (y,a) N X, # (. Andlogamente se demuestra que B
(y, ) NV # 0. O

Antes de seguir con el siguiente lema vamos a introducir algo de notacién, dado
que estamos suponiendo que G C (0,1)? para todo z € G

d(z,R*\ (0,1)%) > 0.

La funcién d(-,R?\ (0,1)?) es continua, alcanza su minimo en el conjunto compacto,
(. Denotemos como e dicho minimo.

e =mind(z,R*\ (0,1)%) > 0.

zeC
Obsérvese que B(G,e) C [0,1]%
Lerr;a 2.23. Sea v € R un punto tal que 0 < d(z,G) < 60/2, y ¢ [0,1]¢ tal que
xr €B(y,a). Entonces existe zy € R para el cual B(zg,e/4) CB(y,a).
Demostracion. la funcién

dN) =d(Az+(1-Ny,G), 0<A<1,

es continua. Dado que y ¢ [0, 1]%, tenemos que d(0) = d(y, G) > e. Por lo tanto

d(1) =d(z,G) <e/2.

Luego por el Teorema de Bolzano, existe zy en el segmento [z, y] tal que d(zy,G) =
3e/4. Mds aun, zy € R ya que 29 € B(G,e) C [0,1]%y 2 ¢ G.

Veamos que B(zy,e/4) Cé(y, a). Sea z € B(zg,€/4). Tenemos que
e
Iz =yl < llz = 2oll + |20 = yll = 7 + 20 = y]-
Dado que zy esta en el segmento [z, ]

Iz0 = yll = llz = yll = [l — =l
De d(z9,G) = 3e/4 y d(z,G) < e/2 se sigue que ||z — z|| > e/4 y, por lo tanto
e
120 =yl = llz = yll = llo = 2oll <a = 7.
Luego,

€ (&
—yll < = ——=a.
le—yl<S+a-S=a
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Lema 2.24. Supongamos que I' C B(Z:X,2p,) N B(ZY,2p,) y Kp2 < min(e/2,a),
donde K > méx(2,8/«). Supongamos que dy(X,,G) < o ydyg (Y, R) < min(e/4, a).
Entonces, para todo x € T,

r—Kpin(x) € Gn y x4 Kpin(z) € Ry,
donde n(zx) es el vector normal saliente en el punto x.
Demostracién. Sea v € U'y xg = x — Kp2n(x). El punto z¢ pertenece a G,, si toda
bola abierta de radio o que contenga a z¢ corta a algin punto de la muestra &,,. Sea

y € R? un punto tal que zg Gé(y, a). Queremos demostrar que é(y, a)NX, # 0.
Esto es inmediato cuando y € G ya que por hipétesis dy(X,, G) < a. Supongamos

entonces que y € G°. Ya que zg Eé (y,a) N G, entonces d(y,I") = a — K, donde
k> Kp? > méx(2,8/a)p?. Por el Lema 2.22 tenemos que f?(y, a) N X, # 0.

Sea g = x + Kp2n(z). Al igual que antes, para demostrar que zp estd en R,

basta demostrar que é (y,) N Y, # 0. Para todo y € R? tal que xp Gé (y, ).
Nuevamente es inmediato cuando y € R. Supongamos que y ¢ R. Tenemos dos

posibilidades: y € G o y ¢ [0,1]%. En el primer caso, como xg €B (y,a) N G°,
tenemos que d(y,I') = o — K, con k > Kp? > méx(2,8/a)p?. El Lema 2.22 implica

entonces que B (y,a) N Y, # (. Por tltimo si y € [0,1]¢, por la definicién de zp
tenemos que d(zg, G) = Kp? < e/2, entonces, por el Lema 2.23 existe 29 € R tal que

B(zp,e/4) Cé(y,a). Dado que dy(V,, R) < e/4, tenemos que B(zg,e/4) N Y, # (.
Por lo tanto é(y, a)NY, # 0. ]

La Proposiciéon 2.21 queda demostrada ya que las condiciones del Lema 2.24 se
cumplen con probabilidad 1, para n suficientemente grande. O

Veamos ahora la segunda proposicién, que establece una cota para |L, — Lg| que
se obtiene a partir de separar la resta en sesgo |L(g,) — Lo| y varianza |L,, — L(g,)|.

Proposicion 2.25. Bajo las hipotesis de la Proposicion 2.21 tenemos, con probabi-
lidad uno

2 2
L, — Lo| < |L(n) — Lo| + O (g—”> = 0(z,) + O (p—") ,

inf |L,, — Lo| = O(py).

Demostracion. Sabemos que |L(g,) — Lo| = O(g,,). Por otro lado, de la Proposicién
2.21 tenemos que

P(B(T,e, — Kp}) CT,, C B(I,&,) a partir de cierto n) = 1.
Entonces, con probabilidad 1, para n suficientemente grande

p(B(I,e)  p(Ta) _ p(B(T.en) = p(B(T 20 — Kp))

L, — L(g,)| = <
| (en)] 2e, 2e, 2e,

Y
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veamos ahora un lema que nos serd necesario para concluir la demostracion de la
proposicion anterior.

Lema 2.26. Supongamos que F(¢) = u(B(L,¢)) es diferenciable en un entorno de
0 y que la derivada F' es continua en 0, entonces

(D)
nlgglo 2K p? -
donde D, = B(T',e,) \ B(T',e, — Kp?).

Demostracién. Para n suficientemente grande, (dado que &,,p, — 0o y p2e,t — 0)
tenemos que

1(Dy) M(B(Fvgn) - N(B(Fvgn - Kpi))
2Kp}, 2Kp;,
Flen) = Flen — Kpp) _ F'(s)Kpp _ F'(cn)

2K p? 2K p? 2

donde hemos aplicado el Teorema del Valor Medio, siendo ¢, un punto en el intervalo
(en — Kp?,,). Dado que F’ es continua en 0,

/

=Ly

Por el Lema 2.26, tenemos que, con probabilidad 1
2
L, — L(z,)| = O (’;—”) .

Por lo tanto, con probabilidad 1

n

2 2
L, — Lo| < |L(n) — Lo| + O (g—”> = O, + 0O (p—") .

Por lo tanto si igualamos los 6rdenes a la derecha de la tltima expresion obtenemos
que &p = Pn y

1
1 a1
inf|Ln—L0\:O(Ogn) .

n
Esto concluye la demostracion de la Proposiciéon 2.25. [

Proposicién 2.27. Si c > 0 es suficientemente grande entonces

P(T C B(Zy,2p,) N B(ZY,2p,) a partir de un cierton) = 1,

<clogn>d}r1
Pn = )
n

7Y ={Zi€X,:d(Z, 1) <pt} y ZY={Z €V d(Z,T) < p2}.

donde
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Demostracion. El Teorema 1 de Diimbgen y Walther (1996), ver [11], establece que,
para p, > 0,

P(T' ¢ B(ZY,2pn)) < p, [ [(G. 2, pn), U =X,
donde [[(G, ZY%, p,) = sup,er P(B(z, p,) N Z% = 0). Por el Lema de Borel-Cantelli
es suficiente demostrar que
ZpgdHGZ“,pn <oo, U=X,). (2.25)
Dado z € T'. Como Z es uniformemente distribuido en [0,1]¢ tenemos que, para
Py < e,
P(B(z,pp) N Zy =0) = P(Z; ¢ B(z,p,) N BT, p2) NG, i=1,...,n)
= (1 — u(B(z, pa) N B(T, p;) N G)>n
< exp ( —nu(B(z, p) N BT, p2) N G))
Anélogamente
P(B(z,p,) N ZY =0) < exp ( — nu(B(z, p.) N BT, p2) N R))
Por 1.44, sabemos que
P(B(z,p,) N Zy =0) <exp(—nyplt'), U=2X).
Esto concluye la demostracién de la Proposicién. O]

El Teorema es una consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.21, 2.25 y 2.27.
m
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Capitulo 3

Estimacion de conjuntos: Datos
insuficientes

3.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado la estimacién de ciertos subconjuntos de R?, y hemos
propuesto estimadores para el borde de dichos conjuntos, bajo el supuesto de que dada
una muestra Xi,..., X, sabemos exactamente, o bien que todos los X; pertenecen
al conjunto, tal es el caso del estimador de Devroye y Wise, o que podemos dividir
la muestra en puntos del conjunto y puntos del complemento, en el caso en que
nos interes6 estimar longitudes, areas, etc. El presente capitulo pretende mostrar
a partir de ejemplos que en ciertos casos de interés practico no podemos hacer esa
divisién, y lo que se tiene entonces son simplemente mediciones X1, ..., X, realizadas
en puntos Zi,...,Z, de [0,1]? y sabemos tnicamente, que algunas de ellas tienen
una distribucién desconocida F', en un cierto conjunto desconocido S, y el resto otra
distribucién, también desconocida y distinta de F, que llamaremos G. Lo que se
busca entonces es estimar el conjunto S. Si supiéramos cuales X; tienen distribucién
F y cuales GG, sin saber necesariamente cuales son dichas distribuciones, estariamos
entonces en los casos estudiados en los capitulos anteriores.

Pensemos a modo de ejemplo muy simple, que estamos en el intervalo [0, 1] y
nuestro conjunto S es de la forma [0, #), que tenemos mediciones X7, ..., X, en puntos
2y, Zy de [0,1], los X; para los cuales Z; € S, tienen cierta distribucién F y los
X; para los cuales Z; € 5S¢ tienen distribucion G, éste modelo tan simple ha sido
ampliamente estudiado en la literatura, y se conoce con el nombre de problema de
punto de cambio. Podemos pensar que lo que tenemos son mediciones a lo largo del
tiempo de algin fenémeno fisico y lo que buscamos es el punto de cambio en la
distribuciéon de dichas mediciones.

Para el caso d = 2 surge de manera natural imaginar que nuestro conjunto en
cuestion es un area geografica. Consideremos la siguiente aplicacion a la forestacion,
pensemos que las observaciones {X; : i € I} representan alturas de &rboles, y que
por ejemplo F' es la distribucion de arboles sanos y G la de arboles con alguna
patologia. El objetivo es entonces estimar el conjunto que delimita los arboles sanos
del resto. Ejemplos analogos pueden pensarse en el area de oceanografia, siendo las
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X; mediciones de profundidades, etc.

3.2. Motivacion intuitiva del estimador propuesto

Vamos a expresar primero con algo mas de precision lo dicho en la seccién anterior.
Supondremos que el conjunto que queremos estimar, S C (0,1)4, es Borel medible, y
que tenemos datos (Z;, X;);—1,.., independientes donde Z; tiene distribucién uniforme
en [0,1]? y X, tiene distribucién Fsi Z; € Sy G # Fsi Z; € S¢. Las distribuciones F'y
G son totalmente desconocidas, la inica suposicion que se hara es que son distintas. El
objetivo serd elegir segtin algin criterio que se especificara, un conjunto que aproxime
S en medida, que tomaremos de una familia que denotaremos I',, (cuyo cardinal
anotamos |[',,|). Para definir la familia I';, consideremos una grilla U; generada de la
siguiente manera, dividimos el j-ésimo (1 < j < d) eje en n; divisiones igualmente
espaciadas (1/n1,2/ns,...,n;j/n;) de modo que los nodos de la grilla son los puntos
Il = (li/n1,la/ng, ... la/ng) con l; € {1,2,...,n;}. I, serdn entonces conjuntos 7'
generados como union de rectangulos con vértices en la grilla.

Vamos a introducir primero algo de notacion:

1) Si A C (0,1)¢ es medible, fijado n, |A|=#{i : Z; € A}.
2) Parae, >0y T €T, anotamos:
T®e,B:= | Bz
leTNUy

Tomaremos ¢,, de modo que T' C T'® ¢, B

3) Por simplicidad si A es un conjunto medible, usaremos la notacién j € A para
{j . Zj € A}

Dado un T € I',, consideremos las distribuciones empiricas

hr(z) = |T@€ Z Tix, <o)

€T ®en B

1
hre(z) == ————— T x,<a)-
(T ® 2, B)] (Z) s}

Tenemos entonces que hr(z) es una estimacién de:
[T ®e, BNS|F(z)+|T ®e,BNSNG(x)
|T & e, B] ’

y hre(z) de:
(T ®e,B)NS|F(x)+ (T ®e,B) N SYNG(x)

(T @ enB)| ’

y por lo tanto

T®e,BNS| [(T®e,B)NS|
— c ~ — — .
|hr(z) — hre(z)] T e B Tz B |F(x) — G(x)]

Observar que la expresion anterior estd mayorada por |F(z) — G(x)|.
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3.2.1. Definicion del Estimador

Consideremos la diferencia d? := |hp(X;) — hye(X;)| para i@ = 1,...,n, y una
funcién N(d¥,dl, ... d¥). La funcién N debe cumplir ciertas propiedades que se es-
pecificaran mas adelante.Como ejemplos de funciones que cumplen esas propiedades
tenemos la norma de Kolmogorov-Smirnov Ngg(dy,...,d,) := supi<i<nd;, la nor-
ma de Cramér-von Mises N, (dy, ..., d,) = (X0, d?/n)/? vy la media aritmética
Nom(dy, ... dy) == >0 di/n.

Finalmente, para definir el estimador, tenemos que tener en cuenta valores muy
chicos de |T' @ ¢, B| (relativos a n) ya que estos producen valores de d; muy grandes.
Esto se logra multiplicando por |T @ €, B|/n. Por las mismas razones, multiplicamos
por |(T & e,B)¢|/n.

El candidato a estimador S’n se define como el conjunto T en I',, que maximiza la
funcién
T @B (T ® cuBY|
N n n

es decir S, := argmaxpcr D(T).

3.2.2. Sobre la distancia entre conjuntos

Para medir la proximidad entre conjuntos vamos a tener en cuenta que tan proximo
estd T @eB de S y que tan préximo estd (T' @ e, B)¢ de S°. Para eso, si AAB denota
la diferencia simétrica entre A y B, definimos:

I(A, B) :== min { ((AAB), n(A°AB)}.
Observacion 3.1. 9( . , . ) tiene las siguientes propiedades:
» (1.a) 0(A,B) >0
» (1.b) O(A,A) =0
» (1.c) (A, B) =0(B, A)
w (1.d) 0(A,C) < 0(A,B)+9(B,C)
Demostracion. Las propiedades 1.a, 1.b y 1.c son obvias a partir de la definicién,
veamos la prueba de (1.d). Si escribimos (A, B) en términos de A, B y C' obtenemos:
J(A,B) = min{u(AﬁBcﬂC) +u(ANBNCY) +pu(ANBNC)+ p(A°N BNCY,
M(ACmBCmC)Jru(ACmBCmCC)+M(AmBmC)+u(AmBmOC)}.
=: min{U, V'}

Si hacemos un desarrollo andlogo para d(A,C) y 9(C, B) en términos de A, By C.
Uno de los cuatro posibles valores de 9(A, C) + 9(C, B), es:

W= p(CNANB)+pu(CNANB) 4+ u(C°NANB)+u(C°NANB)+u(BNC°NA)
+u(BNCNAY)+u(B°NCNA)+ pu(B°NCN A
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Como los sumandos de U son un subconjunto de los sumandos de W obtenemos que
0(A,B) = min{U,V} < U < . Desigualdades andlogas se obtienen para las otras
tres posibles expresiones de 9(A, C) + 9(C, B).

3.2.3. N(.)

Definicién 3.2. Una funcién N(.): R? — R es una norma de promedios-dominante
si se cumple:

D.a) Simétria N(.) es simétrica en sus n variables.

D.b) Homogeneidad N(ad,...,ad,) = aN(dy,...,d,) para todo a > 0.

D.c) Desigualdad Triangular N(dy+cy,...,d,+c,) < N(dy,...,d,)+N(ci, ..., cn).
D.d) Identidad N(1,...,1) = 1.

D.e) Monotonia N(ds,...,d,) < N(e,...,c,) siempre que d; < ¢; para todo i.
D.f) Promedio-Dominancia N(dy,...,d,) > > ", d;/n.

Es facil ver que las normas Nkgs, Noy, V Nam son normas promedio-dominante.

3.2.4. Hipdtesis sobre ',

Supondremos que:
T1) VI €T, |T|/n>0y 0 < pu(S) <1.

T2) Vn existe T}, € I',, y &, tal que la sucesién {T},} cumple n°9(S, T ®e,B) — 0
cuando n — oo, para 0 < 1/2.

Es claro que si no tenemos tales candidatos en I',, no podremos elegir ninguno que
aproxime S en medida.

T3) Vv > 0 |, exp(—yn!?) < n™ con a > 1 siendo § como en T2.

El modelo que aqui se propone tiene como motivacién el propuesto en [4]. La
diferencia escencial respecto del trabajo de Carlstein y Krishnamoorthy es que en
dicho trabajo se toman los Z; en una grilla que depende de n y no del azar, por no
tomar aqui tal grilla es que en ciertos calculos vamos a tener que tomar esperanza
condicionada. Otra diferencia a destacar es que en éste trabajo no se pide la condicién
RA4) de regularidad del borde.
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Capitulo 4

Convergencia en medida del
estimador

4.1. Introduccién
El propésito de este capitulo es presentar los resultados tedricos referidos a la
consistencia del estimador propuesto en el capitulo anterior.

Teorema 4.1. Consistencia: bajo las hipdtesis T1) a T3)
n’d(S, S,) — 0 cuando n tiende a infinito, c.s.

Teorema 4.2. Error en Probabilidad: bajo las hipdtesis T1) a T3) se cumple

que R
P(0(5,5,) > ¢) < |Ty|exp { — cae’n},

para n suficientemente grande, siendo ¢i y ¢ constantes positivas

Demostracion. Vamos a demostrar el teorema 4.1 y 4.2 a partir de:
P (néa(s, Sn) > 6) < |y exp{ — 0252n1’25},

para n suficientemente grande.
De la desigualdad anterior, tomando ¢ = 0 se concluye el teorema 4.2. El teorema 4.1
es una aplicacién directa del Lema de Borel-Cantelli y de la hipdtesis T3).

Vamos a introducir primero algo de notaciéon que sera utilizada més adelante.

Definicién 4.3. Vamos a definir para T € T',
nr(z) .= [pu(T ®e,BNS)F(z) + u(T ® e, BN S)G(2)] /(T ® e, B).
nre(z) == [p(T ® e, B)°NS)F(z) + pu((T @ e,B)° N S)G(x)] /(T ® €,B)°).
O = |10 (X]") = e (XT) .
A(T) = p(T ® e, B)p((T ®e,B))S (6 :i=1,...,n).
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Veamos ahora dos lemas que nos permitirdn trabajar con A(T") en lugar de con
D(T), esto presenta la ventaja de que en la definicién de A(T') tenemos F'y G
en lugar de las distribuciones empiricas, y las medidas exactas de los conjuntos en
lugar de las aproximaciones empiricas. Necesitaremos por lo tanto cotas exponenciales
para la diferencia entre la distribucién empirica de F', F,,, y F' (de igual forma entre
la distribucién empirica de G, G,,, y G) y resultados de consistencia de la medida
empirica de los conjuntos.

Lema 4.4. Bajo las hipétesis T1) y T3), dado €, > 0

Toe,B
n® sup |u(T @ e, B) — &‘ —0 cs.
Ter, n
Demostracion.
T®e,B T®e,B _
P (n6 sup (T @ e, B) — w‘ > 8) < Z p ('M(T@%B) - m‘ > en 5) :
Tely, n n

Tel'y

Vamos a usar la desigualdad de Hoeftfding que dice que si Xi, ..., X, son indepen-
dientes, P(X; € [a;,b;]) =15 =>"" | X; entonces

P(S — E(S) >ne) <exp (— Zﬂlz(nbf_ ai)Q) :

Consideremos Y; i = 1,...,n ii.d con distribucién Bernoulli(u(T @ ¢, B)) entonces

T &e,B i1 Vi
P (—| ®enBl (T @e,B) > 871_6) =P (ZZ—I — (T ®eB) > 5”_5)
n

n
=P (Z Y, —nu(T ®e,B) > 5n1_5>

i=1
<exp { — 2n1_2582}

Usando T3) se concluye la tesis. O
Con argumentos anédlogos se puede ver que

T ®e,BNS|

Wl &e,BNS) — "

n® sup
Tely

‘ — 0 c.s.

y lo mismo para (T' & ¢, B)°.

Lema 4.5. Para n suficientemente grande

P (n‘s sup |D(T) — A(T)| > 6) < K|T,|exp { — ke*n' ™},

Tely
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Demostracion. Definamos D(T) := (T ® e, B)u((T ®e,B))S(dL, :i=1,...,n)y

observemos que

B(T) - D(T)| = ‘ (u(T ©enB) — M) u((T & 2, B))

T®e, B\ |T®e,B .
(T @e )|>| De |‘S(d§-:z=1,--->”)-
n

n

* (M«T%B)c) -

Tenemos que por las propiedades D.e) y D.c) S(d%, : i = 1,...,n) < 1y, por
el Lema 4.4 basta probar la desigualdad del Lema 4.5 para D. Anotemos HY =
\hp (X)) — nr(Xa)| y HEE = |hre(Xi) — nre(X0)| v €l := Hp' + H: entonces df, <
el + 6T v 61 < el +dL.  entonces usando las propiedades D.e) y D.c) de S tenemos
que D(T) — A(T) < (T @ e, B)u((T ® £,B)°)S(el, - i = 1,...,n). Las mismas
cotas se pueden obtener para A(T) — D(T) de donde usando D.c) se obtiene |D(T') —
AN <uTo®e,B)SHYF :i=1,....n) +pn(T®e,B))S(Hp :i=1,...,n).

| 2 jerac,ns i <xi) T @®e,BNS|
HY < Jj€TDen BN JSAd _F )(Z n
T—‘ T ®e, BN S (%) T ® e,B|
LR(X) T@e,BNS| wT®eBNS)
' T & en B u(T' ® e, B)
I 2 jerac,nse 1x;<x:) —G(X) T ®e,BNS|
|T & e, BN Se Y1 T @ e,B]
T ®e,BNSY  w(lT®e,BNSY)
(%) T @ e,B| w(T & e, B) (4.1)
El primer valor absoluto se acota por:
D jeTomnB s Lix; <o)
F - JjE ®en BN 7> .
T T Tee,BN S ()]

en el segundo sumando acotamos F'(X;) por 1. De forma andloga se acota en tercer y
cuarto sumando. Obtenemos H2% < HJ: donde H}: no depende de i. Por argumentos
andlogos se puede acotar H* < H!.. Por lo tanto aplicando propiedades D.e),D.b)
y D.d) obtenemos que

‘[?(T) — A(T)| < (T ® e, B)H}: + pu((T @ £,B)°) Hfe.

Si usamos la desigualdad 4.1, el lado derecho de esta desigualdad da lugar a 4
sumandos analogos. Uno de ellos es:

T nB T “BNS T “BNS
‘(M(T@enB)—’ oe ’)' o8NS [T0e "FT
n n n
T nB T 2BNS T 2BNS
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Observemos que si aplicamos el Lema 4.4 es suficiente considerar

T ®e,BNS| _5) ( nt=? )
Pl sup ——Fr >e¢en < PlFpr>e———|. 4.2
(Telpn n T _7; T T ®e, BNS| (42)

Para acotar cada sumando de la ultima desigualdad usaremos la desigualdad de Dvo-
retzky, Kiefer, y Wolfowitz que dice que si X;, Xo,...,X,, son variables aleatorias
i.i.d con distribuciéon F y si

1 n
Fo(z) = - ZH[XZ-Q)O) (z) z€eR,
=1

entonces

P (sup |Fy(z) — F(z)| > g) < 2exp{—2ne?).

z€R

Por lo tanto si usamos esta desigualdad, condicionando a |T' @ ¢,B N S|, tenemos
que cada sumando en 4.2 se puede acotar por K, exp{—ki;e2n!=2°}. Esto concluye la
demostracion del Lema 4.5.

Los siguientes tres lemas tienen como objetivo relacionar la proximidad de T a 6,
segin la distancia 9(7',0), con la de A(T) a A(0).

Lema 4.6. Para T €T, si definimos 653, = |F(X;) — G(X;)| entonces
A(T) =p(T)S(82; i =1,....n),
siendo
p(T) == (T ® e, BNS)u((T ® £,B)°) — u((T & £, B)* N S)u(T ® ,B)|.
Demostracion. Observemos que

T _ P(T)5S¢

Oni w(T @ e, B)pu((T ® e,B)°)’

y por lo tanto el lema es consecuencia de la propiedad D.b).
Lema 4.7. Para cada T € T',, tenemos que, si definimos
A(S) = p(S)S(65, i =1,...,n)

y p(S) := u(S)u(S°) entonces
A(T) < A(S).

Demostracion. Observemos que por el Lema 4.6 es suficiente probar que p(T) <
1(S)(S€). Consideremos la expresién dentro del médulo, en la definicién de p(T'). Si
esta expresion es positiva entonces p(7T) es igual a

(T @, BNS)u((T@e,B)°NS) —pu((T@e,B)NS)pu(T®e,BNS) < pu(S)p(S°).

El caso negativo es analogo.
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Lema 4.8. Para~y > 0, si 0(S,T) <~ entonces p(S)—p(T) < v y si 0(S,T®e,B) >
v entonces p(S) — p(T') > k'v > 0.

Demostracion. Observemos que
p(S) — p(T) = min {u(SC NT ®e,B)p(S) + pu(SN (T ®e,B)°) (S,
(S NT @ e B)u(S) +u(S°N (T @ 2, BY)u(S) . (43)

Si comparamos esta expresiéon con la definicién de 9(S,T @ €, B), la primer impli-
cancia es inmediata. Para la segunda, tenemos por hipétesis que

méx {M(SC NT®e,B),u(SN(T® gnB)C)} >

B2

Y que
mix { (SN T @ 2,B), u(5°N (T @ 2, B)°) } >

D2

Por lo tanto usando la ecuacién 4.3 tenemos que

p(S) = p(T) > min {(S), u(5)} .

El tdltimo lema, de caracter algo técnico que utilizaremos para demostrar el Teo-
rema es el siguiente:

Lema 4.9. Anotemos op := [*_|F(2)—G(z)|dF (z) y ¢ = [ |F(2)—G(2)|dG(z)
y = oru(S) + @au(S°). Entonces ¢ > 0.

Demostracidn. Por hipétesis tenemos que ® := {z € R : |F(z) — G(z)| > 0} # 0.
Es suficiente ver que [, dF(z) > 0 o [,dG(z) > 0. El caso en que ® contiene un
punto de discontinuidad de F' o G es trivial por lo que supondremos que F'y G son
continuas en cada = € ®.

Tomemos o € ¢ y supongamos F(zo) > G(zp). Entonces o := {y € (—o0, z0) :
F(z) > G(z)Vx € (y,20]} es no vacio por continuidad. Anotemos yo := inf{y € o}.
Si yp = —o0, entonces (—o0,z9] C Py [, dF(x) > F(xo) > G(x0) > 0. Si yo > —o0,
entonces F(xg) < G(yo) y también (yo, zo) C ®, de donde [ dF(z) > F(z0)—F (y0) >
F(ZE()) — G(Ig) > G(ZL'()) — G(yo) > 0.

Demostracion del Teorema 2
Aplicando los Lemas 4.6, 4.7, 4.8 y la propiedad D.f) de S tenemos que:

(S, T) >~ = |A(S) = A(T)| = (p(S) — p(T))S(65; i =1,...,n) > k'v}.
donde 65 = 37" | 65, /n. Por lo tanto si w := ¢/2 > 0 :
P(8(S,S,) > en™®) < P(JA(S) — A(S,)| > Ken™%65) <
P(JA(S) — A(S,)| > Ken®w) + P(65 <w). (4.4)

Vamos a acotar el primer sumando, para eso
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Lema 4.10. Para n suficientemente grande:
7 |AS,) = AWS)| > £) < KITalexp { — ket 2},

Demostracién. Sea T° € T, el subconjunto que maximiza A(.) sobre I',,. Tenemos
que, por el Lema 4.7 A(S) > A(T?) > A(T) VT €T,y por definicién tenemos que
D(S,) > D(T) VT €T,.

A(S,) = AS)| < [A(S)) = D(S)| +1D(5a) = A(T)) + |A(TY) — A(S)].  (4.5)

|D(S,) — A(T?)| se puede acotar por suprer, |D(T) — A(T)| ya que D(S,) >
A(T)) > A(Sn) o A(T%) > D(S,) > D(T?). La misma cota se puede aplicar en
[A(S0) = D(S,).

Usando los Lemas 4.6 y 4.7 y las propiedades D.e) y D.c) de S obtenemos que
AT — A(S)] < A(S) — AT) = (p(8) — p(T)S (65 11 = L...m) < p(S) - p(T).

Por la hipétesis T2) sabemos que para n suficientemente grande 9(S,T},) < en™°

para algin T;, € T,,. Por lo tanto si usamos el Lema 4.8 hemos acotado |A(T?)—A(S)|
por €. El Lema 4.10 es entonces una aplicacién del Lema 4.5. ]

Para el segundo observemos que P(67 < w) < P(|0% — ¢| > w). Anotemos Si =

D ies Oni/ 1Sy 0y = 3 icse 05:/15¢| por lo tanto tenemos 58 = 8,(S|/n) +85(|S|/n);
escribimos

55— o <5 |8 s S)5° — 55 |9 ise 585 —

|6, — | <4, " p(S)| + u(S)06,, — ¢r| + 4, p(S)| + 1(S)d, — wal-

El primer y tercer sumando se acotan usando el Lema 4.4. Consideremos el segundo
sumando, un argumento andlogo se aplica al cuarto. Por la ecuacién (2.3) de [12]
tenemos que

P(15 — el > w/a) = B(P(5, — orl > w/a |5))) < B exp{ —alS]}) =
> (“(S)) (1 u(8)yCy = (1 — u(8) (1 - i)) — exp{—nk}

j=0

con k constante positiva.Al juntar la cota de Hoeffding con la que obtuvimos de
aplicar el Lema 4.9 se concluye la demostracién del Teorema 2.

4.2. Una generalizacion del caso anterior

En esta seccién veremos que es posible generalizar los resultados de la seccién
anterior para el caso en que (siguiendo la notacién del capitulo anterior) las variables
X, toman valores en R?. Vamos a suponer que F' o G son absolutamente continuas
respecto de la medida de Lebesgue en R¢. Tenemos que definir entonces quien seré el
estimador a maximizar, y mas precisamente, quienes son los d;. De forma analoga a lo
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hecho en el capitulo anterior, definimos la familia I',,, y usaremos la misma notacién
que antes. Definimos ademés para T € I',, v « € R? las distribuciones empiricas:

hr(x) == |T@€ Z Lix <o)

€T ®en B

1
th(x) = H X; <z}
(T ® 2, B)] (Z) o)

donde entendemos por {X; < z} que si X; = (X;1,..., X)) y & = (21,...,24) enton-
ces X < xq1,...,X;q < xgq. Observemos que con esta notacién es posible definir los
d; v por lo tanto D de forma totalmente andloga a lo hecho anteriormente.

4.2.1. Hipotesis sobre I',,

Vamos a pedir que se cumplan las condiciones T1) y T2) y ademds una condicién
algo mas fuerte que T3):

T°3) Vy > 0 [T, |(n + 1)%exp(—yn'=2%) < n= con a > 1 siendo 6§ como en T2.
Lo que demostraremos sera entonces,

Teorema 4.11. Consistencia: bajo las hipdtesis T1), T2) y T’3))
n’d(S, S,) — 0 cuando n tiende a infinito, c.s.

Teorema 4.12. Error en Probabilidad: bajo las hipdtesis T1), T2) y T’3) se
cumple que X
P(0(S,5,) >¢) < a|Ta|(n+ 1) exp { — cae®n},

para n suficientemente grande, siendo ci y ¢ constantes positivas

Demostracion. De forma analoga a lo hecho anteriormente, vamos a demostrar el
teorema 4.11 y 4.12 a partir de:

P (n‘sa(S, S,) > €> <ally|(n+1)%exp{ — 02&?2711’25}

para n suficientemente grande, (las constantes que aparecen no son necesariamente
las mismas que las del teorema anterior)

De la desigualdad anterior, tomando 6 = 0 se concluye el teorema 4.12. El teorema
4.11 es una aplicacién directa del Lema de Borel-Cantelli y de la hipdtesis T’3).
Observemos que el Lema 4.4 sigue siendo valido ya que no depende de las X; y que
la definicién 4.3 se generaliza de forma trivial al caso que estamos considerando.

En lugar del Lema 4.5 veremos que siguiendo las mismas ideas de éste, podemos
demostrar facilmente
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Lema 4.13. Para n suficientemente grande

P <n6 sup |D(T) — A(T)] > 6) < K|Ty|(n+ 1)%exp { — ke*n' >}

Tely,
Demostracion. Observemos que la demostraciéon no cambia si en lugar de considerar
X a valores reales la consideramos a valores en R%, salvo que en el momento de acotar

nl—?
PlFpr>e—————
( r €|TEB£7LBOS|)’

no podemos usar la desigualdad de Dvoretzky, Kiefer, y Wolfowitz, ya que ésta es
para variables a valores reales. En lugar de eso vamos a usar los resultados del apéndi-
ce referentes a la teoria de Vapnik-Chervonenkis, en particular lo anterior se acota
usando el teorema A.4 y el A.5 y es de alli de donde surge el factor (n + 1) que
aparece en la tésis del Lema 4.13. O

Es claro que los Lemas 4.6, 4.7 y 4.8 también son validos en este caso, y en lugar
del Lema 4.10, es posible,demostrar

Lema 4.14. Para n suficientemente grande:
P(n’ \A@n) — A(S)\ >¢) < K|Do|(n+1)%exp { — ke*n~2}.

Demostracion. La demostracion se sigue de manera analoga a la del Lema 4.10, apli-
cando en 4.5 el Lema 4.13 a los 2 ultimos sumandos. O]

Es posible también, demostrar el Lema 4.9 para el caso en que F'y G son distri-
buciones en R? distintas y al menos una de ellas es absolutamente continua respecto
de la medida de Lebesgue. La demostracion de los teoremas se concluyen entonces a
partir de considerar éstas generalizaciones.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Teoria de Vapnik-Chervonenkis

La idea de éste capitulo es presentar brevemente la Teria de Vapnik-Chervonenkis,
que nos permite generalizar el conocido Teorema fundamental de la estadistica de
Glivenco-Cantelli, y encontrar cotas exponenciales de la diferencia

sup |F,.(z) — F(z)].
z€Rd
El contenido de éstas secciones pueden encontrarse en [10]. Vamos a presentar primero

una demostracion del Teorema de Glivenko-Cantelli que contiene ideas que luego se
usaran en el caso general.

Teorema A.1. Sean Z, Zs, ..., Z, variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con funcién de distribucion F(z) = P({Z1 < z}). Denotemos la distri-
bucion empirica como:

1 n
Fn<Z) = E Z]I{Zigz},
=1

entonces
v {Sup |F(2) = Fu(2)] > 6} < 8(n+1)e "/,

z€R
en particular, por el lema de Borel-Cantelli

limsup |F(z) — F.(2)| =0 con probabilidad 1.

n——+o00

Demostracion. Vamos a introducir algo de notacion que usaremos a lo largo de esta
seccion. v(A) = P{Z, € A}y vn(A) = (1/n) 3°7_, I{z,c4y para todo conjunto medible
A C R. Denotemos como A la clase de los conjuntos de la forma (—oo, z] con z € R.
Con esta notacion

SUp [F(2) = Fu(2)] = sup | (A) = v(A)]

zeR

Vamos a demostrar el teorema en varias etapas, siguiendo las ideas de simetrizacion
de Dudley (1978) y Pollard (1984). Asumiremos que ne? > 2 en caso contrario la cota
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es trivial.
PASO 1. Simetrizacién respecto de un remuestreo de Z. Definimos las variables

Zy, ..., 2 e Rtalque Zy,...,7,,7Z],..., 7 son independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Denotemos como v}, la medida empirica correspondiente a la nueva muestra:

1 n
v, (A) = - 2—1: Iizieay-
Entonces, para ne? > 2 tenemos que

P {%SM(A) —u(A)| > 5} < 2P {323 v (A) — v (A)| > g} .

Para ver esto, sea A* € A para el cual |v,(A*) — v(A*)| > ¢ si tal conjunto existe, y
A* cualquiera, fijo en A, si no. Entonces

P{sup () = ()] > 22} 2 Y (A7) = (4] > 272}

>p {|un<A*> — v(A%)] > &, U, (A") — v(A%)| < 3}

/ * * 6
—E {]I{IVH(A*)_V(A*)|>E}P {|yn(A ) — v(A%)] < 5)21, . .,Zn}} .

La probabilidad dentro de la esperanza puede ser acotada usando la desigualdad de
Chebyshev:

v(A)(1 - v(AY))

P{M(A*) — (A < g(zl, . .,Zn} >1-

Ya que hemos supuesto que ne? > 2. Obtuvimos entonces

P {iléah/(/l) -V (A)| > 5/2} > %P{|Vn(A*) — v(AM)]}

> 1p {3‘23 Wn(A) — v(A)] > a}

2
PASO 2. Simetrizacién por signos aleatorios. Sea o1, ..., 0, variables aleatorias in-
dependientes idénticamente distribuidas, con P(o; = —1) = P(o; = 1)1/2, inde-

pendientes de Z1,...,Z,,Z],..., 4. Como las 2, Z}, ..., Z,, Z! son independientes
identicamente distribuidas, la distribucion de

n

S (u(Z) — Lu(2))

=1

sup
AcA

Y
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es la misma que la de

ZUi(]IA(Zi) —14(2))|,

i=1

sup
AeA

usando entonces el paso 1,

1 | €
P sup |y, (A) —v(A >5}§2P sup — Ma(Z) —1a(Z))| > =
s () = via) {MZ( (7) - 1) | > £
= op Lsup L[S o (1a(z) - L) > &
AeA N "= 2
<2p 1zn: I,(Z)| > S\ + 2P 1zn: 1.(Z)
sup — g; i — sup — g; i
N Aegn — . 4 Aean — 4
4P { su 1Xn: 1,(Z)| > <
= - 0i i (-
Aegln i 4 4
PASO 3. Condicionar a Z,...,Z,. Para acotar la probabilidad anterior vamos a
condicionar a Zi,...,Z,. Fijemos z1,...,2, € R y observemos que al variar z en
R el numero de vectores diferentes (]I{Zlgz}, N anz}) es a lo sumo n + 1, luego
condicionando a 71, ..., Z, podemos escribir

AcA

€ €
{iléan ZUZ]IA >Z—1‘Zl,...,Zn} (n+1) supP{ ZUZ]IA >Z’21""’Zn}'
PASO 4. Desigualdad de Hoeffding. Con zi,..., z, fijos, >, 0:l4(%) es la suma

de n variables aleatorias independientes con media 0, a valores entre —1 y 1, por lo
tanto si aplicamos la desigualdad de Hoeffding obtenemos

1
P{— 14(Z;) >f’21,...,zn} < 2e "3,
n 4
Entonces
1 i E 2
P - 14(Z; >—‘Z,...,Zn < 2(n + 1)e /32,
{iﬁﬁn ;0 a(Z)| > 7| % }_ (n+1)e

Si tomamos valor esperado de ambos lados

sup oila(Z,
{AeA n Z

Veamos ahora como generalizar el resultado anterior para el caso en que las varia-
bles Z; toman valores en R?, para eso veamos primero algunas definiciones.

> £
1

} < 2(n+1)e /32,

]
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Definicién A.2. Sea A una familia de subconjuntos medibles. Para (z1,...,2,) €
{R¥}", sea N4(z1,...,2,) el nimero de conjuntos distintos, de la forma

{{21,...,Zn}ﬂA:AGA},
definimos el numero

s(A,n) = max Na(z1,. .0y 2n).
(An)i= =~ mix Nz )

Observemos que claramente s(A,n) < 2" y si s(A, k) < 2¥ para algin entero k
entonces s(A,n) < 2" para todo n > k.

Definicién A.3. Sea A una familia de conjuntos tal que |A|] > 2. El mayor entero
k > 1 para el cual s(A, k) = 2* se denotara V4 y se denomina dimensién de Vapnik-
Chernonenkis de A. Si s(A,n) = 2" para todo n entonces V4 = co. En el caso en que
S(A, k) = 2% decimos que A divide completamente a {zy, ..., 2,}.

Es claro que si por ejemplo tomamos A como los subconjuntos de la forma (—oo, ]
con x € R entonces s(A,2) =3 <22y V, =1.

Teorema A.4. (Vapnik-Chernonenkis (1971)). Sea v una probabilidad, y una familia
A de conjuntos, entonces, para todo n y para todo € > 0 tenemos que

P {SUP vn(A) — v(A)| > g} < 8s( A, n)e /3,
AeA

Demostracion. La demostracion sigue las ideas de la demostracion del teorema ante-
rior. De forma andloga asumimos que ne? > 2, en los primeros 2 pasos demostramos
que

P {Sup |Un(A) —v(A)| > 6} < 4P {sup !
AeA

Esto puede hacerse de manera totalmente analoga a lo hecho en el teorema anterior.
Veamos el paso 3.
PASO 3. Condicionar. Para acotar la probabilidad
€
> Z ,
nuevamente condicionamos a Zi, ..., Z,. Fijemos 2, ..., 2, € R? y observemos que
al variar A € A el ntimero de vectores distintos (I(z1),...,I(z,)) es justamente el

nimero de subconjuntos distintos, de {z1,. .., z,}, que se producen al intersectar con
elementos de A. Por definicién este nimero no excede s(.A,n).

1a(Z

>Z‘Zl,...,Z } < s(A,n) supP{

AcA

Por lo tanto es suficiente acotar la probabilidad condicional

1| £
Pl I1.(Z —’Z,...,Zn .
o
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Finalmente si aplicamos la desigualdad de Hoeffding obtenemos

P {SUP [Vn(A) —v(A)] > 5} < 8s(A,n)e /32,
AcA

]

Veamos ahora un teorema que nos permitird acotar superiormente s(.4,n) en
términos de la dimensién de Vapnik-Chervonenkis de la familia A.

Teorema A.5. Si A es una familia de conjuntos con dimension de Vapnik-Chervonenkis

V4 entonces para todo n
Va
n
s(A,n) < ,
Amd (")

Demostracion. Recordemos que s(A,n) = méx Ny(zy,...,z,), donde

(-lenwxn)

Na(xy, ... z,) = ){{xl,...,xn}ﬂA:AéA}‘.

Claramente es suficiente demostrar que para todo zy,...,x,

Va n
Natoroe) <3 (1)

Observemos que por la definicién de N4, podemos asumir que A es una familia de
subconjuntos de {z1,...,z,} con dimensién V4. En éste caso s(A,n) = |A|. Vamos
a demostrar el teorema por induccion en n y V4. El resultado es obvio para n = 1
y para cualquier clase con V4 > 1. Es claro que también se cumple para n > 1 si
V4 = 0, ya que en este caso s(A,n) = 1 para todo n. Asumiremos entonces que
V4 > 1. Por hipétesis de induccién asumiremos que el resultado es cierto para todo
k < n, para toda familia de subconjuntos de {z1, ..., z,} de dimensién menor o igual
que V4, vy para n y toda familia de dimensiéon menor que V4. Definimos las siguientes
clases de subconjuntos de {z ..., z,}.

A ={A—{z,}: Ae A},

y o o
A={Aec A a, ¢ A AU ) € A}

Observemos que tanto A’ como A estan formados por subconjuntos de {x1, ..., T, 1}
Veamos que |A| = |A’| + |A|, escribimos

A ={A—{z,} x,e A, Ac AAU{A—{x,} 2, ¢ A, A€ A} = B, U Bs.
Entonces
|A'| = [Bi] + |Ba| — [B1 N By
=H{A—{z.} 2 € A, Ac A} + |[{A—{z,} 12, ¢ A, A€ A}| — |4
= ‘{A:xnEA,AEA}‘—FHA:LL@?A,AGAH—‘fl|
= [A| = |4]
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Como |A'| < |A|y A’ es una familia de subconjuntos de {z1, ..., z,} podemos aplicar
la hipétesis de induccién y obtenemos que

A n—1
|A/|:s(A’7n—1)§Z( ; )
i=1

Veremos que V; < V4 — 1, lo cual implica que

- . -1
— <
Al = s(A,n—1) < ( ; ),

=1

por hipétesis de induccién. Para ver ésto consideremos un conjunto S C {z1,..., 2, 1}
tal que A lo divide completamente. Veremos que S U {z,} es divido completamente
por A. Para eso, tenemos que ver que para todo conjunto S" C Sy S’ U {x,} es la
interseccién de SU{xz,} y un elemento de A. Como S es dividido completamente por
A, si S' C S entonces existe un A e Atal que S’ = SN A. Pero como por definicién
x, ¢ A, tenemos que

S = (SU{x,}) N A,

y

S'U{z,} = (SU{z,}) N (AU {z,}).
Por definicién de A, A y AU {z,} estén en A y por lo tanto S U {z,,} es dividido
completamente por A. Como el cardinal de cualquier conjunto dividido completa-
mente por A no puede exceder V4 obtenemos que |S| < V4 — 1. Pero como S era un
elemento arbitrario, dividido completamente por A obtenemos que V; < V4 —1. Por
lo tanto hemos demostrado que

A n—1 ' -1
stan ==l < (") (M)
=1

=1

—1 —1
finalmente la conclusion se sigue de la identidad <n) = (n , ) + <n 1). O]
7/ —

2 7

Observemos que del resultado anterior tenemos que s(A,n) < (n+1)"4, si V4 < oo.
Veamos que si tomamos como A la familia de conjuntos de la forma (—oo,y;] X -+ - X
(—00,yq| entonces V4 = d. Para eso vamos a demostrar el siguiente teorema, que
tiene interés por si mismo, y del cual se deduce lo que queremos.

Teorema A.6.
(1) St A= A; U Ay, entonces s(A,n) < s(Ay,n)+ s(Aa,n).
(ii) Dada una clase A definimos A. = {A°: A € A}. Entonces s(Aq,n) < s(A,n).

(i1i) Si A = {A NA:Ae A Ac fl} Entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).

~ ~ ~

(v) Si A= {fl UA:Ae A Ac fl} Entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).
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(v) Si A= { cA Ae A} Entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).

Demostracion. (i), (ii) y (v) son triviales. Para demostrar (iii) fijemos n puntos
1. .., 2,y supongamos que con A tomamos para N < s(A, n) los conjuntos C1, . . ., Cy.
Luego A separa en C; a lo sumo s(A, |Cy]) subconjuntos. Por lo tanto los subconjuntos
de la forma A N A separan a lo sumo

ZS(A, 1Ci]) < s(A,n)s(A,n),

i=1

subconjuntos. Hemos usado que s(A,n) < s(A,n +m).

(iv) es inmediato a partir de (ii) y (iii). O

Observacion A.7. Es claro que de la parte (v) del teorema anterior se sigue que si A
es la familia de conjuntos de la forma (—oo, y1] X+ - - X (—00, y4| entonces V4, = d. Otra
demostracion posible para lo mismo, que usa la forma particular de los subconjuntos
de la familia que estamos considerando es observar que si tenemos xi,...,Tq, Tai1
puntos en R? y consideramos el conjunto construido de la siguiente manera, tomemos

) de entre T1,..., 2441 cuya primera coordenada sea mayor (en caso de haber 2 o
mas tomamos uno cualesquzem de ellos), luego x(2) de entre los restantes, como el
que tenga mayor sequnda coordenada, y asi hasta a:( ), tomemos el conjunto formado
por estos puntos, x(),...,Tq), es claro que el punto que no tomamos no se puede
separar de este subconjunto, con elementos de la forma (—oo,y;] X -+ X (—00,yal,
para ningin (yi,...,yq). Esto prueba que VA < d+1, es claro que VA > d.
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