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Resumen

Se define la clase de Euler de una representacién de un grupo de super-
ficiea PSL(2,R) y se presenta un teorema debido a W. Goldman ([15])
que establece que este invariante caracteriza las componentes conexas
del espacio de tales representaciones.

Abstract

The Euler class of a surface group representation into PSL(2,R) is de-
fined and we present a theorem due to W. Goldman ([15]) which states
that this invariant characterize the connected components of the space
of all such representations.
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Introduccion

Sea ¥ la superficie cerrada orientable de género g > 2y Hom (111(%,), PSL(2,R)) el
espacio de homomorfismos (o representaciones) del grupo fundamental 711 (X;) en PSL(2,R).
En este trabajo se presenta de manera autocontenida la demostracién original del siguiente:

Teorema A (Goldman, [15]). Las componentes conexas de Hom (711(2¢), PSL(2,IR)) son los con-
juntos

eu 1(k), k=x(Zg),...,—x(Zg)
donde eu : Hom (711(%g), PSL(2,R)) — Z es la clase de Euler.

El estudio de representaciones 71(Xy;) — PSL(2,IR) es natural en geometria y topo-
logia. Por una parte, una cierta clase de estas representaciones parametriza las estructuras
hiperbdlicas en X. En efecto fijemos ¢ > 1y consideremos en X, una métrica hiperbdlica
h, i.e, una métrica riemanniana de curvatura constante igual a —1. Entonces / se levanta a
una métrica 7z en el cubrimiento universal XTg, que resulta ser localmente isométrico a ¥¢. En
particular tiene curvatura constante igual a —1 y un teorema de geometria riemanniana es-
tablece que (i;, h) puede ser uniformizada por el plano hiperbdlico. Més precisamente, existe
una isometria

1 (Zg,h) — (H?,ds?)

donde ds? es la métrica de Poincaré (ver por ejemplo [7], capitulo 8).
Ahora bien, el grupo fundamental 771(X¢) acttia por isometrias y preservando orienta-

cién en iv de modo que conjugando por 7 obtenemos una representacion
8 q Jug por 7 p
¢ : 11 (Zg) — Isom™ (H?) = PSL(2,R)

Puede probarse que ¢ es fuchsiana, i.e, inyectiva y con imagen discreta. Reciprocamen-
te, toda representacion fuchsiana determina una métrica hiperbdlica en X¢. Si denotamos
Hom" (711(Xg), PSL(2,IR)) al conjunto de estas representaciones, obtenemos que este espa-
cio parametriza el espacio de métricas hiperboélicas en ¢ (c.f. [8], capitulo 10).

Por otra parte, cada representacion ¢ € Hom (711(%,), PSL(2,R)) es un objeto topologi-
co. En efecto, el grupo PSL(2,R) acttia en S! por transformaciones de Mébius asi que ¢
induce una accién de 71 (Zq) en f;, x S dada por
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7-(%,2) == (7%, ¢(7)(2))

donde la accién en la primer coordenada es por transformaciones de cubrimiento. Podemos
definir entonces la suspension de ¢

gl . %e x S

que es un fibrado en circulos sobre .

Ahora bien, la foliacién horizontal {i:g X {z}},eq de f;, x S! pasa al cociente definiendo
una foliacién en Sé que es transversa a las fibras. Puede probarse que existen fibrados por
circulos sobre ¥, que no admiten foliaciones transversas y de hecho esta estructura existe
para un fibrado E si y s6lo si E es la suspensién de una representacién. En este sentido,
la variedad de representaciones puede ser pensada como el espacio de fibrados en circulos
sobre ¥, que admiten foliaciones transversas (ver la seccién 3.2 por precisiones sobre este
punto).

Resulta entonces interesante estudiar el espacio Hom (711(Xg), PSL(2,R)). Una manera
natural de definir una topologia en este espacio es la siguiente (ver seccién 4):

Hom (m11(%g), PSL(2,R)) = {(A1,By,..., Ag, By) € PSL(2,R)%, [A1,B1]...[Ag, Byl =1}
Consideremos el mapa diferenciable
Rg . (Al, Bl, .. .,Ag, Bg) — [Al, Bl] e [Ag, Bg]

Entonces Hom (m11(Xg), PSL(2,R)) = R;l(I ) ¥ es natural preguntarse si I es un valor
regular de R,. La respuesta es que no, pero existe un subconjunto abierto y denso de puntos
regulares y por lo tanto estos puntos tienen entornos difeomorfos a R% 3 (ver apéndice C).

Otra pregunta que uno puede hacerse es si este espacio es conexo y, si no lo es, cuantas
componentes tiene y como distinguirlas.

No es dificil ver que Hom (7r1(X¢), PSL(2,R)) tiene estructura de variedad algebraica
(ver apéndice C) y un teorema de Whitney ([30]) garantiza entonces que tiene finitas com-
ponentes conexas. El teorema A nos dice que tiene —2(2 — 2g) + 1 = 4¢ — 3 componentes y
un Unico invariante las clasifica.

Sea ¢ € Hom (7r1(Xg), PSL(2,R)) y el fibrado S Entonces Sy, es orientable y por lo tanto
tiene definida su clase de Euler. Es decir que existe un mapa

eu : Hom (1m11(%g), PSL(2,R)) — H?*(%g,Z) = Z

Como veremos en este trabajo, la representacion trivial ¢ = I tiene clase de Euler nula
y una representacion fuchsiana tiene clase £x(Xy). Como eu es una funcién continua uno
deduce que Hom (71 (%), PSL(2,1R)) no es conexo.

Ahora bien, gracias a trabajos de Milnor ([22]) y Wood ([31]) se sabe que un fibrado en
circulos sobre ¥, admite una foliacién transversa si y sélo si su niimero de Euler pertenece
alintervalo [x(X¢), —x(XZ¢)]. Se deduce que
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Introducciéon

Hom (m1(Zg), PSL(2,R)) = | J eu"'(k)
k:X(Zg)

El teorema A establece que dos representaciones con la misma clase pueden conectarse
por un camino de representaciones, o deformacion.

Consideremos PGL(2,R) actuando en Hom" (1;(£,), PSL(2,R)) por conjugacién. En su
tesis doctoral ([12]), Goldman probé que el conjunto de representaciones fuchsianas coincide
con eu 1 (+x(%,)) y en ese momento era conocida la identificacién

Hom® (m1(%,), PSL(2,R)) /PGL(2,R) = T (£y) = R%6

donde T (XZ¢) es el espacio de Teichmiiller de X (ver [8], capitulo 10). Como veremos, la accion
de PGL™(2,R) intercambia los conjuntos eu~1(2¢ — 2) y eu!(2 — 2g) asi que

eu1(2g —2)/PSL(2,R) = R%8~6

y en particular este conjunto es conexo. Se puede concluir que eu~1(2g — 2) es conexo, y por
lo tanto una componente de Hom (711(Z,), PSL(2,R)). En [12] se conjetura que las fibras del
mapa de Euler deberian ser las componentes conexas de Hom (711(Xg), PSL(2,IR)) y en [15]
Goldman lo demuestra.

Cuando el grupo de llegada G es diferente de PSL(2,R), se conocen resultados sobre
la cantidad de componentes de la variedad de representaciones. Por ejemplo para G €
{PSL(2,C),SL(2,C),SU(2),50(3),PSLK®) (2, R)}, ver [15]. Para G = PSL(d,R) cond > 3,
ver [19].

Estrategia de la demostracion

Demos algunas ideas de la prueba en el caso de la superficie base 3.

Sea ¢ = (A1, B1, Az, By) € Hom(m1(%;), PSL(2,R)). Un algoritmo debido a Milnor ([22])
nos dice que la clase de Euler de ¢ puede computarse de la siguiente manera: pensamos
PSL(2,R) C Homeo"(S') y consideramos levantados Aj, By, Ay, B, a homeomorfismos de
R que conmutan con las traslaciones de vector entero. Entonces [Al, Bl] [Az, B2] es un levan-
tado bien definido de la identidad, y por lo tanto una traslacién entera. El vector de dicha
traslacion es la clase de Euler de ¢.

Una deformacion es una asignacién continua t — (A!, B, A5, B}) € PSL(2, R)* tal que

(A} By][Ay By =1

para todo t € [0,1]. Equivalentemente, corresponde a tomar cuatro caminos de matrices
Al, B!, AL, B € PSL(2,R) verificando la ecuacién

[A1, By] = [B), A)] 1)

El teorema de Goldman establece que si ¢ y ¢’ son tales que

11
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[A1, B1][A, By] = [A}, B}][A}, B)]

entonces existe un camino (A!, B}, A}, B}) verificando (1), que comienza en (A1, By, Az, B,)
y termina en (A}, B, A}, B).

Denotemos R : PSL(2,R) x PSL(2,R) — PSL(2,R) al conmutador, i.e, R(A,B) :=
[A, B] y supongamos que ¢ y ¢’ son dos representaciones con la misma clase de Euler. Co-
mo PSL(2,IR) es conexo, siempre podemos encontrar (A}, Bl) € PSL(2,R)? conectando
(A1, B1) con (A}, B}). Si tomamos

v(t) := R(AL, BY)

queremos ver si podemos levantar este camino por R, es decir, encontrar (A5, BS) € PSL(2, R)?
tales que

R(B5, A) = () 2)

En tal caso, el mapa t — ¢y := (Al, B!, A, B}) define una deformacién. Més atn, nece-
sitamos ver que (A%, B}) puede elegirse conectando (A, By) con (A, B}) por que s6lo asi
habremos deformado ¢ en ¢'.

Con este nivel de generalidad, no hay esperanza de que lo anterior ocurra. En efecto, si
esto ocurriera uno deduciria que Hom(7t1(X3), PSL(2,R)) es conexo, y ya hemos comentado
por qué no lo es.

Ahora bien, a lo largo del trabajo veremos que el razonamiento anterior falla esencial-
mente por dos cuestiones. En primer lugar, el mapa R no verifica la propiedad de levanta-
miento de caminos. Sin embargo es posible probar que ciertas restricciones si la verifican:
por ejemplo los caminos de matrices hiperbdlicas si pueden ser levantados. En la seccién 9.1
veremos que toda representacion 711 (X;) — PSL(2,R) se deforma a una tal que [A1, B1] es
hiperbodlica asi que este problema no es crucial.

El segundo problema que uno encuentra es el siguiente: si suponemos que y(t) es hi-
perbdlica para todo t € [0, 1], entonces existe (A5, B5) € PSL(2, R)? como en (2) comenzando
en (Aj, By) pero no podremos asegurar en general que la deformacién termine en (A, BY).
Esto nos dice que no habremos conectado ¢ con ¢, sino que la habremos conectado con una
representacion ¢ = (A}, B}, A}, B) que verifica

(A2 B3] = [A, By
Como veremos en el capitulo 7, el mapa R no tiene fibras conexas y esta es la razén por
la cual Hom(7t1(%5), PSL(2,R)) no es conexo. N
Para resolver la situacién, se considera el levantado R del conmutador, i.e,

R(A,B) := [4, B

donde A y B son levantados de A y B a homeomorfismos de R. Probaremos que R verifica
la propiedad de levantamiento de caminos y no sélo eso, tiene fibras conexas, de modo que

12
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Figura 1: Descomposicién de X3.

evita el fendmeno anterior. Esto es razonable porque al tratarse del levantado detecta la clase
de Euler de la representacion.

En el caso X3 se siguen las mismas ideas. Ahora tenemos tres conmutadores pero pode-
mos descomponer la superficie como en la figura 1, de modo que una de las subsuperficies
que aparece es un par de pantalones. Como el grupo fundamental de esta subsuperficie admite
la presentacion

< c1,02,030102 = €3 >
nos veremos conducidos a estudiar el mapa
M(Cy, C) := CG1Cy

Nuevamente, si tenemos alguna esperanza de detectar la clase de Euler debemos estudiar
su levantado al cubrimiento universal.

Organizacion de la tesis

La tesis contiene en el capitulo 8 una prueba del teorema A en el caso particular en que
la superficie base es X, pero algunos capitulos previos no son necesarios para la lectura del
mismo. Las técnicas e ideas centrales de la demostracion del caso general estdn concentradas
en ese caso.

En el capitulo 1 se establecen resultados topoldgicos generales. De particular importan-
cia es el contenido de la subseccién 1.1.2 (que sélo sera utilizado en el capitulo 9 y no es
necesario para la lectura del capitulo 8).

En el capitulo 2 estudiamos el grupo PSL(2,R) y su cubrimiento universal. En la seccién
2.1 clasificamos los elementos de PSL(2,R) en hiperbdlicos, elipticos y parabélicos. En la

seccidén 2.2 levantamos esta particion al cubrimiento universal PSL(2, R). Esto es importante
porque nos permitira caracterizar la clase de Euler de una representacion.

13
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En el capitulo 3 se define la clase de Euler. A los efectos practicos, los contenidos de las
secciones 3.1y 3.2 pueden ser omitidos y tomar el teorema 3.3.2 y la observacién 3.3.7 como
definicién de la clase de Euler de una representacion.

En el capitulo 4 enunciamos formalmente el teorema A y desarrollamos los ingredientes
necesarios para la comprension del mismo.

Los capitulos 5, 6 y 7 constituyen el “corazén” de la prueba.

En el capitulo 5 se estudian representaciones del grupo libre en dos generadores. Se defi-
ne el mapa de caracteres y se prueba que verifica la propiedad de levantamiento de caminos
(proposicién 5.2.12). Esta propiedad es fudamental porque permite estudiar el producto y el
conmutador.

En el capitulo 6 se estudia el producto de dos matrices y se prueba una propiedad de
levantamiento de caminos de este mapa (corolario 6.2.1). Estos contenidos no se utilizan en
el capitulo 8.

En el capitulo 7 estudiamos el conmutador de dos matrices y se prueba una propiedad
de levantamiento de caminos de este mapa: corolario 7.2.1. Este corolario es todo lo que se
necesita para la correcta lectura del capitulo 8.

Por dltimo es importante destacar que los capitulos 6 y 7 no contienen técnicas diferentes,
sino que son las mismas herramientas adaptadas respectivamente al caso “producto” y al
caso “conmutador”.

En el capitulo 9 se trata el caso general, que depende de todos los capitulos anteriores.

El apéndice A contiene un andlisis de los conjuntos de nivel de un cierto polinomio uti-
lizado para estudiar la traza del conmutador de dos matrices. En el apéndice B se define la
forma de Killing de PSL(2,R) y se establecen algunas de sus propiedades. Finalmente, el
apéndice C trata sobre una cierta propiedad genérica en la variedad de representaciones. En
el mismo hemos incluido una prueba elemental del caso X;.

14



Capitulo 1

Preliminares topoldgicos

Comenzamos por brindar un breve panorama de algunas propiedades topolédgicas gene-
rales que utilizaremos durante el resto del trabajo.

Enla seccién 1.1 trabajamos con topologia de superficies. El tinico contenido “no estandar”
de la misma es el de la subseccién 1.1.2. En la seccién 1.2 tratamos dos resultados de levanta-
miento de caminos y en 1.3 introducimos el concepto de fibracién y probamos una proposicién
que seréd de utilidad en los capitulos 6 y 7.

1.1. Superficies compactas orientables

Establecemos aqui algunos resultados bésicos de topologia de superficies compactas. En
la subseccion 1.1.1 enunciamos el teorema de clasificacion de superficies, definimos su ca-
racteristica de Euler y presentamos sus grupos fundamentales. En la subseccién 1.1.2 intro-
ducimos la descomposicion drbol-dual de una tal superficie, que sera utilizada en el capitulo
9.

1.1.1. Clasificaciéon de supetrficies
La prueba del siguiente teorema puede encontrarse por ejemplo en [27], capitulo 12.

Teorema 1.1.1 (Clasificacién de superficies cerradas). Sea X una supetficie orientable y cerrada,
i.e, compacta y sin borde. Entonces . es homeomorfa a la suma conexa de una 2—esfera con g > 0
toros. Ademds, para distintos valores de g se obtienen superficies no homeomorfas dos a dos.

O]

Asi, un dnico invariante ¢ > 0 determina la clase de homeomorfismo de superficies
cerradas y orientables. Decimos que g es el género de la superficie y denotamos %, a la clase
de todas estas superficies.

Consideremos ahora una superficie compacta con borde X, entonces tiene finitas compo-
nentes de borde todas homeomorfas a circulos. De este modo, agregando un disco por cada
una de dichas componentes uno obtiene el siguiente:

15



1.1. Superficies compactas orientables

Teorema 1.1.2 (Clasificacion de superficies con borde). Sea ¥ una superficie orientable y con
borde. Entonces existe g > 0 tal que ¥. es homeomorfa al resultado de quitar a .o una cantidad
b > 0 de discos abiertos de clausura disjunta. Ademds, para distintos valores de (g,b) se obtienen
superficies no homeomorfas dos a dos.

O]

Denotaremos X, a la clase de homeomorfismo de la superficie X obtenida de quitar b
discos de clausura disjunta a ¥,. En esta notacién incluimos la posibilidad b = 0, que implica
Top =2

&b 8

Definicién 1.1.3. Sean ¢ > 0y b > 0. La caracteristica de Euler de Zg,b es

X(Zg,b) =2-29—-0

Por ejemplo, las tnicas superficies con caracteristica igual a —1 son X3 y X1 1, mientras
que las de caracteristica —2 son X1 5, el bitoro X y X 4.

Observacion 1.1.4. La caracteristica de Euler es aditiva. Mas precisamente, consideremos la
superficie X orientable que resulta de pegar ¥, con ¥4y por una componente de borde.
Entonces

L=Teigpir—2 = X(X) = x(Zgp) + X (Zg )

Esta observacion serd utilizada en el futuro, pues en muchos argumentos se razonara por
induccién en la caracteristica de Euler.

Para finalizar esta subseccién, establecemos lo que denominaremos presentacion estindar
del grupo fundamental de %, ;. Sugerimos al lector consultar [17] (capitulo 1) por informa-
cién adicional.

Comenzamos por el caso cerrado. El teorema de Van Kampen nos dice que el grupo
fundamental de X, admite la presentacién

nl(Zg) = <111,b1, .. .,llg,bg

g
I [lai bi] = 1>

i=1

Observar que el abelianizado del grupo anterior es Z2. Esto implica que 71(Xy) 2%
1 (X) si g # &'y uno deduce la siguiente:

Proposicion 1.1.5. Sean Xy X/ dos superficies cerradas y orientables. Entonces ¥ es homeomorfa a
¥/ si y solo si sus grupos fundamentales son isomorfos.

OJ

En el caso con borde la situacién es diferente. En efecto, la superficie X, retrae por
deformacién a una suma cufia de circulos asi que tiene grupo fundamental libreen2g +b — 1
generadores. Esto implica que, por ejemplo

16



1.1. Superficies compactas orientables

1 (Xoz) = Fy = 1y(Xq7)

pero 20,3 ?5 21,1.

En lo que sigue serd conveniente trabajar con una presentacién particular de 71 (2 )
que describimos a continuacion.

Consideremos en X, la estructura celular dada por un vértice xo, 2¢ + b aristas y un
disco. Més precisamente, parai = 1,...,b sean c; loops simples (que corresponden a las
componentes de borde) y 7; caminos de xp a un punto de ¢;. Entonces el 1—esqueleto de X,
consiste de las aristas

ai, bl/ <ees g, bg/ ’chl,)/l_ll ceey ,chb()/b_l
A este grafo se le agrega un disco pegado por la palabra

lay,b1] ... [ﬂg/ bg]71017f1 e ’Ybe’Ygl

y se obtiene la superficie ¥ .

X0 a1
by by
a a1
b ‘ b
2 1
as

Figura 1.1: Estructura celular de ¥ 5.

Una aplicacién directa del teorema de Van Kampen implica que 71(Zg ;) = 71(Zg 5, X0)
admite la presentacion

<611,b1,- .., g, bg, 71C171_1,---,7b6b7b_1 ‘(H]g:l[ﬂj, bj]) eyt --%Cb“n)_l = 1>

y esta es la presentacién que utilizaremos en este trabajo.
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1.1. Superficies compactas orientables

1.1.2. Descomposicién arbol-dual

Queremos introducir aqui una descomposicion de ¥, en subsuperficies > de carac-
teristica de Euler igual a —1 y de modo que el grafo dual asociado a esa descomposicion sea
un arbol (definicién 1.1.6). La misma permitird utilizar argumentos combinatorios y la ob-
servacion 1.1.4 para reducir los resultados generales de este trabajo al estudio de superficies
de caracteristica —1.

Procedemos a definir tal descomposicion y ver que siempre existe.

Consideremos %, , la superficie compacta y orientable de género ¢ con b componentes de

borde y supongamos que existen =), ..., %) C %, p subsuperficies compactas tales que:
= Yoy = U, =t

= Paratodoi # j, o bien () NX0) = @ o bien es una tinica componente de borde comtin
a X @) y > (7).

» x(2®) = ~1paratodoi=1,...,p,esdecir que 2() = 35302l =5,

Definicién 1.1.6. El grafo dual asociado a una descomposiciéon como la anterior es el grafo

T cuyos vértices son las subsuperficies () y con una arista por cada borde comtin a dos
subsuperficies. Si T es un arbol, decimos que la descomposicién es drbol-dual.

Figura 1.2: A laizquierda, una descomposicién arbol-dual de 4.
A la derecha, una descomposicién de 1 4 que no es drbol-dual.
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1.2. Levantamiento de caminos

Proposicién 1.1.7. Sean g y b tales que x(Lq,) < —1, entonces Lo, admite una descomposicion
drbol-dual con 2g — 2 +b = —x(Zg ) subsuperficies.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ = 0, de modo que X, es una 2—esfera con b > 2
perforaciones. Por induccién en b se deduce la tesis en este caso.

Por otra parte, si g > 0 entonces por cada “asa” de ¥, ), podemos considerar un toro
perforado Zgj i de modo que Zg \ (Zgll) U---U Zggl)) es difeomorfa a una esfera menos b + ¢
discos abiertos disjuntos. Para ser mds preciso, si

m(Zg,b) = <a1,b1,...,ag,bg,c1...,cb| (H?Zl[aj,bj]) Cl...cp = 1>
(7)

entonces X.;'; puede elegirse como el toro con borde [a;, b;] y de modo que estas curvas sean
dos a dos disjuntas.

Pero entonces X 5 \ (ZS1 U---u Zggl)) = %5+ y hemos terminado (c.f. [15], seccion 3.8£

1.2. Levantamiento de caminos

El propésito de esta seccién es introducir dos resultados generales de levantamiento de
caminos que serdn utilizados en lo que sigue.

Definicién 1.2.1. Sea f : M — N continua. Decimos que f tiene la propiedad de levantamiento
de caminos si dados un camino « : [0,1] — Ny x € f !(a(0)) existe & camino en M
comenzando en x y tal que f o & y « tienen la misma imagen.

Lema 1.2.2. Sean M, N variedades diferenciables, I' un grupo actuando en M por difeomorfismos y
f+ M — N un mapa diferenciable y T'-invariante. Supongamos que:

» Paratodoy € N existe x € f~1(y) con dy f sobreyectivo.

= Para todo y € N, T actila transitivamente en las componentes conexas de f~'(y), i.e, si C1 y
Co son dos componentes de f~'(y), existe y € T tal que .C; = Co.

Entonces f verifica la propiedad de levantamiento de caminos.

Demostracion. Sea « un camino en Ny f(x) = «(0). Como todas las fibras tienen puntos
regulares, por el teorema de la funcién inversa podemos cubrir « con finitos levantados
locales a;, i = 1,...,n y tomar puntos t; tales que «a(t;) € f(a;) N f(a;11) para todo i. A
partir de ahi se obtienen puntos x! € & y x*! € a;; levantados de a(t;). El camino @
puede ahora construirse asf: tomamos primero ; € T tal que 71.x} y x estén en la misma
componente. Notar que ;.41 es un levantado de a|(,}, porque f es [—invariante. Ahora
conectamos x con 7;.x} dentro de f~1(a(0)) y luego nos movemos hasta 71.x} por ;.43.
Esto nos da un levantado de (una reparametrizacion de) ||y ;,|. Extendemos este camino
actuando con 7, € T tal que 7;.x7 esté en la misma componente de f~!(a(t;)) que 71.x} y
procedemos andlogamente hasta terminar. O
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1.3. Fibraciones

Definicién 1.2.3. Sea f : M — N continua. Decimos que f tiene la propiedad de levantamiento
de caminos a extremos fijos si para todo camino « : [0,1] — N y todos x,x" € M tales que
f(x) =a(0)y f(x') = a(1), existe un camino @ : [0,1] — M conectando x con x’ y tal que
f ow y a tienen la misma imagen.

Evidentemente un mapa puede tener la propiedad de levantamiento de caminos pero
no tenerla a extremos fijos. Esta diferencia sera relevante en el futuro, por ejemplo, en las
secciones 6.2y 7.2.

Corolario 1.2.4. Sean M, N variedades diferenciables y f : M — N un mapa diferenciable tal que
para todoy € N existe x € f~1(y) con dxf sobreyectivo. Si f~1(y) es conexo para todoy € N,
entonces f verifica la propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos. Si ademds N es conexa,
entonces M también lo es.

Demostracion. Tomando I' = {idp} y aplicando el lema anterior, f levanta caminos. Sea
entonces « C Ny f(x) = a(0), f(x') = a(1). Existe ¥ C M desde x y tal que f o& es una
reparametrizacion positiva de a. En particular, x' € f~!(a(1)) que es conexo, asf que basta
extender & conectando @(1) con x’ dentro de f~!(a(1)). Reparametrizando a para que sea
constante durante este tiempo, se sigue el corolario.

Finalmente, la propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos implica que si N
es conexa entonces M también lo es. O

1.3. Fibraciones

El lema 1.2.2 y el corolario 1.2.4 nos dicen que si uno quiere probar una propiedad de
levantamiento de caminos de un mapa se vera conducido a estudiar sus fibras. Més atn, la
diferencia sustancial entre la propiedad de levantamiento de caminos y la de levantamiento
a extremos fijos radica en que un mapa puede levantar caminos sin tener fibras conexas. Es
por esto que introducimos una herramienta general que facilita el estudio de las fibras de un
mapa.

Definicién 1.3.1. Decimos que un mapa continuo y sobreyectivo p : E — B es una fibracién
si para todo espacio X, toda homotopia H : X x [0,1] — By todo mapa ¢ : X — E tal
que p(g(x)) = H(x,0) existe H : X x [0,1] — E con H(x,0) = g(x) y tal que el siguiente
diagrama conmuta

2
X % [0,1] —2~B

El objetivo de esta seccién es probar que, sobre ciertas hipodtesis en una fibracién p :
E — B la cantidad de componentes de E coincide con la cantidad de componentes de las
fibras p~1(b) (ver proposicién 1.3.3 mds adelante). El lector es referido al capitulo 4 de [17]
por informacién adicional.

20



1.3. Fibraciones

Sip:E— Besunmapay b € B, denotaremos 71o(p~1(b)) al conjunto de componentes
arcoconexas de p~1(b).

Lema 1.3.2. Una fibracién p : E — B induce un mapa
0 : 711(B,b) — mmo(p~1(b))

para todo b € B.

Demostracién. Sea b € B. Fijemos (p~1(b)), € m(p~'(b)) una componente distinguida y
para [y] € 711(B,b) tomemos 7 : [0,1] — E un levantado de ¢ comenzando en (p~1(b)),
(la existencia de tal levantado estd garantizada por la propiedad de levantamiento de homo-
topias).

Definimos

d[] := componente de p~!(b) que contiene a (1)

Este mapa estd bien definido: si 7’ es otro representante de [y] entonces existe H C B tal
que

H(t,0) = 4(t), H(t1)=9'(t), H(0,s)=H(1,s)=b

para todo t,s € [0,1].

Sea H levantada tal que H(0, 0 ) € (p~(b)),- Como {H(0, $)}sefo) C p~1(b) es arcoco-
nexo, se deduce que H(0,1) € (p~ (b)), y por lo tanto si usamos 7’ para calcular 9 tenemos
que su imagen es la componente H(l, 1) € mo(p~1(b)). Pero nuevamente {H(1,s $)}sefo) C

p~1(b) es arcoconexo asi que en 7o(p~1 (b)) tenemos H(1,1) = H(1,0) y este ultimo es la
imagen cuando usamos el representante .

Por otra parte, hay que mostrar d[y] que no depende del levantado elegido, es decir
que si 7’ levanta  y comienza en (p_l(b))o entonces Y(1) y 7/(1) pertenecen a la misma
componente conexa de p~1(b).

En efecto, si <y es constante es claro: cualquier levantado del camino constante estd con-
tenido en una tinica componente conexa de p~*(b), asi que d[y] = (p~!(b)), independien-
temente de cual sea el levantado elegido.

En general podemos tomar & C (p~(b)), conectando 7(0) con 3'(0). Si « es su proyecta-
do por py 7 es el camino -y recorrido en sentido inverso, uno deduce que yay es homotépico
al camino constante. Sea H una homotopia y H una levantada comenzando en 7&7'. Lo ya
probado nos dice que Y&y’ (1) = /(1) pertenece a la misma componente de p~!(b) que un
levantado del camino constante comenzando en la componente de 7(0) = 7(1). Pero ya
vimos que dicha componente es la de 7(1), asi que 7'(1) = (1) en 7ro(p~1(b)).

U

La siguiente proposicion serd utilizada en las secciones 6.1y 7.1.
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1.3. Fibraciones

Proposicién 1.3.3. Sea p : E — B una fibracién y b € B. Supongamos que para toda componente
arcoconexa E, C E existee € E, con p(e) = by tal que p, : 11(E,e) — m1(B, b) es sobreyectiva.
Entonces #7t9(E) = #7mo(p~1()).

Demostracion. Como la restriccién a cada componente es sobreyectiva se tiene obviamente
que #719(E) < #79(p~1(b)). Esto implica que alcanza probar que si E es arcoconexo entonces
p~1(b) también lo es, pues basta razonar en cada componente.

Sean e1,e; € p~!(b), puedo tomar ¥ C E conectando e; con e; asi que ¢y := po 7 es
un lazo basado en b. Por el lema previo, si definimos la componente distinguida (p~! (b)),
como aquella que contiene a e; y tomamos el mapa o asociado, deducimos que

d[y] = componente de p~!(b) que contiene a e, (1.1)
Por otra parte, por hipétesis podemos suponer p.. : 711 (E,e;) — 711(B, b) sobreyectiva.
Como [y] € m1(B, b), existe [¥'] € r1(E, eq) tal que
[pov] =
Pero entonces
d[y] = 9[p 0 7'] = componente de p~!(b) que contiene a 7' (1)
Siendo 7’ un lazo basado en e; deducimos que

d[y] = componente de p~!(b) que contiene a e;

y para terminar basta combinar esto con (1.1).
O

En las secciones 6.1 y 7.1 introduciremos un par de mapas cruciales para la demostracién
del resultado central de este trabajo. Para dichos mapas, veremos que es facil mostrar que
admiten ciertas restricciones que son fibraciones y utilizaremos los resultados aqui probados
para deducir propiedades de sus fibras.
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Capitulo 2

Generalidades sobre PSL(2,R) y
PSL(2,R)

Comenzamos por dar una descripcion general del grupo PSL(2,R) y su cubrimiento

universal PSL(2,R). Nos interesa particularmente entender cémo acttia el primero en H2 =
H? U S! y el segundo en R. Ademas, estudiamos las clases de conjugacién en PSL(2,R) y

en PSL(2,R).

Describimos a continuacién algunos aspectos de la geometria del plano hiperbélico H?
(ver [7] por mds informacién).

Consideremos en el semiplano superior H? := {z € C, Im(z) > 0} la métrica

dx?+dy?
ds?(z) := ;CmJ(rz)%

Esta métrica es completa, de curvatura constante igual a -1. Ademads, puede probarse (ver
[20], teorema 1.3.1) que el grupo de isometrias positivas de esta métrica es

az+b

I +I[_I2 —
som™ (IH#) {Z'_)cz—i—d'

a,b,c,d € R, ad —bc = 1}

Este grupo acttia ademds en R U oo 22 S! C C U oo (por extensién de la accién en H?).
Por otro lado, notemos M(2,R) al conjunto de matrices 2 x 2 de entradas reales y consi-
deremos el grupo multiplicativo

SL(2,R) := {X € M(2,R), det(X) =1}

az+b

g esun homomor-

El mapa que asignaa X = (%) € SL(2,R) la transformaci6n z
fismo sobreyectivo de grupos, con nticleo {£1}. Definamos

SL(2,R)

PSL(2,R) := =
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2.1. Clases de conjugacion en PSL(2,R)

Entonces PSL(2,R) = Isom™*(H?) y resulta que PSL(2,IR) acttia en H? UR U co por
transformaciones de Mobius. Notar que PSL(2, R) también acttia en RIP! := { rectas de R?}
linealmente. Bajo una identificacién adecuada RIP! 22 R U oo, se tiene que ambas acciones
coinciden (ver por ejemplo [11], pagina 5).

La funcién det : M(2,R) — R es diferenciable y 1 es un valor regular, entonces SL(2,R)
es una variedad diferenciable de dimensiéon 4 —1 = 3. La multiplicacién e inversién de
matrices son operaciones diferenciables, de modo que SL(2,R) es un grupo de Lie real. Es
facil ver que

T;SL(2,R) = Ker(djdet) = {E € M(2,R), tr(E) =0}
Notaremos s[(2,R) a este espacio vectorial. Si X € SL(2,R), resulta que
TxSL(2,R) = {XE € M(2,R), E€sl(2,R)} ={EX € M(2,R), E€sl(2,R)}

El grupo PSL(2,R) hereda la topologia de SL(2,R) y resulta que SL(2, R) — PSL(2,R)
es un cubrimiento doble, asi que PSL(2,R) es también un grupo de Lie real de dimensién
3. Topolégicamente es un toro sélido abierto pues acttia libre y transitivamente en el fibrado
unitario T'H? = {(z,v), z € H?, |v|.=1}:

X.(z,0) := (X(z2),d. X (v))

Asi PSL(2,R) = T'H? = H? x S' y como SL(2,R) — PSL(2,R) es un cubrimiento
doble y es conexo, se tiene también que SL(2,R) = H? x S.

2.1. Clases de conjugaciéon en PSL(2,R)

En esta seccion establecemos una clasificacion de elementos de PSL(2,R) de acuerdo a

su dindmica en H2. Ademads, probamos que la traza es un invariante que detecta de manera
precisa la clase de conjugacion de un elemento de SL(2,R) (proposicién 2.1.2). Finalmente
demostramos un lema técnico que utilizaremos recién en el capitulo 9, pero que por ser
elemental establecemos aqui (lema 2.1.8).

Como veremos a continuacién, ademads de la identidad existen en PSL(2, R) tres tipos de

elementos caracterizados por la cantidad de puntos que fijan en H2:

= Si fijan un Gnico punto en H? se denominan elipticos.
= Si fijan un tnico punto en S! = 9H? se dicen parabélicos.

= Si fijan dos puntos distintos de S! se llaman hiperbdlicos.
Los levantados a SL(2,IR) de estos elementos serdn llamados de la misma manera. Si

pensamos SL(2,IR) actuando en RIP!, un eliptico esta representado por una matriz que no
tiene valores propios reales, un parabdlico por una matriz que tiene un tinico valor propio
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2.1. Clases de conjugacién en PSL(2,R)

real (de multiplicidad dos), mientras que los hiperbdlicos tienen dos valores propios reales
distintos (uno inverso del otro).

Cuando no haya riesgo de confusion, si un elemento X € PSL(2,R) esta representado
por una matriz (24), notaremos X = (2%) (es decir que esta igualdad debe entenderse
moédulo +1). Notar que en PSL(2,R) la funcién traza no esté bien definida, mientras que su
valor absoluto si lo esta.

Proposicién 2.1.1. Sea I # X € PSL(2,R). Entonces:
n X es eliptico si y sélo si |[trX| < 2.
» X es parabélico si y solo si [trX| = 2.

» X es hiperbdlico si y sélo si |trX| > 2.

Demostracién. Si X = (“ Z), basta discutir segun |a + d| las soluciones de z = ‘C’EIZ O
Notaremos
Ell := |tr|7Y0,2) Par:= |tr|"H2} \ I Hyp := |tr|71(2, ) 2.1)
En SL(2,R), se tiene que

Ell = tr=1(=2,2) Par=tr"1{£2}\ {£I} Hyp =tr-1(—c0,—2)U (2, )

Sea GL(2,IR) el conjunto de matrices 2 x 2 reales e invertibles. Es claro que actta por
conjugacion en SL(2,R) y en PSL(2,R) y que la particién anterior es invariante por esta
accién. Del mismo modo, PSL(2,R) actta por conjugacion.

Sea X € PSL(2,R) eliptico y zg € H? su punto fijo, existe Y € PSL(2,R) que lleva zy en
i de modo que YXY~! € Ell fija i. Entonces YXY ! = ( %, ?), con a? + b? = 1y resulta que
existe un tnico 6 € (0, 7r) tal que

1 _ [ cost sen®
YXY = (—sen() cos()) (22)
No es dificil ver que esta matriz acttia como una rotacién (en la métrica hiperbélica) de
angulo 20 alrededor de i, de modo que X es una rotacién del mismo dngulo alrededor de x,.

Si X € Par, tomando una Y € PSL(2,R) que lleve el punto fijo en oo se tiene que

(1 Z
YXYy 1= (0 1) (2.3)

para un tnico ¢ € R*. Asi, X actla como una traslacion.
Finalmente para X € Hyp se puede tomar Y € PSL(2,R) que lleve los fijos de X en oo y
0. Entonces existe un tnico 0 < A # 1 tal que

(A0
YXY —(o ) /A) (2.4)
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2.1. Clases de conjugacion en PSL(2,R)

Tenemos que X actiia como una homotecia, dejando invariante la geodésica 7y deter-
minanda por los puntos fijos, uno de los cuales es atractor y el otro repulsor (ver figura
2.1). Notar que dyp2 (i, YXY 1) = |In(A?)| (ver [20], teorema 1.2.6), de modo que la dis-
tancia de traslacién a través de v es d := 2|InA| > 0. Resulta que A = ¢*%/2 y por tanto
trX| = |2cosh(4d/2)| = 2cosh(d/2). Si consideramos ahora Y € PSL(2,R) que lleve los
fijos de X en 1y —1, se tiene que YXY 1 = (20), con a? — b?> = 1. Asi que existe un tnico
d € R* tal que

IXV-1 = ( cosh(d/2) isenh(d/Z))
tsenh(d/2) cosh(d/2)

Conjugandopor ( % }) € PSL(2,R) (que corresponde a un intercambio atractor/repulsor,

cosh(d/2) —senh(d/2) cosh(d/2) senh(d/2) .
y que lleva ( —senh(d)2) cosh(d/2) > (senh(d/2) cosh(d/2) ) que es su inversa), podemos supo-
ner

(2.5)

IX7-1 = (cosh(d/Z) senh(d/Z))

senh(d/2) cosh(d/2)
Las expresiones (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5) seran denominadas formas normales en PSL(2,R).

Ell Par Hyp

Figura 2.1: Dindmica en IH2 de elementos de PSL(2,R).

Proposicién 2.1.2. Sean I # X,Z € SL(2,R). Entonces son GL(2,R)—conjugados si y sélo
sitrX = trZ. Para I # X,Z € PSL(2,R) se tiene que son GL(2,R)—conjugados si y sélo si
|trX| = |trZ]|.

Demostracion. Supongamos que X, Z € SL(2,R) son elipticos tales que trX = trZ. Por (2.2)
podemos suponer
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2.1. Clases de conjugacién en PSL(2,R)
cost  sent cos®  sen®
X== (—sen@ cos()) Z== (—sen@ cos@)
para 6,0 € (0, ).
Digamos primero que
X — cos  senf 7 _ cos®  sen®
~ \—sen@ cosf ~ \\—sen® cos®
Como trX = trZ, entonces cosf = cos® y dado que 0,0 € (0, ) se tiene que X = Z.
En el caso
X — cos  senf 7 — —c0s® —sen®
~ \—sen@ cos6 ~\ sen® —cosO
se tiene que cos® = —cos® y como 0, ® € (0, r) podemos suponer ® = 7t — 6. Entonces
X — cos)  senf 7 — cos —senb
~ \\—senb cosb ~ \senb  cosb
y basta conjugar por ({}) € GL(2,IR). El caso restante es anélogo.
Cuando X, Z son hiperbolicos se aplican razonamientos similares. En el caso parabdlico
s6lo hay que notar que dos matrices triangulares superiores de traza igual a 2 (o de traza

igual a —2) son GL(2,R)—conjugadas.
A partir de esto, la afirmacién en PSL(2,R) es inmediata.

]

Observacion 2.1.3. No es dificil ver que en los casos eliptico y parabdlico, la GL(2, R)—clase
de conjugacion de un elemento se divide en dos SL(2,IR)—clases de conjugacién (una inver-
sa de la otra). En el caso hiperbdlico se prueba que dos elementos son GL(2, R)—conjugados
siy s6lo si son SL(2,R)—conjugados.

Establecemos ahora una condicién necesaria y suficiente para que dos elementos de
PSL(2,R) conmuten.

Definicién 2.1.4. Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo a un pardmetro en G es un homomor-
tismo suave

p:R—G

Ejemplo 2.1.5. Los siguientes son subgrupos a un pardmetro en PSL(2,R):
PN cos®  sent
—sent)  cos6

()

N cosh(d/2) senh(d/2)
senh(d/2) cosh(d/2)

27



2.1. Clases de conjugacion en PSL(2,R)

Es sabido que dos elementos distintos de la identidad en PSL(2, R) conmutan si y s6lo si
tienen los mismos puntos fijos en H? (ver por ejemplo [20], teorema 2.3.2). Como las expre-
siones (2.2),(2.3) y (2.5) se obtienen conjugando un elemento genérico I # X € PSL(2,R) por
una matriz Y € PSL(2,R) que sélo depende de los puntos fijos de X, y como evidentemente
todos los elementos de un subgrupo a un pardmetro conmutan, obtenemos la siguiente

Proposicién 2.1.6. Dos elementos X,Z € PSL(2,R) conmutan si y sélo si existe un subgrupo a
un pardmetro ¢ tal que X, Z € ¢(R).

O

Observacién 2.1.7. Los conjuntos Ell e Hyp son conexos (y abiertos): basta notar que PSL(2, R)
lo es y utilizar las formas (2.2) y (2.5). Ademas, es imposible conectarlos entre si sin pasar por

Par U 1. Observar que Par no es conexo: no es posible conectar (é % ) con (é 1 > sig <0<y.
Notaremos Par~ a los PSL(2, R)—conjugados a los primeros y Par™ a los otros (estos con-

juntos si son conexos).

SL(2,R)

PSL(2,R)

Par~ Par™

Figura 2.2: Abajo, la particion (2.1) de PSL(2,R). Arriba, la par-
ticién levantada al cubrimiento doble SL(2, R).

Un posible modo de entender la figura anterior es el siguiente: la forma de Killing en
s[(2,R) tiene signatura (1,2). Se puede probar que el cono de Iuz en sl(2,R) = R> se pro-
yecta por el mapa exponencial en Par U I mientras que los vectores espaciales (respectivamente
temporales) se proyectan en Hyp U I (respectivamente Ell U I). Para el lector no habituado
con esta terminologia se sugiere consultar los apéndices B y C (seccién C.1), asi como [1].
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2.1. Clases de conjugacién en PSL(2,R)

De cualquier modo esto sélo constituye una motivacion para la figura y no es formalmente
necesario para la correcta lectura de lo que sigue.

2.1.1. Un lema técnico: caminos de conjugaciones

En el capitulo 9 necesitaremos de un lema técnico que expresa que si dos caminos en
SL(2,R) son todo el tiempo conjugados entonces la conjugacion en cada instante puede
elegirse de manera continua.

Lema 2.1.8. Sean C;,C; € SL(2,R) \ {1} caminos continuos y tales que para todo t € [0,1]
Ct es SL(2,R)—conjugado a C;. Si Cy pasa solo finitas veces por Par, entonces después quizi de
reparametrizar Cy y C; existe un camino X; € SL(2,R) tal que
Ct = X:C) X, !

para todo t € [0,1]. Mds atin, si Co = Cy puede suponerse Xy = 1.
Demostracion. Podemos descomponer el intervalo [0, 1] en subintervalos [, b] tales que, a lo
sumo, existe un tnico ¢ € [a,b] tal que C; € Par (y por lo tanto C; € Par).

Fijemos [a, b] uno de dichos subintervalos. Dividiremos la demostracién en varias etapas.

1. Existencia de X; cuando C;, C; € Ell para todo t € [a, b].

Denotemos w(t), w'(t) € H? a los respectivos puntos fijos de C; y C;. Es fécil ver que
esto define funciones continuas [a, b] — H?.

Tomemos U;, U € SL(2,R) que lleven dichos puntos en i € H2, de modo que hay dos

posibilidades
1 [ cosOr senb\ .. -1
UGl = (—sen@t c059t> = UG,
0
—1 __ [ cost; senb; )1y —1 [ cosBr  —senb;
UGl = (—sen@t cosGt) y G, = (sen@t cosb; (2.6)
El segundo caso no puede ocurrir porque C;, C; # +I asi que (_C::ggt i‘;’;g:) no es

SL(2,R)—conjugada a (Sé’igft _Csoesgff> Es decir que ocurre lo primero y basta tomar

X; = Uthl. Notar que en el caso Cy = C) podemos suponer Uy = U} de modo
que Xp = I.

2. Existencia de X; cuando Cy, C{ € Hyp para todo t € [a, b].

1 2

Existen caminos wg,, wg,, w wa € RIP! dados por los subespacios propios respecti-

1
cl
vos de C; y Cl. Como S' € R? — RIP! es un cubrimiento, podemos levantar esto a
caminos de vectores que diagonalizan C; y C} y que por abuso denotaremos
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2.1. Clases de conjugacion en PSL(2,R)

1 .2 .1 1 2
wct,wct,wq,wq R

Consideremos las matrices

u; := (wlct|w%t) uj := (w}:;]wé,)

t

Cambiando w}:f y wlq por sus opuestos si fuera necesario y normalizando podemos
suponer que U, U; € SL(2,R).

Es claro entonces que U;C;U; ! y U/C,U;~! son matrices diagonales, de modo que

A 0 _
U;Ce Ut = (Of 1/A) =u/ciu;!
o
1 _ At 0 I~1y7/—1 1/)\;& 0
UtCtU (O 1/)\ y UtCtllt = 0 /\t (27)

Si ocurre lo segundo podemos cambiar Uj por U; ( % §) € SL(2,R).

Nuevamente observar que si Cy = C}) entonces por continuidad lo segundo no ocurre,
dado que los caminos no pasan por +I. Como podemos suponer Uy = U}, deducimos
que Xp = L.

. Siexiste ty € [a, b] tinico instante tal que thqo € Par.

En este caso existen caminos x(t) # y(t) € RIP! tales que

para todo t € [a,b]. En efecto, digamos por ejemplo que C; € Hyp para todo t € [a,b] \
{to} (los restantes casos son analogos), entonces x(f) puede elegirse “acompariando”
uno de los puntos fijos de C; y se toma y(t) := Ci(x(t)) # x(t):

GHOTQL™

t <ty t <ty t >ty t >ty
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2.1. Clases de conjugacién en PSL(2,R)

Observar que estos caminos pueden no existir si no suponemos que existe un sélo
instante en donde C; es parabdlico.

Levantemos a vectores x(t),y(t) € R? y en particular {x(t),y(t)} es una base de R?
para todo t € [a,b]. M&s auin podemos suponer que

U := (x()]y(+)) € SL(2,R)

En particular, U, 'C;U; aplica (1,0) € R% en (0,1) € R? asf que tiene entrada 1 — 1
nula y por lo tanto

141CAL:=(_12WQ tﬁ%%)

. . . w0
Conjugando la igualdad anterior por ( 0 1 a(t”) € SL(2,R) podemos suponer

que

—1 . 0 F1
e (3 7,

Analogamente,

117 (O F1
u; qw_(ﬂ,ﬂ@)

Como tr(C;) = tr(C}), si fuera U; 'C;U; = (91 tr(lct)) y u;-lcu) = ((1) tr&%) no
serian SL(2,IR)—conjugadas y se concluye igual que en 1. y 2.

4. Los caminos Xy construidos en 1., 2. y 3. pueden pegarse continuamente cuando nos movemos
de un intervalo [a, b] a otro.

Cubrimos [0,1] con finitos intervalos como los anteriores de modo que si [ay,b1] N
[a2, ba] # @ entonces a; < a; < by < by y son tales que C; no es parabdlico en [ay, by ].
Tenemos X}, X? € SL(2,R) tales que

Cr = X}C, (th)_1 para todo t € [ay, by ]
Cr = X2C} (X?) ! para todo t € [ay, by)]
Para cada t € [ap, by] definamos

Fr:={X € SL(2,R), C=XC/ X1}
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2.1. Clases de conjugacion en PSL(2,R)

Afirmamos que F; es conexo. En efecto, supongamos primero que C;, C; € Ell y sean
X!, X? € F, entonces X := X! (X?) s tal que XC; X' = C.. Si w(t) € H? es el
punto fijo de C;, se deduce que X (w(t)) es fijo por C; y por lo tanto X(w(t)) = w(t).

SeaY € SL(2,R) tal que Y(w(t)) =i, entonces YXY 1 = ( 0 s¢10) Definamos

—senB cosf

_ 1—5)0 n((1—s)6
s Zg:=Y 1 (f::,g((@i)g) iis§él—239))) Y

que es un camino en SL(2,R) desde X hasta I y tal que Zs(w(t)) = w(t) para todo
s € [0,1]. En particular, Z;C;Z; ™! fija w(t) y tiene la misma traza que C;, asf que

ZsCiZ7' = Cro ZsCiZ7 = ¢t

Como C¢ # +Iy Zs € SL(2,R) es facil ver que lo segundo no puede ocurrir, asi que
ZSCtZS_1 = C; para todo s € [0,1] y por lo tanto Z.X% € I conecta XX? = X! con
IX? = X2

El caso C; € Hyp es completamente analogo y ahora la prueba finaliza de la siguiente
manera: fijemos t € (a,by) y conectemos X; con X? dentro de F;. Si reparametrizamos
los caminos C y C’ de modo que queden fijos durante este tiempo, hemos encontrado
un camino camino de conjugaciones definido en el intervalo [ay, by].

]

Ejemplo 2.1.9. Discutimos aqui algunas situaciones en las que podemos o no aplicar el lema
anterior:

= Supongamos que C;, C; # +I en SL(2,R) tales que tr(C;) = tr(C;}) es estrictamen-
te monoétona y Co, C) € EIl' U Par son SL(2,R)—conjugados. Entonces C; y C; son
SL(2,R)—conjugados para todo f € [0,1]:

Para fijar ideas supongamos que Cy, C, € Par. Al comenzar son SL(2,R)—conjugados
asi que ambos pertenecen a Par™ o ambos pertenecen a Par~ (observacion 2.1.7). Si de
ahi en mds son hiperbdlicos, son SL(2,R)—conjugados por la observacién 2.1.3 y no
hay més nada que probar.

De lo contrario pasan a ser elipticos y como vimos en la demostracién del lema anterior
para un ¢ suficientemente pequeno siguen siendo SL(2, R)—conjugados. En particular
siguen siendo SL(2, R)—conjugados durante todo el tiempo en que son elipticos: exis-
ten Uy, U] € SL(2,R) definidas durante todo el tiempo en que C;, C; € Ell y tales
que al conjugar obtenemos formas normales. Pero (2.6) no puede ocurrir pues al ini-
cio las formas normales son iguales y para que ocurra (2.6) deberiamos pasar por +1,
contradiccién.

Si vuelven a pasar por Par tienen que pasar ambos por Par™ 0 ambos por Par~ porque
sino las trazas serian opuestas.
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2.2. Una particién de PSL(2,R)

C

(a) SL(2,R)
Ci

(b) c C SL(2,R)

Figura 2.3: Ejemplo 2.1.9.

Si pasan a Hyp ya terminamos pues ahi son SL(2,R)—conjugados y por la hipotesis
de monotonia en la traza se quedan en Hyp de ahi en més (ver figura 2.3 (a)).

» El item anterior es falso si Cy, C, € Hyp. Tomemos por ejemplo

(MG b (MG
Cri= (0 1/A¢) o= (0 1/34)

donde A; es estrictamente decreciente, Ag > 1y o = {, = 0.

Si suponemos que Ay, = 1, {172 > 0y {j,, < 0 obtenemos que Cy/, y C,, no son
conjugados en SL(2, R) (ver figura 2.3 (b)).

Notar que en este caso podriamos tomar ¢ € GL(2,R)™ que estabilice Cy y definir
Ci := ¢gCig~ L. Por el item anterior, C; es SL(2,R)—conjugado a C} asi que existe g; €
GL(2,R) tal que C; = g;Cig; *. Mds atin, en el caso Cy = C}, puede suponerse go = g.

m SiC; # £1y tr(Cy) es constante, existe Xy € SL(2,R) comenzando en [ y tal que
Cr = X;CoX; !

En efecto, tomemos C; := Cy. Si C; € Hyp se aplica la observacion 2.1.3 y el lema
2.1.8. Si C; € Ell se razona como en el lema observando que (2.6) no pude ocurrir. Si
Ct € Par, como C; # =£I entonces siempre estd en Part o siempre estd en Par~ y el
argumento dentro de la demostracion del lema anterior se aplica.
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2.2. Una particién de PSL(2,R)

e~

2.2. Una particién de PSL(2,R)

La particién de PSL(2,R) en elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos definida por (2.1) indu-

—_ —
ce una particién en el cubrimiento universal PSL(2,R) que describimos a continuacion.

———

Consideremos p : PSL(2,R) — PSL(2,R) el cubrimiento universal. Topologicamen-

e~

te es PSL(2,R) = H? x R y como SL(2,R) — PSL(2,RR) es el cubrimiento doble co-

nexo, se tiene también que PSL(2,IR) es el cubrimiento universal de SL(2,R). Fijemos I
un levantado de I € SL(2,R) y tomemos los levantados de la multiplicacién y de la in-

versién que cumplen IT = [y I-! = I. Resulta que PSL(2,R) es un grupo de Lie y que
PSI(\Z,/IR) — PSL(2,R) es un homomorfismo. Esta estructura es compatible con el cubri-
miento PS/LTZ-,/]R) — SL(2,R), i.e, este mapa es también un homomorfismo.

Observacion 2.2.1. Como p~1(I) = Ker(p) ﬂscreto es facil ver que sus elementos son cen-

~——

trales (de hecho puede probarse que Z(PSL(2,R)) = Ker(p)) y que el grupoI'(p, PSL(2,R))
de transformaciones de cubrimiento consiste de los mapas X — wX donde w € Ker(p). En
particular

o~

Z = m1(PSL(2,R)) = T'(p, PSL(2,R)) = Ker(p)

Escribimos entonces Ker(p) = {z}tez C Z(PSL(2,R)) y elegimos el generador z de un
modo natural: hemos visto que PSL(2,IR) C Homeo™ (S') asf que

PSL(2,R) C Homeot(S') := {f € Homeo(R), f(x+1)=f(x)+1 Vx e R}

Siendo z un levantado de la transformacion identidad, actiia en IR como una traslacion
entera y dado que genera el grupo de transformaciones de cubrimiento puede elegirse de
modo que corresponda a la traslacién x — x + 1. Méas precisamente, el cubrimiento universal
R — S! induce

Homeot+(St) — Homeo™ (S')

Este mapa es un cubrimiento convexo (ver por ejemplo [11], proposicién 4.2) de modo
que es el cubrimiento universal de Homeo" (S') y en particular la inclusién PSL(2,R) <
Homeo™ (S') se levanta a

—_——

PSL(2,R) — Homeo™*(S1)

La proposicién 4.2 de [11] nos permite considerar el generador de 711 (Homeo™ (S'),idg1)
dado por el camino

. cos(2mtt) - sen(27t)
Yt (—sen(;'ct) 605(277;) )
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2.3. Acciéon de GL(2,R) en PSL(2,R)

Claramente vy se levanta al camino de mapas x — x +t.
Por la misma razon, y(t) € PSL(2,R) genera 7r1(PSL(2,IR),I) y por tanto su levantado

—_———

a PSL(2,R) comenzando en I termina en un generador de Ker(p) = {z}1cz. Declaramos
entonces que z es tal generador.

—_———

Lo anterior implica también que PSL(2,IR) — Homeo* (S!) es un homomorfismo inyec-

tivo. A partir de estas consideraciones uno obtiene que si X € PSL(2,R) entonces zFX = Xz*
es el homemorfismo de R obtenido de trasladar X : R — IR por el vector k € Z.

Cada elemento X € Hyp fija dos puntos distintos en S' de modo que existe un levantado

preferido (o candénico) X € PSL(2,IR) que es el tnico que fija dos puntos de R. Notaremos
Hypo al conjunto de estos levantados y para cada k € Z consideramos el conjunto de trasla-
dados

Hypy := zZ"Hypo

De modo completamente analogo podemos definir los conjuntos Pary, Par; y Par; .

El caso eliptico es diferente pues no existe un levantado canénico: si X € Ell existe un
tnico levantado que lleva 0 en un punto de (0,1) y otro que lo lleva en un punto de (—1,0)
y no hay razén para preferir uno sobre otro. Notaremos Ell; a los primeros y Ell_; a los
segundos. Para k > 0 (respectivamente < 0) definimos Ell; := ZF1EIL (respectivamente
Ellk = Zk—HEll_l).

Hemos obtenido la particiéon

—~——

PSL(2,R) = {zZ"}xez | | Hypr | | Pary | | Ellk (2.8)
kezZ keZ k0
La figura 2.4 nos muestra un esquema de esta particion.
Observemos que los levantados de I por el mapa SL(2,R) — PSL(2,IR) son I y —I, asi

que sus levantados por PSL(2,R) — SL(2,R) dan lugar al conjunto {z¥};cz. Es facil ver
que los levantados de I € SL(2,IR) son los elementos de la forma z2* mientras que los de —I
son los z%+1.

—_———

Definicién 2.2.2. Sea X € PSL(2,R). Definimos la traza de X como la traza de su proyeccion
a SL(2,R). La denotamos frX.

P

Corolario 2.2.3. Sea X € PSL(2,R).
» Si X =z, entonces trX = 2 si y slo si k es par y trX = —2 si y sélo si k es impar.
» S5i X € Hypy, entonces trX > 2 siy sélo si k es par y trX < —2 siy sélo si k es impar.

= S5i X € Pary, entonces trX = 2 si y solo si k es par y trX = —2 si y sélo si k es impar.
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2.3. Accién de GL(2,R) en PSL(2,R)

Par—, Par™, Pary  Parg Par;  Parf
_____ \ ( \ / \ /
U St J { o
£ Ell_4 Ell, z PSL(2,R)
Hyp- Hypo Hypr—~__
> - SL(2,R)
- PSL(2,R)

—_—

Figura 2.4: PSL(2,R) — SL(2,R) — PSL(2,RR)

———

2.3. Acciéon de GL(2,R) en PSL(2,R)

—_———

Para finalizar este capitulo definimos una accién de GL(2,R) en PSL(2,R) que sera uti-
lizada en el futuro y estudiamos la dindmica de la particién (2.8) por esta acciéon. Notaremos
GL(2,R) = GL(2,R)" UGL(2,R)~ a las dos componentes de este grupo, distinguidas por
el signo del determinante.

Observacion 2.3.1. Sean X, X" € PSL(2,R). Entonces X y X’ son GL(2, R)* —conjugadas si y
s6lo si son PSL(2,R)—conjugadas. En efecto, si existe ¢ € GL(2,R)" tal que ¢Xg~! = X/,

entonces Y := @g € PSL(2,R) y se tiene
YXy-!'=Xx’

El reciproco es obvio.

Ahora definimos una acciéon de GL(2,R) en PSL(2,R): la levantada de la accién por
conjugacioén en PSL(2,R).

Mas precisamente, fijemos ¢ € GL(2,R). Entonces g puede pensarse como un difeomor-
fismo PSL(2,R) — PSL(2,R) dado por

X+ ¢gXg!

—_ e/~

Como en I vale I, podemos elegir el levantado § : PSL(2,IR) — PSL(2,IR) que en I vale
I y definir
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2.3. Acciéon de GL(2,R) en PSL(2,R)

Es claro que si X levanta X entonces ¢.X levanta gX¢~!. En particular, GL(2,R) actda en

—_—

PSL(2,R) por difeomorfismos y homomorfismos.

Ademés, no es dificil ver que ¢.X puede obtenerse de la 81gu1ente manera: sea y un
camino desde I hasta X y su proyectado y C PSL(2,R). Entonces gyg™~ !se levanta desde T
a un camino con punto final g.X.

Finalmente si ¢ € GL(2,R)* y consideramos Y, € PSL(2,IR) un levantado cualquiera

—_—

de Y; . 1o es dificil ver que para todo X € PSL(2, R) se cumple
\/—g que p (2, R) p

Proposicién 2.3.2. La accién de GL(2,R) en PSL(2,R) verifica las siguientes propiedades:
1. Sig € GL(2,R)™, entonces para todo k € Z. se cumple

k _ Sk

gz =z g.Hypy = Hypx g.Pary = Par, g.Ell; = Ell}

2. Sig € GL(2,R)~, entonces para todo k € Z se cumple

k _ —k

gzt =1z g-Hypy = Hyp_y  g.Pary = Par_y g.Elly = Ell_j

Demostracién. 1. Fijemos ¢ € GL(2,R)*. Como z* es central para todo k € Z, obtenemos
g.zk = ?gzkl?g_ 1= gk

Ahora bien, sea k € Z*y X € Ell;. Sea g; € GL(2,R)" un camino desde I hasta g y

—_——

g+ € PSL(2,R) su levantado comenzando en I. Entonces para todo ¢ € [0, 1] se tiene
giXg, ! € Ell

Es claro que I estabiliza Elli, asi que punto final de dicho camino pertenece a Elli. Es
decir que g.X € Ell. Andlogamente se tratan los casos parabdlico e hiperbélico.

2. Sea g € GL(2,IR)~. Como la accién es por homomorfismos, gracias a la parte 1. pode-

mos suponer
(10
8= 1o 41

Ahora bien, sea el camino
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2.3. Accién de GL(2,R) en PSL(2,R)

vt (S cosizn)) € PSLCR)

Su levantado comenzando en I termina en z (observacién 2.2.1). Pero entonces

cos(2rtt) sen(27mt) cos(2mtt) —sen(27tt)

g,)/(t)g_l - (0 —1) (—sen(Znt) cos(2mf)> (0 —1) - <sen(2nt) cos(27tt) ) - ,)/(1 o t)

Asi que g7~ ! es el camino inverso de 7 y por lo tanto su levantado desde I termina
en z~ L. En conclusién, g.z = z~! y andlogamente se prueba que para todo k € Z se
cumple

g.zk =7k (2.9)

Razonamientos similares permiten concluir que g.EIll; = Ell_;. En efecto, sélo hay que
notar que el camino () se levanta a Ell; desde I, mientras que (1 — t) se levanta a
Ell_4. Por (2.9) se concluye el caso eliptico.

—_———

Si X € Hypp entonces g.X € Hypy. En efecto, podemos tomar ¥ C PSL(2,RR) un
camino desde I hasta X y tal que ¥(t) € Hypo para todo t > 0. Su proyectado v es tal
que

gr(t)g~' € Hyp

para todo ¢ > 0. Su levantado desde T es g.';(\t/) y por lo tanto

g(t) € Hyp

para todo t > 0. S6lo puede ser g.v(t) € Hypo y en particular

¢.X = gv(1) € Hypo

Por (2.9) hemos concluido el caso hiperbdlico y el caso parabdlico es completamente
analogo.
O

Observacion 2.3.3. Recordar que Par® son las dos PSL(2,R)—clases de conjugacién de ele-
mentos parabdlicos, intercambiadas por la accién de GL(2,R)~ (observacion 2.1.3). Esto se
refleja en la accién levantada. Mds precisamente, si ¢* € GL(2,R)* entonces

§*.Parf = Parf g~ .Parf = Par¥,
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Capitulo 3
Clase de Euler

La clase de Euler es un invariante de la topologia de fibrados por circulos que cuantifica
“cudn lejos estd” el fibrado de ser trivial. Comenzaremos por dar la definicién de esta clase
caracteristica en este contexto general y aunque esto no es estrictamente necesario para la
demostracién del teorema de Goldman, permite tener una intuicién geométrica del objeto.

En la seccion 3.2 trabajamos con fibrados determinados por una representaciéon y en 3.3
se brinda el algoritmo de Milnor para el cdlculo de la clase de Euler de estos fibrados, que
es la tinica caracterizacion del objeto que necesitaremos en el trabajo. A los efectos précti-
cos, el teorema 3.3.2 (respectivamente la observacion 3.3.7) puede ser adoptado como defi-
nicién de la clase de Euler de una representacién 711 (Xy) — PSL(2,R) (respectivamente
m1(Zgp) — PSL(2,R)).

En la seccién 3.4 discutimos algunas propiedades generales que serdn utilizadas mas
adelante.

3.1. Definicion

Comenzamos por definir la clase de Euler de un fibrado en circulos orientable sobre un
complejo celular. Como se ha mencionado, los contenidos de esta seccion tienen caracter
exclusivamente introductorio al concepto y no son formalmente necesarios para la demos-
tracion del teorema de Goldman. Por esta razén, hemos omitido la mayoria de las pruebas
y definiciones necesarias para la construccion de la clase de Euler en este contexto general.
El lector es referido al capitulo 4 de [2] por informacién complementaria.

Consideremos S' — E — B un fibrado en circulos orientable y supongamos que admite
una seccién s : B — E. Entonces es trivial (ver [26], proposiciones 6.7 y 6.15). De este modo,
trivializar un fibrado en circulos orientable es lo mismo que encontrar una secciéon global.

Fijemos una orientacién de E y supongamos que B es un complejo CW, entonces siempre
existe una seccién B — E (donde B? es el 0—esqueleto). Supongamos por induccién que
la secci6n s;_; estd definida sobre B! y sea g, : DX — B el mapa de pegado de una
de las k—células, de modo que su restriccién al interior del disco es un encaje. Como D es
contractible, g5 (E|pr) — D¥ es trivial (por una trivializacién h, que fibra a fibra preserva
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3.1. Definicién

orientacién) y ¢ (sg_1) =: s, define una seccién sobre DX que en las coordenadas , es de
la forma

Sq 1 DK — DK x Sl 5, (x) = (x,5:(x))

Puede verse que la seccién s;_ se extiende a B si y sélo si cada s, : 9DX — S se extien-
de a Df (ver [2], lema 4.3.1) y esto es equivalente a que 5, sea homotépica a una constante.

Si k # 2 lo anterior siempre ocurre (pues 71,_1(S') = 0) de modo que la tnica obstruccion
para la existencia de una seccién la encontramos al tratar de extender s : B! — E a B,

Un teorema de Hopf asegura que un mapa S! — S! es homotépicamente trivial si y
s6lo si tiene grado cero (ver [24], capitulo 7), de modo que s se extiende si y sélo si para todo
« se tiene que deg(s,) = 0 (estamos prefijando una orientacion en cada 2—célula de B. La
misma induce por el mapa g, una orientacién en D2 dado que gﬂinmg es un encaje y esta
define una orientacién en 9D? = S1).

Para una seccién s : Bl — E tiene sentido definir entonces el homomorfismo

¢s: Co(B,Z) — Z, cs(D?) :=deg(sy) Va

Intuitivamente c;(D?) mide “cudntas vueltas a las fibras da” la secciéon s a medida que
se recorre el borde de la a —ésima 2—célula.
Algunas observaciones son pertinentes en este punto (ver [2], capitulo 4):

= S! — E|z — B! es trivial, de modo que siempre existe una seccién s : B! — E.
Ademés la cocadena c; s6lo depende de la eleccion de s, no de las trivializaciones h,.
Por lo ya discutido, ¢; = 0 si y s6lo si s se extiende a una secciéon global (comparar con
la proposicién 3.1.3 mds adelante).

» ¢; es un cociclo, o sea que define un elemento en el segundo grupo de cohomologia
H?(B,Z). Ademés si s’ : Bl — E es otra seccion, entonces c; — ¢y es un coborde. De
este modo, eu(E) := [cs] € H?(B, Z) est4 bien definida.

= eu(E) no depende de la estructura celular elegida en B y es una clase caracteristica de
fibrados en circulos orientados, i.e, si f*(E) = E’ como fibrados orientados entonces
eu(E") = f*(eu(E)). En particular, eu(E) es un invariante de la clase de isomorfismo de
fibrados orientados (de hecho es un invariante completo, en el sentido que determina
la clase de isomorfismo del fibrado).

» Revertir la orientacién de las 2—células sustituye eu(E) por —eu(E). Andlogamente si
revertimos la orientacién del fibrado (pues ahora las &, revierten la orientacién).

Definicién 3.1.1. eu(E) es la clase de Euler del fibrado S' — E — B.

La prueba del teorema de Goldman incluye el tratamiento de fibrados por circulos sobre
superficies con borde, para lo cual conviene tener una generalizaciéon del concepto anterior.
Consideremos A C B un subcomplejo y supongamos r : A — E una seccion. Podemos
definir s : Bl — E que sea una extensién de | 41 (pues el 1—esqueleto es un grafo) y tomar
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el cociclo ¢, ¢ asociado a la secciéon s como arriba. Notar que para un elemento 0 € C(A,Z)
se tiene que ¢, s(0) = 0, pues el fibrado S' — E|4 — A es trivial (admite la seccién global
r). De este modo se vé que ¢, define un elemento de la cohomologia relativa H2(B, AZ).
Puede verse que s6lo depende de la seccién r y no de la extension s. Similares observaciones
valen a las hechas en el caso absoluto.

Definicién 3.1.2. En las notaciones anteriores, eu(E, r) := [c;s| es la clase de Euler relativa a r
del fibrado S — E — B.

Proposicién 3.1.3. Sea S' —s E — B un fibrado en circulos orientado. Entonces:
1. eu(E) = 0siysélo si E es trivial.

2. Si A C B es un subcomplejoy r : A — E es una seccion, entonces eu(E,r) = 0 siy sélo si r
se extiende a una secciéon global B — E.

Demostracion. Ver [2], teorema 4.4.2. O

En el primer caso la seccion s inicialmente elegida para computar eu(E) bien puede no
extenderse, o sea, puede ser que [c;] = 0 pero ¢s # 0. Asi, la seccion s puede ser “muy
mal elegida” pero independientemente de esto la clase de Euler detectara si el fibrado es
o no trivial. En el segundo caso se vé que la clase de Euler relativa mide “cuan dificil” es
extender la seccién r a una seccién global B — E y depende fuertemente de la eleccién
r: en un fibrado trivial, puede elegirse una seccién r en un subcomplejo que no pueda ser
extendida de modo que seré eu(B x S!,r) # 0.

Un ejemplo importante es el siguiente
Ejemplo 3.1.4. » Sea X, la superficie cerrada y orientable de género ¢ > 0 con una métri-

ca riemanniana cualquiera. Su caracteristica de Euler es x(X;) = 2 — 2g. La férmula
de Poincaré-Hopf permite probar que eu(T!(Zg)) = £x (Z¢) (donde T!(Xg) es el tan-
gente unitario).

En efecto, tomemos en X un campo X con singularidades py, ..., py y fijemos una
orientacion en %, (induce una orientaciéon en S 1! (Zg) —> Zg). Definamos en X,
una estructura celular con un vértice, 2¢g +m — 1 ejes y m discos Dy, ..., D;;, de modo
que cada uno de ellos contenga una y s6lo una singularidad en su interior (ver figura
3.1). Podemos suponer que Z = Hy(¥L¢,Z) =< Dy +---+ D;; > (los discos estan
orientados por la orientacién de X,).

El campo X puede ser normalizado de modo que en el borde de los discos (que es el
1—esqueleto de ¥,) dé lugar a una seccién de T!(Zg). El grado de dicha seccién en
cada circulo dD; es (por definicién) el indice del campo en la singularidad p;.

De este modo, bajo la identificacion H?(%,, Z) =5 Z dada por [d] — d(D1+---+
D) se tiene que como ntimero entero la clase de Euler de T! (%) es

m

ex(Dyt -4 D)= Y ex(Dy) = Y deg(Xlop,) = 3. indy, (X) = +(Ze)
=1 i=1 i=1
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3.2. Fibrados planos

a1

a a1

) b

a;
Figura 3.1: Clase de Euler de T*(%;)

= El caso con borde puede ser tratado de manera similar. Sea ¥, j, la superficie obtenida
de quitar a la superficie cerrada b > 0 discos abiertos de clausura disjunta, entonces
X(Zgp) =2 —2¢ —b. Como X, j, retrae por deformacion a una suma cufia de circulos
tenemos que Hz(Zg,b,Z) = 0, de modo que no hay obstrucciones a la existencia de
una seccion.

Técnicas similares a las del item anterior pueden aplicarse para ver que sir : 0¥, —
T'(Zg4) es una seccion, entonces eu(T" (Zgp),7) = +x(Zgp) (ver [2], ejemplo 4.4.10).
En particular se obtiene que la clase de Euler relativa del fibrado unitario no depende
de la seccién elegida.

3.2. Fibrados planos

Una representacion del grupo fundamental de una variedad M a un grupo de home-
morfismos de un espacio X se suspende a un X —fibrado sobre M. Mas aun, los fibrados que
provienen de representaciones vienen con una estructura adicional: una foliacién transver-
sa a las fibras. En esta seccién discutimos esta construccién, brindando una interpretacién
topolégica del objeto y sirviendo de motivacién para el teorema de Goldman.

Definicién 3.2.1. Sean H y G grupos. Una representacion de H en G es un homomorfismo
H — G. Una tal representacién se dice fiel si es inyectiva. Notaremos Hom(H, G) al con-
junto de las representaciones de H en G.

Consideremos M una variedad, my € My 7t := 71(M, mg). Denotemos M al cubrimiento

universal de M. Entonces 7t acttia en M por transformaciones de cubrimiento y el cociente
por esta accién es difeomorfo a M.
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3.2. Fibrados planos

Tomemos X una variedad conexa y G un grupo de homeomorfismos de X. Una repre-
sentacion ¢ € Hom(7r, G) define un X—fibrado X sobre M de la siguiente manera: consi-

deramos la accién de 77 en M x X dada por

7-(m, x) = (v, ¢(7)(x))

Esta accién es propiamente discontinua (todo elemento de M x X tiene un entorno que
M x X

es disjunto de sus trasladados) y el cociente Xy := es un X —fibrado sobre M con la

proyeccion

Las trivializaciones locales pueden construirse asi: sea U abierto de M disjunto de sus

nt—trasladados, entonces [U] es un abierto de M. Sea ahora el homemorfismo (que preserva
fibras)

L] (rUxo()(X) — || (rUxX), (y.i,¢(7)(x)) — (v.11,x),sim e U
VET YET

Este mapa pasa al cociente definiendo la trivializacién local de X:

|| (.U x ¢(7)(X))

€mn
]/lu:(y

T = [U x X] — [U] x X, hylv.ii, ¢(7)(x)] = (|7, x), si i € U

Definicion 3.2.2. X es la suspension de ¢.

Si tomamos ahora V C M disjunto de sus trasladados y /i € U tal que [7i1] € [U] N [V],
entonces existe y € 7 tal que y.m € V y achicando U podemos suponer que es tnico.
Calculando hyhﬁ1 se ve que su segunda coordenada es igual a

¢(y)=18vu €G

o sea que no depende del punto base. En esta situacion se dice que el grupo estructural del
tibrado es G con la topologia discreta, en el sentido que los mapas de transicién son (local-
mente) constantes a G.

Por otra parte, consideremos la foliacién horizontal de M x X por hojas {M x x}cx. La
accion de 7t preserva esta estructura, i.e, lleva hojas en hojas y por tanto define una foliacién
Fp en Xy con hojas {[M x x]}rcx. Mds atin, las trivializaciones hi;; mapean esta foliacién en
la foliacion horizontal de [U] x X. Esto motiva la siguiente:

Definicién 3.2.3. Sea X — E — M un fibrado y F una foliacién en E. Decimos que F es
transversa a las fibras si existe una familia {(Uy, ) }4 tal que:
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3.2. Fibrados planos

» {U,}4 es un cubrimiento abierto de M y h, es una trivializacién local de E sobre U,.

= Para todo «, h, lleva las hojas de F, en las hojas de la foliacién horizontal de U, x X
(donde F es la restriccion de F a la preimagen de Uy ).

Si existe una tal F, se dice que E es plano.

Hemos probado que toda representacién 71 — G induce un fibrado plano (Ey, Fy), de
modo que el grupo estructural del fibrado tiene la topologia discreta. El lector no encontraré
problemas en demostrar que de hecho estas condiciones son equivalentes:si X — E — M
es un fibrado, entonces E admite una foliacién transversal a las fibras si y sélo si existe una
familia {(Uy, ha) }o tal que {Uy }o es un cubrimiento abierto de M, h, es una trivializacion
local de E sobre U, y si U, N Upg # @, entonces para cada componente C de U, N Up existe

8ep € Homeo(X) tal que

! (m, ) = (m, 855(x))

para todo (m,x) € C x X.

Es de nuestro interés trabajar sobre el subgrupo PSL(2,R) C Homeo(S!) y no sobre todo
el grupo de homeomorfismos, por esta razén generalizamos la definicién de fibrado plano
a este contexto.

Definicién 3.2.4. Sea X una variedad y G C Homeo(X) un subgrupo. Un (G, X)—fibrado
plano sobre M es un fibrado X — E — M que admite una familia (maximal) {(Uy, 1) }«
tal que:

» {U,}4 es un cubrimiento abierto de M y h, es una trivializacién local de E sobre U,.

= Si U, NUg # @, entonces para cada componente C de U, N Ug existe glfﬁ € G tal que

hahgl(m,x) = (m,g,ffﬁ(X))

para todo (m,x) € C x X.

Dos (G, X)— fibrados planos son isomorfos si existe un isomorfismo de fibrados que en las
coordenadas de las trivializaciones estd dado por un mapa de la forma (id, gfﬁ), con ggﬁ € G.

Todo (G, X)—fibrado plano induce una foliacion transversal a las fibras, pero no recipro-
camente: estamos pidiendo que el cambio de una caja de foliaciéon a otra se dé por un ele-
mento de G, no por un homeomorfimo cualquiera de X. En ocasiones a una foliacién asi se
le dice (G, X)—transversa (comparar con [12], seccién 1.4). Puede verse que un isomorfismo
de fibrados planos es lo mismo que un isomorfismo que preserva las foliaciones transversas.
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3.3. Clase de Euler de una representacion

Observacién 3.2.5. Sea E un (G, X)— fibrado plano sobre M y L una hoja de la foliacién
transversa inducida. Entonces la restriccion L — M es un cubrimiento:

La hoja L corta a todas las fibras (pues L se obtiene pegando las piezas {1 (m, x)} e,
para x fijo) de modo que L — M es sobreyectiva. Ademds localmente se ve como la proyec-
cién del producto, que es evidentemente un cubrimiento (estamos suponiendo la topologia
de L como variedad, no la heredada de E).

En particular, si ¥ C M es un camino y eg € L es un levantado de ¢(0) = my, existe un
tinico levantado horizontal, i.e, un tnico levantado de 7 contenido en la hoja L que comienza
en egp.

Toda esta discusion permite pensar Hom(7t, G) como “el espacio de (G, X)—fibrados
planos sobre M“. Més precisamente, hemos visto que si ¢ : m = 1y(M,my) — G es una
representacién, entonces define un (G, X)— fibrado plano (X, Fy). Notemos que G acttia
en Hom(rt, G) por conjugacién

(g9)(7) :=gop(y)og™!

No es dificil ver que la clase de isomorfismo de (G, X)—fibrados planos asociados a re-
presentaciones es invariante por conjugacion, asi que existe una funcién

[¢] = [(Eg, Fp)]

y puede verse que es biyectiva.

Nos interesa particularmente ver cémo recuperar la representaciéon m — G a partir
del fibrado. Para ello, consideremos (E, ) un (G, X)—fibrado plano, E,,, la fibra sobre m y
1 : Eyy — X un homeomorfismo cualquiera. Dado vy € 7w podemos asignar a cada ey € Ey,
el punto final del levantado horizontal desde ¢y de modo que tenemos un homomorfismo
7 — Homeo(E,) y tal que su valor en cada -y puede tomarse de la forma 771g; ... g7,
donde g; € G. Luego conjugando por # queda definida ¢ € Hom(7,G) y se prueba que
(E, F) = (Ey, Fyp) (ver [13], seccién 2).

Técnicamente, nuestra variedad fué marcada inicialmente por un punto my € My en
esta hip6tesis nos situaremos de aqui en mds (por un anélisis del efecto de cambiar la marca
ver [12], teorema 1.7).

3.3. Clase de Euler de una representacion

Consideremos M = %, (0 £ ), 7T = (M, m,), G =PSL(2,R)y X = S!, entonces ¢ €
Hom(7t, PSL(2,R)) define un (PSL(2,R),S!)—fibrado plano S(}, — XLg (respectivamente
% p)- Definimos aqui la clase de Euler de estas representaciones, ademas de dar un algoritmo
de calculo de la misma debido a Milnor. Esta caracterizacion seré la que utilizaremos durante
todo el trabajo, salvo contadas excepciones que seran debidamente mencionadas. Los casos

“sin borde” y “con borde” son diferentes y por eso se tratan separadamente.
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3.3.1. El caso cerrado

Sea ¢ € Hom (m11(2Zg), PSL(2,R)) y S(}, la suspension. Como los elementos de PSL(2, R)
preservan la orientacién de S!, puedde verse que S(}) es orientable y podemos fijar la orienta-

ci6én inducida por la orientacién estandar de S'. En £, tomamos la estructura celular usual
con un vértice, 2¢ aristas a1, by, .. ., dg, bg y un disco. Orientamos el disco de modo que 0D
_,lai, bj] (donde [a;, b;] := aibiai_lbi_l es el conmutador). Con estas con-
venciones tenemos la siguiente

sea homologo a ng

Definicién 3.3.1. Sea ¢ € Hom (711(Xg), PSL(2,R)). La clase de Euler de ¢ es

eu(¢) = eu(Sy)

Consiredemos la presentacion estéandar del grupo fundamental de X introducida en la
subseccién 1.1.1:

nl(Zg) = <111,b1, .. .,llg,bg

ﬁ[ai, bi] = 1> (3.1)
i=1

Sea ¢ € Hom (111(%g), PSL(2,R)) y paracada i = 1,...,¢ notemos A; := ¢(a;) y B; :=
¢ (b;), entonces ngzl [A;, Bi] = I € PSL(2,RR). Fijemos A;, B; levantandos de estos elementos

a PSL(2,R). Se deduce que

8§ — -
H[Ai’ Bl‘] = Zk
i=1

para un cierto k € Z (observacién 2.2.1). Como dos levantados de un mismo elemento de
PSL(2,R) difieren por un z” y estos elementos son centrales, uno obtiene que el entero k no

depende de la elecciéon de los A;, B;.
Teorema 3.3.2 (Milnor, [22]). En las notaciones anteriores, eu(¢p) = k.

De este modo, la clase de Euler puede pensarse como la obstruccién de levantar ¢ a una

representacion ¢ : 71y (Zg) — PSL(2,R), en el sentido de que ¢ se levanta a una represen-
tacion si y solo si eu(¢p) = 0.

Demostracion de 3.3.2. Ver [2], teorema 4.5.4. H

3.3.2. El caso con borde

Cuando la superficie base tiene borde debe realizarse un tratamiento distinto porque el
fibrado S(}) — X p es siempre trivial. Por este motivo la clase de Euler de ¢ serd definida a
partir de la clase de Euler relativa del fibrado, de modo que precisamos asignar “candnica-
mente” a cada representacion una seccion sobre un subcomplejo de ¥, ;. Naturalmente, este
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3.3. Clase de Euler de una representacion

subcomplejo sera 0¥ . En el lema 3.3.4 damos una condicion suficiente para la existencia
de una seccién de Sé sobre las componentes de borde de %, ;. En la observacion 3.3.5 dis-
cutimos cudndo esa condicién es satisfecha y esto nos permitira definir la clase de Euler de

Para comenzar, traducimos la definiciéon de seccién en el contexto de fibrados inducidos
por representaciones.

Observacién 3.3.3. Sea Xy — M el fibrado asociado a una representacion ¢. Si g : M —
M es el cubrimiento universal entonces g*(Xgy) = M x X. Mds precisamente, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

/

Mx X1~ X,
M—1 M
donde ¢'(m, x) := [m, x].
A partir de esto es facil ver que dar una secciéon r : M — X, es lo mismo que dar un

mapa 7 : M — X que sea m—equivariante, i.e, tal que para todo v € 7y todo /i1 € M
cumpla

P(y.m) = ¢(7)(7(m))

Dada ¢ € Hom (r1(Z,), PSL(2,R)), utilizaremos la observacion 3.3.3 para asignarle a

S(}b una seccién sobre 0%, ; y definir la clase de Euler de ¢ como la clase de Euler relativa a
esta seccion.
Consideremos como en la subseccién 1.1.1 la presentacién de 711 (X ;) dada por

8

<a1,b1,. g be ey L ey | (]—[ aj, bj ) T ey, = 1> (3.2)
j=1

donde los c; son loops simples que corresponden a las componentes de borde y los 7; son
caminos conectando el punto base x( con ;.
Paracadai =1,...,b podemos considerar la representacion

¢ i (cr) = Z = m(Zgp) — PSL(2,R)

. RxS!

o= =2
7 m(c)
que es claramente isomorfo a la restriccién Sé |c.- La observacién 3.3.3 nos dice entonces que

donde la inclusién estd dada por ¢; — ’y,-c,-’ylfl y tomar el fibrado S sobre ¢;

encontrar una secciéon de S} |C es lo mismo que definir un mapa #; : R — S! que sea
Z—equivariante. La prueba del siguiente lema es directa.
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Lema 3.3.4. En las notaciones anteriores, sea C; := ¢(c;) € PSL(2,R) y ¢; : R — PSL(2,R)
un subgrupo a un pardmetro tal que ¢;(1) = C;. Definamos #; : R — S, #(t) := @(t)(1)
(donde 1 € S!). Entonces para todos t € Ry n € Z se verifica

Fi(t +n) = C (7i(t))
En particular, el subgrupo ¢; induce una seccion c; — Sé.

O

Para construir una seccion de S(}, sobre dX, , alcanza entonces con determinar univoca-
mente un subgrupo a un parametro ¢; : R — PSL(2,R) tal que ¢;(1) = ¢(¢;) = C; para
cadai=1,...,b.

Observacion 3.3.5. Utilizando las formas normales (2.3) y (2.5) no es dificil ver que si C; &
Ell entonces existe un tnico subgrupo a un pardmetro ¢; que en tiempo 1 vale C;. Esto

corresponde al hecho de que existen levantados preferidos de C; a PSL(2,R) (seccién 2.2).
En efecto, si C; € {I} U Parg U Hypy es tal levantado y ¢; : R —> PSL(2,R) es el levantado

de ¢; que en 0 vale I € PSL(2,R), entonces ¢(1) = C;.
El caso eliptico es diferente: si C; = ( %59, 519 entonces los siguientes son subgrupos a

—senf) cos6
un pardmetro (distintos) que valen C;en t = 1:
to to
o (St o))
tHO + HO + (t0) (t0) (trr) (t7)
o (Ceontore ) eoteto s ) = (Senitty sonist)) (Sseniom) conttn))

Podemos concluir que si suponemos que cada componente de borde c; tiene imagen no
eliptica por ¢, entonces una secciéon r : 0%, , — Sé queda univocamente determinada por
el lema 3.3.4.

De aqui en mds, por abuso anotaremos c; a loop ’yici’yi_l y con el mismo simbolo denota-
remos a la correspondiente componente de borde.

Definicién 3.3.6. Sea ¢ € Hom (711(X,5), PSL(2,R)) tal que para toda componente de borde
¢i C Xgp se cumple ¢(c;) ¢ Ell ysear : 0Xgp — 535 la seccién definida como arriba. Con
las orientaciones obvias de S}) y de la 2—célula, definimos la clase de Euler de ¢ como

eu(¢) 1= eu(Sy,r) € H*(Xgp,0%g ), Z) = Z

Observacién 3.3.7. El algoritmo de Milnor funciona igual en este contexto. Mdas precisamente,
introduciendo la nueva notacién en (3.2) se tiene que

m(Zg,b) = <a1,b1,...,ag, be,C1,..-,Cp ’ (]—[ngl[aj,bj]) Cl...Cp = 1>
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Tomemos entonces ¢ € Hom (7r1(Z,5), PSL(2,R)) tal que ¢(c;) ¢ Ell para todo i =
1,...,b. Escribamos

A] = (j)(a]) B]' = (,b(b]) Ci = (P(Ci)

g
( [Aj,Bj]> Ci...Cp=1
j=1

Sean :{7] y EJ € PSL(2,R) levantados cualesquiera de A; y B; y tomemos C e {I}u
Pary U Hypy el levantado canénico de Cj, i.e, el tinico que fija puntos de R (ver seccién 2.2).
Entonces

entonces

g —~ = —~ —~
(H[A]/ B]]) C1 . Cb = Zeu(¢)

3.4. Primeras propiedades

Probamos aqui algunas propiedades elementales de la clase de Euler de una representa-
cién que seran utilizadas mas adelante.

Proposicién 3.4.1 (Aditividad). Consideremos ¥ j, (donde quizd b = 0) y supongamos que existen
dos subsuperficies X y X tales que X, ), = X U X/, donde c es un borde comiin a ambas. Sea ¢ €
Hom (711(Z45), PSL(2,R)) y notemos

% : () = m(Tgp) —= PSL(2,R)
o= m () = m(Tep) — PSL(2,R)

') . / . . g
a las restricciones. Si ¢ y ¢* no mapean ningiin borde en elementos elipticos, entonces
_ b s/
eu(p) = eu(¢p=) +eu(¢p=)
Demostracion. Para fijar ideas, haremos la demostracién en el caso

g= 2, b= 1, 2= 21,2, Y = 21,1

aunque debe notarse que el argumento es general.
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a1

ap a1

) b

ap
Figura3.2: Xy = X1p Uc X1

Entonces tenemos las siguientes presentaciones para los grupos fundamentales
m(Xp1) =< ay,by, a2, ba, c1|[a1, b1][az, balcr =1 >
m(X) =< ap, by, ¢, c1l|lay, brleccy =1 >
m (X)) =< ay, by, clla, bi]c i =1>

No es dificil ver que en 711 (X 1) vale la igualdad ¢ lcyc = ¢q. Entonces si C y CNl son los
levantado canénicos de ¢(c) y ¢(c1) respectivamente, se deduce que C'C;C = C; (pues
basta notar que el miembro izquierdo levanta ¢(c1) y fija puntos, entonces es el levantado
canénico). Asi que C y C; conmutan y aplicando la observacién 3.3.7 con las notaciones ahi
introducidas se tiene que

— —— — _—1 ~ /

Zeu(4>) — [Alz Bl] [A2, Bz]Cl — Zeu(¢2/)ézeu(¢2)cl C_la — Zeu(4>2 )26”(4’2)55_1a_la

Resulta entonces que zeu(9) — peu(@™)+eu(g™) n

Otra propiedad importante de la clase de Euler es la “invariancia por conjugacién”.

Intuitivamente, si escribimos GL(2,R) = GL(2,R)" LU GL(2,R)~ a las dos componentes
distingidas por el signo del determinante, entonces la componente “positiva” actta en el
espacio de representaciones preservando la orientacién del fibrado inducido mientras que
la otra la revierte. Es natural entonces que en el primer caso la clase de Euler no cambie
y es de esperar que en el segundo caso cambie por su opuesta. Formalmente tenemos la
siguiente:

Proposicién 3.4.2. Sea ¢ € Hom (111(Zgp), PSL(2,R)) (donde quizi b = 0) y tal que eu(¢) estd
definida. Si g € GL(2,R), entonces
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3.4. Primeras propiedades

eu(ep) sig€ GL(2,R)™"

eu 1) =
(gqbg ) { _eu(¢) Sig - GL(Z,IR)_

Demostracion. Hacemos la prueba en el caso con borde. En primer lugar, al conjugar por un
elemento de GL(2,R) la clase de Euler sigue estando definida: si ¢ no lleva ningtin borde en
elipticos, una conjugada tampoco.

Ahora bien, sea ¢ € GL(2,R). Por la proposicién 2.3.2, si (Z- es el levantado candnico de
¢(c;), entonces ¢.C; es el levantado canénico de g¢(c;)g . En las notaciones usuales,

Leu(gps) (H[gl,gé}]) g.C1...8.Cy
]

Pero la accion de GL(2,R) es por homomorfismos, de modo que

zeu(8987) = g. ((Hj[/Avj, E]) Cr. CNb> = g.zeU(¢)

Aplicando la proposicién 2.3.2 se concluye la demostracion.
O

Definicién 3.4.3. Una representacion ¢ € Hom (7r1(Zg), PSL(2,R)) es reducible si existe
v € C? vector propio comtn a todos los elementos de ¢(71(Zgp)), en caso contrario se

dice irreducible. Si existe una base {v, w} de C? que simultdneamente diagonaliza a todos los
elementos de ¢(7r1(25)), se dice que la representacién ¢ es completamente reducible.

Observacion 3.4.4. = Como la accién lineal de PSL(2, R) en RIP! coincide con la accién en
S! por transformaciones de Mdbius, se tiene que ¢ es reducible si y sélo si existe un
zo € S! fijo por todos los elementos de ¢ y completamente reducible si y s6lo si dos
puntos distintos de S! son fijados por ¢.

= Notar que ¢ es reducible si y s6lo si todos los elementos de ¢(711(Z,)) se conjugan a
matrices triangulares superiores por una misma matriz ¢ € GL(2,R) (que aplique el
punto fijo comun en c0) y que es completamente reducible si y sélo si se conjugan a
matrices diagonales por una misma matriz ¢ € GL(2, R) (que aplique los fijos comtnes
en oy 0).

Proposicién 3.4.5. Sea ¢ € Hom (711(X,), PSL(2,R)) (donde quizi b = 0). Si ¢ es reducible,
entonces eu(¢p) = 0.

La demostracion es simple: si zg € S! es un punto globalmente fijo por ¢, la secciéon x
(x,z9) de f;b x S1 pasa al cociente como una seccioén de Sl asi que este fibrado es trivial.
Sin embargo, con el propésito de introducir ciertas técnicas de trabajo que utilizaremos mas
adelante brindaremos otra demostracion.
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Demostracion de 3.4.5. Notemos en primer lugar que para todo <y se tiene que ¢(7y) ¢ Ell
pues fija un punto de S'. En particular, la clase de Euler de ¢ esta definida.

Sea zg € S! un punto fijado por todos los elementos de ¢ e Y € PSL(2,R) tal que Y(zg) =
0.5i A € ¢p(71(Zqp)), entonces YAY 1 (o) = ooy por tanto es una matriz de la forma

6 )

Por la proposicién anterior podemos suponer entonces que ¢ : 711(X,,) — P, donde P es
un subgrupo de matrices triangulares superiores.

Consideremos el camino X; = ( é ?) € PSL(2,R). Entonces

¢
a ¢ -1 a o
X X, = t Ell
t (0 %) t (0 %> €

Definamos ¢y := Xt<pXt_1, parat € [1,00).
Notar que si ¢(y) = (g § ), entonces

bn)= (5 ©)

a

define una representacion que es el punto final de la extensién continua de ¢y a t = co. Como
eu es constante en caminos, alcanza mostrar que eu(¢$) = 0.
Ahorabien,si X = ( % }) € PSL(2,R)yg= (%)) € GL(2,R), es fdcil ver las siguien-

tes igualdades
a 0 -1 _ 1 0 - a -1
(o 1)x=(5 0) =<0 Vs

Pero entonces eu(P) = eu(XPX 1) = eu(gpg ) = —eu(P).

- O

O

Para finalizar este capitulo, calculamos la clase de Euler de una representacion fuchsiana.
Por simplicidad nos concentramos aqui en el caso cerrado.

Definicién 3.4.6. Una representacion ¢ € Hom (7r1(Zg), PSL(2,IR)) se dice fuchsiana si es
fiel y ¢(711 (X)) es discreto.

Observacion 3.4.7. Si ¢ es fuchsiana y I := ¢(711(g)), entonces £, =~ H?/T:

El grupo 711 (X¢) es libre de torsién, luego I' = 711 (X;) lo es. Esto implica que I' no contie-
ne rotaciones racionales. Ademads, no contiene rotaciones irracionales: por el corolario 2.2.7
de [20] las 6rbitas de la accién de T en H? son discretas. Asi que I' no contiene elementos
elipticos y por lo tanto todos sus elementos acttian sin puntos fijos H.

Lo anterior implica que H> — H?/T es un cubrimiento: por los teoremas 2.2.1y 2.2.6 de
[20], todo punto z € H? tienen un entorno que es cortado sélo por finitos de sus trasladados.
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Como la accién de T’ es sin puntos fijos, dicho entorno puede achicarse de modo que sea
disjunto de sus trasladados.

Resulta que H?/T es una superficie y 711 (H?/T) = T = 711(%g) que no es libre, entonces
H?/T es una superficie cerrada y como tiene el mismo grupo fundamental que Y, son
difeomorfas (proposicion 1.1.5).

Podemos entonces tomar un difeomorfismo f: H? — f;, tal que el siguiente diagrama
conmuta

f —~
H? ——Z%, (3.3)

|, ]

H?/T ——X%,

Puede verse que para todo y € 71 (Zy) existe un tinico 17, € 71 (Zg) tal que

’Y-fz fo ¢(1y)

y que la asignacién ¢ +— 7, es un automorfismo de 711 (Z,). En particular, ¢(y) := ¢(1,)
define una representacién fuchsiana tal que 7.f = f o $(+y) para todo 7. Notar que eu(¢) =
eu($) pues componer con 7 corresponde a un cambio de presentacién de 711(%,), pero la
clase de Euler no depende de la presentacion elegida.

Proposicién 3.4.8. Si ¢ € Hom (111(%g), PSL(2,R)) es fuchsiana, entonces eu(¢p) = £x(Zg).

Demostracion. Cambiando ¢ por ¢ si fuera necesario, podemos suponer que existe un difeo-
morfismo como en (3.3) y tal que 7.f = f o ¢(7y) para todo 1.

Como ¢() es una isometria de H? para todo -, la métrica hiperbélica cocienta a una
métrica en H? /T que se copia por f a ¥g. Es claro entonces que T! (H?/T') = T!(%,).

Por otra parte, la accién de T en T'H? dada por ¢(7).(z,0) = (¢(7)(z),d=¢(7)(v)) nos
da

12
T1]~H ~ Tl (]I—IZ/F)

En efecto, si g : H> — H?/T es la proyeccion (notar que es una isometria local), basta
pasar al cociente el mapa

T'H? — T' (H?/T), (z,0)+— (q(z),d-q(0))

. T2 ) ~ T2
Concluimos entonces que T3 = T1(%,). La prueba termina mostrando que S} = TH-,

pues esto implica eu(¢p) = eu(S(},) = eu(T(Zg)) = £x(Zg) (ver ejemplo 3.1.4). Para ello, de-

finimos el mapa T'H? — H? x S! dado por (z,v) > (z,a;,(0)), donde &, , es la geodésica
de condiciones iniciales (z,v) y az,(c0) € dIH? = S! es su punto al infinito.
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Figura 3.3: Accién de T en TIH2.

Este mapa es un difeomorfismo fibra a fibra y es equivariante respecto de la accién de
T (en T'H? la accién es la dada arriba y en H? x S! actda por transformaciones del cubri-
miento g en la primera coordenada y como transformacién de Mobius en la segunda). Mas
precisamente,

¢(7)-(2,0) = (@(7)(2),d20(7)(0)) = (¢(7)(2), #(p(1) (2),d0(7) (0)) ()

Pero siendo ¢(7) una isometria, se tiene que ¢(y) 0 Azp = A(g(y)(2),dup(y))- AST que

¢(7)-(2,0) = (@(7)(2), (9(7) 0 az0)(20)) = (¢(7)(2), p(7) (&z,0(00))) = P(7).(2, #20(e0))

donde la dltima igualdad es cierta pues la accién de ¢() en S! es la extension de la accion
en H? como transformacién de Mobius.
Pasando al cociente este mapa y el dado por (3.3) obtenemos un diagrama conmutativo

T'H2 —=~H?x §' —~5%  x §!

]

T'H?2 =~ H2xS' =~ Xgx§!
T T m1(Zg)

iv % Sl Tl][_IZ
Entonces S;, - = o ) m

Observacion 3.4.9. La misma prueba aplica al caso con borde si existe un mapa H? — i;
como en (3.3).
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Capitulo 4

Enunciado del teorema

Enunciamos aqui el resultado principal sobre el que trata este trabajo (teorema 4.1.1)
y formalizamos los ingredientes necesarios para la comprensiéon del enunciado. Como la
prueba del mismo incluye el tratamiento de superficies con borde, incluimos un enunciado
auxiliar para ese caso.

4.1. El caso cerrado

El objetivo de este trabajo es presentar la prueba del siguiente:

Teorema 4.1.1 (Goldman, [15]). Sea ¥¢ la superficie cerrada orientable de género g > 2. Entonces
las componentes conexas de Hom (711(2g), PSL(2,IR)) son los conjuntos

eu 1(k), k=x(Zg), ..., —x(Zg)

Serd observado mds adelante (observacién 9.1.2 de la seccién 9.1) que el espacio de re-
presentaciones es localmente arco-conexo de modo que en el enunciado las componentes
conexas y arco-conexas coinciden.

Heuristicamente, el contenido del teorema puede resumirse de la siguiente manera: dos
representaciones con la misma clase de Euler determinan el mismo fibrado S' — E —
2. y (a priori) distintas foliaciones transversas. Un camino conectdndolas puede pensarse
entonces como una deformacién de una foliacién en la otra.

Es necesario explicitar qué topologia estamos considerando en el espacio de representa-
ciones. Consideremos la presentacion estdndar de 711 (X¢) (ecuacion (3.1)) y la funcién

Hom (71 (Z¢), PSL(2,R)) —> PSL(2,R)%, ¢ (¢(ar), ¢(by), ..., ¢(a5), (bs))  (4.1)

Este mapa es inyectivo, de modo que Hom (711(%¢), PSL(2,R)) admite un tnica topo-
logia segtin la cual es un encaje. Fijamos dicha topologia de aqui en més. En este sentido,
podemos pensar que una representacion es sencillamente una 2¢g—upla de elementos de
PSL(2,R) con la condicién de que el producto de los conmutadores sea la identidad.

Cuando no haya riesgo de confusién anotaremos
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¢ = (A1,By,..., Ag, Bg) € PSL(2,R)%

donde A; := ¢(a;) y B; := ¢(b;) paratodoi=1,...,g.
Observar que la topologia de Hom (711(X,), PSL(2,R)) no depende de la presentacién
de 711 (XZ¢) elegida, porque es la topologia de la convergencia puntual:

im ¢, = ¢ <= Hmpu(7) = ¢(7), Yy € m(Xy)

Observacion 4.1.2. La funcién eu : Hom (711(Xg), PSL(2,IR)) — Z es continua. En efecto, si
¢n —> ¢ entonces ¢, (a;) — ¢(a;) y ¢n(b;) — ¢(b;) paratodoi = 1,...,g. Levantando
al cubrimiento universal se puede suponer que convergen y como Hf?j:l [,] es continuo, el
teorema 3.3.2 nos dice que z*(#1) — z¢4(#)_ Pero el conjunto {zF}cz es discreto, asi que
eu(¢pn) = eu(¢p) para d suficientemente grande.

En particular, la clase de Euler es un invariante de las componentes conexas del espacio
Hom (711(%g), PSL(2,R)). Asi, la prueba del teorema 4.1.1 consiste de mostrar que:

» Toda representacion ¢ € Hom (71 (%), PSL(2,R)) verifica

eu(P) € [x(Eg), —x(Zg)]

= Todos los valores en [x(Xg), —x(Z¢)] son clases de alguna representacién.

= Dos representaciones con la misma clase de pueden ser conectadas por un camino de
representaciones.

4.2. El caso con borde

Sin modificaciones el caso con borde del teorema 4.1.1 es trivial: como X j, retrae por
deformacién a una suma cufia de 2¢ + b — 1 circulos, se tiene que 711 (Zg,b) = Fogyp-1 (grupo
libre) y por tanto la funcién (4.1) es biyectiva. De este modo, el espacio de representaciones
tiene una tnica topologia tal que este mapa es un homeomorfismo y resulta que

Hom (11(2g), PSL(2,R)) = PSL(2,R)*$*t~1

En particular, Hom (711(Xg)), PSL(2,R)) es conexo.

La prueba del teorema de Goldman pasa por tomar una descomposicién arbol-dual de ¢
(seccion 1.1), analizar las representaciones en cada subsuperficie de dicha descomposicién
y aplicar la propiedad de aditividad (proposiciéon 3.4.1). Por esto es conveniente tener un
resultado auxiliar en el caso con borde que enunciamos a continuacién.

Consideremos la presentacién de 711 (X ;) de la observacién 3.3.7 y definamos el conjun-
to

W(Zgp) := {¢ € Hom (m1(Xgp), PSL(2,R)), ¢(c;) € Hyp Vi=1,...,b}
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Cuando b = 0, este conjunto coincide con el espacio de representaciones. Notar ademads
que los elementos de W(Z, ;) tienen definida su clase de Euler y esta es invariante en sus
componentes.

Teorema 4.2.1 (Goldman, [15]). Sea ¥, ; con g y b tales que x(Xq5) < 0. Entonces las componen-
tes conexas de W(Zg ) son los conjuntos

-1
(euhwizy)  K) k= x(Zgp)s s —x(Zg)

Observacion 4.2.2. s En el caso xy = 0los teoremas 4.1.1 y 4.2.1 también son ciertos, pero
su demostracion es mds sencilla:

Las tnicas superficies con caracteristica de Euler igual a cero son el toro X y el ci-

lindro X(,. Supongamos primero el caso del toro. Su grupo fundamental es Z? =<

a,b|[a,b] =1 >demodo que Hom(7m;(X1), PSL(2,R)) = {(A,B) € PSL(2,R)?, AB=
BA}. Asi,si¢ = (A,B),¢' = (A',B") € Hom(m1(X1), PSL(2,R)), existen ¢ y ¢’ sub-

grupos a un pardmetro tales que A,B € ¢(R) y A’,B’ € ¢'(R) (proposicién 2.1.6).

Luego las primeras matrices pueden conectarse a I dentro de ¢(R) y las segundas en

¢'(R). Notar que estos caminos determinan caminos de representaciones, pues al per-

tenecer a un subgrupo a un parametro conmutan. Es decir que Hom(m1(X1), PSL(2,R))
es conexo. Por continuidad, s6lo una clase de Euler puede realizarse y el teorema 3.3.2

implica que

eu(p =1) = 0= Hom(m(X1),PSL(2,R)) = eu1(0)

El caso del cilindro es andlogo, pues su grupo fundamental admite la presentaciéon <
C1, 02|C1C2 =1>=7Z,de modo que W(ZO,Z) = {(Cl, Cz) € Hypz, CiC = I} = Hyp,
que es conexo.

Resta ver que si ¢ € W(Zg,) entonces eu(¢) = 0. Pero esto es claro pues si C; es el

—~-1
levantado canénico de Cy, entonces C;  es el levantado canénico de C;° 1 = ¢y, dado
que fija puntos de IR. Por la observacién 3.3.7 deducimos que

Zeu((P) = aa\; = aa_l = I = ZO

Por esta razén de aqui en mas supondremos siempre que x < 0, a menos que se aclare
lo contrario.

= Un ejemplo facil de representaciones que estan en la misma componente ocurre cuan-
do éstas son conjugadas. Mds precisamente, sean ¢, ¢’ € W(Z, ;) (donde quizd b = 0)
tales que existe X € PSL(2,R) que cumple ¢ = X¢'X . Entonces ¢ y ¢’ estan en
la misma componente conexa: basta tomar un camino X; € PSL(2,R) desde [ a X y
definir
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or = XipX; ! € W(Zgp)

La dificultad del teorema radica en que existen representaciones con la misma clase de
Euler que no son conjugadas por un elemento de PSL(2,R).
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Capitulo 5

Representaciones de IFp

Como se ha mencionado, la prueba del teorema 4.1.1 consiste en descomponer ¥, en
subsuperficies de caracteristica de Euler igual a —1. S6lo hay dos tales superficies: Y93y X1 1,
ambas con grupo fundamental libre en dos generadores y es por esto que en este capitulo
estudiamos representaciones de este grupo.

El objetivo es definir el mapa de caracteres (definicién 5.1.2) y probar que verifica la pro-
piedad de levantamiento de caminos (proposicién 5.2.12). La misma sera utilizada en los
capitulos 6 y 7 para estudiar respectivamente el producto y el conmutador de dos matrices.

En la observacion 4.2.2 vimos que dos representaciones PSL(2, R)—conjugadas perte-
necen a la misma componente conexa del espacio de representaciones. Resulta razonable
entonces estudiar invariantes por conjugacién de representaciones y naturalmente la traza
es uno de ellos. En un lenguaje un tanto impreciso, la traza nos permitird obtener una “rea-
lizacién” del conjunto de clases de conjugacién de representaciones en un espacio euclideo
(c.f. observacion 5.1.3 mas adelante).

5.1. Caracteres complejos

Comenzaremos estudiando representaciones a SL(2,C) puesto que su tratamiento es
mas sencillo y sirve de base para el caso real.

Sea Fp = F{x,y} el grupo libre en los generadores x e y, entonces por lo visto en la
seccién 3.4 tenemos que Hom(IFy, SL(2,C)) = SL(2,C)?. Asi, una representacién ¢ : Fy —
SL(2,C) es lo mismo que un par (¢(x),¢(y)) =: (X,Y) € SL(2,C)?.

Si¢p = (X,Y) € SL(2,C)? es una representacién, entonces trX, trY y tr(XY) = tr(YX)
determinan “todas las trazas de la representaciéon”. Mas precisamente, fijemos w € IF; y
definamos

Ty : Hom(F,,SL(2,C)) — C, Tw(¢) := tr(¢p(w))

Lema 5.1.1. 1. El conjunto {Tx, Ty, Txy} €s un generador del anillo de funciones generado por la
familia {Tw }wer,-
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5.1. Caracteres complejos

2.5 =(X,Y)y¢' = (X,Y') son tales que trX = trX', trY = trY' y tr(XY) = tr(X'Y’),
entonces tr( (w)) = tr(¢'(w)) para todo w € Fy.

Demostraciéon. Una demostracion elemental de 1. se encuentra en [5] (proposicion 1.4.1).
Para 2., puede probarse que dada una palabra reducida w(X,Y) en X e Y existe un algo-
ritmo que permite calcular un polinomio xy, (x, v, z) € C[x,y,z| tal que xy, (frX, trY, tr(XY)) =
tr(w(X,Y)) (ver [16], seccion 2.2).
S6lo a modo de ejemplo mostramos cémo calcular t7(XY 1) a partir de trX, trY y tr(XY):
como det(Y) = 1, el teorema de Cayley-Hamilton implica que

Y2 (trY)Y+I1=0= Y+ Y = (trY) = XY+ XY ! = (trY)X

y s6lo resta tomar traza a ambos lados.

El lema anterior motiva la siguiente:

Definicién 5.1.2. La terna (tr(¢(x)), tr(¢(y)), tr(¢(xy))) es el caricter de la representacion ¢.
La funcién

X : Hom(F,,SL(2,C)) — C3, x(¢ = (X,Y)) := (trX, trY, tr(XY))

es el mapa de caracteres.

Observacion 5.1.3. La accién de GL(2,C) por conjugacién en Hom(IF,, SL(2,C)) = SL(2,C)?
es

g(X,Y):=(gXg ', gYg™)

y resulta entonces que x es GL(2,C)—invariante. Ademds, el argumento previo a la pro-
posicién 3.4.2 muestra que dos representaciones son GL(2,C)—conjugadas si y sélo si son
SL(2,C)—conjugadas (pues \/det(g) siempre existe).

Esto nos dice que x induce una aplicacién

Hom(IF,,SL(2,C))/SL(2,C) — C (5.1)

La proposicién a continuacion dice que este mapa es sobreyectivo y establece de manera
precisa el nivel en donde deja de ser inyectiva.

En lo que sigue, trabajaremos con el polinomio
k:C*—C, x(x,y,z):=x>+y>+2>—xyz -2
Un célculo directo permite verificar la siguiente igualdad

kx(X,Y) = t[X,Y] VX,Y € SL(2,C) (5.2)

Proposicion 5.1.4. Sean x y x como antes. Entonces:
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1. x es sobreyectiva.
2. (X,Y) es reducible si y sélo si kx(X,Y) = 2 (ver definicion 3.4.3).

3. Six(x,y,z) # 2, entonces x~'(x,y,z) es una GL(2,C)—drbita.

Demostracion. 1. Sea (x,y,z) € C3y a := 3(z+ V22 —4), de modo que & + a1 = z.

Entonces
x —1 0 al
X 1 0 4 — y = (X,]/,Z)

2. Supongamos que (X, Y) es reducible. Por la observacién 3.4.4 existe g € GL(2,C) tal

que
b
848 0 1 0 %

Entonces tr[X, Y] = tr(g[X, Y]g ™) = tr[gXg 1, gYg =tr (}1) =2

Reciprocamente, por la férmula (5.2) sabemos que t7[X, Y] = 2. Como X, Y € SL(2,C)
tienen vectores propios, conjugando el par (X, Y) por un elemento adecuado podemos

suponer que
a C b )

X = Y = 5.3

(0 %) (’7 b 3)

En efecto, basta conjugar por una matriz ¢ € SL(2,C) que lleve un vector propio de X
en (1,0) y uno de Y en (0,1). El dnico caso en que esta matriz no existe es cuando X e
Y tienen una tnica direccién propia coincidente, en cuyo caso (X, Y) es reducible y no
hay mds nada que probar.

- O

Un célculo directo en (5.3) muestra que

2= (XY =24 21 (€17+ (a2_1i£b2—1)) — <g;7+ (a2_1;£b2_1)) =0

Si {7 = 0 entonces (X, Y) es reducible. Sino, resulta que (a{, 1 — a?) es un vector propio
comina XeY.

3. Sean ¢ = (X,Y),¢' = (X', Y") € x " '(x,y,2). Como x(x,y,z) # 2, se tiene que ¢ y ¢’
son irreducibles.

En primer lugar, observemos que existe una palabra W en X e Y con traza distinta de
12y tal que el grupo I generado por X y W acttia irreduciblemente en C2: si trY # +2
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5.1. Caracteres complejos

no hay nada que probar asi que supongamos que trY = £2. Conjugando la represen-
tacion podemos suponer que Y = £ (1) y existe k € Z* tal que W := XY?! tiene
traza distinta de £2 (c.f. [5], lema 1.5.1). Pero X y W no pueden tener vector propio
comun, porque tal direccién serfa invariante por Y2k Entonces esa direccion es (1,0) y
esto es absurdo porque (X, Y) es irreducible.

Ahora bien, W es una palabra en X e Y de modo que existe w € [F; tal que
p(w) =W

Definamos W' := ¢'(w) y I el grupo generado por X' y W/, entonces I acttia irre-
duciblemente en C2 como x(¢) = x(¢') = (x,y,z) gracias al lema 5.1.1 se tiene que
tr(¢(z)) = tr(¢'(z)) para todo z € F, y en particular

tr[X, W] = tr[X', W]

Si I fuera reducible, entonces por 2. obtenemos que 2 = tr[X’, W'] = tr[X, W] y por lo
tanto I' es reducible y esto es una contradiccion.

Como trW' = triW # +2, entonces W y W’ son diagonalizables y por lo tanto conju-
gando ¢ y ¢’ en SL(2,C) podemos suponer que

A0 ,
W=<0 1M):W (5.4)

donde A # £1.

Luego de esta conjugacion, las matrices X y X’ no pueden ser triangulares porque I' y
I son irreducibles. No es dificil entonces ver que existen matrices diagonales D y D’
adecuadas tales que

/
DXD! = (i tli) D'X'D'1 = <i, ;,) (5.5)

donde cc’ # 0.

Sustituimos ¢ y ¢’ por estas conjugadas y por abuso de notacién las denotaremos de
la misma manera. Afirmamos que ¢ = ¢’ y esto concluye la demostracion.

En efecto, como sélo hemos modificado las representaciones en su clase de conjuga-
cién, entonces se sigue verificando

para todo z € IF,.

Ahora bien, para cada z € [F, denotemos
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5.2. Caracteres reales

o= (P F) = (0 T

Yz Sz

Entonces p; + s; = p., + s, para todo z € [F,.

Dado z € [F;, tenemos que puz + Swz = Py + Shyz- Aplicando (5.4) obtenemos
Ap, + A ls, = ApL + A7l = p, =p., s.=3s.

Razonamientos similares con la expresion (5.5) permiten concluir que g, = g, y r, =1,
para todo z € F, y esto termina la demostracion (c.f. [5], proposicién 1.5.2).
O

Ejemplo 5.1.5. El mapa (5.1) no es inyectivo. En efecto, las partes 2. y 3. de la proposicién an-
terior nos dicen que restricto a las representaciones irreducibles si lo es. Sin embargo, existen
representaciones no conjugadas con el mismo caracter. Por ejemplo podemos considerar los

(b)) (6)6)

Ambas representaciones pertenecen a x 1 (2,2,2) pero no son conjugadas.
Otro ejemplo estd dado por las representaciones:

a0\ (b g LN (L 11
(656 D) (G656 1)) e (e drrgor)

que no son conjugadas sia # £1o0b # £1.

5.2. Caracteres reales

En esta secciéon probamos un andlogo de la proposicién 5.1.4 para el caso real. El enuncia-
do es un poco méas complicado esencialmente porque los polinomios en R no se comportan
como los polinomios en C. Por ejemplo, el argumento de la sobreyectividad de x no puede
aplicarse en todos los casos. Ademads no es cierto que si un par tiene conmutador parabdlico
entonces actda reduciblemente en IR?: basta considerar dos rotaciones que conmuten y sin
valores propios (reales).

Por otra parte, se ve facilmente que representaciones a

SU(2) := {X € SL(2,C), X 1=X}
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5.2. Caracteres reales

tienen caracter real, de modo que si (x,v,z) € R3 entonces x ~!(x,y,z) no contiene sélo re-
presentaciones a SL(2,R). De hecho, en [25] (proposicién II1.1.1) se prueba que si una repre-
sentacion tiene cardcter real entonces se conjuga en GL(2, C) a una representacién a SL(2, R)
o SU(2). Como el teorema central de este trabajo estudia representaciones a PSL(2,R), nos
interesa descartar el segundo caso y entender qué ternas (x,,z) € R> son el caracter de una
representacion a SL(2,R).

De aqui en mads, denotaremos x y x a las restricciones de los mapas construidos en la
seccién previa a Hom(IFp, SL(2,R)) y R3 respectivamente. El primer objetivo de esta seccién
es entonces calcular x(SL(2,IR)?) (proposicién 5.2.5) y estudiar propiedades de las fibras de
este mapa (proposicion 5.2.8). En particular, deduciremos una propiedad de levantamiento
de caminos de x (proposiciéon 5.2.12). Esta propiedad es crucial para los contenidos de los
capitulos que vienen.

La demostracién de las mencionadas propiedades de x es intrincada, y algunos prerre-
quisitos son necesarios. Por un lado, utilizaremos un cierto anélisis de los conjuntos de nivel
del polinomio «x (concretamente, la proposiciéon A.0.1 del apéndice A). Por el otro, necesitare-
mos algunas propiedades elementales sobre la forma de Killing en s((2,R) y la representacion
adjunta, que el lector familiarizado con estos temas sin duda alguna conoceré (el lector no
habituado puede consultar el apéndice B).

5.2.1. Imagen de x

Para comenzar brindamos una manera alternativa de distinguir los distintos tipos de
elementos de SL(2,IR). Sea v C H? una geodésica y R, la simetria axial respecto a esta
geodésica, i.e, la inica isometria de H? que fija los puntos de 7 y tal que si z ¢ <y, entonces
7 es la mediatriz del segmento de z a R(z). Notar que R, revierte la orientaciéon y que
Lema 5.2.1. La composicion de dos simetrias axiales es hiperbélica si los ejes son paralelos, parabélica
si los ejes son secantes en dH? o eliptica si los ejes son secantes en H2. Reciprocamente, todo elemento
de SL(2,R) es composicion de dos simetrias axiales.

Demostracién. Sean y; y 72 dos geodésicas en H? y R1, Rj las simetrias asociadas. Si y1 y
2 son paralelas, entonces puedo tomar 7y la geodésica perpendicular a ambas. La misma es
invariante por R; Ry, de modo que esta isometria es hiperbdlica. Por otro lado si y; Ny =
{z0} C 9H?2, entonces z es fijado por R1R; y es claro que ningtin otro punto del borde lo
es. Finalmente, si los ejes se cortan en H?, dicho punto es fijo y por tanto la composicién es
eliptica.

Como la afirmacién reciproca es invariante por conjugacion, basta estudiarlo para las
formas normales:

u <3 1(/) /\): si vy es la geodésica invariante (la vertical por 0), basta elegir un eje y;

perpendicular a 7y y luego tomar 7, también perpendicular, a distancia hiperbdlica
d/2 de 71 (donde d es la distancia de traslacién a través de 7).
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5.2. Caracteres reales

" {0 g) se elige 71 una geodésica vertical y y» también vertical, a distancia euclidea
(/2 de la primera.
cos®  sent . s
" | _cond coso ) conjugando podemos suponer que es una rotacién de centro 0 en el

modelo del disco y basta tomar dos ejes que se corten con dngulo 6 (esto da lugar a
una rotacién de dngulo 20).

O

Observacion 5.2.2. En el reciproco hay libertad para elegir el primer eje de simetria, quedando
el segundo determinado por un pardmetro real y “el sentido” en el que la isometria mueve
los puntos.

Para el siguiente corolario observemos que si X, Y € SL(2,R) son tales que [X, Y] = %1,
entonces [X,Y] = I. En efecto, proyectando a PSL(2,IR) tenemos que existe un subgru-
po a un parametro ¢ tal que X,Y € ¢(R). Levantando por el cubrimiento SL(2,R) —
PSL(2,R) podemos suponer £S C SL(2,R), donde S es el levantado de ¢(R) pasando por
I (que es un subgrupo a un pardmetro) y —S es el levantado por —I. Luego X,Y € £S8
y multiplicando X e Y por —1I si es necesario (lo cual no afecta el valor del conmutador)
podemos suponer X, Y € S de modo que [X, Y] = L.

Corolario 5.2.3. Sea X € SL(2,R) eliptico. Entonces para todo Y € SL(2,R) se tiene
[X,Y] € Hyp U{l}

Otra manera de decir lo anterior es la siguiente: si —2 < rX < 2, entonces |[kx(X,Y)| > 2
paratodo Y € SL(2,R) y [xx(X,Y)| = 2siysolosi [X,Y] = I. La proposicién 5.2.5 mas
adelante establece un enunciado significativamente mds preciso en este sentido.

Demostracion de 5.2.3. Sea w € H? el punto fijo de X y 26 el dngulo de rotacién, entonces
YX~1Y~! fija Yw y tiene dngulo de rotacién 27 — 260. Si Yw = w entonces [X,Y] = =£I
porque en PSL(2,R) uno tiene [X, Y] = [ y por el comentario previo no hay mas nada que
probar.

Si Yw # w podemos tomar 7; la geodésica por w e Yw y escribir

X = RyR, YX1Y~1 = RyR;

donde R; es la simetria axial definida por 7, y R; y R3 estan determinadas a partir de la
misma y las transformaciones X e YX 1Y ™! respectivamente, como lo muestra la figura a
continuacion:
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5.2. Caracteres reales

Deducimos que [X,Y] = R1R3 y por el lema anterior s6lo hay que probar que R; y R3

no se cortan en H2. Pero si se cortaran tendriamos un tridangulo geodésico con éngulos 6,
7T — 0 y un tercer angulo 6’ > 0. Esto es absurdo por el teorema de Gauss-Bonnet (ver [20],
teorema 1.4.2).

]

Observacion 5.2.4. Las siguientes observaciones serdn utilizadas en la demostraciéon de la
proposicion 5.2.5.

= El polinomio x puede escribirse

24z 2—z
k(x,y,z) = (%) (x —y)* + (T) (x+y)>+22 -2 (5.6)
Esto permite mostrar que si —2 < z < 2, entonces
k(x,y,z) =-2<«=x=y=z=0.

Como « es invariante por permutacién de las variables, mismas conclusiones se obtie-
nen para —2 < x < 20 —2 < y < 2. Ademds, se deduce que (—2,2)3Nx~1[-2,2) =
(=2,2)3 Nk 1(—00,2) pues (—2,2)3 Nk~ (—00, —2) = @.

» Sea K € M(3,R) simétrica y tal que det(K) # 0. Definamos
K(u,v) := u'Ko
Entonces K es una forma bilineal, simétrica y no degenerada en R®.

Si {e1,e2,e3} es la base canénica de R® y K(e;, e;) # 0 para todo i = 1,2,3, podemos
definir
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5.2. Caracteres reales

K(v,¢;)

Ri(v) :=v—2 -
i(0) = 0 =2 )

Entonces R; es la identidad en el complemento K —perpendicular de span{e;} y R;(e;) =
—e;, es decir que R; es una reflexién K—ortogonal.

Sii # j entonces

4][((61', ej)z

—1
K(e;, e;)K(ej, €f)

tr(f{if{j) =

En efecto, basta tomar v € R? que sea K—ortogonal a ¢; y ¢j y calcular la matriz aso-
ciada a R;R; en la base {e;,¢j,v}. Si en particular suponemos K(e;, ¢;) = 2 para todo i
entonces

t?’(RZ’R]’) = ]K(ei, 6]')2 -1 (57)
Concluimos esta parte calculando la imagen de yx.
Proposicién 5.2.5. x(SL(2,R)?) = R3\ ((—2,2)}n«x~1[-2,2)).

Demostracion. Sean X,Y € SL(2,R) y x(X, ) (x,y,2).Si (x,y,2z) & (—2,2)%,no hay nada
que probar. Si por el contrario (x,v,z) € (—2,2)3, el corolario 5.2.3 dice que [X,Y] € Hyp U
{I}, entonces tr[X,Y] € (—o0, —2) U [2,00) de modo que x(x,y,z) € (—o0,—2)U[2,00) y
hemos terminado.

Para probar la otra inclusion, la observacién previa nos dice que alcanza mostrar

R3\ ((—2,2)> Nx~1(—00,2)) C x(SL(2,R)?)

Sea entonces (x,y,z) & (—2,2)> Nk !(—00,2), queremos encontrar matrices X,Y €
SL(2,R) con caracter (x,y,z).
Dividimos la prueba en tres etapas.

1. Si (x,y,2z) & (—2,2)>.

Digamos por ejemplo que |z| > 2. Entonces el argumento que usamos en el item 1. de
la proposicién 5.1.4 se aplica, pues las matrices ahi construidas son reales.

Anélogamente se razona si |x| > 20 |y| > 2.
2. Si(x,y,z) € (=2,2)%y«x(x,y,2) = 2.

Observar que por el corolario 5.2.3 las preimagenes posibles corresponden a pares de
elementos elipticos que conmutan.

Tomemos 0, 6, € (0, ) los tinicos elementos que verifican

67



5.2. Caracteres reales

x = 2cos(6y) y = 2cos(6y)

Como x(x,y,z) = 2, uno deduce facilmente que z = 2cos(0x F 0,) y basta tomar

. ( cos(6) senwx)) v ( ot

) Fsen(6y)
—sen(0y) cos(6y) +sen )

y (6y
6y) cos(6y)

. Si(x,y,z) € (=2,2)3yx(x,y,z) > 2.

Sea un tal (x, y,z) y notemos por comodidad x := «(x, y,z). La idea consiste de obtener
reflexiones de R3 respecto de una forma de signatura (1,2) y levantar esos elementos
a SL(2,R) por la representacién adjunta, aplicando la proposicion B.0.1 del apéndice
B. Més atin, por el lema B.0.2 sabemos que tr(Ad(X)) = tr(X)? — 1, asi que relaciona-
remos esta férmula con (5.7).

Mas precisamente, sea la matriz

NN
= N N
N R <

Yy

y la forma bilineal K asociada. Como det(K) = 2(2 —x) < 0, K es no degenerada.
Ademas, el calculo hecho en la observacién previa nos dice que si R; es la reflexion
K —ortogonal respecto a span{e; }+, entonces

=»

tr(RyRy) = tr(RiRy) = 22 — 1
t?’(Rng) = tr(ﬁ2R3) =121 (5.8)
t?’(Rgﬁl) = tV(R1ﬁ3) = yZ —1

Esto sugiere que notemos

de modo que X, Y, Z son K—isometrias, det(X) = det(Y) = det(Z) =1y XY = Z.

Por otra parte, la forma bilineal K se diagonaliza en la base

Clryz) = 1(1,0,0),(~22,0), (xz — 2y, yz — 2x,4 — z2)}

y la forma diagonal en dicha base es
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5.2. Caracteres reales

2 0 0
Kle,,., = [0 2(4-2° 0
0 0 (4 —22)(—2K +4)
Las hipotesis sobre z y x nos dicen que K tiene signatura (1,2) asi que conjugando
A [ xz=2y
podemos suponer que X, Y, Z € SO(1,2). Mas aun, el vector X <y2—22X> tiene tercera
4—z
coordenada positiva en labase C(, , .), es decir que X preserva la direccion negativa de

K y por lo tanto X € SO(1,2)°. Analogamente, Y, Z € SO(1,2)°.

Aplicando la proposiciéon B.0.1, encontramos X, Y, Z € SL(2,R), tinicos médulo +1,
tales que

Ad(X) =X, Ad(Y)=Y, Ad(Z2)=2Z

Notar entonces que Ad(XY) = Ad(X)Ad(Y) = XY = Z = Ad(Z) y por lo tanto
XY = £Z.Maés aun, por (5.8) y por el lema B.0.2 del apéndice B se obtiene

trX = +x, trY = ty, trZ = +z
Multiplicando por £1, podemos suponer

trX=x, tr¥Y=y, trZ=z (5.9)

Supongamos primeramente que x = 0, y # 0, z # 0 entonces los dos levantados +X
verifican trX = x, mientras que Y y Z estdn determinados. Elijamos entonces X. Si
XY = Z ya terminamos pues entonces x(X,Y) = (trX, trY,tr(XY)) = (x,y,trZ) =
(x,y,z). Si por el contrario XY = —Z, entonces x(—X,Y) = (x,y,z). Analogos razo-
namientos aplican en cualquier situacién en que xyz = 0.

Sélo queda estudiar el caso xyz # 0, de modo que los levantados X, Y y Z son los
unicos posibles que cumplen (5.9). Tenemos definida una funcién

T(x,y,z) := XYZ71 = £]

Observar que T es continua porque X, Y, Z lo son en x, y, z, el cambio de base C (xy,2) 10
es, Ad es un cubrimiento y los levantados X, Y, Z estdn univocamente determinados.
Afirmamos que T = I y esto termina la prueba porque entonces XY = Z y por (5.9)
obtenemos x(X,Y) = (x,v, z).

Ahora bien, siendo k simétrico en x, y, z, s6lo hay que discutir cuatro casos:

i. (x,y,2) €(0,2)%.
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5.2. Caracteres reales

ii. (x,y,z) € (—2,0)3.
ii. (x,y,2z) € (0,2) x (=2,0) x (—2,0).
iv. (x,y,z) € (=2,0) x (0,2) x (0,2).

Analicemos primero el caso .

Sea
E:={(x,y,2) € (0,00) x (0,00) x (0,2), x(x,y,z) >2}

Entonces & es conexo (ver proposiciéon A.0.1, apéndice A) y esta bien definido el mapa
T : 8 — {£I}, pues en la definicién del mismo s6lo usamos que 0 < |z| < 2y
k(x,y,z) > 2. En particular T es constante, asi que basta encontrar una terna (x,y,z) €
Etal que XYZ ™! = I.

Un célculo explicito muestra que para (2,2,1) € E uno obtiene el par

que tiene caracter (2,2,1) yno (2,2,—1), asi que T = I y hemos terminado este caso.

En el caso ii. se razona igual con el mapa 7 : & — {£I} definido en el conjunto

conexo
E:={(x,y,z) € (—00,0) X (—00,0) x (=2,0), x(x,y,z) > 2}

Para iii. y iv. aplicamos lo probado en i. y ii. Mds precisamente, si (x,y,z) € (0,2) x
(—=2,0) x (—2,0), como x(x, —y, —z) = k(x,y,z) > 2 pori.existen X,Y € SL(2,R) con
X(X,Y) = (x,—y,—z) asique x(X,-Y) = (x,y,2).

Si (x,y,z) € (—2,0) x (0,2) x (0,2), por ii. obtenemos x(X,Y) = (x,—y,—z) y se
concluye igual.

]

Comentarios sobre la demostracion anterior

Realizamos un breve comentario sobre el item 3. de la demostracion anterior, con la es-
peranza de motivar la construccién ahi realizada. Esto no es formalmente necesario y puede
omitirse.

Sea (x,v,z) € (—2,2)> Nx~1(2,00). Vimos que existe (X, Y) € SL(2,R)? tal que

X(X,Y) = (x,y,z) = (2cos(6x),2cos(8y),2cos(6;))
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5.2. Caracteres reales

donde 6y, 6,,0. € (0, 7).

Es decir que X, Y y XY son elementos elipticos, con conmutador hiperbdlico. Notemos
z y w a los respectivos centros de X e Y. Entonces z # w y existe un tridngulo como en la
siguiente figura:

Es razonable preguntarse si no puede hacerse el razonamiento anterior “en sentido inver-
so” para probar que X e Y existen. Més precisamente, fijemos (x,v,z) € (—2,2)3Nx~1(2, 00)
y escribamos

(x,y,2) = (2cos(0x),2cos(0y),2cos(0))

Como «(x, Y, z) > 2,es posible deducir una relacién entre los dngulos 0y, Gy y 0, que ga-
rantiza la existencia de un tridngulo como en la figura anterior. Si parai = 1,2, 3 denotamos
R; a la reflexién respecto a la geodésica -y;, entonces

X := R1R2 Y = R2R3
definen elementos de PSL(2,R) que verifican

trX| = |x| Y[ =1y|  [r(XY)] = |2]

Sin embargo, si suponemos x # 0 e y # 0 existen tnicos levantados X e Y a SL(2,R) que
verifican

rX =x trY =y

y, en principio, podria ser que tr(XY) = —z.
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5.2. Caracteres reales

5.2.2. Propiedad de levantamiento de caminos de x
Definamos el conjunto
Q:={(X,Y) € SL(2,R)?, [X,Y]# 1}

El objetivo de esta parte es probar que la restriccion de x a (2 verifica la propiedad de le-
vantamiento de caminos (proposicién 5.2.12 més adelante). Para probarlo, debemos compu-
tar x(Q)) (lema 5.2.11) y realizar un andlisis del diferencial y las fibras de ), de modo de
aplicar los resultados de la seccién 1.2.

Comenzamos por el estudio del diferencial.

Lema 5.2.6. Sea (X,Y) € Q. Entonces
d(x )X : TxSL(2,R) x TySL(2,R) — R
es sobreyectivo.

Demostracion. Como tr es lineal y (X,Y) — XY es bilineal, entonces
dx y)X(XE,YF) = (tr(XE), tr(YF), tr(XYF 4+ XEY)) =
= (tr(XE), tr(YF),tr(XYF) + tr(YXE))

Como X # +1, es fécil ver que TxSL(2,R) — R, XE — tr(XE) es no nulo, asi que su
ndcleo X+ := {XE € TxSL(2,R), tr(XE) = 0} tiene dimensién 2. Andlogamente se define
Y+ y resulta claro que Ker(dx,y)x) C X+ x Y+, de modo que dim(Ker(d(x,y)x)) < 4.Como
3 < dim(Ker(dx,y)x)), hay que probar que

Ker(dxy)x) # X+ x vyt

Para ello, basta ver que existe XE € X tal que tr(YXE) # 0. Supongamos que no, hay
tres casos que discutir:

11
cxos())
cosf  senb
- X_i(—senG cos@)
A0
. X_i(o m)

Digamos X = (}1). Una base de X' es
11\ /1 0\ (1 -1\ (1 1\/0 1\ (0 1
0 1)\0 -1) \0o —1)7\0 1/\0 0/ \0 O

72



5.2. Caracteres reales

Escribamos Y = (“?). Entonces tr ((“%) (§ 1)) = 0y tr((2%) (33)) = 0 asi que

a =dyc=0.Peroestoimplica Y = (iol ibl > y resulta que X e Y conmutan, contradiccién.

Razonamientos analogos aplican a los demaés casos.
O

Observacion 5.2.7. Puede verse que si [X, Y] = I el diferencial anterior no es sobreyectivo.

A continuacién establecemos un resultado sobre las fibras x ! (x, y, z) cuando x(x, vy, z) #
2.

Proposicién 5.2.8. Sea (x,v,z) € x(SL(2,R)?) tal que x(x,y,z) # 2, entonces x "' (x,y,z) es
una GL(2,R)—érbita y es union disjunta de dos SL(2, R)—orbitas.

Demostracién. Sean (X,Y), (X', Y") € x~'(x,y,z). Por la proposicién 5.1.4 sabemos que (X, Y)
y (X’,Y") son irreducibles y que existe g € GL(2,C) tal que g.(X,Y) = (X', Y’). Afirmamos
que g € GL(2,R).

Para verlo, consideremos M C M(2,R) el submonoide multiplicativo generado por X
e Y. Siendo (X, Y) irreducible, el subespacio generado sobre C por M es M(2,C) (ver [21],
corolario 3.4). En particular M contiene una base de M(2,C) que es necesariamente una base
de M(2,R). Asi, el R—é&lgebra generada por X e Y es M(2,IR), y lo mismo el R—4lgebra
generada por X’ e Y/. Obtenemos entonces que

gM(2,R)g~ ! = M(2,R)

Esto implica que § € GL(2,R) concluyendo la primera parte.

Por otra parte, como GL(2,R) tiene dos componentes y dos representaciones son conju-
gadas en GL(2,R) si y s6lo si lo son por una matriz de determinante +1, s6lo queda ver que
sidet(g) = —1 entonces (X, Y) no es conjugada en SL(2,R) a ¢.(X,Y).

Por absurdo, si existiera 1 € SL(2,R) que conjuga £.(X,Y) con (X,Y) entonces hg con-
juga (X,Y) consigo misma, y en particular 1g conmuta con X e Y, luego conmuta con el
R—algebra generada M(2,R). Entonces hg = +1 y es absurdo pues

det(hg) = det(h)det(g) = —1
[

La siguiente proposicion serd utilizada repetidas veces en el futuro. Recordar que si G
es un grupo cualquiera, el subgrupo conmutador de G es el subgrupo [G, G| generado por el
conjunto

{ghg_lh_l, g, he G}

No es dificil ver que [G, G] es normal en G, i.e, gxg~! € [G,G] para todo g € G y todo
x € [G,G].

Proposicién 5.2.9 (Culler-Shalen, [5]). Sea ¢ = (X,Y) € Hom(FF,SL(2,R)) y tal que Im¢ es
no abeliano. Entonces las siquientes afirmaciones son equivalentes:
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5.2. Caracteres reales

1. La representacion ¢ es reducible sobre R.
2. La representacion ¢ es reducible sobre C.
3. Para todo W en el subgrupo conmutador de Im¢ se cumple triW = 2.

4. xx(X,Y) =2

Si lo anterior ocurre, entonces ¢ es SL(2,R)—conjugada a una representacion por matrices trian-
Qulares superiores.

Demostracién. La equivalencia entre 2. y 4. fue establecida en la proposiciéon 5.1.4. Ademés,
es claro que 1. implica 2.

Ahora bien, supongamos que ¢ es reducible sobre C. Por la observacion 3.4.4 podemos
conjugar ¢ y suponer que es una representacion por matrices triangulares (observar que esto
no altera las trazas). Es facil ver que el conmutador de dos tales matrices tiene traza igual
a dos y es triangular superior. Productos de finitos de estos conmutadores arrojan como
resultado una matriz triangular superior de traza dos, y hemos probado 3.

Supongamos ahora que ocurre 3., queremos probar que ¢ es reducible sobre IR.

Alcanza con probar la siguiente afirmacién: existe un tnico subespacio unidimensional
L C R? invariante por ¢([IF, IF,]).

En efecto, si tenemos esto entonces dado Z € Im¢ elegimos W € ¢([[F,, Fz]) cualquiera.
Sabemos que ZWZ~! € ¢([IF,,TFy]) y por lo tanto

ZWZ YL) =L
Pero entonces
WZ L) =2z"YL)
Esto implica que Z~!(L) es invariante por ¢([IF», IF,]) y por unicidad concluimos que
Z-Y L) =L

Como Z € Im¢ es arbitrario, se concluye que L es Im¢—invariante y de ahi la tesis.

Probemos entonces que existe un tinico subespacio unidimensional L C R? invariante
por ¢([IF2, F2]).

Por hipétesis sabemos que existe W # I tal que W € ¢([FF»,F;]). Como trW = 2, con-
cluimos que existe un tinico subespacio L unidimensional e invariante por W (proposicién
2.1.1).

Sea I # W' € ¢([IF5,[F5]). Razonando andlogamente existe L' inica recta W’/ —invariante.
Supongamos que L’ # L y lleguemos a una contradiccion.

Como L' # L podemos elegir dos vectores nonulos w’ € L'y w € L de modo que {w’, w}
es una base de R?, y w' y w son vectores propios de W' y W respectivamente.

Consideremos la matriz ¢ € GL(2,R) cuyas columnas son w’ y w. Entonces ¢~ W'g tiene

vector propio (1,0) y ¢~ 'Wg tiene vector propio (0,1). Como ambas matrices tienen traza
igual a dos, se deduce que

74



5.2. Caracteres reales

1wy — 1 C -1 . 1 0
gWg—(01 g We=1, 1
para ciertos {, 77 € R.

Ademés {1 # 0 porque W' # Iy W # I. Entonces un calculo directo muestra que
tr[W, W] =2+n #2

Esto es una contradiccion porque [W', W] € ¢([F,,F2]) y esto completa le demostracion
de las cuatro equivalencias.

Por ultimo, supongamos que se verifica 1. Podemos tomar ¢ € SL(2,R) una matriz
cuya primer columna es un vector propio comtn a todos los elementos de la representacion.
Entonces ¢¢g~! es una representacién por matrices triangulares superiores.

O

Observacién 5.2.10. En el caso en que Im¢ es abeliana, la proposiciéon anterior no es ver-
dadera: basta tomar una representacién por dos rotaciones del mismo centro y sin valores
propios.

Concluimos ahora con esta parte del trabajo mostrando que ) verifica la propiedad de
levantamiento de caminos. Previamente necesitamos el siguiente:

Lema 5.2.11. Sea Q) := {(X,Y) € SL(2,R)?, [X,Y] # I}. Entonces
x(Q) =R3\ ([-2,23n«x1[-2,2])
Demostracion. Probemos las dos inclusiones.

1. x(Q) c R\ ([-2,2P nx1[-2,2]).
Sea (X,Y) € Q. Por la proposicioén 5.2.5 sabemos que

X(X,Y) = (x,y,2) & (—=2,2)3Nx"1[-2,2)

Supongamos por absurdo que (x,y,z) € [-2,2]> Nx~1[-2,2].

Si (x,y,z) € (—2,2)% entonces x(x,y,z) = 2y el corolario 5.2.3 nos dice que X e Y
conmutan, contradiccion.

Si por otra parte si fuera (x,v,z) ¢ (—2,2)3, se deduce que (x,y,z) € [-2,2]3\ (-2,2)3
y sin pérdida de generalidad podemos suponer x = £2. Como X # =+I, entonces
X € Par y notamos w € S! a su punto fijo.

Ahora bien Y no es eliptico porque en tal caso el corolario 5.2.3 implicaria [X, Y] € Hyp
y por lo tanto |x(x,y,z)| > 2. Como |y| < 2, se deduce que Y € Par y por lo tanto fija
un tnico punto de S'.

Tal punto no es w porque X e Y no conmutan asi que Yw # w. Mostremos que esto
implica que el conmutador [X, Y] es hiperbdlico, llegando asi a una contradiccién y
esto termina la primera inclusion.
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5.2. Caracteres reales

En efecto, la matriz YX 1Y ~! es parabélica con punto fijo Yw, trasladando en sentido
inverso que X. Tomemos 7, la geodésica de extremos w e Yw y 1, 3 tales que si R;
denota la simetria respecto de 7;, entonces

X =RiR, YX 1Y 1=RyRs

Entonces [X, Y] = R1R3 es hiperbdlico, porque 71y 3 son disjuntas:

T1

w 2 Yw

x\ " Jyx-1y-1

CR3\ ([-2,2P N« 1=2,2]) C x(Q)).
Fijemos (x,v,z) ¢ [-2,2]> Nk~ 1[-2,2] y tomemos (X,Y) € SL(2,R)? con x(X,Y) =
(x,y,z) (proposicién 5.2.5).

Supongamos primeramente que x(x,y,z) # 2, entonces tr[X,Y] # 2 y por lo tanto
[X,Y] # I. Esto muestra que (X,Y) € Q) y no hay més nada que probar.

Si por el contrario x(x,y,z) = 2, entonces (x,y,z) ¢ [—2,2]3. Sin pérdida de generali-
dad podemos asumir que

|x| > 2

Si [X,Y] # I no hay nada que probar, asi que supongamos [X, Y] = I. Entonces Y €
Hyp U {+£I} y por lo tanto

ly| >2

Como «(x,y,z) = 2, aplicando la proposicién 5.1.4 podemos conjugar en SL(2,C)
y representar X e Y por matrices triangulares superiores. Luego de esta conjugacion
podemos suponer entonces que
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SI—3

wn= (-6 1)
dondea,b,,n € C.

Sin embargo, como |x| > 2y |y| > 2 se deduce facilmente que

a,beR, a#+1 (5.11)

Ahora bien, consideremos el polinomio

S(¢,n) == a(l = b*)f — b(1 —a?)y (5.12)
Un célculo directo en (5.10) muestra que
(X,Y] = ((1) 5 (51"7)> (5.13)

Observar que modificar los valores de ¢ y 1 en una representaciéon como en (5.10) no
afecta el valor de ). Esto implica que podemos elegir {p, 70 € R cualesquiera tales que
S(Co,10) # 0 (gracias a (5.11), tales nimeros reales existen).

Para concluir basta entonces tomar la representaciéon
b
((65).6 ) concons
0 - 0 5

Proposicién 5.2.12. La restriccion
x:Q— R\ ([-2,2Pnx"1[-2,2])
verifica la propiedad de levantamiento de caminos.

Demostracién. Aplicamos los resultados previos en conjunto con el lema 1.2.2.

Notar que QO y R?\ ([-2,2]> nx~![-2,2]) son variedades diferenciables y que x|q es
submersiva por el lema 5.2.6.

Consideremos el grupo I' := Z; x GL(2,R) actuando en () por

(0,8)-(X,Y) == (gXgh,gYg™) (1,9).(X,Y):=(gX g7, gy g™

Como det(X) = det(Y) = 1, se deduce que x es I'-invariante (ver por ejemplo [16],
seccién 2.2), asi que s6lo queda mostrar que I' acttia transitivamente en las componentes de

1
(xla)  (x,y,2).
Fijemos (x,v,z) ¢ [—2,2]® Nx~1[-2,2], discutiremos dos casos.
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1. x(x,y,z) # 2.

En este caso, aplicando la proposicién 5.2.8 sabemos que x ! (x,y,z) C Q es la unién
disjunta de dos SL(2,R)—o6rbitas. Més auin, dicha proposicion establece que ambas
orbitas son intercambiadas por la accién de (0,¢), donde det(g) = —1. Esto implica

que T es transitivo en las componentes de (x|a) " (x,v, 2).

k(x,y,z) = 2.

Sea (X,Y) € O tal que x(X,Y) = (x,y,z). Como SL(2,R) es conexo y x es invarian-
te por conjugacion, aplicando la proposicién 5.2.9 tenemos que (X,Y) se conecta en
( )(|Q)_1 (x,y,z) a una representacion por matrices triangulares superiores. Podemos
entonces suponer (X, Y) como en (5.10).

Ahora bien, (x,y,z) ¢ [-2,2]> N« 1[-2,2] y x(x,y,z) = 2 asi que podemos asumir
que |x| # 2.

Fijemos (4, b) una solucién de

Esto implica |a| # 1y hemos conectado (X,Y) con alguna representacién de las si-
guientes posibles formas:

i, ((g
i, ((é

)-(o |
(o

1

b
I(O

1

SIS

n
b

)),con S(¢,n)>0.
)),con S(Z,n) <0.
)),con S'(¢,n) > 0.

QN N YN XU Q=N

N N

o ()0

a
donde S es el polinomio (5.12) y S’ es el polinomio que en los casos iii. y iv. hace que el

Z)), con S'({,n) < 0.

conmutador sea (é S/(f"l) ) Es decir que

|
- ab?

21
C— "

S'(Cm) -

Las familias i., ii., iii. y iv. son conexas. En efecto si por ejemplo tomamos dos pares

((a Co)/(b 170)) y ((a €1)’ <b ’71>> con S(o,1m0) > 0y S({1,11) > 0, podemos en-

1 1 1 1
03 U 03 U

contrar ({;,1¢) desde (o, 7o) hasta ({1,%1) con S({t, 1:) > 0. Entonces
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((S 1*)(8 7{)) € (xla) " (x,,2)

conecta las representaciones dentro de i. Los casos ii., iii. y iv. son andlogos.

En conclusién, x|4' (x,,z) tiene (a lo mas) cuatro componentes. Pero actuar con (1, I)

lleva la familia i. en la iii. y la ii. en la iv., mientras que actuar con (0, (' ?)) llevala i.
enlaii. y la iii. en la iv.

]

Observacion 5.2.13. La proposicién anterior tiene pocas posibilidades de extenderse a
x:SL(2,R)? — R\ ((-2,2)°nx1[-2,2))

En efecto, no es dificil ver que si [X, Y] = I entonces dx y)x no es sobreyectivo. Supon-
gamos que x tiene la propiedad de levantamiento de caminos y fijemos (X,Y) tales que
[X,Y] = I. A partir del andlisis de los conjuntos de nivel de x del apéndice A puede verse
que existen tres caminos 1,72, 13 C R%\ ((—2,2)® Nx~1[-2,2)) comenzando en x(X,Y) y
tales que {7/ (0),75(0), 75(0)} es una base de R3. Obtenemos caminos 7; levantados desde
(X,Y)y, si fueran diferenciables, entonces

{dnx(11(0)), d iy x (72'(0)), d vy x (73 (0)) }

es una base de R? y por lo tanto el diferencial en (X, Y) es sobreyectivo. Esto muestra que
algtin levantado no es diferenciable y mds atin, no tiene derivada lateral en 0.

Este problema se resuelve mostrando que genéricamente las representaciones son no
abelianas (ver apéndice C).
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Capitulo 6

El teorema para un par de pantalones

En este capitulo probamos el teorema 4.2.1 para el caso en que la superficie base es el
par de pantalones Y3 (teorema 6.2.4), dejando el caso del toro perforado ¥ 1 para el capitulo
siguiente (teorema 7.2.3). El caso general se deduce de estos dos por argumentos combina-
torios (capitulo 9).

Trabajaremos con la presentacion 7t1(Xp3) =< c1,¢2,¢3|c1c2c3 = 1 > (subseccién 1.1.1),
de modo que resulta razonable estudiar la ecuaciéon

C=GC'c;!

Maés precisamente, nos interesa saber cudndo un camino C} puede ser levantado a un
camino (C!, C4) que verifique

C=(cy) ()

pues entonces tendremos definido un camino de representaciones.

6.1. El producto en SL(2,R)

Consideremos el conjunto

H(Zo3) := {(C1,C2) € Hyp* C SL(2,R)?, C1Cy # £1} (6.1)
Definamos el mapa producto
M : H(Zoﬁ) — SL(Z,]R), M(Cl, Cz) = C1C (6.2)

—_—

Ahora bien, recordemos de la seccién 2.2 que tenemos un cubrimiento PSL(2,R) —
SL(2,R). Esto nos permitira “levantar” M a un mapa

———

M : H(Xy3) — PSL(2,R)
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Es nuestro objetivo en esta seccién establecer los requisitos necesarios para probar que
M y M tienen la propiedad de levantamiento de caminos. Estos resultados serdn mejorados
en la seccion 6.2, cuando proyectemos My M a PSL(2,R).

6.1.1. Definicién de M

Procedemos ahora a definir M y establecer algunas propiedades sencillas que utilizare-
mos en el desarrollo de toda esta seccion.

———

Observacién 6.1.1. Sea C € Hyp C SL(2,R). Existe un elemento C € Hypy C PSL(2,R)
caracterizado por la siguiente propiedad: si t7(C) > 2, entonces C es el levantado canénico

de C, mientras que si tr(C) < —2, entonces C es el levantado canénico de —C (ver figura
6.1).
Es facil ver que la siguiente asignacion es diferenciable

C—C (6.3)
C C
Y Y
Hypg Hypo
C C —C
Y i Y
—I 1 —1 1

Figura 6.1: El mapa (6.3)

Este mapa nos permite definir M: dado (C;,C,) € H(Zg3) sean C;,C, € Hypy las res-
pectivas imdgenes de C; y C; por (6.3). Definimos
M(C, Cp) = C1C (6.4)

Es claro que M es diferenciable.
Ademas, por (6.3) es fécil ver que la proyeccién de M(Cy, C;) a SL(2,R) es

{ C1Cy sisg(tr(Cy)) = sg(tr(Cp))
—C1G sisg(tr(Cy)) = —sg(tr(Cp))

Observacién 6.1.2. El mapa M esté relacionado con la clase de Euler de la siguiente manera.
Fijemos la presentacion 711(Xp3) =< c1,¢,¢3]|c1c2¢3 = 1 >, de modo que por la seccién 4
tenemos

(6.5)
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6.1. El producto en SL(2,R)

Hom (7 (Zo3), PSL(2,R)) = {(Cy,Ca,C3) € PSL(2,R)3, C1CoC3 = I}

Sea (C1,Cp) € H(Xo3) y tal que C1C, ¢ Ell. Proyectando C; y C; a PSL(2,R) podemos
definir

¢ := (C1,Co, C,1C 1Y) € Hom(m1(Zo3), PSL(2,R))

Notemos C3 := C, 1C1 ,entonces C3 ¢ Ell y la clase de Euler de ¢ estd definida (subsec-

cién 3.3.2). Més aun, si C1,C, € Hypo y C3 € Hypo U Parg son los levantados canénicos de
C; € PSL(2,R) parai = 1,2, 3, entonces gracias a la observacion 3.3.7 sabemos que

zeu($) = 616263 = M(Cl, Cz)ég — M(Cl, Cz) = Zeu(qb)égl

Como 53_ 1 ¢ Hypy U Pary (porque al igual que Cs fija puntos de R), concluimos que
M(C1,C,) es el tinico levantado de C;C, € PSL(2,R) en el conjunto Hypey(g) U Par ey g)-

Observacion 6.1.3. Existen dos acciones naturales en H(Xq3) que nos interesara considerar
en el futuro. Las definimos aqui y observamos el efecto en los valores de M de las mismas.

= En primer lugar, consideremos GL(2,RR) actuando en PSL(2,R) (seccién 2.3). Notar
que M es equivariante respecto de esta accion:

La proposicién 2.3.2 prueba que la accién de cualquier ¢ € GL(2,R) preserva el con-
junto Hypy. Fijemos g € GL(2,R) y (C1,C2) € H(Zg3). Si C; € Hypg es como en (6.3)
parai = 1,2, entonces ¢.C; € Hypy es la imagen de ¢.C; = ¢C;¢~ ! por dicho mapa.

Como la acciéon de GL(2,R) es por homomorfismos, obtenemos

M(8.(C1, Cr)) = M(gCig ™!, 8Cag 1) = (8:C1)(8:C2) = 8-(C1C) = §-M(Cy, Cr)

—_—

En particular,sig € SL(2,R) y g € PSL(2,R) es un levantado cualquiera de g entonces
M(3.(C1,C2)) = gM(C1, C2)g !
= En segundo término, consideremos la accién de Z; x Z; en H(X3) dada por
(1,0).(C1,Ca) := (—C1,C2)  (0,1).(Cq,Cp) := (Cq, —C2)
Entonces M es Z, x Z,—invariante, porque C; y —C; tienen la misma imagen por la

funcion (6.3).
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6.1.2. Imagen de M

S6lo caminos en la imagen de M pueden ser levantados, de modo que precisamos cal-
cular ImM (ver proposicién 6.1.6 més adelante). La estrategia para probar dicha proposi-
cién consiste de utilizar a la funcién traza como una manera de parametrizar elementos de

PSL(2,R): conocer un camino de trazas en PSL(2,R) nos permitira detectar en qué subcon-
junto de la particién definida en la seccién 2.2 estamos.

Recordemos el concepto de fibracion introducido en la seccién 1.3. El siguiente lema nos
dice que M es una fibracién cuando nos restringimos a una clase de conjugacion.

Lema 6.1.4. Sea ¢ € R. La restriccién de M a (trM)~'(c) C SL(2,RR)? es una fibracion.

Demostracién. Sea H : X x [0,1] — M((trM)~1(c)) una homotopia y g(x) € (trM)~1(c)

tal que M(g(x)) = H(x,0). Notemos / a la proyeccién de H C PSL(2,R) a SL(2,R).
Afirmamos que basta encontrar una funcién continua Z : X x [0,1] — SL(2,R) tal que
Z(x0) = I'y que para todo (x,t) € X x [0, 1] verifique

h(x, t) = (Z(x,t)>_ I’Z(X,O)Z(x,t)

e~

En efecto, hecho esto podemos tomar Z : X x [0,1] — PSL(2,R) el levantado de Z que
en X x 0 vale I. Entonces

~ ~ -1 - ~
H(X, t) = (Z(x,t)> H(x, O)Z(x,t)

porque H es el tinico levantado de & que en (x,0) vale H(x,0).
A partir de ahi podemos definir

Hxt) = (Zin) 8020 € (D)7 (0)

Notar que H(x,0) = g(x) y por la observacién 6.1.3 se tiene que

lo que termina la prueba.
Probemos entonces que existe una funcién continua Z : X x [0,1] — SL(2,R) tal que

Z(x,O) =1 y h(x, t) = (Z(x,t)> h(x, O)Z(x,t)'

Supongamos primero que |c| > 2, entonces tr(h(x,t)) = ¢y por lo tanto h(x,t) € Hyp
para todo (x,t) € X x [0,1]. Podemos entonces encontrar mapas (continuos) w(x,t) #
w'(x,t) en RIP! dados por los subespacios propios h(x, t). Como la aplicacién natural S' C
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R?> — RIP! es un cubrimiento, existen levantados w(x,t),w'(x,t) € R?> de modo que
{w(x,t),w' (x,t)} es una base que diagonaliza h(x, t). Definamos

Ziwp = (w(x,t) | w'(x,t))
Cambiando w(x, t) por —w(x,t) y dividiendo por el determinante si fuera necesario po-

-1
demos suponer Z, ;) € SL(2,R). Entonces Z, ;) (x, t) (Z(x,t)) es una matriz diagonal de
traza c y, para alguna de las dos soluciones de A +1/A = ¢, se concluye que

-1 A 0 -1
Z(x,t)h(x/ t) (Z(x,t)> = (0 1//\) = Z(x,O)h(xfo) (Z(x,0)>

-1
para todo (x, t). Basta entonces cambiar Z(x1) por (Z<x’0)> Zxp)-

Por otra parte, supongamos que —2 < ¢ < 2. Como tr(h(x,t)) = ¢ para todo (x,1),
existe un tnico punto fijo w(x,t) € H? de h(x,t) y no es dificil ver que esto define una
funcién continua X x [0,1] — H?2. Existe Z : X x [0,1] — SL(2,R) continua tal que
Zip(w(x b)) =ic€ H? para todo (x, t), pues basta componer la traslacién por —Re(w(x, t))

con la homotecia por m

-1
Entonces Z, x’t)h(x, t) (Z( x’t)> tija i y tiene traza c constante, asi que es constante e igual

cosf senf
—senf cosf

Zxph(x,t) <Z(x,t)>_1 = Z(x0)h(x,0) <Z(x,0))

y uno concluye igual que en el caso anterior.

Resta estudiar el caso |c| = 2. Observemos primeramente que h(x,t) # =+I para todo
(x,t) porque H(x,t) € ImM y por definicién este conjunto no corta {z¢}. Esto implica que
existe una funcién continua w(x,t) € RIP! donde w(x,t) es el tinico subespacio propio de
h(x,t) para todo (x,t) € X x [0,1]. Podemos levantar a w(x, t) € R? vector propio de h(x,t)
y considerar Z, ;) € SL(2,R) que lleve w(x, t) en (1,0) para todo (x, ). Entonces

-1
Zixph(x1) (Z(x,t)) =+ ((1) aﬁ't))

Digamos para fijar ideas que ¢ = —2 de modo que fr(h(x,t)) = —2 y podemos suponer

-1 _
Z(xnh(x, t) (Z(x,t)> = ( 01 C(ff))
Notar que {(x,t) # 0 porque h(x,t) # —1.

a una matriz ( ). En particular

-1

En particular, % > 0 para todo (x,t) y se tiene
-1
(x0) ¢(x0)
e 0 —1 Z(x,t) EDR _ (1 %(x,0)
0 o) Lo -1 0 E%) 0 -1
¢(x0) {(x0)
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6.1. El producto en SL(2,R)

Asi que modificando Z, ;) podemos suponer

-1 -1 ¢(x,0) -1
Z(x,t)h(x, t) (Z(x,t)) = ( 0 1 > = Z(xlo)h(x, O) (Z(x,O))
O

Observacion 6.1.5. En el razonamiento previo, si existiese (x, t) tal que h(x,t) = I no hay
garantia de que la funcién w(x, t) pueda elegirse de manera continua. Por ejemplo supon-
gamos que h(x,t) € tr~1(2) es una familia de matrices tal que h(x, t) es triangular superior
en X x [0,1/2), h(x, t) es triangular inferior en X x (1/2,1] y h(X x {1/2}) = {I}, entonces
w(x,t) € RIP! es la recta por (1,0) € RZen X x [0,1/2) y por (0,1) en X x (1/2,1] y no hay
manera de extender continuamente esta funcion a X x {1/2}.

Computamos ahora la imagen de M. Utilizaremos el siguiente hecho: sea |c| > 2 e
Hyp(c) := {C € Hyp, tr(C) = ¢} C SL(2,R), entonces Hyp(c) es un cilindro (no com-
pacto). En efecto, en PSL(2,R) un hiperbélico de traza |c| esta determinado por su atractor
y su repulsor que son puntos distintos de dH?, asi que podemos identificar este subespacio
con 0H? x 9H? \ {(w,w), w € 9H?} y en SL(2,R) vemos una copia homeomorfa de este
conjunto que es Hyp(c). En particular,

Hyp(c) = S' x S\ {(w,w), we S} =S xR (6.6)

[tr|~1(c), |c| > 2

En un lenguaje un tanto informal la siguiente proposicién establece que el producto de
dos hiperbdlicos “rota menos que 1”.
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6.1. El producto en SL(2,R)

Proposicién 6.1.6. ImM = Ell_; U Parg U Hypo U Hypyy U Par™, UPary y M : H(Zg3) —
SL(2,R) \ {£1} es sobreyectiva.

Figura 6.2: Imagen de M

Demostracién de 6.1.6. La segunda afirmacién se deduce facilmente de la primera. Probemos
entonces que

ImM = Ell4q U Parg U Hypo U Hyp+1 U Par®| U Pary

Dividimos la demostracién en varias etapas.

1. ImM N PTy?a = Hyp_1U Hypo U Hyps.
Consideremos (C1,C) € H(Zg3) y C := M(Cy,Cy). Supongamos primero que C €
Hypok, queremos ver que k = 0.

Gracias al corolario 2.2.3 sabemos que trC > 2y por la observacién 6.1.2 tenemos
2k = eu(¢), donde ¢ = (C1,Cp, C,'C; 1) € PSL(2,R)°.

Si [C1,C5] = I deducimos que ¢ es reducible pues C; y C; fijan los mismos puntos de S*
(que existen dado que Ci,Cy € Hyp). Por la proposicion 3.4.5 sabemos que eu(¢p) = 0
y no hay més nada que probar.

Si [C1,Cy] # I, por la observacion 6.1.3 la accién de Z, x Z, en H(Zg3) deja M
invariante asi que sin pérdida de generalidad podemos suponer que tr(C;) > 2y
tr(Cy) > 2. Por (6.5) sabemos que M(Cy,C;) = C es un levantado de C;C; € SL(2,R) y
en particular t7(C;C,) = tr(C). Entonces x(Cy, Cz) = (tr(Cy), tr(Ca),tr(C)) € (2,00)3
y puede verse que existe un camino

(xt,yt,2t) € (2,00)3
tal que (xo, yo,20) = (tr(Cq1),tr(Cp), tr(C)) v x(x1,y1,21) = 2.

Notar que (x;,y;,z:) € R\ ([-2,2> Nk~1[-2,2]) y como [Cy, C,] # I, de la proposi-
cién 5.2.12 deducimos que existe un camino (C}, Cy) € Q) desde (Cy, () y tal que

87



6.1. El producto en SL(2,R)

x(C,Ch) = (xt, Y1, 2t)

Definamos el siguiente camino de representaciones comenzando en ¢:

o= (cheh () (e)7)

Como x; > 2,y; > 2y z; > 2 paratodo t € [0,1], la clase de Euler de ¢ esta definida,
y por lo tanto es constante.

Pero xx(¢1) = 2. Por la proposicién 5.2.9, ¢; es reducible y tenemos entonces que
eu(¢p1) = 0, lo que implica eu(¢) = 0 como queriamos.

Supongamos por otra parte que C € Hypayy,1, queremos ver que k = 0 0 k = —1. Notar
que (C1,Cy) € Q) porque si estos elementos conmutaran, definirian una representacion
¢ reducible y es imposible dado que eu(¢$) = 2k + 1.

Por el corolario 2.2.3 sabemos que tr(C) < —2 y nuevamente podemos suponer que
tr(Cy) > 2y tr(Cz) > 2. Fijemos &€ > 0 cualquiera y el camino

(tr(C1),tr(Ca), (1 — )tr(C) + t(2 +¢)) € R®\ ([-2,2]3 nx1[-2,2])

que comienza en x(Cy, Cy). Por la proposicién 5.2.12 podemos tomar (Ci,Ch) € Q
desde (Cy,Cy) y tal que

x(Ci,CY) = (tr(Cy), tr(Ca),2 + )

Lo ya probado nos dice que (C}, C}) define una representacion con clase de Euler cero,
pues tr(C{C) = 2+ ¢ > 2. En particular, por la observacién 6.1.2 deducimos que
M (C},C3) € Hypo. Luego, si E} es el levantado canénico de C}, entonces CN%CN% €
Hypo . Como C! € Hyp para todo t € [0,1], su levantado comenzando en C € Hypo
necesariamente termina en Hypy asi que termina en C1 luego el levantado CtCt de

CtCh comenzando en C;C; = C termina en ClC1 € Hypo.

Pero tr(CiCE) = tr(CtCh) = (1 — t)tr(C) + £(2 + €) crece estrictamente desde tr(C) <
—2a2+¢,asi que C € Hyp., (figura 6.3).

Para terminar 1. nos queda probar el reciproco, esto es, Hypo U Hyp+1 C I mM. Sea
C € Hyp; y anotemos ¢ := tr(C) < —2. Elijamos dos elementos C;, C; € SL(2,R) tales
que tr(Cy) > 2, tr(Cy) > 2y tr(C1C,) = ¢ (la existencia de un tal par estd garantizada
por la proposicién 5.2.5). Por lo ya probado, M(Cy,C,) € Hyp asi que conjugando
por un elemento de GL(2,R) ™ si fuera necesario, la observacién 6.1.3 y la proposicién
2.3.2 nos dicen que podemos suponer M(Cy,C,) € Hyp;.
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6.1. El producto en SL(2,R)

_ clcl
C 1 22
""" —
Hyp 1 Hypo ~_
clcl N
1 2!> C

Figura 6.3: t — E?ECNQ

Consideremos Hyp:(c) := {C € Hyp,, tr(C) = c}, entonces M(Cy,C,),C € Hyp:(c)
y como Hypi(c) = Hyp(c), por (6.6) existe un camino 7y C Hypi(c) conectando
M(Cy,Cp) con C.

Como la traza esté fijada, el lema 6.1.4 implica que existe (C!, C) € (trM)~1(c) tal que
M(Ct,Ch) = F(t). En particular C = (1) = M(C},C}) € ImM.

Asi que Hyp; C ImM y andlogamente se vé que Hypo U Hyp_1 C ImM. Hemos
probado que ImM N Hyp = Hyp_1 U Hypo U Hyp;, terminando 1.

2. ImM N (Uy Pary) = Pary.

Sea C = M(Cy,Cp) € Pary, entonces tr(C) = 2y (C;,C2) € Q. Podemos suponer
tr(C;) > 2y considerar

Fs (1(Ch), tr(Ca), (1 — D)2+ (2 +¢))

que comienza en (tr(Cy), tr(Cy),2) = (tr(Cy),tr(Co),tr(C)) = x(Cy1,Ca) y levantando
por x tenemos (C!,Ch) € Q.

Entonces AZ(C{, Cl) tiene traza mayor que 2 para todo ¢t > 0. Por 1. deducimos que
M(C!,Ct) € Hypg paratodo t > 0y por hipétesis este camino comienza en M(Cy, C;) =
C € Paryy. Esto muestra que k = 0.

Reciprocamente, Parg C I mM. En efecto, existe (C1,C2) € O, ambos con traza mayor
que 2 y tal que tr(C1Cy) = 2. En particular, (C1,C2) € H(Zo3) y por lo tanto C1C; €
Par, de donde M(Cy,Cy) € Pary. Pero ya sabemos que esto implica M(Cy, C3) € Pary.
Como la accién de GL(2,R) es transitiva en Par, estabiliza Parg y M es equivariante,
se deduce que Pary C ImM, concluyendo 2.

3. Casos restantes.

89



6.1. El producto en SL(2,R)

Para estudiar los casos que restan, uno razona de manera completamente analoga. Por
ejemplo, si C = M(Cy,C,) € Ell podemos considerar

t— (tr(C1), tr(Ca), (1 — )tr(C) +2t)

Levantando por x tenemos (Ci,Ch) € H(Xg3) tal que tr(CIC}) crece estrictamente
hasta dos. Por 2. deducimos que M(C},C}) € Parg y razonando como antes se ve que
C = M(Cy1,Cp) = M(CY,CY) € Ell.

Por otra parte, dado C € Ell; podemos considerar el proyectado C € SL(2,R). Por
el lema 5.2.11 existe (C1,Cp) € H(Zo3) con tr(C;) > 2y tr(C1Cy) = tr(C). Por el
corolario 2.1.2, conjugando el par (Cy,C;) podemos suponer que C;C; = C asi que
M(C;,Cy) € Ellyq es un levantado de C. Si M(Cl,Cz) € Ell; necesariamente es C y
sino existe ¢ € GL(2,R)" tal que g. M(Cy,C;) = C de modo que M(g.(Cy,C2)) = C.
Asi que Ell; C ImM y andlogamente EIl_; C ImM.

El caso ParjjtFl se trata igual: C=M (C1,Ca) € Paryyyq se conecta a Hypyyy1, entonces
2k +1 = +1yno puede ser C € ParZ, porque se conectaria a Ell,.

6.1.3. Fibras de M

Ahora estudiamos las fibras de M, para lo cual aplicamos la proposicién 1.3.3. Gracias
a dicho resultado y al lema a continuacién, entender las componentes de las fibras M~1(C)
ser4 equivalente a entender las componentes de (trM)~!(c), donde ¢ := tr(C).

Lema 6.1.7. Seac € R, (C1,C,) € (trM)~1(c) y C := M(Cy, Cy). Entonces
M, :m ((m\z)*l(c), (cl,cz)) S (M((trm)*l(c)),é)

es sobreyectiva.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ > 2y sea Hypo(c) := {C € Hypy, tr(C) = c},
entonces la proposicién anterior nos dice que M((trM)~1(c)) = Hypo(c).

Por otra parte, Hypo(c) = Hyp(c) = S! x R por (6.6) asi que 711 (Hypo(c),C) = Z.

Sea C € SL(2,R) la proyeccién de C € PSL(2,R) y consideremos Z : [0,1] — SL(2,R)
dada por

cos(0) sen()
20 = (—sen(@) cos(@))
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6.1. El producto en SL(2,R)

Entonces 0 — Z4CZ, ' genera mr;(Hyp(c), C). En efecto, es un lazo simple y por razo-
namientos andlogos a los del lema 6.1.4 se deduce que no es homotépicamente trivial (ver
tigura 6.4 (a)).

Pero entonces 0 — 29629_1 genera 711 (Hypo(c), C). Como ZQ(Cl,CZ)Ze_l e (trM)~Y(c)
es un lazo basado en (C1, Co) y M(Zy(C1,C2)Z;Y) = ZoM(Cy, C2)Zy ! = 2'9629—1, la prueba
estd terminada en este caso. B N

Cuando ¢ < —2 es analogo. Esta vez, M((trM)~!(c)) = Hyp+1(c) es la unién disjunta
de dos cilindros, uno en Hyp; y el otro en Hyp_1. Se razona en cada componente.

ZoCZy*
C

el
(a) / (b) » PSL(2,R)

Figura 6.4: A la izquierda, un generador de 7r; (Hyp(c),C). Ala
derecha, el conjunto de nivel |tr| = ¢ € [0,2).

En el caso |c| = 2, se observa que Par C PSL(2,R) es homeomorfo a S! x R* porque
un parabdlico estd determinado por su punto fijo en S! y su pardmetro de traslacién, que
puede ser positivo o negativo. En particular, tiene dos componentes conexas ambas con
grupo fundamental Z y se procede igual.

Supongamos finalmente que —2 < ¢ < 2, entonces la tesis es trivial porque

) (M((trz\z)—l(c)),é) =0

En efecto, si anotamos Ell1(c) := {C € Ells;, tr(C) = c}, aplicando la proposicén
6.1.6 obtenemos M((trM)~'(c)) = Elli;(c) y este conjunto es la unién disjunta de dos
discos. Para verlo notemos que en PSL(2, R) el conjunto de matrices de traza fija 0 < |c| < 2
es homemorfo a H? porque fijar la traza corresponde a fijar un dngulo de rotacién y a partir
de ahi la rotacién queda determinada por su centro que puede ser cualquier punto de H?
(como siempre, asumimos que el sentido es antihorario). Este disco en PSL(2,R) se levanta

———

a la unién disjunta de discos en PSL(2,R) (ver figura 6.4 (b)).
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]

Ahora caracterizamos las fibras de M. Recordar de la observacién 6.1.3 que Zy X Zp
actia en H(Xo3) y que M es Z, x Zj—invariante.

Enla demostracion de la siguiente proposicién hacemos uso de los contenidos del apéndi-
ce A.

Proposicion 6.1.8. Sea C € ImM. Entonces M~Y(C) tiene cuatro componentes conexas transiti-
vamente permutadas por la accion de Zy X Z.

Demostracion. Notemos ¢ := tr(C). N

Por la proposicién 6.1.6 existe (C1,Cp) € (trM)~1(c) con tr(C;) > 2 parai = 1,2y tal
que M(Cy,C;) = C. Como obviamente (C;, Cy) no se puede conectar a (Cy, —Cp), (—Cy, C2)
0 (—C1, —Cy) sin salir de los hiperbélicos, alcanza con mostrar que todo (X, Y) € (trM)~(c)
se conecta en (trM)~!(c) a un punto de {(Cy,C2), (C1, —C3),(—=C1,Ca), (=Cy1, —C2)}. En
efecto, esto implica que ( trM ) -1 (c) tiene cuatro componentes conexas y aplicando la propo-
sicion 1.3.3 en conjunto con los lemas 6.1.4 y 6.1.7 se deduce que M~1(C) las tiene. Obvia-
mente, dichas componentes son intercambiadas por la acciéon de Z, x Z;.

Procedamos entonces a demostrar que si (X, Y) € (trM)~(c), entonces existe un camino
en (trM)~(c) que lo conecta a un punto de {(Cy,Cy), (Cy, —Ca), (=C1, C2), (—C1, —C2) }.

Dividimos la prueba en varios casos.

1. Casoc > 2.

En este caso sabemos que M((trM)~1(c)) = Hypo(c). Sea (X,Y) € (trM)"1(c) y,
digamos, tr(X),tr(Y) > 2. Afirmamos que en este caso (X,Y) y (Cy,Cz) se conectan
en (trM)~(c).

En primer lugar notemos que podemos deformar ambos pares para que sus elemen-
tos no conmuten. Por ejemplo, si [X, Y] = I entonces (X, Y) es reducible y se conjuga
a una representacién diagonal por una matriz Z € SL(2,R). Un camino Z; desde I
hasta Z nos da Z;.(X,Y) € (trM)~1(c) asi que podemos suponer que X e Y son diago-
nales. Ahora basta deformar la entrada 1 — 2 de una de las dos matrices para que no
conmuten (notar que esta deformacién mantiene la traza del producto fija).

Supondremos entonces (X, Y), (C1,Cp) € Q. Ahora bien, hecho esto podemos tomar
un camino

(xt,yt,¢) € (2,00)3

comenzando en x(X,Y) y tal que x(x1,y1,¢) = 2: sélo hay que notar que existe un
punto (x1,y1,¢) € k~1(2) y moverse “horizontalmente” desde x (X, Y) hasta (x1,y1,¢)
(ver figura 6.5 (a)).

Por la proposicién 5.2.12, el camino (x¢, y, ¢) se levanta asi que podemos suponer que
kx(X,Y) = 2 (observar que la deformacién anterior se produce dentro de (trM)~1(c)).
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x1(2) > x>2,y< -2
z
¢y, C b
(a) \/CX( 1 2) (_Z X(X/ Y)
x(X.Y) \ z< =2 >\ k1(2)
X>2,y>2 x(C, G)

Figura 6.5: Deformaciones horizontales de caracteres.

Ahora bien, aplicando el mismo procedimiento a (Cy, C,) suponemos que x(Cy,Cp) =
x(X,Y) € x~1(2). La proposicién 5.2.9 nos dice que conjugando en SL(2,R) podemos

suponer que
(C1,C) = ((8 g)(g ;%7))

Ahora bien, en esta representacién cambiar los valores de ¢ y # no afecta el valor de x
y como ¢ > 2 se deduce que a # % y por lo tanto conectando { y 7 con 0 tenemos que

(C1,Cy) se conecta a ((g 8) , <g %)) dentro de una fibra de x y tal que el producto

no pasa por +I. En particular, esta deformacién se produce en (trM)~(c). Asi que

podemos suponer
1 ((a O b 0
e (696 1)

Pero por el mismo argumento podemos deformar (X, Y) en (trM)~'(c) a una repre-

1

0 b0

1), (0 %>>.Esto
implica que, o bien (X,Y) = ((g 8) , (8 %)) o bien (X,Y) = ((% 2) , (é 2)) Si
ocurre lo primero, ya terminamos. Si por el contrario ocurre lo segundo, observamos

que (X,Y) = (C;!,C;1). Para conectarlas, basta “intercambiar atractor con repulsor”
y esto se logra rotando los subespacios propios. Mds precisamente, definimos

.z . . . 2 a
sentacion por matrices diagonales, y con el mismo cardcter que <<0

_ cos (B)  sen (%)
5= (Sl i) e

Entonces g;.(X,Y) conecta (X, Y) con (Cy, Cz) dentro de (trM)~(c).
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Las restantes posibilidades admiten tratamientos similares. Por ejemplo, si tr(X) < —2
y tr(Y) > 2 entonces (X, Y) se conecta a (C1, —Cy)) del siguiente modo: por (6.5) sabe-
mos que M(X,Y) es unlevantado de — XY y por lo tanto x (X, Y) = (tr(X), tr(Y), —c) €
(2,00) x (=00, —2) x (—00, —2). Lo mismo ocurre para x(C;, —Cy) y estos caracteres se
conectan horizontalmente al nivel x~1(2). Uno conluye gual que antes (ver figura 6.5
(b)). Hemos terminado 1.

. Casoc < —2.

Sabemos que M((trM)~'(c)) = Hyp1(c) tiene dos componentes conexas asi que po-
demos aplicar la proposicién 1.3.3 y los lemas 6.1.4, 6.1.7 a las fibraciones

M : (trM)~1(c); — Hyp(c)
M : (trM)~(c)_1 — Hyp_1(c)

donde (trM)~1(c)+1 := M~ (Hyp+1(c)).

Supongamos por comodidad que C € Hyp, y fijemos (X,Y) € (trM)~!(c);. Diga-
mos que fr(X) > 2,tr(Y) > 2, entonces tr(XY) = tr(C1Cy) = ¢ < —2 asi que por el
andlisis de los conjuntos de nivel de x del apéndice A deducimos que kx(X,Y) # 2y
kx(Cq,Ca) # 2. Mds atin, como en el caso previo podemos conectar “horizontalmen-
te” (X,Y) con una representacion del mismo caracter que (Ci, Cp), asi que podemos
suponer

X(X,Y) = x(C1,C) £ x71(2)

Pero la proposicion 5.2.8 nos dice entonces que (X, Y) es GL(2, R) —conjugado a (Cy, Cy).
Si fuera ¢ € GL(2,R)~ tal que ¢.(X,Y) = (Cy,Cy), entonces M(g.(X,Y)) = M(Cy, )
y se concluye que ¢.M(X,Y) = M(Cy,C;) = C € Hyp,. Esto es absurdo porque
M(X,Y) € Hyp; asi que la proposicién 2.3.2 garantiza que §.M(X,Y) € Hyp_1. En
definitiva, son GL(2,R)" —conjugados asi que se conjugan en SL(2,R). Un camino de
conjugaciones hasta la identidad termina la prueba en este caso. Distintas combinacio-

nes de signo admiten razonamientos analogos y se concluye 2.

. Caso |c| < 2.
Se razona igual, evitando el nivel 2 de «.
. Caso |c| = 2.

Supongamos finalmente que C € Pary U Paril. Aqui se razona igual gracias a la obser-
vacion 2.3.3. Més precisamente, (C1,C;) v (X, Y) se deforman con cardcter horizontal
hasta un punto (x1,y1,c) & x~1(2). Notar que dichas deformaciones se producen en Q)
asi que se producen en (trM)~(c), i.e, el producto es distinto de +1.

O]
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6.2. El caso 23

6.1.4. Propiedad de levantamiento de caminos de M

Esta secci6n culmina con la propiedad de levantamiento de caminos para M. Gracias al
lema 1.2.2 y a la proposicién 6.1.8, s6lo nos resta estudiar el diferencial de M.

Lema 6.1.9. Para todo (C1,Ca) € H(Zy3), se tiene que

d(CLCz)M : Te,SL(2,R) x T¢,SL(2,R) — T¢,c,SL(2,R)

es sobreyectiva. Misma conclusion para M.

Demostracion. Observar que T(c, c,)H(203) = Tc,SL(2,R) x T¢,SL(2,R). En efecto, H(2Zg3)
es abierto en Hyp x Hyp, y este conjunto lo es en SL(2, R)?.
Como el producto de matrices es bilineal, se deduce que

d(Cl,CZ)M(ClE/ CZF) = ClECQ + C1C2P = C1C2E/ + C1C2P = C1C2(E/ + F)

Como (E, F) — E’ + F es sobreyectiva, la tesis para M se sigue.

Para M, s6lo hay que observar que (6.3) es un difeomorfismo local.
O

Combinando las proposiciones 6.1.6 y 6.1.8 con los lemas 6.1.9 y 1.2.2 uno obtiene el
siguiente:

Corolario 6.1.10. M : H(X3) — ImM tiene la propiedad de levantamiento de caminos.

O]

Vemos entonces la utilidad del concepto de fibracién cuando uno quiere probar que M
tiene la propiedad de levantamiento de caminos. En efecto, vimos que una restriccién de M
es una fibracién y eso nos permitié “tener un poco mds de libertad” a la hora de deformar
puntos en una misma fibra.

6.2. El caso X3

En esta secciéon probamos el teorema 4.2.1 en el caso en que la superficie base es X3
(teorema 6.2.4 méas adelante). Deducimos también algunas propiedades que serdn utiles en
lo que queda del trabajo.

De aqui en mds, por abuso de notacién escribiremos

H(Zg3) := {(C1,C2) € Hyp® C PSL(2,R)?, C1Cy # I} 6.7)
Es decir que H(X(3) denotara el proyectado a PSL(2,R)? del conjunto (6.1).

Podemos definir M : H(Zg3) — PSL(2,R)y M : H(Zg3) — PSL(2,IR) de igual modo
queen (6.2) y (6.4).
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Observar que el fendmeno (6.5) no ocurre en este caso, es decir que tenemos un diagrama
conmutativo

PSL(2,R) 6.8)

o
H(Zo3) —*- PSL(2, R)

Una combinacién de todos los resultados de la seccién anterior y el corolario 1.2.4 nos
permiten probar el siguiente

Corolario 6.2.1. ImM = Ell.1 U ParyU Hypo U Hypy1 U Parf1 U Par; . Ademds, M tiene fibras
conexas Y

M : H(Zo3) — ImM
tiene la propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos.

Demostracion. Para todo C € ImM, M~(C) corresponde a proyectar las fibras del mapa
definido en H(Zg3) C SL(2,R)2. Pero sabemos tales fibras tienen cuatro componentes in-
tercambiadas por la accién de Z; x Z; asi que en la proyeccion estas componentes se identi-
fican. Ademas, M es submersiva porque el mapa en SL(2, R)?loesy SL(2, R) — PSL(2,R)
es un cubrimiento diferenciable. La tesis se sigue del corolario 1.2.4.

[l

Observacion 6.2.2. Las fibras del mapa M : H(Xg3) — PSL(2,R) \ {I} son disconexas.
Por ejemplo, si C € Hyp entonces M—*(C) = M~(C) UM~ (zC) U M~1(z~1C) donde
C € Hypy es el levantado canénico de C. En particular, M no puede tener la propiedad de
levantamiento de caminos a extremos fijos. Mds atin, M no tiene la propiedad de levanta-
miento de caminos porque un camino v C PSL(2,R) \ {I} que “dé muchas vueltas” no
puede levantarse.

Mas precisamente, para M(Cy, C;) = C notemos C € PSL(2,R) a su proyectado y con-
sideremos 7(0) = C tal que su levantado ¥ comenzando en C sale de ImM. Si existiera
(Ct,Ch) € H(Zg3) tal que M(Ct,Ch) = «(t) obtendriamos M(C}, C4) = (t) y esto es una
contradiccion.

Un resultado puede obtenerse sin embargo si nos restrigimos al conjunto W(X3), por-
que se evita el fendmeno anterior.

En efecto, recordar de la subseccién 4.2 que hemos definido el conjunto

W(ZO,3) = {(Cl,CZ, C3) € Hyp3, C1C2C3 = I} = {(Cl,CZ) < Hypz, C1C2 - Hyp}
Evidentemente, W(Xg3) C H(Xg3).

Corolario 6.2.3. La restriccion M : W(Xo3) —> Hyp tiene la propiedad de levantamiento de
caminos.
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Demostracion. Sea y C Hyp, (C1,C2) € W(Zo3) tal que M(Cy,C2) = 7(0) y 7 el levantado
comenzando en M (C1,Cy). Necesariamente v C [ mM, pues comienza en un punto de la
imagen y es siempre hiperbélico. Existe entonces (C, C}) desde (Cy, C,) tal que M(C!, Ch) =
¥(t) y por lo tanto M(C!, C5) = ~(¢). O

Teorema 6.2.4. Las componentes conexas de W (X 3) son los conjuntos

(eu|w(20,3)> ), k=-1,0,1

Demostracién. En primer lugar, sea ¢ = (Cy, Co, C5 1C1_ 1)y € W(Zg3). Por la observacion 6.1.2
sabemos que M(Cy,Cy) € Hyp,y(g) y por lo tanto eu(¢) € {—1,0,1}.

Reciprocamente, dado k € {—1,0,1} existe (C1, Co) € H(Zg3) tal que M(Cy, C2) € Hypy.
En particular, (C1, C2) € W(Zo3) y ¢ := (C1,Ca, C; 'C; 1) es una representacién con clase de
Euler k.

Queda ver que si ¢ = (C;,Cp, C,'Cy 1Y), ¢" = (C},CLCyICI ) € W(Zg3) son ta-
les que eu(¢p) = k = eu(¢’), entonces se conectan en W(XZg3). Ahora bien, sabemos que
M(Cy,Cy) € Hypyy M(C},Ch) € Hypy y como Hypy es conexo, existe un camino § C Hypy
conectando estos puntos. La propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos garan-
tiza (C!, C}) € W(Zg3) conectando (Cq,C;) con (Cy, Cj) y tal que para todo ¢ cumple

M(C}, C) = 7(t)

Basta definir ¢; == (C1,C4, (C4) ™" (Cf) ™).
[

Hemos usado de manera crucial que M tiene la propiedad de levantamiento de caminos
a extremos fijos y no sencillamente la propiedad de levantamiento de caminos. En efecto,
fuimos capaces de conectar ¢ con gb gracias a la misma. De lo contrario s6lo hubieramos
podido conectar ¢ con ¢, tal que M(¢;) = M(¢') y, a priori, no tendriamos cémo deformar
$1 en ¢'. De hecho este es el problema con el que nos encontramos cuando miramos M en
lugar de M y esto es razonable porque, a diferencia de M, el mapa M no detecta la clase de
Euler.
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Capitulo 7

El teorema para un toro perforado

En este capitulo probamos el teorema 4.2.1 cuando la superficie base es el toro perforado
Y11 (teorema 7.2.3). Como 71(X11) =< a,b,¢1][a, bjc; = 1 >, estudiaremos la ecuacién

[A,B] =C; !

Mas precisamente, queremos probar que el conmutador tiene la propiedad de levanta-
miento de caminos. La estructura de la prueba de este resultado es la misma que utilizamos
en el capitulo previo para el mapa producto.

7.1. El conmutador en SL(2,R)

Consideremos el mapa

R:SL(2,R) x SL(2,R) —s SL(2,R), R(X,Y):=[X,Y] (7.1)

Consideraremos un levantado natural R : SL(2,R) x SL(2,R) — PSL(2,R) y dedi-
caremos esta seccion a establecer los requisitos necesarios para demostrar la propiedad de
levantamiento de caminos de Ry R.

7.1.1. Definicién de R

Podemos considerar un levantado natural

—_———

R:SL(2,R) x SL(2,R) —> PSL(2,R)

—_—

definido asi: sean X, Y € SL(2,R) y X, Y € PSL(2,R) levantados cualesquiera. Definimos

R(X,Y) :=[X,Y] (7.2)
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Esta definicién es correcta, pues no depende de la eleccién de X e Y. En efecto, recordar

—_—

de la seccion 2.2 que {z"}, es la fibra sobre I por el cubrimiento PSL(2,R) — PSL(2,R)y

—~——

que este conjunto es exactamente el centro de PSL(2, R).

———

Ademiés, R es diferenciable pues PSL(2,R) — SL(2,R) es un difeomorfismo local y las

operaciones en PSL(2,R) son diferenciables.
No es dificil ver que el siguiente diagrama conmuta

—_———

PSL(2,R) (7.3)
ey
SL(2,R)2—2~SL(2,R)

Observacion 7.1.1. Un razonamiento andlogo al de la observacion 6.1.2 se aplica. Mds precisa-
mente, supongamos A, B € SL(2,R) tales que [A, B] ¢ Ell. Trabajando con la presentacién
m1(X11) =< a,b,c1|[a,blc; = 1 > y proyectando a PSL(2,R) este par define una represen-
tacion 7r1(X17) — PSL(2,R) dada por

¢ := (A, B, [B, Al)

Notemos C; := [B, A] ¢ Ell, entonces ¢ tiene clase de Euler y, si C; € I U Parg U Hypy es
el levantado canénico de Cy, por la observacion 3.3.7 se verifica

R(A,B)C; = z%9) — R(A,B) = z##)C ! (7.4)

Observacion 7.1.2. = Consideremos la accién de GL(2, R) por conjugacién en SL(2,R)? y

la accién en PSL(2,R) de la seccién 2.3. Entonces R es equivariante, porque R o es.

= Seala accién de Z; x Z; en SL(2,R)? dada por
(L,0).(X,Y):=(=X,Y), (0,1).(X,Y):=(X,—Y)
Notar que R es Z; x Z,—invariante, porque R lo es. Ademés, consideramos el grupo
100 -100 10 0 -10 0
a=q(8ah) (g 99)- (85 2)-(858))

ue actta en R3 por multiplicacién y es isomorfo a Z, x Z; via
q P p y

a0 (§13), oo (38

Puede demostrarse sin dificultad que el mapa de caracteres x definido en la seccién
5.1 es (Zy x Z3, A)—equivariante.
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7.1.2. Imagen de R

Por definicién de R, es facil ver (ImR)~' =1 mlg Ademés la observacion 7.1.2 nos dice
que R es GL(2,R)—equivariante. En particular, ImR es GL(2, R)—invariante.

Informalmente, la siguiente proposicién establece que un conmutador “rota menos que
1.

Proposicién 7.1.3. ImR = {I} U Ell4 U Parg U Hypo U Hyp+1 U Part, U Pary y R es sobre-
yectiva.

Demostracién. Dividimos la demostracién en varias etapas.

1. ImRN{zF} ey = {I}.

Sea R(X,Y) = zK. Entonces [X, Y] = I y proyectando a PSL(2,R), obtenemos que X
e Y pertenecen a un mismo subgrupo a un pardmetro (proposiciéon 2.1.6). Podemos
entonces conectar (X, Y) con (I, I) por un camino (X;, Y;) tal que [X;, Y] = I.

Como SL(2,R) — PSL(2,R) es un cubrimiento, puede suponerse (X;, Y;) € SL(2,R)?
desde (X,Y) hasta (£I,+I) y tal que R(X;,Y:) = [Xt, Y] = %I. Esto implica que
[X¢,Yt] es constante igual [X,Y] = I asi que R(Xy,Y:) = zk para todo t. De hecho,
cambiando por —X o —Y si fuera necesario podemos suponer que (X1,Y;) = (I,I). En
efecto, cambiar X por —X corresponde en PS L(2 R) a multiplicar por z?P 1, pero esto

no afecta el valor del conmutador. Asi que z¥ = R(X,Y) = R(I,I) = I y esto concluye
1.

2. ImRnN (Ukez Paryi) = Pary.

Consideremos los mapas x y ¥ como en la seccién 5.1, de modo que kx = 7R (ecuacién
(5.2)).
Fijemos k € Z'y C € Pary tal que C = R(X, Y), queremos ver que k = 0. Como

C € Pary, del corolario 2.2.3 sabemos que t7(C) = 2. Entonces trR(X,Y) = 2 asi
que xx(X,Y) = 2. Ademas, [X, Y] # I asi que la proposicién 5.2.9 nos dice que existe

¢ € SL(2,R) tal que
§(X,Y) = ((8 g)(g b))

———

Como la accién de g en PSL(2,RR) preserva ImR y Pary podemos por abuso de nota-

cién suponer que R ((g C) , <Sg)) =C.

a

=3

Proyectando a PSL(2,R), podemor definir
_((® ¢\ (b b\ (a
4) T 0 % av % s 0 % av
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7.1. El conmutador en SL(2,R)

Es claro entonces que ¢ es reducible, asi que la proposicién 3.4.5 permite concluir que

eu(¢) = 0.

Si anotamos Cy := [(g Z) , (g 1 )}, la ecuacién (7.4) nos dice que si 61 € Parg es el
b a

levantado candnico de C;, entonces

6= R((31) (t1)) &=

a

Pero entonces C = 61_ 1y este elemento pertenece a Pary, porque fija un punto de R.

Reciprocamente, Parg C I mR. En efecto, recordemos la observacién 2.1.3, que estable-
ce que GL(2,R) acttia por conjugacion transitivamente en Par. Ademds, la proposicién
2.3.2 dice que la accién levantada preserva Pary, asi que GL(2,R) acttia transitivamen-
te en Parg. Como ImR es invariante por esta accién, para probar que Parg C ImR s6lo
hay que encontrar un elemento en Parg N ImR.

Ahora bien, ya vimos que basta encontrar (X,Y) con [X,Y] # I y tal que t7[X,Y] = 2
(porque entonces R(X,Y) € Parg N ImR). Tal elemento existe por el lema 5.2.11.

. ImR N (Ukez Hypax) = Hypo.
Supongamos R(X,Y) = C € Hypy. Entonces tr(C) > 2, asi que xx(X,Y) > 2.

Consideremos el camino f — 2 + f(tr(C) — 2) € R que termina en tr(C) = xx(X,Y).
Por la proposicion A.0.2 del apéndice A existe de un camino

(xt,ye,ze) € R¥\ ([-2,2)3 Nx~1[-2,2])

tal que x(xt, yt,z¢) = 2+ t(tr(C) —2) y (x1,¥1,21) = x(X,Y). Ahora bien, [X,Y] # I
asi que por la proposicién 5.2.12 podemos encontrar

(Xt, Yt) e
tal que x(Xt, Yi) = (xt,Yt,2¢) y terminando en (X, Y). En particular,
tTR(Xt, Yt) — KX(Xt/ Yt) =2+ t(ti’(é) — 2)

Pero entonces ﬁ(Xt, Y;) € I-/I\y/p U Par y sélo es parabélico en t = 0. De hecho, por
2. sabemos que R(Xo, Yy) € Parg, porque tiene traza igual a 2. Necesariamente C =

R(X,Y) = R(X1,Y1) € Hypo.

Reciprocamente, Hypy C ImR. En efecto, un razonamiento anélogo al aplicado en 2.
puede realizarse: si C € Hypy, tomemos (X, Y) tal que trR(X,Y) = tr(C). Proyectando
CaC € SL(2,R), por la proposicién 2.1.2 existe g € GL(2,R) tal que
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g[X,Y]g™1 =C = R(gXg1,gYg 1) € Hypo

Pero R(gXg~',gYg 1) levanta C € SL(2,R), asi que C = R(gXg~',gYg™!) € ImR.

4. ImR N (Ugegz Elly) = EllLy.

SeaC =R (X,Y) € Ell. Como vimos en 3., podemos encontrar un camino (X;, Y;) € Q)
terminando (X, Y) tal que

trR(X;, Yi) = 2+ t(tr(C) — 2)

Entonces trR(Xg, Yy) = 2y lo ya probado permite concluir que R(Xo, Yy) € ParoU {I}.
Pero para t > 0 se tiene que ﬁ(Xt, Y;) € Ell, asi que C= ﬁ(Xl,Yl) € Ell4q.

Reciprocamente si C € Ell+; proyectando a SL(2,IR) podemos encontrar [X,Y] = C,
de modo que R(X,Y) € Ell4; es un levantado de C € SL(2,R) y conjungado en
GL(2,R) podemos suponer que es C.

5. ImR N (Ukez Paroxy1) = Par®| U Pary.

La demostracién de este caso repite las mismas ideas.

7.1.3. Fibras de R

La tarea ahora es analizar las fibras de R (proposicién 7.1.7). La técnica a utilizar es la
misma que la del capitulo 6 y por ello muchas demostraciones serdn omitidas.

Lema 7.1.4. Sea c € R\ {2}. La restriccién de R a (trR)~(c) C SL(2,R)? es una fibracion.
Demostracién. Misma demostracion que la del lema 6.1.4. O

Observacién 7.1.5. En el caso ¢ = 2 debemos tener cuidado. Mds precisamente, si ¢ = 2 una
homotopia H C R((trR)~'(c)) puede pasar por la identidad y como vimos en la observa-
cién 6.1.5, esto puede traer problemas al intentar aplicar el razonamiento hecho en el lema
6.1.4. Cuando ¢ = —2 este problema no ocurre porque ImR no corta {z2/*1} p de modo que
h(x,t) # —I. El argumento del citado lema permite sin embargo mostrar que R levanta las

homotopias a traza fija ¢ = 2 que no pasan por I € PSL(2,R).

Lema 7.1.6. Seac € R\ {2}, (X,Y) € (trR)~!(c) y C := R(X,Y). Entonces
Ro:m ((rR)71(e), (X,Y)) — m (R((trR)~1(e)), €)

es sobreyectiva.
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Demostracion. Misma demostracion que la del lema 6.1.7. O

Al igual que en el caso del producto, una combinacién de estos resultados y la propo-
sicién 1.3.3 sirve para obtener una descripcion de las fibras de R. Utilizaremos el anélisis

de los conjuntos de nivel de x del apéndice A y consideraremos la accién de Z; x Z; en
SL(2,R)? definida en la observacién 7.1.2.

Proposicién 7.1.7. Sea C € ImR. Si C € Hypo U {I} entonces R~(C) es conexo. Si por otra

parte C € ImR \ (Hypo U {I}) entonces R—1(C) tiene cuatro componentes conexas transitivamente
permutadas por la accion de Zp x Z.,.

Demostracion. Dividimos la demostracion en varias etapas.

1.

R~1(I) es conexo.

Tomemos (X,Y) € SL(2,R)? tal que R(X,Y) = I, entonces [X,Y] = I. Proyectando
a PSL(2,IR) obtenemos que existe un subgrupo a un pardmetro en PSL(2,R) conte-

niendo a X e Y. Sean (+S) C SL(2,R) sus dos levantados, donde S es un subgrupo.
Queda claro entonces que (X,Y) € (£S) x (£S5).

Reciprocamente, si (X,Y) € (£S) x (£S) donde S C SL(2,R) es un subgrupo a un
parametro, entonces [X, Y] = I y por lo tanto R(X,Y) = I. Hemos probado que

R7U(I) = Us (£8) x (£5)

donde la unién se toma sobre todos los subgrupos a un parametro de SL(2, R).
Pero Ug (£S) x (£S) es conexo, y esto concluye 1. En efecto, el subgrupo eliptico
Sp = {( 00, 58y g cumple Sy = —& asi que (£8)) x (£8y) = Sy x Sp que es

—senf cosf
conexo. Sea (X,Y) € R™Y(I) y S € SL(2,R) tal que (X, Y) € (£S) x (£S). Podemos
conectar (X, Y) dentro de (£8) x (£8) con algtn punto del conjunto

{(LD,(=LD),(I,=I),(=1,=1)} € S x So

Pero dentro de Sy x Sy conectamos cualquiera de estos cuatro puntos con (I, ). Asi,
todo (X,Y) € R~1(I) se conectaen R~!(I) con (I, I).

Si C € Hypy, entonces R~1(C) es conexo.

Sea C € Hypyy c := tr(C) > 2. Consideremos la fibracién R : (trR)~'(c) — Hypy(c).
Por la proposicién 1.3.3 y el lema 7.1.6 alcanza con mostrar que (trR)~!(c) es conexo.

Ahora bien, fijemos
0 -1 0 u 1 0 _
(X,Y) = ((1 0 )’(—1/u 0))' §= (o —1) € GLZ2R)
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donde u es tal que u? +1/u?> = c. Entonces tr[X,Y] = xx(X,Y) = cy ¢.(X,Y) =
(=X, =Y) € (trR)~(c).

El camino

(X,Y (COS(Z”” —sen(2t7r) )) si0<t<1/2

sen(2trm) cos(2tm)
cos((2t—1
(X (sen((Zt 1)

conecta (X,Y) con (—X, —Y) y verifica tr[ X, Yi| = kx(Xt, Yi) = ¢ paratodo t € [0,1].
Entonces (X;,Y;) € (trR)~!(c) para todo t € [0,1].

Sea (X',Y') € (trR)~1(c), afirmamos que se conecta a (X, Y).

— (Xt, Yt) =

)
Yyr)  —usen((2t—1)m) .
m)/u  cos((2t—1)m) > ’Y%) sil/2<t<1

En efecto, tr[X’,Y'] = xx(X,Y) = c asf que x(X’,Y’) € x~!(c) que es conexo (ver
apéndice A). Como x(X,Y) € x !(c) existe 7 C x~!(c) camino desde x(X’,Y’) hasta
X(X,Y). Ahora bien, ¢ > 2 asi que por la proposicién 5.2.12 podemos encontrar un ca-
mino (X, Y;) desde (X', Y’) tal que x(X,Y) = 7(#). Notar que xx (X, Yi) = ky(t) =¢,
luego (X’,Y’) se conecta en (t#R)~1(c) a un punto de x " '(x(X,Y)). Pero la proposi-
cién 5.2.8 nos dice que esta fibra es la unién de dos SL(2, R)—6rbitas, una conteniendo
a(X,Y)ylaotraa (—X,—Y)y ya vimos que estos puntos se conectan en (t#rR)~1(c).

3. Si C € Elly, entonces R™1(C) tiene cuatro componentes intercambiadas por la accién de
Zz X Zz.

Sea C € Ell.1, entonces ¢ := tr(C) € (—2,2). Como vimos en el lema 6.1.7, el conjunto
Elli1(c) = R(trR7(c)) es la unién disjunta de dos discos, uno en Ell; y el otro en
Ell_4. Definamos

(trﬁ)_l(c)il = ﬁ_l(Ellil(C))

Por el computo de la imagen de R estos conjuntos son no vacios asi que tenemos fibra-
ciones
R: (f?’ﬁ)fl(c)l — El4 (C)
R: (trR)~Y(c)_1 — Ell_1(c)
Como la accién de GL(2,R)~ intercambia los discos Ell;(c) y Ell_1(c) y R es equiva-

riante, lo mismo se sigue para los conjuntos (trR)~(c); y (t7R)~(c)_1.

Supongamos para fijar ideas que C € Ellj(c) (el otro caso es andlogo). Probaremos que
(trR) 1(c); tiene cuatro componentes arcoconexas cada una de ellas con un punto de
R~1(C) y luego basta aplicar el lema 7.1.6 y la proposicién 1.3.3.
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Ahora bien sea (X,Y) € (trR)~1(c);, entonces x(X,Y) € «~!(c) que es la unién dis-
junta de cuatro discos no compactos transitivamente permutados por el grupo A y una
esfera contenida en (—2,2)3 (ver apéndice A). Como tr[X, Y] = ¢ € (—2,2), deducimos
que [X,Y] # [ y por el lema 5.2.11 sabemos que

X(X,Y) &[22 Nk 1[-2,2]

Esto implica que x(X,Y) pertenece a una de las cuatro componentes no compactas de
x~1(c). Notemos G. C x~1(c) a la unién de estas cuatro componentes, asi que G, C
R3\ [-2,2]3.

Consideremos entonces la restriccion

X : (trﬁ)_l(c)l — G, (7.5)

Esta restriccion es sobreyectiva, porque G, C x(SL(2,R)?) asi que dado (x,y,z) €
G. existe (X,Y) € SL(2,R)? tal que x(X,Y) = (x,y,z). Necesariamente (X,Y) €
(trR)~(c) y conjugando por un elemento de GL(2,R)" si fuera necesario podemos
suponer (X,Y) € (trR)"'(c);. Ademas, gracias a la proposicién 5.2.12 tenemos que
(7.5) levanta caminos y por lo tanto el conjunto (t7R)~!(c); tiene al menos cuatro com-
ponentes conexas.

Ahora bien, consideremos dos puntos (X, Y), (X',Y’) € (trR)~(c); tales que x(X,Y)
y x(X',Y’) pertenecen a la misma componente arcoconexa de G.. Afirmamos que se
conectan en (trR)~'(c);. En efecto, sea ¥ C G, camino conectando x(X,Y) y x(X',Y’)
y (X3, Y;) C (trR)~(c)1 un levantado por (7.5) desde (X, Y). El punto final (X;,Y;) =:
(X",Y") pertenece a la fibra x "' (x(X’,Y")) y como xx(X’,Y") = ¢ # 2, por la propo-
sicién 5.2.8 sabemos que x ' (x(X’,Y’)) es una GL(2, R)—érbita . Deducimos que que
(X, Y")y (X", Y") son GL(2, R)—conjugados y como ambos pertenecen a (trR)~!(c)s,
son SL(2, R)—conjugados. Como SL(2,R) es conexo y su accién preserva (trR)~1(c);,
(X’,Y") se conectaa (X”,Y") y por tanto a (X, Y).

Hemos probado que (trR)~(c); tiene cuatro componentes conexas. Para aplicar el
corolario 1.3.3 tenemos que ver que en cada una de ellas existe un punto de R~!(C),
pues por el lema 7.1.6 sabemos que R es sobreyectiva.

Ahora bien, sea (X,Y) € R7!(C) entonces (—X,Y), (X, -Y), (—X,—Y) € R7Y(C),
porque R es Z; x Zj—invariante. Afirmamos que estos cuatro puntos estdn en com-
ponentes diferentes de (t#R)~!(c); y esto finaliza 3.

En efecto, es facil ver que G, no corta a los planos {x = 0}, {y = 0} y {z = 0} asi que
trX #0,trY # 0y tr(XY) # 0. En particular, x(X,Y), x(—X,Y), x(X, =Y), x(—X, =Y)
pertenecen a componentes conexas distintas de G.. Sin embargo, hemos visto que x in-
duce una biyeccién
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7.1. El conmutador en SL(2,R)

X mo((trR)"H(e)1) — mo(Ge)

y esto termina la afirmacion.

Mis aun, por la observacién 7.1.2 sabemos que yx es (Z; x Z,, A)—equivariante y como
A acttia transitivamente en las componentes de G, deducimos que Z, x Z; lo hace en
las de R~1(C).

4. Si C € Hyp,, entonces R—(C) tiene cuatro componentes intercambiadas por la accion de
Zz X Zz.
En este caso el argumento es completamente analogo a 3. porque t7(C) = ¢ < —2, asf
que x~1(c) es la unién disjunta de cuatro discos transitivamente permutados por A.

5. 6iCe Par™, U Pary, entonces R~1(C) tiene cuatro componentes intercambiadas por la ac-
cion de Zo X Z».

El mismo argumento que en 3. y 4. se aplica en este caso: como {r(C) = ¢ = -2,
entonces k1 (c) es la unién de cuatro discos en R? \ [—2, 2] junto con el origen (0, 0,0).
Sélo hay que notar que (0,0,0) ¢ x(SL(2,R)?) (proposicion 5.2.5).

6. Si C € Pary, entonces R~1(C) tiene cuatro componentes intercambiadas por la accion de
Zz X Zz.

Proyectemos C a C € SL(2,R), existe ¢ € GL(2,R) tal que gCg~! = + (}1) y como
trC = 2, entonces gCg~! = (}1). Definamos

= {6 D)6 f)esenn [G5) (D))= 1))

Afirmamos que D tiene cuatro componentes conexas y que existe un mapa D —
R~Y(C) continuo, sobreyectivo, y que no identifica puntos de componentes diferentes.

=

Para verlo, sea (X,Y) = ((g g) , (g 1%7 )) € D. Entonces

(X, Y] =({1)=gC¢ ' = [¢g7'Xg, g 'Yg]=C

En particular, R(¢~1Xg, ¢~1Yg) es un levantado de C.

Ademés, como tr(C) = 2 por la proposicién 7.1.3 obtenemos que R(g~1Xg, ¢~ 1Yg) €
Parg, asi que R(g7'Xg, ¢ 1Yg) = C.
Es natural definir la aplicacién continua

D — RYC), (X,Y)— (g 'Xg,¢71Yg) (7.6)
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7.1. El conmutador en SL(2,R)

Ahora bien, observemos que si (X, Y) € R~1(C) entonces [X, Y] = C tiene traza igual
a 2. Por la proposicién 5.2.9 existe h € SL(2,R) tal que h~'Xh y h~1Yh son matrices
triangulares superiores, y esto implica que [h~1Xh, h=1Yh] lo es.

Pero

(11X, 1K) = BOYX, Y] = hoACh = holg ! ((1) 1) gh

Se deduce facilmente que gh es triangular superior. Luego,
((gh)h~'Xh(gh)~", (gh)h~"Yh(gh)~") € D

Asi, (§Xg~',gYg™!) € Dy hemos probado que D — R~!(C) es sobreyectiva.

Para ver que D tiene cuatro componentes, notemos que D = D, UD_, UD,_ U
D__,donde por ejemplo D1 := {(X,Y) € D, trX>0,trY >0} (yD_4,D+_,D__
se definen de la manera correspondiente).

Veamos que D | es conexo (los otros también lo son de manera andloga).

Sea (X,Y) = ((g g) , (Z ’%7 )) € D4.. Podemos definir el polinomio S;;({, %) :=
a(1—b*)Z — b(1 — a®)n de modo que

X, Y] = ((1) Sub(fl”))

Entonces Dy 4 = {(a,b,7,77) € (RT)* x R?, S,(Z,7) = 1} =: M. Mostremos que M
€s conexo.

En efecto, 1 es valor regular de (a,b,{, 1) — Su({,77) asi que M es una variedad dife-
renciable y podemos tomar

fiM— (RT)\{(1,1)}

la proyeccién en las primeras coordenadas. Entonces f ~!(a, b) homeomorfo a una recta

para todo (a,b) € (IRJF)2 \ {(1,1)}. En particular, f tiene fibras conexas y es sobreyec-
tiva. Ademas es f4cil ver que es submersiva asi que por el corolario 1.2.4 obtenemos
que M es conexa.

Ahora bien, (7.6) no identifica puntos de componentes diferentes. Para verlo, observar
que si (X,Y) € R7(C), entonces trX # 0y trY # 0 pues (X,Y) es conjugada a un
elemento de D. Como D — R~!(C) preserva la traza se deduce que este mapa no
identifica componentes.
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7.1. El conmutador en SL(2,R)

En conclusioén, (7.6) es continua, sobreyectiva y no identifica puntos de las cuatro com-
ponentes de D. Deducimos que R~ (C) tiene cuatro componentes.

Por dltimo, queda mostrar que Z, x Z, es transitivo en las componentes de ﬁ_l(é)
pero esto es claro porque las cuatro componentes estan distinguidas por los signos de
las trazas.

7.1.4. Propiedad de levantamiento de caminos de R
Para deducir la propiedad de levantamiento de caminos de R, estudiamos su diferencial.

Lema 7.1.8. Sea O = {(X,Y) € SL(2,R)?, [X,Y] # I}. Entonces la restriccion R|q es submer-
siva. Explicitamente si X,Y € SL(2,R) son tales que [X,Y] # 1, entonces

d(xy)R : TxSL(2,R) x TySL(2,R) — Tjx y|SL(2,R)

es sobreyectivo. Misma conclusion para R.

Demostracién. Sea inv : SL(2,R) — SL(2,R), inv(X) := X~ 1. Entonces

— b\ [(d —b
c d) \—-c a
Podemos entonces extender linealmente esta aplicaciéon a inv : M(2,R) — M(2,R). En
particular, si Z € SL(2,R) obtenemos

dzinv = inv|r,s o R)
Ahora bien, como el producto en M(2,R) es multilineal, un célculo directo muestra que
d(xy)R(XE,YF) = XEYX'Y '+ XYFXIY! + XYino(XE)Y ™' + XYX lino(YF)
Pero facilmente se comprueba que inv(XE) = —EX !, entonces
dixy)R(XE,YF) = XEYX 'Y '+ XYFX 'Y 1 = XYEX 'Y ' = XYX'Fy ! =
= XEX 7YX, Y]+ XYE(XY) 7YX, Y] = XYE(XY)'[X,Y] - [X,Y]YEY ! =
= (X}SX*1 F(XY)E(XY) ™ = (XY)E(XY) ™ = [X, Y]YEY'[Y, X]) (X, Y] =

- (xEx—l — (XY)E(XY) 1+ (XY)E(XY) ! — (X, Y]Y)E([X, Y]Y)‘1> (X, Y]

Si anotamos E’ := XEX~! € sl(2,R), F' := (XY)F(XY)~! € 5[(2,R) se obtiene
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7.2. El caso X1

d(xy)R(XE,YF) = (E — (XYX HE(XYX )+ F — (X, Y]X DHE([X, Y]x—l)—l) (X, Y]
- (E’/ — AA(XYX Y (E) + F' — Ad([X, Y]X‘l)(P/)> (X, Y]

(M) — AGXYX ) (B) + (Idur) — A(X, YIXT)) (7)) [X, Y]

Ahora bien, como ((Ids[(Z,]R) — Ad(XYX_l)) (E) + (Idsl(z,]R) — Ad([X, Y]X‘l)) (P’)) €

sl(2,R) y las transformaciones E + E’, F — F’ son isomorfismos lineales de s[(2, R). Dedu-
cimos que basta mostrar que

(B ) = (Idgor) — AAXYXY)) (B) + (Idar) — AA(X, YIX D)) (F)

es sobreyectiva.
Es facil ver que si Z # =1, entonces dim(Im(ldyor) — Ad(Z))) = 2y como X e Y no

conmutan, entonces XYX ! # 41, [X,Y]X ! # +I asf que la transformacién anterior sera
sobreyectiva si

Im(ldgor) — Ad(XYX ™)) # Im(Idyor) — Ad([X, Y]X ) (7.7)

Por otra parte si Z € SL(2,R), entonces Ad(Z) preserva la forma de Killing K de s(2, R)
que es no degenerada, asi que un argumento estandar de algebra lineal garantiza que

Im(ldsl(z,]R) — Ad(Z)) = (Ker(ldsl(Z,]R) — Ad(Z)))*+ = (Fix(Ad(Z)))*

donde Fix(Ad(Z)) denota el conjunto de puntos fijos de Ad(Z) y L el complemento K—orto-
gonal.
Supongamos por absurdo que (7.7) no ocurre. Entonces

Fix(Ad(XYX™1)) = Fix(Ad([X, Y]X~1))

Conjugando por un elemento adecuado de s[(2,R) podemos suponer que (§}) es un
vector fijo comdn y un célculo explicito muestra que esto implica que XY X! conmuta con

[X,Y]X~!. De ahi, uno deduce que [X, Y] = I y esto es una contradiccién.
O

Combinando las proposiciones 7.1.3 y 7.1.7 con los lemas 7.1.8 y 1.2.2 uno obtiene el
siguiente:

Corolario 7.1.9. La restriccion R : Q0 — ImR \ {I} tiene la propiedad de levantamiento de
caminos.

]

Observacién 7.1.10. Usando formas normales (ver capitulo 2) no es dificil ver que si [X, Y] =
I, entonces d (le)ﬁ no es sobreyectivo. En efecto, basta razonar como en el lema 7.1.8 y ver
que los puntos fijos de las representaciones adjuntas coinciden. Una conclusién similar a la
de la observacién 5.2.13 se obtiene.
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7.2. El caso 21 1

7.2. Elcaso X,

Fijemos la presentacion mr1(X11) =< a,b,c1|[a,bjec; =1 >y sea W(X1 1) el subconjunto
de representaciones 71(211) — PSL(2,R) que toman valores hiperbélicos en c;. Compu-
tamos aqui las componentes conexas de este espacio (teorema 7.2.3).

Por abuso de notacién, de aqui en méas notaremos R y R a los mapas definidos por (7.1)
y (7.2) respectivamente, pero en PSL(2,R). Es decir que

R:PSL(2,R) x PSL(2,R) —» PSL(2,R)

R:PSL(2,R) x PSL(2,R) — PSL(2,RR)

Los resultados de la seccién previa en conjunto con el corolario 1.2.4 y el lema 1.2.2 nos
permiten deducir los siguientes corolarios.

Corolario 7.2.1. ImR = {I} U Ell41 U Parg U Hypo U Hyp+1 U Par®| U Par; . Ademis, R tiene
fibras conexas y si Q) es el conjunto de pares de elementos de PSL(2,R) que no conmutan, entonces

R:Q — ImR\ {I}

tiene la propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos.

Corolario 7.2.2. R: W(X;1) — Hyp tiene la propiedad de levantamiento de caminos.

O

Estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este capitulo. Utilizare-
mos la identificacion

W(Z1,1) = {(A,B,C1) € PSL(2,R)* x Hyp, [A,B|C; =1}

Teorema 7.2.3. Las componentes conexas de W(%q 1) son los conjuntos

(eu|w(21/1)>1 (k), k=—1,0,1

Demostracion. Notemos en primer lugar que si ¢ = (A, B,C;) € W(Z11) y C1 € Hypp es el
levantado canénico de C;, entonces R(A, B)C; = z#(#). Como C; ! € Hypy, obtenemos que
R(A,B) = ze”(q’)éfl € Hypeu(p) y por lo tanto ImRN Hypeyp) # ©. Por el corolario 7.2.1
deducimos que eu(¢) € {—1,0,1}.

Reciprocamente, sea C € Hypy conk = —1,0, 1. Por el corolario 7.2.1 sabemos que existen
A,B € PSL(2,R) tales que R(A, B) = C. Sea C € Hyp el proyectado y la representacién

¢ = (A, B, Cl) € W(Zl,l)

111



7.2. El caso X1

donde C; = CL. Si 61 € Hypy es el levantado canénico de Cj, entonces 61_ les el
levantado canénico de C y concluimos que zkél_ 1 — C = R(A, B). Por la observacién 3.3.7
esto implica que eu(¢) = k, es decir que todos los valores posibles son tomados.

Finalmente, sean ¢, ¢’ € W(X1,) tales que eu(¢p) = k = eu(¢’). En las convencio-
nes usuales de notacién, tenemos R(A,B) = z*C;! € Hypy € ImR\ {I} y R(A",B") =
Z(C))~' € Hypy C ImR \ {I}. Pero Hypy es conexo, asi que existe ¥ C Hypy conectando
R(A, B) con R(A’, B'). Nuevamente por el corolario 7.2.1 existe (A, B;) € PSL(2,R)? desde
(A, B) y hasta (A’, B') tal que

R(At, Bt) = ¥(t) € Hypx

En particular, ¢ := (A, By, [Bt, A¢]) € W(Z11) es un camino comenzando en ¢ y termi-
nando en ¢'.
]

Observacion 7.2.4. Notar que si k # k/, entonces Hypy se conecta a Hypy dentro de ImR \
{I} y tal camino puede ser levantado. Sin embargo, la representacién que define no es un

—_———

elemento de W(X; 1) pues el camino en PSL(2,R) no esta incluido en Hyp. Més atn, tal
camino pasa por elementos elipticos asi que su clase de Euler no siempre esta definida. Esta
observacién también es valida para M : H(XZo3) — ImM = ImR \ {I} y seré utilizada en
el capitulo 9.
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Capitulo 8

El teorema para un bitoro

Calculamos ahora las componentes conexas del espacio
Hom(7t1(Z2), PSL(2,R)) = {(A1, By, A2, Bp) € PSL(2,R)*, [Ay1,B1][A2, B2 =1}
Por razones que quedardan claras en la prueba, es conveniente definir el subconjunto
W'(%2) := {(A1, By, Az, By) € PSL(2,R)*, [Ay,B1] = [By, Ag] # I}

En el apéndice C se demuestra que W/(X,) C Hom(m(Xp), PSL(2,R)) es un abierto
denso (proposicién C.1.6). Ademads, puede probarse que Hom (71 (%), PSL(2,R)) es local-
mente conexo por caminos (ver la observacién 9.1.2 en el capitulo 9). Esto implica que toda
representacion se conecta a una del conjunto W'(X,).

Teorema 8.0.1. Las componentes conexas de Hom (71 (2;), PSL(2,R)) son los conjuntos
eu='(k), k=-2,-1,0,1,2

Demostracion. Probemos en primer lugar que ex toma todos los valores en [—2,2] N Z y s6lo

€s0s.
Sea ¢ = (A1, B1, Az, By) € Hom(my(X3), PSL(2,R)). Por el teorema 3.3.2 sabemos que

E(Al, Bl)K(Az, Bz) = Zeu(qb)

Esto implica que R(A1, B;) = z#(?)R(By, Az) y por lo tanto ImR N z¢*®#) ImR # @. Gra-
cias al corolario 7.2.1 deducimos que eu(¢) € {—2,—1,0,1,2}.

Reciprocamente, si |k| < 2 entonces existe un punto en ImR N z¥I mR asi que es posible
elegir (A1, By, Ay, By) € PSL(2,R)* tales que

R(A1,By) = z"R(By, Ay) = [A1, B1] = By, A3

Esto implica que ¢ := (A1, By, Ay, By) € Hom(m(%;), PSL(2,R)) tiene clase de Euler
igual a k.
S6lo queda mostrar que eu tiene fibras conexas.
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Sean ¢ = (A1,B1, A2, By) y ¢' = (Al, B}, A), B)) tales que eu(¢) = k = eu(¢’). Por los
comentarios previos podemos suponer que [A1, Bi| # [y [A], B}] # I asi que el corolario
7.2.1 implica que R(Ay,By) # Iy R(A}, B}) # L.

Ahora bien, hemos visto que

R(A1,By) € ImRNz"ImR  R(A},B)) € ImRNz*ImR

porque ¢ y ¢’ tienen clase de Euler igual a k. Como |k| < 2, el conjunto ImR N zXImR es un
conexo no vacio y de hecho (ImR N zXImR) \ {I} lo es. Esto implica que podemos elegir un
camino

¥ C (ImRNzZKImR) \ {I}

conectando R(A1, By) con R(A!, B).
Por el corolario 7.2.1 existe un camino [A}, B!] # I comenzando en (A;, By) y terminando
en (A}, B}) tal que

R(AL, BY) = 7(t)
para todo ¢ € [0,1].
Ahora bien, como 7 C zFKImR \ {I} no es dificil ver que z*5~1 C ImR \ {I}. Ademas,
27(0) 7" = 2*R(Ay, B1) ' = R(A2, By)

29(1) " = 2*R(A}, B) ™' = R(A3, By)

Nuevamente por el corolario 7.2.1 existe [A}, B}] # I comenzando en (A, By) y termi-
nando en (A}, B) tal que

R(A}, BY) =25 (t) !

para todo t € [0,1].
Hemos obtenido cuatro caminos verificando

R(A}, B}) = 7(t) = 2"R(Bj, A})

Esto implica que [A], B!] = [B}, A}] y por lo tanto ¢; := (A}, B}, A%, B}) define un defor-
macién desde ¢ hasta ¢'.
]
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Capitulo 9

Componentes conexas de
Hom(m(Xg), PSL(2,R))

Argumentos combinatorios permiten generalizar los teoremas 6.2.4, 7.2.3 y 8.0.1 a cual-
quier superficie ¥, . Para ello, trabajaremos con la descomposicién arbol-dual de X¢ ) y
probamos que las representaciones 711 (Zg;) — PSL(2,R) pueden deformarse de modo de
aplicar la propiedad de aditividad (proposicién 3.4.1) y los resultados de los capitulos 6y 7.
Este es el contenido de la seccion 9.1. El contenido de la seccién 9.2 es un paso intermedio
necesario para la prueba del teorema en el caso general (seccién 9.3).

9.1. Primeras deformaciones

De aqui en mds, supondremos fijada una descomposicion arbol-dual de %, j, (subseccién
1.1.2).
Escribamos entonces £, = U; () y tomemos ¢ € Hom (m1(Zg4), PSL(2,R)). Dado i

podemos considerar la representacién ¢’ : 71 (X)) — PSL(2,R) dada por la composicién

¢ m(20)) — m(5,,) 2 PSL(2,R) 9.1)

donde la primer flecha es la inducida por () — Lo b-
Formalmente deberiamos suponer elegido un punto base x, € X, caminos 7; conectan-

do dicho punto con un punto base en £.() y definir ¢ a partir de ahi. Es facil ver que cambiar
el camino 1; conjuga ¢' con otra representacién por un elemento de PSL(2,R). Sin embar-
go, todos los resultados que nos interesa probar sobre las restricciones ¢' son “invariantes
por conjugacion” asi que no nos preocuparemos en exceso por esto. Mas precisamente, el

objetivo de esta seccidn es el de establecer las siguientes propiedades:
= Genéricamente [m¢' es no abeliana para todo i. Esto lo queremos porque gracias a lo

estudiado en los capitulos 6 y 7 sabemos levantar caminos correspondientes a repre-
sentaciones no abelianas.
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= Siempre puede deformarse ¢ de modo que cada ¢' aplique los bordes de ~() en ele-
mentos hiperbélicos. Esto lo queremos poder aplicar los teoremas ya probados en X 3
y 211 y la propiedad de aditividad de la clase de Euler.

9.1.1. Una propiedad genéricaen W(X,,)

Recordemos que W(Z, ;) C Hom (111(Zgy), PSL(2,R)) es el subconjunto de representa-
ciones que aplican los bordes de X, ;, en elementos hiperb6licos. En particular, la definicion
anterior significa que W(Z,) = Hom (71 (X¢), PSL(2,R)).

Sea una descomposicion drbol-dual en X, , y notemos de aqui en mas

W (Zgp) = {¢p € W(Zgp), Im¢' es no abeliana para todo i} (9.2)
Proposicién 9.1.1. W/(% ;) es abierto y denso en W(Zg ).

Demostracion. La prueba de esta proposicion tiene algunos prerrequisitos técnicos. Para que
la exposicién sea més fluida, la posponemos hasta el apéndice C. O

Observacion 9.1.2. W(X, ;) es localmente arco-conexo. En efecto, en el caso con borde uno
tiene que Hom (711(Xg4), PSL(2,R)) = PSL(2,IR)*™"~! es una variedad diferenciable y
como “ser hiperbélico” es una propiedad abierta, uno deduce que W(X, ;) es abierto y por lo
tanto una variedad diferenciable. Por otra parte, Hom (711(%,), PSL(2,R)) es una variedad
algebraica (ver apéndice C) y por lo tanto puede ser triangulada asi que es localmente arco-
conexa (ver [18]). La proposicion anterior implica entonces que toda ¢ € W(Z, ) puede ser
deformada a un elemento de W'(%, ;) arbitrariamente cercano a ¢.

En [6] se prueba algo mas fuerte que la proposicién 9.1.1. Concretamente, se demuestra
que el conjunto de representaciones fieles es denso en Hom (71(X¢), PSL(2,R)). Por otra
parte, las representaciones no fieles también son densas en las clases distintas de +(2g —
2) (por esta y otras propiedades de densidad de representaciones de grupos de superficie
en PSL(2,R) ver [9]). Sin embargo ninguno de estos resultados es necesario para nuestros
propositos.

9.1.2. Deformaciones a ), W(X())

En esta subsecciéon queremos probar que genéricamente podemos deformar toda repre-
sentacion de W(Z ;) a una que aplique cada borde de cada subsuperficie > () en elementos
hiperbélicos. Es decir, queremos ver que que toda representacion puede deformarse a ¢ tal
que

¢' € W(Z) paratodoi=1,..., —X(Zgp)

donde cpi es como en (9.1).
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Es importante tener en cuenta que nos interesan representaciones en W(Z;), es decir
que los bordes de X, , van en elementos hiperbélicos. Si ¢ C X, \ 0 €s una componen-
te de borde de una subsuperficie de la descomposicién arbol-dual, las deformaciones que
realizaremos “moverdn” ¢(c) por distintos subconjuntos de la particién de PSL(2, R) hasta
llevarlo a Hyp, sin que esto implique que estemos saliendo de W(Z, ;).

La demostracién es por induccién en —x (X, ;). El paso base se divide en tres partes: el
caso g p = X2, el caso Yop =204y el caso Yo p = Yoo = X (respectivamente, lemas 9.1.3,
9.1.6 y 9.1.9). En la proposicién 9.1.11 se demuestra el paso inductivo. En el proceso de la
demostracién deduciremos algunos corolarios que serédn ttiles mas adelante.

Paso base: el caso X1,
Consideramos en primer lugar > » con la descomposicion
Y, =2 yux®

donde (1) = 211y ¥(2) o~ Y0,3. Para fijar las ideas, notemos T} := (1) y P = ¥(2), Sea
c C Ty N Py la componente de borde comtin y las presentaciones

m(X12) =< a,b,cq,02|[a,blcica =1 >
m1(Ty) =< a,b,c|[a,blc=1>
m1(Py) =< c1,¢2,¢leicoc™t =1 >
Para ¢ € Hom(7t1(Z12), PSL(2,R)), notaremos ¢! y ¢ a las respectivas restricciones.

Lema 9.1.3. En las notaciones anteriores, sea ¢ € Hom(my(Z12), PSL(2,R)) tal que Im(¢™) y
Im(¢™) son no abelianos. Entonces existe un camino ¢ € Hom(71 (21 ,), PSL(2,R)) comenzando

en ¢ tal que Im(¢;*) y Im(¢p;") son no abelianos para todo t € [0,1] y ¢1(c) € Hyp.
Demostracion. Sean A := ¢(a), B := ¢(b),C := ¢(c),C; := ¢(c;). Si C € Hyp no hay nada

que probar asi que asumimos C ¢ Hyp. Como [B, A] = C, entonces R(B,A) € PSL(2,R)
es un levantado de C y este elemento se proyecta a un punto de SL(2,IR) que por abuso
anotaremos C. Sabemos entonces que —2 < tr(C) < 2.

Ahora bien, si C; € SL(2,R) son levantados de C; € PSL(2,R) cualesquiera, entonces
C1Cy = +£C, asi que multiplicando C; por —I si fuera necesario podemos suponer C;C, = C.
Fijemos & > 0y los caminos

(xt,yt,2¢) := (tr(Cq), tr(Ca), t(24+¢€) + (1 — t)tr(C))
(9.3)
(xt,y1,21) := (tr(Cq),tr(Ca), t(—=2 —¢) + (1 — t)tr(C))
Afirmamos que alguno de estos caminos evita [—2,2]> N x~![—2,2] y esto nos permitira

aplicar la proposicion 5.2.12. En efecto, supongamos que el primero no lo evita. Entonces
—2 <tr(C;) <2parai=1,2yexiste ty € [0,1] tal que
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9.1. Primeras deformaciones

K(xt()/ Yios Zfo) S [_Zr 2]

Esto implica que

tr(Cl)ztr(Cz) _ \/(4*”((:1);)(47”(@)2) < zp <

tr(C)ir(Cy) V (4-tr(C1)%) (4-t1(C2)?)
2 2

De ahi, uno deduce que

_ 2 _ )
(C) < tr(C1)2tr(C2) /(4 tr(C1)2)(4 tr(Cy)2?)
De lo contrario, como tr(C) < typ(2+¢€) + (1 — to)tr(C) = z¢, se deduciria que

(9.4)

KX(Cl, Cz) = K(XQ,yo,Zo) c [—2,2]

Esto implicaria que x(Cy, C2) € [—2,2]> Nk~ ![—2,2]. Sin embargo, por hipétesis sabemos
que [C1, Cy] # Iy esto es contradictorio con el lema 5.2.11. Concluimos que (9.4) vale.

En particular, z; < tr(C) < tr(cl)ztr(CZ) — \/(47”(&)?(4%?(@)2) para todo t € [0,1] y esto
implica que «(x, yt,z}) > 2, asi que (x4, yt,z}) no corta [—2,2]3 Nx~1[-2,2].

Como la hipétesis garantiza [Cq, Cp] # I, podemos entonces aplicar la proposicién 5.2.12
a alguno de los dos caminos y encontrar un levantado (C!,C}) € Q C SL(2,R)? tal que
(CY,CY) = (Cy,Cy). Proyectando a PSL(2,R), tenemos un camino de representaciones de

71(P;) en PSL(2,R) comenzando en ¢ definido por
P
= (0,6 G 6)

Notar ademés que |t‘1f(gbf1 (c))| = |tr(CIC})| = 2 + ¢ de modo que <,l)i31 (c) € Hyp.
Ahora “completamos” (l)f ! a una representacién de 711 (X1 5), aplicando el corolario 7.2.1.
Mas precisamente, como R(B, A) levanta C = CYCY podemos considerar CiC} el levantado

de C!C4 comenzando en R(B, A). Més atin, C!C4 € ImR porque comienza en R(B, A) €
ImR y su traza es monétona desde un punto no hiperbélico hasta un hiperbélico. Ademés

—_—~—

[C!,Ci] € PSL(2,R) \ I asi que C!C} # I para todo t y existe un camino
(Bt, At) e 0

comenzando en (B, A) y tal que R(Bt, A;) = CLCh.
Proyectando a PSL(2,R), obtenemos que [B;, A;] = CIC} para todo t € [0,1]. Entonces

¢t = (At/ Btl Ci/ Cé)

define un camino con las propiedades deseadas.
O

Observacion 9.1.4. Observemos que en las deformaciones del lema previo se tiene que C! #
+1I pues qbf ! tiene imagen no abeliana y 7(C!) es constante en  parai = 1,2.
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El resultado anterior puede ser mejorado en el caso en que ¢ € W/(X1,), i.e, si agregamos
la hipétesis C1, C; € Hyp. Més precisamente:

Corolario 9.1.5. En las notaciones del lema anterior, supongamos ademds que ¢ € W'(X1,). En-
tonces la deformacion ¢y puede suponerse en W (X1 2) y tal que eu(cpf ) =+£1.

Observar que modificar el valor de la clase de Euler en P; “fuerza” el valor que toma en
T; porque eu(¢;) es constante y la clase de Euler es aditiva.

Demostracion de 9.1.5. Dividimos la demostracién en dos etapas.

1. C ¢ Hyp.

En este caso, manteniendo las notaciones de la prueba anterior tenemos ahora que
|tr(C;)| > 2 para i = 1,2. En particular, los dos caminos (9.3) pueden ser levantados
por x y en cualquier caso ser completado a un camino ¢y : 71(X1,) — PSL(2,R).
Autométicamente, este camino pertenece a W'(X; ) pues [tr(C!)| > 2 para todo t €
0,1].

Queda mostrar que puede suponerse eu(¢f 1) = £1. Observemos en primer lugar que

la clase de Euler de (pf ! estd definida pues los tres bordes de P; son aplicados en ele-
mentos hiperbdlicos. Afirmamos que alguna de las dos posibles elecciones de signo
para tr(C]C}) garantiza eu(¢") = +1. En efecto, si por ejemplo tr(Cy) = tr(Cj) > 2
y tr(Cz) = tr(C}) > 2 puedo elegir el camino (9.3) tal que tr(C{Ci) = —2 — . Como
tr(C}),tr(C3) > 2, los levantados canénicos Ci,C} € Hypg de C},C) € PSL(2,R) le-

vantan C{,C} € SL(2,R) (ver figura 9.1 (a)), asi que C{C} levanta C;C, € SL(2,R).
Sea como en el corolario 6.2.1 el mapa

M : W(Py) C PSL(2,R)?> — Hypo U Hyp+

Hemos probado que M (C1,C2) es un levantado de C;C; que tiene traza negativa, asi
que M(Cy,C,) = a@ € Hypyi. En particular, gracias a la observacién 6.1.2 deduci-
mos que eu(cpfl) = +1.

Si por el contrario tr(C;) = tr(C}) < =2y tr(Cy) = tr(C}) > 2 elegimos esta vez
el camino (9.3) de modo que #r(C{C}) = 2 + ¢. Entonces el levantado canénico de
C] € PSL(2,R) nolevanta C] € SL(2,R), sino que levanta —Cj € SL(2,R) (ver figura

9.1 (b)). Asi que M(Cy,Cp) = CIC} levanta —C}C} € SL(2,R) que tiene traza negativa.

Se deduce que M(C;, C,) = CIC} € Hyp y por lo tanto eu(cpfl) = =£1. Las restantes
posibilidades admiten tratamientos andlogos y hemos terminado 1.
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(a)

Hypo

1 1

(b)

GG

a’ a’

Figura 9.1: Deformaciones en 1.

2. C € Hyp.

Si eu(¢™) = +1 no hay nada que probar, asi que supongamos eu(¢) = 0. Esto
implica que C = C1C,, donde C es el levantado canénico de C. Por la proposicion
3.4.1, obtenemos que k := eu(¢) = eu(¢p™) + eu(¢p™) = eu(¢p™) y gracias al teorema
7.2.3 concluimos que |k| < 1. Ademés, sabemos que R(A, B)C,C, = Z.

Supongamos primero que k = 0, 1. Elegimos ¥ C ImM, de traza estrictamente decre-
ciente comenzando en C = C;C; € Hypg y terminando en Hyp;. Por el corolario 6.2.1
existe (C,Ch) € Hyp? comenzando en (Cy, C,) y tal que

M(C, Ch) = 7(t)

Ahora bien, por eleccién de 7 sabemos que z ¥ C ImM = ImR \ {I} comienza en
z’kC1C2~= R(B, A) y por el corolario 7.2.1 existe (B;, At) € Q) comenzandoen (B, A)y
tal que R(B;, A;) = z7*7(t) (ver figura 9.2 (a)). En particular

[Bi, At] = C{C}

y ¢t = (A, By, Ci, Cé) define una deformacién con las propiedades deseadas (notar
que, si bien C; no es siempre hiperbdlico esto no implica que ¢; ¢ W (X1 ,) porque ¢ no
es un borde de X »).
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9.1. Primeras deformaciones

En el caso k = —1 podemos elegir 7y del mismo modo pero terminando en Hyp_1, de
modo que z %y C ImM = ImR \ {I} comienza en z7*C;C, = R(B, A) y se procede
igual (ver figura 9.2 (b)).

- Hyp:
(a) “!ﬁ..'> X

Figura 9.2: Deformaciones en 2.

Paso base: el caso X 4

A continuacién probamos resultados andlogos para la superficie base X 4.
Consideremos la descomposicion

Yoa=2xH Uz

donde (1) = X3 = ¥(2), Para tijar las ideas, notemos P; := () y D = ¥(2), Sea
c C Py N P, 1la componente de borde comtn y las presentaciones

1 (Xo4) =< €1,C2,¢3,Ca|c10203¢4 =1 >
m(Py) =< c1,¢,¢lcicc =1 >

7T1(P2) =< ¢z, C4/C|C3C4C_1 =1>
Para ¢ € Hom(7t1(Zg4), PSL(2,R)), notaremos ¢ y ¢'2 a las respectivas restricciones.

Lema 9.1.6. En las notaciones anteriores, sea ¢ € Hom(7r1(Zg4), PSL(2,R)) tal que Im(¢p™)
y Im(¢") son no abelianos y ¢(c1) € Hyp. Existe un camino ¢; € Hom(mr1(Zo4), PSL(2,R))

comenzando en ¢ tal que Im(¢11) y Im(¢pr2) son no abelianos para todo t € [0,1] y ¢1(c) € Hyp.

Demostracion. Sean C; := ¢(c;),C = ¢(c). Si C € Hyp no hay nada que probar asi que
asumimos C ¢ Hyp. Levantando a SL(2, R) tenemos las ecuaciones
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9.1. Primeras deformaciones

GG =Cl=c/lct
Razonando con los caminos
(xt,yt,2e) := (tr(Cs), tr(Ca), (2 + €) + (1 — £)tr(C))
(xt, Yy, 2p) := (tr(Cs), tr(Ca), t(=2 — &) + (1 = £)r(C))

como en el lema 9.1.3 podemos obtener ¢}? := (CL,Ct,CLCL) : 7t1(P,) — PSL(2,R) con
imagen no abeliana, comenzado en cpP 2y tal que |tr(gbfz(c))| > 2, de modo que cpfz(c) €
Hyp.

Para completar este camino, consideramos

tis (tr(Cl),tr(Cz),tr ( fz(c)))
que evita [—2,2]> Nx~1[-2,2] pues C; € Hyp. Por hipétesis, [C1, Cy] # [ y ademads

X(C1,Ca) = (tr(C1), tr(Ca), tr(CY)) = (tr(Cy), tr(Co), t(C)) = (tr(Ca), tr(Co), tr(p*(c)))
entonces existe (Cf, C4) € Q) C SL(2,IR)? tal que (CY,CY) = (C3,C,) y cumpliendo

icich) = i (o20) =1 (o0 )

Ahora bien, aplicando el primer item del ejemplo 2.1.9 obtenemos que los caminos C!C}

-1
y < fz(c)> son SL(2,R)—conjugados para todo t. En efecto, CICY = CiC; = C! =

<4>52(c)> € Ell U Par y ambos caminos tienen traza estrictamente monétona. Ademds

-1
CiCL # £y <¢f2(c)> #+ +1 porque (CI,Ch), (CL,CL) € Q. Por el lema 2.1.8 existe X; €
SL(2,R) comenzando en [ tal que

—1
P _
cich =X (¢7(0) " x;

Proyectando a PSL(2,R), obtenemos que ¢; := (C},Ci, XtC§Xt_1,XtCiXt_1) define un
camino de representaciones 711 (£94) — PSL(2,IR) con las propiedades deseadas.
U

Observacion 9.1.7. = Aligual que en el caso X , las deformaciones del resultado anterior
dejan fija la traza de los bordes C! # +1.

= Un célculo explicito muestra que el lema 9.1.6 puede fallar si no suponemos que C; es
hiperbdélico (ver [15], observacion 9.7). Sin embargo no sera impedimento para nues-
tros propositos.

Deducimos el siguiente corolario que serd utilizado en la siguiente seccién y cuya prueba
omitimos por ser andloga a la del corolario 9.1.5.
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Corolario 9.1.8. En las notaciones del lema anterior, supongamos ademds que ¢ € W'(Xg4). En-
tonces la deformacion ¢y puede suponerse en W(Xg 1) y tal que eu(cpf )= +£1.

Paso base: el caso X,

Vamos ahora a tratar el caso X,. Es importante dejar claro que este paso no es formal-
mente necesario porque ya hemos demostrado el teorema de Goldman para el bitoro en el
capitulo 8.

Consideremos la descomposicion drbol-dual de X, que consta de dos toros perforados
Ty y T, y los grupos fundamentales con presentacién

7 (X2) =< a1, by, a2, baf[ar, br][ag, ba] = 1 >
7T1(T1) =< m, bl,Cl[ﬂl,bl]C =1>
7T1(T2) =< ay, bz,Cl[az, bz]Cil =1>
Si ¢ € Hom(71(X;), PSL(2,R)), uno anota ¢'i a su restriccién a 711 (T;) para i = 1,2.
Lema 9.1.9. En las notaciones anteriores, sea ¢ € Hom(7r1(Xy), PSL(2,R)) tal que Im(¢p™) y

Im(¢™) son no abelianos. Existe un camino ¢; € Hom (71 (Z2), PSL(2,R)) comenzando en ¢ tal
que Im(¢;1) y Im(¢2) son no abelianos para todo t € [0,1] y ¢1(c) € Hyp.

Demostracion. Gracias al corolario 7.2.1, dado k tal que |k| < 2 existe C € Hyp N ImR N
Z¥ImR. Sean Ay, By, As, B, € PSL(2,R) tales que

R(Ay,B) =C R(By, Ay) =z %C

Entonces ¢; := (A1, B1, A2, By) es una representacion con clase de Euler igual a k. Para
terminar basta aplicar el teorema 8.0.1.
O

La demostracién del siguiente corolario queda a cargo del lector.

Corolario 9.1.10. En las notaciones del lema anterior, la deformacion puede elegirse ¢y de modo que
Ty _
eu(¢p;') = 1.
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Paso inductivo

Concluimos ahora con esta subseccién, probando el resultado anunciado al inicio de la
misma.

Proposicién 9.1.11. Sea la descomposicion drbol-dual g, = U?ﬁ;rb*z D ypecW (Zgp)- Existe

¢r € W/(Zg ) comenzando en ¢ y tal quesii =1,...,2¢ +b—2yc C ox.(), entonces ¢1(c) €
Hyp.

Demostracién. Por induccién en —x(Zg). Cuando x(Xg;) = —1 no hay nada que probar
pues la superficie coincide con la subsuperficie y, por definicion, los elementos de W'(Z, ;)
aplican los bordes en hiperbdlicos.

El caso x(X44) = —2 ya ha sido tratado en los lemas 9.1.3,9.1.6 y 9.1.9.

Supongamos entonces que x(Xg;) < —2. Cambiando de indices en la descomposicién

arbol-dual podemos suponer que =(!) y () son tales que:
= Sib # 0 entonces Z(1) contiene una componente de borde de b

n =X UE®@ esconexay X' := L, \ T tiene una o dos componentes conexas, que
denotaremos por A1y Aj.

Para j = 1,2, sea c; la componente de borde comtn a £ y A; y sea también ¢ la compo-

nente de borde adyacente a (1) y 2(2).

En primer lugar afirmamos que podemos deformar ¢ de modo que aplique ¢ en un ele-
mento hiperbdlico. En efecto, si ¢(c) € Hyp no hay nada que probar. Si ¢(c) ¢ Hyp, co-
mo x(X) = -2y 0X # @, entonces L € {¥15,X04} y por los lemas 9.1.3 y 9.1.6 existe
¢¢ : 11(2) — PSL(2,R) comenzando en ¢* = ¢|r,(x), imagen no abeliana en >y x®
y tal que ¢1(c) € Hyp (el lema 9.1.6 aplica pues si ¥. = ¥4 entonces uno de sus bordes es
borde de X, y se mapea en un elemento hiperboélico). Mas atn, por las observaciones 9.1.4

y 9.1.7 podemos suponer que tr(¢(c;j)) es constante para todo j = 1,2 y como Im <4)Z;<2>> es

no abeliano para todo t, obtenemos que ¢;(c;) # I. Por el ejemplo 2.1.9 y el lema 2.1.8 existe
Xt(] ) e ps L(2,R) comenzando en la identidad tal que

. N\ 1
o)) = x"o(cy) (X)) 9.5)

Ahora podemos extender ¢; a 711 (2, ;) de la siguiente manera: si v € 711(A;) definimos

o) = xDp) (x0) 9.6)

Esto define un camino continuo pues en los bordes ¢; coincide con (9.5) y como la des-
composicién es arbol-dual no hay ningtn otro problema de compatibilidad. Evidentemente
¢or € W(Zep), 0 = ¢y ¢1(c) € Hyp terminando la afirmacién. Por abuso de notacién
supondremos de aqui en mas que ¢(c) € Hyp.
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9.2. El caso x(Zgp) = —2

Ahora bien, tomemos ¢pMU82UZ? 14 restriccion de ¢ a 71 (Aq U Ap UE®). Como ¢ €
W/(Z44) y ¢(c) € Hyp, entonces PpMUAUED WAL UA, U @))y Tep=AUAUZPU
> asi que x (A UA UZ?)) = X(Zgp) + 1. Por induccién, existe ¢y € W'(A; U Ay U x(2))

comenzando en qulUAZuz(z) y que aplica cada borde de () en hiperbélicos (i > 1). Pero

entonces ¢ (c) € Hyp para todo t € [0, 1] asi que este camino puede ser extendido a 771 (Z(1)

aplicando el corolario 6.2.3 o el corolario 7.2.2, segtin si (1) = 25 0 2V = 3, ;.
O

Vemos aqui la utilidad de la generalidad de los lemas 9.1.3 y 9.1.6 pues al principio de la
deformacion no tenemos ningtin control sobre los bordes c;, de modo que bien podrian ser
ambos elipticos o parabdlicos.

Por otra parte, hemos visto también la utilidad de considerar una descomposicién en
donde el grafo dual 7 es un arbol (ver subseccién 1.1.2). Para verlo, imaginemos por un
momento que las subsuperficies A; y Ay comparten un borde ¢/, entonces el argumento
de la proposicién previa no es aplicable. En efecto, nada garantiza que los caminos Xt(] )
verifiquen

Xo) () " = x2p0e) ()

Esto puede traer problemas de compatibilidad si intentamos extender ¢; : m(X) —
PSL(2,R) como lo hicimos en la ecuacién (9.6).

9.2. Elcaso x(Xgp) = —2

Ahora probamos el teorema de Goldman en los casos X1 y X4 (respectivamente, teore-
mas 9.2.2'y 9.2.3).

Para conseguir dichos resultados, necesitamos de un lema previo que es de caracter ge-
neral y no supone x = —2. La idea de la demostracién de dicho lema serd utilizada varias
veces en la seccién 9.3.

Consideramos una generalizacién de los mapas M y R definidos en los capitulos 6 y 7.
Més precisamente, sea Y., , con b > 0y consideremos la presentacion

nl(Zg/b) =< al,bl,. . .,ag,bg,cl,. . .,Cb| (H‘]gzl[ll]', b]]> Cl...Cp = 1>

Definimos el mapa evaluacion

- L S\ ~ ~
Ecb : W(Z‘g,b) — Hyp/ ECb ((P) = (H[A], B]]) Cr... Cp1 (97)
j=1

donde ;‘lvj, §] € PSL(2,R) son levantados cualesquiera de ¢(a;), ¢(b;) y C; € Hypy son los
levantados canénicos de ¢(c;). Notar que
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Ecb (¢)Eb = z4(9) = ECb ((P) € Hypeu(qb) (9.8)

En palabras, podemos decir que E,(¢) es el tnico levantado de ¢(c,) !

Hypeu((p)'

en el conjunto

Lema 9.2.1. Sea la descomposicion drbol-dual ¥, ), = U?ffb_z > y tomemos ¢, € W’ (Zgp)

tales que ¢(c),¢’'(c) € Hyp para toda componente ¢ C x (), Supongamos que las restricciones gbi y
¢ a 711 (ZW0)) verifican eu(¢') = k; = eu(¢") para todoi = 1,...,—x(Zg), entonces existe un
camino en W' (¥ ;) conectando ¢ con ¢'.

Demostracién. Por induccion completa en —x(Zg4).

Si x(X4p) = —1 la prueba es el contenido de los teoremas 6.2.4 y 7.2.3. Supongamos
entonces x(Zg5) < —1.

Recordar que la propiedad de aditividad de la clase de Euler (proposicién 3.4.1) nos dice
que

Ahora bien, escribamos X,, = > U, T tal que )((Z(l)) = —1, X es conexay cesla
componente de borde comun. Como x(X) = x(Xgp) + 1, por induccién existe ¢ € W'(X)
conectando las restricciones ¢* y ¢'*.

Para fijar ideas digamos que g > 0y sin pérdida de generalidad supongamos que X.(1) =
11, de modo que anotamos T := %(1) (el caso ¢ = 0 puede tratarse andlogamente). Fijemos
las presentaciones

m(Th) =< a1, by, cllay, bi]e =1 >
m(X) =<ag,by,...,ag,bg,c1,...,cp | <H]->1[a]~,bj]) cl...pcl=1>
Notaremos como es habitual
¢ :=(A1,B1,...,Ag,Bg,Cy,...,Cp), C:= ¢(c)
¢' = (A}, By,..., Ag By, Cp,...,Cp), Ci=¢(c)
¢r = (AL, Bé,...,Aé, Bé, ci,...,Cl,Ch

Como en (9.7) podemos definir E. : W(X) — ﬁﬁ la evaluacién asociada al borde
¢, es decir que E.(¢%) es el trasladado por z(Xi>1%) del levantado canénico C € Hypy. En
general, Ec(¢;) = z(E>1%)C! para todo t € [0,1], donde C! € Hypy es el levantado de
C! € Hyp comenzando en C € Hypy. Observar que dicho levantado necesariamente termina
en C' € Hypy.
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9.2. El caso x(Zgp) = —2

Por otra parte, sabemos que R(Aj, B;) = z4C 1y R(A},B)) = AT porque eu(¢p!) =
ki = eu(¢’"). Claramente 251 (C*) = € ImR \ {I} asi que por el corolario 7.2.1 existe (Af, BY) €
Q) conectando (A1, B1) con (A}, B}) y tal que

R(A},BY) =zZk(Ct)~!
En particular, R(A!, B})Ec(¢¢) = 291(Ct) "1z(E>1k)Ct = 2F y esto implica que
t— (A}, Bi,..., A}, B, Cl,...,Cp)

define un camino en W'(X ;) que extiende ¢; € W'(X) y conecta ¢ con ¢'.

Probamos ahora el teorema 4.2.1 en el caso x(Xg;) = —2.

Teorema 9.2.2. Las componentes conexas de W (X1 ») son los conjuntos

-1
<eu|W(ZLz)> (k)’ k = _21 _11 OI 1/ 2

Demostracién. Escribimos X1, = T7 U, P; al igual que en el lema 9.1.3, donde T} = X1y
P; = X3 y fijamos las presentaciones

71'1(21,2) =<a,b,c, c2|[a, b]C1C2 =1>
m1(Ty) =< a,b,c|la,blc=1>
mi(Py) =< c1,¢a,¢clcicoc™t =1 >

Sea ¢ € W(X1,), veamos que eu(¢p) € {—2,—1,0,1,2}. Por la observacién 9.1.2 podemos
suponer que ¢ € W/(X;1,) y por el lema 9.1.3 asumimos que ¢(c) € Hyp. Sabemos de los
teoremas 7.2.3 y 6.2.4 que |eu(¢p™)|, |eu(¢™)| < 1, entonces

eu(p) = eu(p™) +eu(p") € {-2,-1,0,1,2}
Reciprocamente, si k € {—2,—1,0,1,2} existen ¢t € W(Zi1)y p" € W(Zo3) tales que
en(p™) +eu(¢p™) =k

En particular, ¢'1(c), ™ (c) € Hyp pueden ser conectados por un camino v C Hyp.
Por el corolario 7.2.2 podemos levantar dicho camino con el conmutador desde (¢(b), $(a))
deformando ¢'1, de modo que podemos suponer que ¢p'1(c) = ¢ (c). Luego ¢™1 y ¢ se
pegan bien a una representacion ¢ € W'(X,), con clase de Euler igual a k.

Finalmente, demostremos que las fibras del mapa de Euler son conexas. Supongamos
entonces que eu(¢p) = k = eu(¢’) con ¢, p € W(Z; ;). Nuevamente por la observacion 9.1.2
podemos suponer ¢, ¢ € W' (X ,) y mds atn por el corolario 9.1.5 asumir que c es aplicado
en elementos hiperbdélicos y que las restricciones a P; tienen clase de Euler no nula. Entonces
hay dos casos que discutir:
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= eu(ph) = eu(¢'™) = £1

w41 =eu(¢pN) = —eu(¢'™) = F1

Supongamos lo primero. Por aditividad se deduce que
eu(ph) = eu(¢') =k F1

y basta aplicar el lema previo.
En el segundo caso, digamos eu(¢™) = 1 = —eu(¢'™). Es facil ver que esto implica
implica k = 0, o sea que eu(¢1) = —1 = —eu(¢'™). Notemos como es habitual

¢ =(AB,C,C), ¢(c)=C
¢'=(ALB,C, G ¢'(c) =C
Si C y C’ denotan a los levantados canénicos tenemos que

M(Cy,C) =2zC  M(C},Ch) =z71C

R(A,B)=z"1C)"! R(A,B)=z(C)"!

Sea ¥ C ImM = ImR\ {I} conectando zC con z~'C’. Es facil ver que ¥~! C ImM =

ImR \ {I} de modo que los corolarios 6.2.1y 7.2.1 garantizan caminos (C}, C}) € Hyp? desde
(C1,Cy) hasta (C},C)) v (At, Bt) € Qx desde (A, B) hasta (A’, B') tales que

M(C,Ch) =7(t)  R(ALB) =7(t)!
Entonces ¢ := (A, B, Ct,Ch) € W(X1,2) conecta ¢ con ¢'.

O
El teorema en el caso X 4 admite la misma demostracién y por eso se omite.
Teorema 9.2.3. Las componentes conexas de W (X 4) son los conjuntos
(eu|w(20,4))_1 (k), k=-2,-1,0,1,2
[
Recordemos que en el capitulo 8 hemos tratado el caso X:
Teorema 9.2.4. Las componentes conexas de Hom(7t1(X2), PSL(2,1R)) son los conjuntos
eu='(k), k=-2,-1,0,1,2
]

Hemos visto nuevamente la utilidad de considerar una descomposicién arbol-dual. En
efecto, esta descomposicion es 6ptima en el sentido de que para extender una representaciéon
a “una pieza méas” nos basta con levantar el camino determinado por el borde comtin y esta
es la tnica restriccién de compatibilidad que debe tenerse en cuenta.
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9.3. El caso general

Concluimos ahora con el trabajo. Como siempre, si b = 0 entendemos implicitamente que
los espacios W(Z, ;) y Hom (711(Xg), PSL(2,R)) coinciden. Supondremos ademés prefijada

_X(Zg,b)

una descomposicion drbol-dual X, , = ;4 x (),

9.3.1. Desigualdad de Milnor-Wood
Teorema 9.3.1 (Desigualdad de Milnor-Wood). Sea ¢ € W(Z, ), entonces

leu(P)] < —x(Zgp)
Reciprocamente, dado |k| < —x(Zq ) existe p € W(Z, ) tal que

eu(p) = k

El contenido del teorema anterior fue establecido originalmente por Wood en [31] conti-
nuando el trabajo de Milnor [22].

Demostracion de 9.3.1. La prueba sigue las ideas que ya han sido tratadas en la seccién previa.
En primer lugar, si ¢ € W(X, ;) sabemos que podemos deformarlaa ¢ € W'(XZ, ;) y a partir
de ahi a una que en los bordes de las subsuperficies de la descomposicion arbol-dual sea
hiperbélica (proposiciones 9.1.1 y 9.1.11). Si ¢’ denota la restriccién a 7r1(£()), entonces por
aditividad

lew(¢)| = ‘Ei_ﬁ(z&") eu () )

(% . — (T
< 2 A5 Leu(gh)| < S 1 = —x(2g)

Para el recfproco razonamos por induccion en —x(Zg4). Si x(Z4) = —1 el resultado ya
ha sido probado en los teoremas 6.2.4y 7.2.3. Si x(X.,) < —1, dado [k| < —x(Z,) existen

kil < 1y [K] < —x(Zgp) — 1 tales que k = ki + k'. Tomemos (1) una superficie de la
descomposicion tal que ¥ := X, \ =1 es conexa. Existe 4720) c W(zW) tal que eu((pz(l)) =
ki y por induccién existe ¢* € W(Z) tal que eu(¢™) = k’. Ahora bien, si c es el borde comun
a =) y % entonces ¢~ (c), p=(c) € Hyp. Levantado un camino hiperbélico conectandolos

con M o R segtn el caso (corolario 6.2.3 o corolario 7.2.2) podemos compatibilizar 4)2(1) (c)
con ¢*(c) de modo que definan ¢ € W(Z, ;). En particular,

eu(p) = eu(@™") +eu(¢) =k + K =k

y hemos terminado.
O

Observacion 9.3.2. El reciproco del teorema anterior puede ser generalizado: consideremos
ki,..., k_ € {-1,0,1 _X(Z&b), entonces existe una representacion ¢ € W(X, ;) que
X(Zg,b) p 8y q

aplica cada borde de cada subsuperficie en elementos hiperbélicos y tal que eu(¢') = k; para
todoi=1,...,—x(Zgp). La prueba es por induccién y queda a cargo del lector.
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9.3.2. Prueba del teorema

La demostracion en el caso general del teorema de Goldman se reduce a los resultados
de la seccién anterior, gracias a un lema combinatorio que a continuacién enunciamos y
demostramos.

Sea 7 un arbol, V el conjunto (finito) de sus vértices y £ el de sus aristas. Definamos

FV,{-1,0,1}):={f:V — {-1,0,1}, f esfuncion }
y la aplicaciéon Y : F(V,{-1,0,1}) — Z dada por

Y(f) =) fv)

vely

En F(V,{—1,0,1}) consideramos la relacion de equivalencia
f~ frsip(f) = X(F)

Definimos también en F(V,{—1,0,1}) la relaciéon fRf’ si existe un eje e € £ de modo
que si vy u son sus vértices, entonces:

" f‘V\{v,u} = f/|V\{v,u}'
= f(0)+ f(u) = f'(0) + f'(u)

Observar que R es idéntica y simétrica, pero no necesariamente es transitiva. Ademas si

fRf' entonces f ~ f'.

Lema 9.3.3. En las notaciones anteriores, supongamos que #) > 2. Entonces la relacion de equi-
valencia generada por R es ~. Dicho de otro modo, si f ~ f' entonces existe una sucesion {f =

fufor o fy=f"} CFV,{-1,0,1}) tal que fiRfis1 paratodoi =1,...,p — 1.

Demostracion. Por induccién completa en #). Si #) = 2 el resultado es trivial.
Supongamos #) > 2y fijemos un vértice v € V. Afirmamos que existen sucesiones

{f=rfufo - fs3y{f =f fs -, f]} tales que fiR fi11 yf]-’Rf].’Jrl para todosi,jy ademés
fs(v) = £ (v)

Probado esto, la prueba concluye de la siguiente manera: la afirmacién nos dice que a los
efectos de probar la tesis podemos suponer que f(v) = f/(v). Sea V el grafo obtenido de eli-
minar de V el vértice v y sus aristas adyacentes. Entonces las componentes conexas de } son
arboles. Ademéds, f(v) = f'(v) y como f ~ f’se deduce que fl; ~ f'|y- Por induccioén en ca-

da componente de V tenemos una sucesién {f|y, = f1,..., fp = f'ly} € F(V,{-1,0,1}) tal
que fiRfi1 paratodoi=1,...,p — 1y basta extender f; a f; € F(V,{—1,0,1}) definiendo

fi(v) = f(0) = f'(v)
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Debemos entonces probar la afirmacion. Supongamos primero que Y_(f) = Y(f') > 0,
entonces existen v1,v; € V tales que f(v1) = 1 = f'(v]). Como T es un drbol, podemos
tomar tnicas sucesiones de vértices v1,vy,...,05s = vy v},05,...,0] = v. Ahora bien, defi-
nimos f; = f, fo como la funcién f; con los valores 1 = f1(v1) y f1(v2) intercambiados, f3
como la funcién f; con los valores f»(v2) v f2(v3) intercambiados y asi sucesivamente. Es
claro que fiRfi;1 paratodo iy f;(v) = 1. A partir de v} y con el mismo procedimiento se
obtiene la sucesién {f]} tal que f/(v) = 1 terminando este caso.

Si por otra parte }_(f) = Y.(f’) < 0, existen v1,v] € V tales que f(v1) = -1 = f'(v]) y
se razona del mismo modo.

Supongamos finalmente que Y (f) = Y.(f’') = 0. Observar que si f # 0y f’ # 0 entonces
existen v1, v} con f(v1) =1 = f'(v1) asi que no es un caso distinto a los anteriores. Queda
entonces mostrar que siempre puede suponerse f # 0y f' # 0. Por ejemplo, si f = 0
entonces se elige un eje e € £ arbitrario con vértices 1y, up y definimos f, que coincida con f
enV \ {uy,ux} ytal que fo(u1) =1 = —fo(u2). Entonces fRf2y fo # 0.

[l

Concluimos ahora con la demostracién del resultado principal de este trabajo.

Teorema 9.3.4 (Goldman, [15]). Las componentes conexas de W(Zg,b) son los conjuntos

(eulwizyy) (B k= x(Zga)s s —x(Zgp)

Demostracién. Por el teorema 9.3.1 s6lo hay que ver que si ¢,¢' € W(Z, ;) son tales que
eu(p) = k = eu(¢’), entonces existe una deformacion en W(Z, ;) conectdndolas. Por la
observacién 9.1.2 podemos suponer ¢,¢’ € W'(Z,,) y mds atin, por la proposicién 9.1.11
asumimos que en los bordes de las subsuperficies de la descomposicién arbol-dual son hi-
perbdlicas.

En la notacién (9.1) y por la proposicién 3.4.1 sabemos que ¥ eu(¢') = Y eu(¢"). Sea
T el arbol dual asociado a la descomposicién, que tiene por vértices a las subsuperficies.

En el lenguaje del lema anterior, tenemos definidas f := (eu(¢!),.. .,eu((p_X(ZS'b))) y f =

(eu(¢™),. .., eu(¢ X Fs2))) tales que f ~ f'. Existe entonces una sucesion de elementos de
F(V,{—1,0,1}) desde f hasta f’ y tal que dos consecutivos estdin R—relacionados . Por

la observacion 9.3.2, toda funcién (kq, .. "k—X(Zgb)) € {-1,0, 1}*)‘(2&5) = F(V,{-1,0,1})

define una representacién ¢ con eu(¢') = k;. Asi, la prueba del teorema se reduce a demos-
trar la siguiente afirmacion: sean fRf’y ¢, ¢’ dos representaciones determinadas por fy f/,
entonces ¢ y ¢’ estan en la misma componente conexa de W(Zg ).

La prueba de la afirmacion es por induccién en —x(%, ;) > 2. El paso base ya ha sido
tratado en la seccién 9.2 (teoremas 9.2.2 y 9.2.3).

Supongamos que x(X.,) < —2ysean f, f' € F(V,{~1,0,1}) tales que fRf’. Conside-
ramos ¢ y ¢’ representaciones asociadas de modo que existen dos subsuperficies adyacentes
M)y 2(2) tales que

eu(¢') = eu(¢'") para todoi > 2
eu(¢') +eu(¢?) = eu(¢") + eu(9”?)

131



.0. El caso general

Como x(Zgp) < —2, existe >) subsuperficie distinta de (1) y £(?) y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que X := X \ >) es conexa. En particular, f|sRf'|s asi
que por induccién existe ¢; € W(Z) conectando ¢* con ¢'*. Como eu(¢®) = ks = eu(¢"?), la

prueba finaliza igual que la demostracion del lema 9.2.1.
O

A modo de reflexion final podemos preguntarnos si es necesario el argumento combina-
torio del lema 9.3.3. En efecto, el mapa E,, definido en (9.7) puede extenderse al conjunto

H(Zyp) := {(A1,B1,---,Ag, Bg,Cy,...,Cp1), Ci € Hyp, (H]gzl[Aj, Bj]) Cr...Cp1 # I}

Puede intentarse probar por induccién en —x(Xg;) que Ecb definido en este conjunto
tiene la propiedad de levantamiento de caminos a extremos fijos y a partir de ahi deducir el
teorema de Goldman en el caso general.
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Apéndice A

Conjuntos de nivel de x

Analizamos aqui la topologia de los conjuntos x. := x~!(c), donde x : R® — R esta
dado por

k(x,y,z) == x> +y> +2% —xyz — 2

Observar que la ecuacién x(x,y,z) = ¢ es equivalente a

S O

Por comodidad denotaremos a(z) := 232, B(z) := 232 y 7c(z) := 2+ ¢ — 22 y para cada
z € R consideramos la cénica x.(z) = {(x,y,z) € R® «(x,y,z) = c}. Como x.(z) no
puede ser una pardbola, las distintas posibilidades son:

i.

ii.

iii.

iv.

kc(z) es una hipérbola no degenerada: esto ocurre s6lo cuando los coeficientes a(z) y
B(z) son no nulos y de signo opuesto y ademas .(z) # 0. Es decir, cuando |z| > 2y

Ye(z) # 0.

kc(z) es la unién de dos rectas secantes: esto ocurre s6lo cuando uno de los coeficientes
a(z) y B(z) son no nulos y de signo opuesto y ademds .(z) = 0. Es decir, cuando

z| > 2y v.(z) =0.

kc(z) es una elipse no degenerada: esto ocurre sélo cuando sg(a(z)) = sg(B(z)) =
sg(7c(z)) # 0. Como a(z) y B(z) no pueden ser simultdneamente negativos, lo anterior
es equivalente a |z| < 2y 7.(z) > 0.

kc(z) es un punto: esto ocurre s6lo cuando sg(a(z)) = sg(B(z)) # 0y vc(z) = 0. Es
decir, cuando |z| < 2y 7.(z) = 0.

kc(z) es vacio: esto ocurre solo cuando a(z),B(z) > 0y 7c(z) < 0.Osea, |z] < 2y
Ye(z) <O.
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Vi.

Vii.

kc(z) es una recta: esto ocurre sélo cuando uno de los coeficientes a(z) o f(z) se anula
y 7c(z) =0.Osea, |z| =2y v.(z) =0.

kc(z) es la unién de dos rectas paralelas disjuntas: esto ocurre cuando uno sélo de los
coeficientes a(z) o B(z) se anula y el otro tiene el mismo signo que 7.(z). Es facil ver
que esto es equivalente a |z| =2y .(z) > 0.

Consideremos el grupo

100 -100 10 0 -10 0
A::{<010),(0 —10),(071 o),(o 1 0)}
001 0 0 00 —1 0 0-1

actuando en R® por multiplicacién. Es claro que x es A—invariante, asi que A actda en x.
para todo ¢ € R. Tenemos entonces las siguientes posibilidades para los conjuntos x.:

L.

II.

I1I.

Si ¢ = 2 entonces k. es la unién de una esfera con cuatro discos abiertos, transitiva-
mente permutados por A. Dicha esfera es un subconjunto de [—2,2]% y corta 9[—2,2]3
en seis segmentos. Por otra parte, los discos y la esfera se encuentran en los puntos
(2,2,2), (2,-2,-2), (=2,-2,2) y (—2,2,—2). Més aun, se tiene por ejemplo que el
disco conteniendo a (2,2, 2) esta contenido en [2, co] x [2,00] X [2,00] y corta a su borde
en el rayo {(x,x,2) € R3, x > 2}. Andlogas afirmaciones para los otros discos.

Para verlo, observemos que «;(0) es el circulo centrado en el origen y de radio igual a 2.
Cuando 0 < z < 2, se tiene que «.(z) es una elipse dentro de [—2,2]® y con el eje mayor
contenido en larecta {(x,x,z), x € R}. Ademads, dicha elipse corta d[—2, 2]3 en cuatro
puntos. Ahora bien, cuando z = 2 las elipses degeneran en la recta {(x,x,2), x € R}
y siz > 2 entonces k.(z) es una hipérbola no degenerada, con ramas cortando a la recta
{(x,x,z), x € R}. Mismo anélisis para z < 0, donde esta vez las elipses degeneran
enlarecta {(x, —x,—2), x € R}.

Sic > 2 entonces k. es homeomorfo a una esfera menos cuatro discos abiertos. En
efecto, si z = 0 entonces x.(z) es un circulo de radio mayor que 2 y centrado en el
origen. Cuando 0 < z < 2 se tiene que «.(z) es una elipse y cuando z = 2 es una
unién de rectas paralelas, y con direcciéon (1,1,0). Si2 < z < /2 + ¢ uno obtiene que
kc(z) es una hipérbola que degenera en dos rectas secantes cuando z = /2 +¢, y si
z > /2 + c vuelve a ser una hipérbola. En z = /2 + ¢ la funcién x.(z) — R dada por
(x,y,z) — z tiene un punto silla.

Observamos entonces que k. N {z > 0} es un par de pantalones “no acotado” y con
borde igual a x.(0). El mismo analisis aplica cuando z < 0 de donde se sigue la afir-
macion.

Si —2 < ¢ < 2 entonces «, es la unién disjunta de una esfera contenida en (—2,2)3
y cuatro discos abiertos, transitivamente permutados por la accién de A. En efecto,
si z = 0 entonces x.(z) es un circulo de radio menor que 2 y centrado en el origen.
Cuando 0 < z < /2 + ¢ se obtiene que «.(z) es una elipse y cuando z = /2 +c¢ < 2
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es el punto {(0,0,v/2+¢)}.Si V24 c < z < 2 es el conjunto vacio y cuando z > 2 se
tiene que «.(z) es una hipérbola. El mismo andlisis aplica cuando z < 0 de donde se
sigue la afirmacion.

IV. Si c = —2 entonces «. es la unién disjunta del origen con cuatro discos abiertos transi-
tivamente permutados por la accién de A.

V. Si ¢ < —2 entonces . es la unién disjunta de cuatro discos abiertos transitivamente
permutados por la accién de A.

Del andlisis anterior se deduce facilmente el siguiente

Proposicién A.0.1. Los siguientes conjuntos son conexos:
E:={(x,y,2) € (0,00) x (0,00) x (0,2), x(x,y,2z) >2}

E:={(x,y,z) € (—0,0) X (—00,0) x (—2,0), x(x,y,z) > 2}

Proposicion A.0.2. La restriccion
k:R3\ ([-2,23Nnx"1[-2,2]) — R
verifica la propiedad de levantamiento de caminos.

Demostracion. El andlisis previo nos dice que la restriccion es sobreyectiva. Ademds, es facil
ver que A actta en R%\ ([—2,2]3 Nx1[-2,2]) y dejando « invariante, asi que aplicamos la
proposicion 1.2.2.

Para ello, observamos que A es transitivo en las componentes de las fibras. En efecto, si
c < —2la accién es transitiva en las componentes de

ke =11 (e) N (R ([-2,2P N 1[-2,2]))

Cuando —2 < ¢ < 2 la accién es transitiva en las componentes de k. contenidas en
R3 \ [-2,2]3, que son las tnicas que tienen sentido de ser consideradas para la restriccion
k:R3\ ([-2,2PNx~1[-2,2]) — R

Sic > 2, entonces k(c) N (R®\ ([-2,2]* N«x~1[-2,2])) tiene también cuatro compo-
nentes conexas, homeomorfas a cilindros e intercambiadas por A.

Finalmente, la restriccion de x en cuestion es submersiva: observar que Vk(x,y,z) =
(2x — yz,2y — xz,2z — xy) # 0 paratodo (x,y,z) € R*\ ([-2,2]° nx~1[-2,2]).

[
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Apéndice B
La forma de Killing en s((2, R)

En este capitulo definimos la forma de Killing de s[(2, R) (aunque el tratamiento se genera-
liza facilmente al caso complejo) y establecemos sus propiedades mds sencillas. El grado de
generalidad de los temas aqui tratados es el minimo indispensable para una correcta lectura
de los contenidos tratados en este trabajo. Referencias generales se irdn brindando cuando
sea necesario.

Consideremos el grupo SL(2,R) con su élgebra de Lie

sl(2,R) = {E € M(2,R), trE =0}
El corchete en s1(2,R) es
(E,£] = EF — PE
Este mapa es bilineal, antisimétrico y verifica la identidad de Jacobi, i.e,
[£,2], 5] + [[£,11,E] + [[E1,E),F] 0

para todos E, F, H € sl(2,R).
Fijemos la base “canénica” Cy := {Hy, Eo, Fo} de s(2,R), donde

i 1 0 : 01 : 00
HO = (O _1) Eo = (0 O) Fo = (1 O)

[Ho, Eo) = 2Ey [Ho, Fy] = —2Fy [Eo, Fy] = Ho (B.1)

Para X € SL(2,R), sea Ad(X) : sl(2,R) — s[(2,R) la transformacién lineal definida
por

Es facil ver que

Ad(X)(E) := XEX~!

Es facil ver que Ad(X) es un isomorfismo lineal y que preserva el corchete, esto es,
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Ad(X) ([E, F]) = [Ad(X)(E), Ad(X)(F)]

Ahora bien, si notamos Aut(sl(2,R)) al espacio de isomorfismos lineales de s((2,R) que
preservan el corchete, hemos definido la representacion adjunta

Ad : SL(2,R) —» Aut(s[(2,R))

Trabajando en la base Cy observamos que Aut(sl(2,R)) es un grupo de matrices 3 X
3, de modo que tiene naturalmente una topologia segin la cual es un grupo de Lie y Ad
es un homomorfismo diferenciable. El dlgebra de Lie de Aut(sl(2,IR)) es el conjunto de
transformaciones lineales de s((2,R) que preserva el corchete, denotado End(s((2,R)), y el
diferencial en la identidad de Ad estd dado por

ad := djAd : 51(2,R) — End(sl(2,R)), ad(E)(F) = [E,F] (B.2)
Por una construccién general de la representacién adjunta y su derivada, ver por ejemplo
[1] (capitulo 1).
La forma de Killing en s[(2,R) es la forma (bilineal y simétrica):
K:sl(2,R) xsl(2,R) — R, K(E,F):= tr(ad(E)ad(F))

No es dificil ver que K es Ad(X)—invariante para todo X € SL(2,R). Ademas, las férmu-

las (B.1) permiten mostrar que
K], = ( ) (B.3)

Esta matriz tiene valores propios —4, 4 y 8, asi que K es no degenerada y de signatura
(1,2). De hecho, un sencillo calculo muestra que

S O @
=~ O O
S = O

K(E, F) — 4tr(EE) (B.4)

Consideremos por otro lado la forma
<,>12RxR — TR, < (xyz2),(x,y,7)>10=xx"+yy —zZ (B.5)
y el grupo O(1,2) de matrices reales 3 x 3 que preservan esta forma. Es decir,
0 €0(1,2) =< Ox,0y >1,=< x,y >15, Vx,y € R?

Como es usual, denotamos SO(1,2) al subgrupo de aquellas matrices que tienen deter-
minante igual a 1. Puede verse que SO(1,2) es un grupo de Lie de dimensién 3 con dos
componentes conexas. La componente que contiene a la identidad se denota SO(1,2)° (ver
[10], capitulo 6 por un tratamiento completo de estos grupos). Explicitamente, SO(1,2)° es el
subgrupo de matrices de O(1,2) que preservan la orientacién de IR® y la hoja de hiperboloide

{(x,y,z) ER®, x2+y?>—22=—1}
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La forma de Killing permite pensar a la representacion adjunta como un mapa a SO(1,2)°.
En efecto, (B.5) es una forma bilineal y simétrica real de signatura (1,2), al igual que K.
Esto implica que son la misma forma, en distinas bases de sl(2,R) = R3. Ahora bien, si
X € SL(2,R) entonces Ad(X) preserva K asi que cambiando de base tenemos que preser-
va (B.5) y por tanto es un elemento de O(1,2). Como Ad es un homomorfismo continuo y
SL(2,RR) es conexo, tenemos de hecho que Ad(X) € SO(1,2)°.

Proposicién B.0.1. Ad : SL(2,IR) — SO(1,2)" es un cubrimiento doble, con niicleo {+1I}.

Demostracion. La igualdad Ker(Ad) = {£I} es trivial. Para ver que Ad es un cubrimiento,
aplicamos la proposicién 1.24 de [1]. Observar que Ad : SL(2,R) — SO(1,2)° es un homo-
morfismo suave y que d;Ad = ad : sI(2,R) — s0(1,2) es inyectiva (utilizando la expresion
(B.2)). Como dim(s0(1,2)) = 3, se deduce que d;Ad es un isomorfismo. O

La demostracién del siguiente lema es un célculo directo.
Lema B.0.2. Si X € SL(2,R), entonces
tr(Ad(X)) = tr(X)? — 1
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Apéndice C
W'(Z, ;) es abierto y denso en W(Z, ;)

La demostracion de la proposicién 9.1.1 tiene prerrequisitos técnicos de geometria alge-
braica. Es por esto que en la seccién C.1 incluimos una prueba elemental para el caso X,
(proposicion C.1.6) y en la seccién C.2 brindamos los argumentos del caso general (proposi-
ciéon C.2.19).

C.1. Una prueba elemental en el caso X

Recordemos que W'(X;) es el conjunto de representaciones 711(X;) — PSL(2,R) que
son no abelianas en cada subsuperficie de la descomposicién drbol-dual de ;. Mds precisa-
mente

W/(Z5) = {(A1,B1, Ay, By) € PSL(2,R)*, [A1,Bq] = [By, As] # I}

Demostramos aqui que W’ (%;) es denso en Hom (7t (X3), PSL(2,R)) con un argumento
elemental.

C.1.1. Preliminares

La prueba se basa en un argumento de transversalidad, es por esto que necesitamos
entender algunos subespacios distinguidos de s[(2, R).
Consideremos el mapa exponencial, definido por

exp : sl(2,R) — PSL(2,R), exp(E) :=eE

Es fécil ver que exp es continua y un difeomorfismo local en 0 € s[(2,R). Ademas, es
equivariante respecto de la accién por conjugacion de PSL(2,R) (ver [1], seccién 1.3 por una
definicién del mapa exponencial y algunas de sus propiedades).

Observacion C.1.1. No es dificil ver que todo subgrupo a un pardmetro de PSL(2,R) es la
imagen de una recta por el origen a través del mapa exponencial. Es decir que S C PSL(2,R)
es un grupo a un parametro siy sélo si existe E # 0 en s[(2,R) tal que
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S = exp(RE)

La forma de Killing nos permite distinguir de manera sencilla los distintos tipos de sub-
grupos en PSL(2,R). En efecto, fijemos S = exp(RE) un subgrupo a un parametro. Enton-
ces un calculo explicito (ver [12], seccién 2.3) muestra que

= S C ParUlIsiysolosi K(E E) =0.
» SCEIUIsiysélosi K(E E) < 0.
= S C HypU Isiysolosi K(E E) > 0.

Lema C.1.2. Sea S C PSL(2,R) un subgrupo a un pardmetro y A,B € S. Tomemos U y V
entornos respectivos de A y B. Entonces existe S C PSL(2,R) un grupo a un pardmetro distinto
de S que cortaal y V.

Demostracién. Sea E # 0 en sl(2,R) tal que S = exp(RE). Tomando preimégenes por exp,
los conjuntos U y V determinan abiertos de s[(2,IR) que cortan RE. Ahora sélo hay que
elegir una direccién E’ # 0 tal que RE’ # RE y que corte a ambos levantados y definir
S’ := exp(RE").

O

El siguiente ejemplo serd ttil més adelante.

Ejemplo C.1.3. = Paracada geodésica @ C H?, denotemos Sf YP al subgrupo a un parame-
tro de elementos hiperbdlicos de eje a. Podemos elegir E, # 0 tal que

SHVP = exp(RE,)
Fijemos z € H? y definamos
H, :=span{E,, z € a}

Entonces H; es un subespacio de dimension 2 en s(2, R). En efecto, no es de dimension
1 porque existe més de un subgrupo a un pardmetro hiperbélico de eje pasando por z
y no es de dimensién 3 porque exp(H,) C HypU I

Para lo que sigue serd conveniente describir H, de un modo mas explicito. Sea SF/ :=
exp(RE;) el subgrupo a un pardmetro de elementos elipticos con punto fijo z. Afirma-
mos que

(RE)* = H,

donde el complemento perpendicular es tomado respecto de la forma de Killing.

Para verlo, recordemos del apéndice B que K es invariante por la accién adjunta asi
que conjugando por un elemento adecuado de PSL(2,R) podemos suponer que z = 1.
Entonces
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C.1. Una prueba elemental en el caso ¥,

[ (cos(8) —sen(0) B - 5
Sil = { (sen(@) cos(6) ) }Be]R = 50@) = exp (RE)

donde F; := (9 !).

Sea § el grupo de matrices hiperbélicas de eje la geodésica por 0 e co (que contiene a

z = 1). Es decir que
A0 1 0
0 ) = (56 %))

y se ve facilmente que

1 0 0 -1
“(lo %))
Esto muestra que la direccién asociada a S es K—perpendicular a F;. Utilizamos esto
para deducir que H; C (RE) *.

Dada una geodésica cualquiera a por z, existe un elemento ¢ € SO(2) que aplica la
dési 0 Se concl S = gSg1yporl
geodésica por 0 e oo en «. Se concluye que S, gS8g™ " y por lo tanto

s = (w3 %)) e (1 (52 5)e))

Pero entonces

¥(so 2 G0)) =

y esto implicaque R (g (§ %) ¢7!) L (97,'). Es decir que hemos probado que

o (R (] —Ol)f
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C.1. Una prueba elemental en el caso ¥,

y son iguales porque tienen la misma dimensién.

Mas adelante utilizaremos el siguiente calculo explicito

= (=0 0) {0 2 o

Sea z € S'. Denotemos S al subgrupo a un pardmetro de elementos parabélicos que
tijan el punto z.

Fijemos z # w en S! y tomemos E., E,, # 0 en sl(2,R) tales que
SPr = exp(RE,) S = exp(RE,)

Entonces {E;, Ey} es un conjunto linealmente independiente y podemos definir el
plano

Py := span{E;, Ey}

Cuando z = oo y w = 0, no es dificil ver que pueden tomarse E; = (§ 1) y Ew = (
y por lo tanto

10)

_J (0 x
B0 {6 o)) <

En general, una expresion explicita de P, se obtiene conjugando (C.2) por un elemento
g € PSL(2,R) que aplique zen ooy w en 0.

C.1.2. Prueba de la proposiciéon 9.1.1 en el caso X,

Sea § un grupo a un parametro hiperbélico o eliptico y tomemos A,B € §. Asuma-

mos ademds que A # [y que V es un entorno de B. Para probar que W’/(X;) es denso en
Hom(71(X,), PSL(2,R)) necesitamos de dos lemas que permiten encontrar ciertas subsu-
perficies de [A, V] que tienen planos tangentes como aquellos descritos en el ejemplo C.1.3
(lemas C.1.4 y C.1.5). Un argumento de transversalidad entre los mismos implicaran el re-
sultado.

Fijemos A # I en PSL(2,R) y definamos el mapa
Ry : PSL(2,R) — PSL(2,R), Ra(B):=[A,B]
Al igual que en la prueba del lema 7.1.8 se concluye que

dgRA(BE) = ABEA™'B~! — ABA-'EB~!
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En el caso particular en que [A, B] = I, se obtiene que
dgRA(BE) = AE'A™Y —F' = (Ad(A) - Idﬁl(m)) (E) (C.3)

donde E’ := BEB~.
Recordar del ejemplo C.1.3 que si z € H?, entonces H, denota el plano generado por las
. . . Hyp Z
direcciones asociadas a los subgrupos S, ”", donde & es una geodésica por z.

Lema C.1.4. Sea S C EIl U I un subgrupo a un pardmetroy A,B € S, donde A # 1. Notemos
z € H? al punto fijo de los elementos de S \ I. Entonces para todo entorno V de B existe una
superficie v C [A, V] tal que

TIV — HZ

Demostracion. Es claro que el enunciado es invariante por conjugacién, esto es, si lo pro-
bamos para un elemento z concreto entonces conjugando por elementos de PSL(2,R) lo
habremos probado en general. Supongamos entonces que z = i, de modo que S = SO(2) y
A= (4"F)conb #0.

El calculo del ejemplo C.1.3 nos dice que

S (VIS

Como [A, B] = I y la asignacién E — BEB~! =: £’ es un isomorfismo lineal, una com-
binacién del teorema de la funcién inversa con (C.3) nos dice que s6lo necesitamos mostrar
que

H. C <Acl(A) - Idﬁl(z,m (sI(2,R))

Esto es un calculo explicito que se deja al lector.
O

Cuando S es hiperbélico tenemos un resultado andlogo. Recordar del ejemplo C.1.3 que
siz # wen S!, entonces P, denota el plano generado por las direcciones asociadas a ST y
Shor,

Lema C.1.5. Sea S C Hyp U I un subgrupo a un pardmetroy A,B € S, donde A # 1. Notemos z
y w a los extremos de la geodésica que es eje de los elementos de S \ 1. Entonces para todo entorno V
de B existe una supetficie o C [A, V] tal que

Tio = Py

Demostracion. La prueba es analoga a la del lema previo, asumiendo que z = oo y w = 0.
O

Ahora podemos dar una demostraciéon de la proposicién 9.1.1 en el caso cerrado de géne-
ro dos.
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Proposicién C.1.6. El conjunto
W'(%y) = {(A1,B1, Ay, By) € PSL(2,R)*, [A1,B1] = [By, A3] # I}

es abierto y denso en Hom(my(Xp), PSL(2,R)).

Demostracion. Es claro que W’/ (%;) es abierto en Hom (71 (%), PSL(2,R)).
Sea ¢ € Hom(m1(X2), PSL(2,R)) y A un entorno de ¢, queremos encontrar

(Pl S W/(Zz) NnA

Si ¢ € W/(X2) no hay mds nada que probar, asi que supongamos que ¢ ¢ W'(X,). Si
escribimos ¢ = (A1, B1, Az, By), esto significa que

[A1,B1] = [By, Ag] = I
y por la proposicion 2.1.6 existen subgrupos a un parametro S; y S de PSL(2,R) tales que
A1,B1 €8 Ay,B, €S

Como la topologia de Hom(m1(X;), PSL(2,R)) es la topologia producto, el abierto A
determina Uj, V4, Uy y V, entornos respectivos de A1, By, Ay y By. En particular, podemos
perturbar A; dentro de §; N Uj y suponer que A; # I. Por lo mismo, podemos suponer que

B, # I.
Aplicamos ahora los resultados previos discutiendo por casos.

1. SiS; CENNUIly S, CENUL

Por el lema C.1.2, podemos modificar S; si fuera necesario y suponer que &1 # So.
Para i = 1,2, denotemos z; al punto fijo asociado a elementos de S;. Como &1 # S,
esto implica que z; # z, y por lo tanto los planos H;, y H, son transversales: se cortan
en la recta que corresponde a hiperbdlicos de eje la tnica geodésica que pasa por z; y
2.

Sea vy C [Ay, V4] tangente a H,, en Iy vp C [By, Up| tangente a H, en I. Por transver-
salidad, obtenemos que v; y v, se cortan en una curva que pasa por I y en particular
existen B] € V1 y A} € U, tales que

[AllBi] = [BZIAIZ] 7£ I

Entonces ¢’ := (A1, B}, A}, B2) € W/(X) N Ay hemos terminado este caso.

2. Si§ CHypUly S, C Hyp UL

El argumento es igual: suponemos que S # Sp. Sean z; # w; los fijos de elementos de
Si\ I, parai = 1,2. Entonces {z1, w1} # {zo,w»} y por lo tanto P, es transverso a

PZZwZ .
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C.1. Una prueba elemental en el caso ¥,

3. SiS§ C Hypuly S, C EIIUL

P,y es transverso a H, para todos z, w € sl y z' € H2

4. SiS; C ParUlo S, C ParU .

Por el lema C.1.2 podemos perturbar S; o S; de modo que se verifique 2. o 3.

Comentarios sobre la demostracion anterior

A modo de cierre de esta seccion realizamos algunas interpretaciones geométricas acerca
de los resultados obtenidos en los lemas C.1.4 y C.1.5. Esto se incluye s6lo como motivacién
de la prueba, es por esto que los contenidos se tratardn de manera informal.

Sobre el lema C.1.4

El resultado obtenido estd motivado por la siguiente construcciéon. Sean S = SF!
Ell U I un grupo a un pardmetro, dos matrices A,B € S con A # [ y V un entorno de B.

Tomemos 260 € (0,27) el angulo de rotaciéon de A (antihorario). Si B' € V, entonces
B’ A7!B'~! es una rotacién de centro B'(z) y dngulo antihorario 27t — 26.

Tomemos B’ € V \ S. Entonces B'(z) # z y podemos considerar la geodésica 7, co-
nectando estos dos puntos. Ahora bien, esto determina 77 y y3 geodésicas por z y B'(z)
formando dngulos respectivos 8 y T — 6 con vy, (ver figura C.1). Si notamos R; a la reflexiéon
respecto de y;, como en el lema 5.2.3 obtenemos que

[A, B'] = RyR3

es una transformacion hiperbélica con eje By la perpendicular comtn a 71 y y3 y distancia
de traslacion dp := 2d (71, 3). Mds adn, por el teorema de Gauss-Bonnet (ver [20], teorema
1.4.2) se deduce que Bp corta el segmento determinado por z y B'(z) en un punto wg.
Denotemos apr a la geodésica perpendicular a y; por z

Ahora deformaremos B’ en dos coordenadas, una “radial” y la otra “rotacional”.

En primer lugar, si hacemos B’(z) — z “radialmente” por », uno observa que wg — z
y por lo tanto Bp — ap. En este proceso, es claro que dg — 0 de modo que [A, B] se
aproxima a I.

La deformacién “rotacional” se produce de la siguiente manera: sea ¢ € SE!. Como
¢Bg~! = B entonces B’ puede ser elegido de modo que ¢B’g™! € V. Ahora bien, reconstruir
la figura C.1 para ¢B’g ! corresponde a rotar B'(z) por ¢ de modo que “toda la figura rota”,
y en particular ap rota.

Esto muestra que dada una geodésica a por z, perturbando B “radialmente” o “rotacio-
nalmente” dentro de V podemos conseguir conmutadores que sean hiperbdlicos y con eje
paralelo a «, arbitrariamente cercano al mismo. Sin embargo, no podemos conseguir que el
conmutador sea hiperbdlico de eje a. Esto sugiere que existe v C [A, V] que sélo corta a
exp(H;) en I.
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By

[15:%

Figura C.1: El conmutador [A, B'], con B’ € V

Sobre el lema C.1.5

Sean S = S)V Hyp U I un grupo a un pardmetro donde a es una geodésica de
extremos z y w. Tomemos dos matrices A,B € S con A,B # [y V un entorno de B. La idea
consiste de mostrar que deformando los puntos fijos de B es posible conseguir todos los
elementos de SP y SL" suficientemente cercanos a I. En el proceso de esas deformaciones,
el conmutador describird una superficie que pasa tanto por elementos hiperbdlicos como
elipticos y que es la candidata natural a la superficie ¢ del lema C.1.5.

Para fijar ideas, supondremos que w es el atractor de A y que z es su repulsor. Ahora bien,
perturbando los puntos fijos de B podemos obtener B’ € V con B'(z) y B'(w) en cualquiera
de las situaciones de la figura C.2.

En todos los casos, para computar [A, B'] consideramos el eje determinado por B'(z) y
B'(w). De este modo, B’A~'B’~! es una matriz hiperbélica con atractor B'(z) y repulsor
B'(w) y debemos primero aplicar B’A~!B'~! y luego A.

En el caso de la figura C.2 (a), el conmutador [A, B'] es hiperbélico. En efecto, no es dificil
ver que el intervalo compacto | determinado por w y B'(z) y que no contiene a z verifica

[A,B](J) = A(B'A-1B-1)()) C]

asi que existe un punto fijo de [A, B’] en el interior de ], necesariamente atractor (ver [27],
seccion 28). Andlogamente, el intervalo |’ determinado por z y B'(w) que no contiene a w
tiene un repulsor. Asi que existe una geodésica Bp transversal al eje de A y que es el eje de
traslaciéon de [A, B'].

Notar que si hacemos B'(z) — z dejando fijo B'(w), entonces Bp converge a z y esto nos
dice que [A, B'] € Hyp se aproxima a un elemento X € SP* (figura C.2 (b)), trasladando
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B(2) by ] /\
AN > z< >w  (b)

A A
J B'(w) B'(w)
[A/ Bl] BlAlelfl B'A 1B/ 1

]I B A~ lBlfl

BA 1B/ 1
A
Bw
© =z ~ >, O
B'(z) )A \J
J

A, B']

Figura C.2: El conmutador [A, B'],con B’ € V.
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en sentido antihorario. Podemos hacer la distancia de traslacion arbitrariamente pequefia
dejando fijo B'(z) = z y haciendo B'(w) — w. Esto produce que [A, B'] — I en SI*".

Ahora continuamos deformando B’(z) de modo de llegar a la figura C.2 (c). Si V es su-
ficientemente chico entonces [A, B] es eliptico con centro un punto o € H? en la region
determinada por los ejes de A y B’A~!B'~L. Para verlo, basta considerar 71,72 y y3 como
en la figura. Al igual que en el lema 5.2.3 se deduce que [A, B'] es la composicién de las
reflexiones respecto a 71 y 3.

Ahora hacemos B'(w) — w (figura C.2 (d)) y obtenemos un elemento parabélico de fijo
w. En todo este proceso, el punto op' describe un camino desde z hasta w.

Si ahora continuamos deformando B’ de modo de llevar a la figura C.2 (e) y luego hasta
el caso de la figura C.2 (f) conseguimos nuevamente aproximarnos a S'* pero trasladando
en sentido inverso que en el caso de la figura C.2 (b).

C.2. Una prueba para el caso general

En esta seccion brindamos los argumentos de la prueba de la proposiciéon 9.1.1 en el caso
general.

C.2.1. Preliminares

Listamos primeramente sin demostracién una serie de resultados en geometria algebrai-
ca necesarios para probar la proposicion 9.1.1 en el caso general.
SeaF € {C,R} y F[xy, ..., x,] el conjunto de polinomios a [F en n variables.

Definicién C.2.1. Una variedad algebraica en IF" es el conjunto de raices comunes a una familia
de polinomios en F[xy, ..., x,]. Mds precisamente, si S C F|[xy, ..., x,] la variedad algebraica
asociada es

Var(S) == {(x1,...,xa) €F", p(x1,...,x%,) =0 Yp € S} =Nyesp 1(0)

No es dificil ver que si (S) es el ideal generado por S entonces Var(S) = Var((S)). Por
otra parte, si V C F" anotamos I(V) := {p € F[xy,...,x4], p(v) =0 Vv € V}. Observar
que I(V) esunideal y que si V es una variedad algebraica entonces V = Var(I(V)).

Ejemplo C.2.2. SL(2,R) y SL(2,C) son variedades algebraicas pues det — 1 es una funcién
polinomial. Md&s atn, PSL(2,R) y PSL(2,C) también lo son. En efecto, la representacion
adjunta nos da PSL(2,R) = SO(1,2)° y SO(1,2)? es una subvariedad algebraica de R®. Una
manera de verlo es aplicar el teorema 6.4 de [10], que nos dice que X € SO(1,2)° si y sélo si
existen P,Q, € SO(2) yd € R tales que

1 0 0
(PO Q' 0
= (5 )0 o s ) (§9)
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La condicién “ser ortogonal” es algebraica y la matriz del medio puede ser modelada
por la ecuacién a> — b?> = 1 que también es polinomial. Siendo el producto de matrices
polinomial, la afirmacién se sigue.

En el caso complejo y con las adaptaciones correspondientes a los contenidos del apéndi-
ce B, se obtiene que PSL(2,C) es una variedad algebraica.

Definicién C.2.3. Una variedad algebraica V es irreducible si no es unién de variedades
algebraicas propias, i.e, distintas de V y @. Equivalentemente, si I(V') es primo.

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse por ejemplo en [28], teorema
3.6.

Teorema C.2.4. Para toda variedad algebraica V existen variedades irreducibles V1, ..., V,, iinicas
a menos de permutacion de los indices, tales que V; ¢ Vjparatodoi # jyV =V1U---UV,.

O]

Definicién C.2.5. Las V; del teorema anterior se denominan las componentes irreducibles de
V.

Para evitar confusiones, cualquier afirmacién topoldgica que realicemos de aqui en mas
referird siempre a la topologia euclidea, i.e, la topologia que V hereda de [F".

Sea V una variedad algebraica compleja irreducible y W C V una variedad algebraica
propia. Puede probarse que V \ W es un subconjunto denso de V (ver por ejemplo [29],
péagina 124). Obviamente este resultado no es cierto si V no es irreducible, basta por ejemplo
considerar V = Var(p) C C? donde p(z, w) = zw. Para variedades reales el resultado no es
cierto (ver ejemplo B de [23], pagina 12). Con algunas hipétesis adicionales puede probarse
un resultado andlogo en el caso real (ver corolario C.2.9 mas adelante).

Definicién C.2.6. Sea V una variedad algebraica y consideremos I C F(xq,...,xn] el ideal
tal que V = Var(I). Siv € V, el espacio tangente de Zariskia V en v es

TV = Nper Ker(dyp)
Si V es irreducible, su dimension es
dimV := min,cy (dimTZV)

Si V no es irreducible definimos su dimension como el méaximo de las dimensiones de
las componentes irreducibles.

Veamos que la definiciones anteriores generalizan las correspondientes nociones en el
contexto diferenciable. En efecto, consideremos V = Var(I) irreducible, con I = (p1, ..., ps).
Si anotamos p := (p1, ..., ps), entonces

V=5 p; ' (0) = p(0)
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Por otra parte, la regla de Leibnitz implica que T?V = N_, Ker(dyp;) = Ker(d,p) para
todo v € V. En particular uno obtiene que dim(T?V) > n — s paratodov € V.

Supongamos que existe vy un punto regular de p, entonces la dimensiéon de V es n — s.
En efecto, si vy es punto regular de p entonces

n—s = dim(Ker(dy,p)) = dim(TZV)

asi que T%V tiene la menor dimensién posible.
Observar que en dicho caso (y por el teorema de la funcién inversa) existe un entorno de
vo en V difeomorfo a IF" .

Definicién C.2.7. Sea V una variedad algebraica y v € V. Decimos que v es un punto suave
de V si existe k > 0 tal que v tiene un entorno en V difeomorfo a FF*.

En particular, si V = p~1(0) C F", donde p = (p1, ..., ps) es polinomial y v € V es un
punto regular de p se obtiene que v es un punto suave. Si V es irreducible, su dimensién es
n—s.

Lema C.2.8. Sea V una variedad algebraica irreducible real de dimension k. Tomemos W C V una
subvariedad algebraica de dimension | < ky v € W un punto suave de V. Entonces v se aproxima
en la topologia euclidea por puntos de V.\ W. En particular, si los puntos suaves de V son densos
entonces V \ W es densoen V.

Demostracion. Ver [6], lema 3. O

Corolario C.2.9. Sea V variedad algebraica real y V = Vi U - - - UV, su descomposicion en com-
ponentes irreducibles, con los V; dos a dos disjuntos. Supongamos que el conjunto de puntos suaves
de V es denso y que W C V es una subvariedad algebraica que no contiene ninguna componente
irreducible. Entonces V'\ W es denso en V.

Demostracion. No es dificil ver que los puntos suaves son densos en V; paratodoi =1,...,r.
Luego, el conjunto W; := W NV, es una subvariedad algebraica de V; y es propia por hip6te-

sis. Por el lema anterior se deduce que V; \ W; es denso en V; para todo i y hemos terminado.
O

La demostracién del siguiente resultado se encuentra en [4] (ver teorema 8.4).

Teorema C.2.10. Sea V una variedad algebraica sobre C. Entonces V es irreducible si y sélo si
contiene un subconjunto abierto, denso y conexo de puntos suaves.
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C.2.2. Prueba de la proposicion 9.1.1 en el caso %,

Listados todos los prerrequisitos de geometria algebraica, el objetivo es probar ahora
que W'(Z, ;) es denso en W(Z, ;) (proposicion C.2.19 més adelante). La idea es consiste en
aplicar el corolario C.2.9, para lo cual necesitamos calcular las componentes irreducibles de
esta variedad (esto se hace aplicando el teorema C.2.10).

En primer lugar observemos que Hom (711(Zg4), PSL(2,IR)) es una variedad algebraica.
En efecto, PSL(2,R) es una variedad algebraica de dimensién 3 (ejemplo C.2.2). Asi, si b >
0 se deduce que Hom (m1(Zg4), PSL(2,R)) = PSL(2,R)%8+t~1 es también una variedad
algebraica. Por otra parte, cuando b = 0 la ecuacién

[A1,Bi]...[Ag, By =1 (C.4)

es claramente polinomial en las entradas asi que Hom (711 (X¢), PSL(2,R)) es una variedad
algebraica. Andlogos resultados se obtienen cuando miramos representaciones a PSL(2,C).

Para b > 0 la variedad de representaciones es una variedad diferenciable. Cuando b = 0
tenemos el siguiente

Lema C.2.11. Sea ¢ € Hom (111(Zg), PSL(2,R)) una representacion no abeliana. Entonces ¢ €
Hom (111(%g), PSL(2,R)) es un punto suave. Andlogamente en el caso complejo.

Demostracion. Escribimos ¢ := (A1, By,..., Ag, Bg). Sea Ry : PSL(2,R)*¥ — PSL(2,R)
dado por

(Al, Bl,. . .,Ag, Bg) H [Al, Bl] “ e [Ag, Bg]

de modo que Hom (711(%g), PSL(2,R)) = (Rgy — I)~1(0). Veamos que ¢ es un punto regular
de R, y esto es suficiente.

Por comodidad, supondremos g = 2 (aunque el argumento es general) y notemos p :=
Ry — 1. Si R es el conmutador, es facil ver que

dpp(A1E1, BiFy, AyEy, BiFy) = da, g, )R(A1E1, BiF1)[ Ay, Bo] + [A1, B1]d 4, 5,)R(A2E2, BoF2)

Por el lema 7.1.8, y siguiendo su notacién uno obtiene que d 4, p,)R(A1E1, BiF1)[A2, Bo]
esigual a

((1d5[(2,1R) - Ad(AlBlAf1)> (E') + (Idﬁl(Z,lR) - Ad([Aerl]Afl)) (F’1)> [A1, B1][A2, B]

Escribimos Xy := A1B1A| 1 e Y] = [A,B1]A] !, Razonando analogamente se obtiene
que [Aq, B1]d (4, 8,)R(A2E2, BoF2) es igual a

(A, By] ((Ids[(m) - Ad(AszAz‘l)> (Ey) + (ldsl(m) — Ad([As, Bz]Az_l)) (F’2)> [Ay, By]

y por propiedades elementales de la representacion adjunta esto es igual a

<<1d5[(2,]R) - Ad(X2)> (E2) + (Idsl(z,]R) - Ad(Yz)) (P’z)) [A1, B1][Az, By
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donde X, := [Al,Bl]AszAz_1 eY; = [A1, B1][Az, Bz]Az_l. Combinando todo lo anterior
hemos obtenido que dyp(A1E1, BiFy, A2Ey, BiFy) es igual a

‘=21:2 <<1d5[(2,1R) - Ad(Xz')> (E"7) + <1d5[(2,1R) - Ad(Yz’)) (F'z')> [A1, B1][A2, By

Ahora bien, basta mostrar que dos elementos del conjunto {Xj, Y3, X, Y2} no conmutan,
porque entonces son distintos de I y aplica el mismo argumento que en el lema 7.1.8. Si
suponemos por absurdo que estos elementos conmutan dos a dos, se concluye facilmente
que los elementos de { A1, By, Ay, Bo} conmutan, contradiccion.

La prueba en el caso complejo es igual.

O

Observacion C.2.12. = Por el teorema de la funcién inversa se deduce que el conjunto de
representaciones no abelianas es una variedad diferenciable. Su dimensién es

dim(PSL(2,R)?€) — dim(PSL(2,R)) = 6g — 3

Observar que una representacion ¢ a PSL(2,R) es abeliana si y s6lo si existe un sub-
grupo a un parametro S tal que Im¢ C S. Puede probarse en este caso con las mismas
ideas del lema previo que dgp no es sobreyectivo.

Notar que el conjunto de puntos suaves de Hom (711(X¢), PSL(2,R)) es denso. En
efecto, sea ¢ := (Ay,By,..., Ag, Bg) abeliana y A un entorno de ¢. La topologia de
Hom (111(%g), PSL(2,R)) es la topologia producto asi que esto determina Uy y V; en-
tornos respectivos de Ay y By. Ahora bien, sea S C PSL(2,R) tal que Im¢ C S. Por el
lema C.1.2 existe S’ # S que corta a U; y V4. Podemos entonces elegir A}, B} € S’ tales
que A} € Uy y B} € V;.Entonces [A}, B]] = I demodo que ¢’ := (A}, Bj,..., Ag, By) €
A y no es abeliana.

= En el caso complejo uno obtiene también que los puntos suaves son densos, sin embar-
go hay una diferencia. Hemos visto que toda representacién no abeliana es un punto
suave pero existen representaciones abelianas ¢ € Hom (711(Z¢), PSL(2,C)) que tam-
bién lo son. Por ejemplo, elijamos ¢ € Hom (11 (Xg), PSL(Z,C)% tal que

mo={1(3 ) (0 %) (o)

Entonces ¢ es abeliana pero haciendo un calculo explicito se puede ver que dyp es
sobreyectivo. Puede probarse que el ejemplo anterior es el tinico posible (a menos de
conjugadas) de un punto abeliano y suave, es decir que los restantes puntos abelianos
no son suaves. Esto ocurre cuando la imagen esta contenida en un grupo a un pardme-
tro o, a lo sumo, en la unién de dos. Uno puede entonces concluir que los puntos
suaves son densos como en el caso real. Por informacién complementaria sugerimos
consultar [14] (proposiciéon 3.7) y [15] (pagina 567), asi como [3] (lema 5.3.2).
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El objetivo es ahora calcular las componentes irreducibles de Hom (711(%¢), PSL(2,R)),
para lo cual calculamos previamente las de Hom (711(Xg), PSL(2,C)). Inevitablemente, y
para no exceder los limites de este trabajo, algunos resultados serdn asumidos.

En primer lugar, definamos el mapa de Stiefel-Whitney de una representacién (ver la sec-
cién 2 de [15] por informacién complementaria).

Consideremos ¢ = (A1, By, ..., Aq, Bg) € Hom (m1(Zg), PSL(2,R)) (respectivamente a
PSL(2,C)) y el cubrimiento doble SL(2,R) — PSL(2,R) (respectivamente SL(2,C) —
PSL(2,C)). Elijamos levantados cualesquiera de los elementos Aj, B; que por abuso anota-
remos de la misma manera. En SL(2, R) (respectivamente SL(2,C)) uno tiene

g
[TlA4;,Bj] = +I (C.5)
j=1

Definicién C.2.13. La segunda clase de Stiefel-Whitney de ¢ es 0 si en la igualdad anterior el
levantado es I y 1 si es —I. La denotamos w;(¢).

En este sentido, la segunda clase de Stiefel-Whitney puede ser pensada como la obstruc-
cion de levantar ¢ a una representacién en el cubrimiento doble.
Observar que si pensamos

wy : Hom (11 (2g), PSL(2,R)) — Z,

entonces w; es sencillamente la reduccion médulo 2 de eu.
Es claro que

Hom (m11(Zg), PSL(2,R)) = w, 1(0) Lw, (1)

y lo mismo en el caso complejo. De hecho, en este Gltimo caso tenemos el siguiente teorema
cuya demostraciéon puede encontrarse por ejemplo en [15] (teorema 5.1) o [12] (teorema 3.10).

Teorema C.2.14 (Goldman). Si ¢ > 1, las componentes conexas de Hom (711(%g), PSL(2,C))
son los conjuntos

wy k), k=0,1
O

Este resultado es radicalmente diferente al que se obtiene en el caso real. En particular, la
cantidad de componentes conexas es independiente del género de la superficie base.
Para probar el siguiente corolario uno sélo necesita notar que Hom (71 (Zg), SL(2,C))

w, 1(0).

~

Corolario C.2.15. Hom (i (Zg), SL(2,C)) es conexo.
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Ademas de ser las componentes conexas, si pensamos Hom (7r1(X¢), PSL(2,C)) como
variedad algebraica tenemos la siguiente

Proposicién C.2.16. Si ¢ > 1, las componentes irreducibles de Hom (711(%g), PSL(2,C)) son los
conjuntos

wy'(k), k=0,1

Demostracién. La ecuacién (C.5) deja en evidencia que w, ' (k) es una variedad algebraica
para todo k = 0,1 y como son disjuntas, s6lo hay que mostrar que son irreducibles.

Para verlo, aplicamos el teorema C.2.10. En efecto, supongamos primero que k = 1 en-
tonces w, (1) es una variedad diferenciable: si wy(¢) = 1, entonces Im¢ no puede estar
contenida en la unién de uno o dos grupos a un pardmetro, de lo contrario ¢ se deforma
dentro de dichos subgrupos a la representacion trivial ¢’ = I, que es tal que wy(¢') = 0.
Esto es absurdo porque w; es continua. Asi, los puntos de w, (1) son suaves y en particu-
lar este conjunto es una variedad diferenciable y conexa, asi que por el teorema C.2.10 es
irreducible.

Para el caso k = 0 uno procede de manera similar, s6lo hay que encontrar un subconjunto
conexo, abierto y denso de puntos suaves en w, ' (0) = Hom(my(XZg),SL(2,C)) (ver [12],
pagina 74 o [15], seccién 8). ]

Corolario C.2.17. Si g > 1, las componentes irreducibles de Hom (711(2g), PSL(2,IR)) son los
conjuntos

wy k), k=0,1

Demostracién. Nuevamente sélo hay que mostrar que las variedades reales w, * (k) son irre-
ducibles. Ahora bien, (C.5) muestra que los polinomios que definen a las variedades w, ' (k)
tienen coeficientes reales. En particular, si Ik e IX son los respectivos ideales generados por
dichos polinomios sobre los reales y los complejos uno tiene que Ik C Ié y por la propo-
sicion anterior Ié‘: es primo. Notar ademads que si p € Ié{j tiene coeficientes reales, entonces
pE I]’f{. Ahora bien, si pg € I]’f{ C Ié podemos suponer que p € Ié y siendo p un polinomio
de coeficientes reales, se deduce p € If de modo que I es primo.

O

S6lo hace falta un resultado adicional previo a la demostracién de la proposicién central
de este apéndice.
Lema C.2.18. Sea ¢ > 1y la descomposicion drbol-dual ¥.q = Uizizz >®. Dadoi = 1,...,2¢9 —
2 existen representaciones ¢, ¢’ € Hom (711(Zg), PSL(2,R)) tales que las restricciones ¢, ¢'"
m1(20) < 71(Zg) — PSL(2,R) tienen imagen no abeliana y

eu(¢p) =3-2g, eu(d’)=2-2g
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Demostracién. Renombrando las subsuperficies podemos escribir X, = > UL de modo
que y(1) o~ 211y ) c ¥ ngl,l‘ Tomemos en X una métrica riemanniana completa
de curvatura constante igual a —1. Esta métrica se levanta al cubrimiento universal fl, que

resulta ser isométrico a H? (ver [7], capitulo 8). En particular 771(X) actta en X = H? por
isometrias. Esto define una representaciéon fuchsiana

¢* : m(Z) — PSL(2,R)

Mas atin, sea ¢ C ) N X la componente de borde comtin de modo que uno tiene las
presentaciones

nl(Zg) =< al,bl,...,ag,bg|1_[]3:1[aj,bj] =1>
7'[1(2(1)) =<m, bl,c|[a1,b1]c =1>
m(X) =<ayby,...,a, bg,c]r[]->1[a]~, b]-]c_1 =1>

Escribamos por comodidad ¢* = (A, By,..., Ag, By, C). Observar que C ¢ EIlUI. En
efecto, como ¢* es discreta si fuera eliptico serfa una rotacién de dngulo racional y ¢* es
fiel asi que c serfa un elemento de torsién de 711 (Z). Ahora bien, ¢ = [];-1[a;, bj] y los a;, b;
son los generadores libres de 771 (%), contradiccién. Por lo mismo C # I y en particular la
clase de Euler de ¢* estd definida. Mds atin, por la proposicién 3.4.8 (y la observacién 3.4.9)
sabemos que

eu(¢®) = £x(I) = +£(3 - 2g)

Conjugando por un elemento de GL(2,R)™ si fuera necesario podemos suponer que
eu(p*) = 3 — 2g. Notar ademas que 711 (X) es libre y ¢~ es inyectiva, asi Im ()" es no
abeliano y s6lo queda mostrar que ¢* puede ser extendida a 7r;(X(1)) sin alterar la clase
de Euler total. Para ello, tomemos C € Hypg U Parg el levantado canénico. Del capitulo 7
sabemos que existen A1, By € PSL(2,R) tales que R(By, A1) = C. Entonces ¢! := (A1, By, C)
es una representacién 71 (1)) — PSL(2,R) con clase de Euler igual a 0 y podemos definir

¢ := (A1, B1,...,Ag, Bg) € Hom (111(%g), PSL(2,R))

Por la proposicion 3.4.1 se deduce que

eu(p) = eu(p™) +eu(¢p') =3 -2¢

La representacion ¢’ se construye directamente a partir de una métrica hiperbdlica en X,.
O

Consideremos la descomposicién arbol-dual X, = U?ﬁ?b_z ».(7) y W(Zglb) el subcon-
junto de Hom (711(X,), PSL(2,R)) de representaciones que aplican los bordes de L, en
elementos hiperbdlicos. Sea

W/ (Zg5) :={¢ € W(Zg4), Img'es no abeliana para todo i}
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Proposicion C.2.19. W'(% ) es abierto y denso en W(Z ).

Demostracién. Para cada i = 1,...,2¢ + b — 2 consideremos generadores libres x;,y; de
1 (2) y definamos

C; : Hom (m1(Xg5), PSL(2,R)) — PSL(2,R), Ci(¢) := [p(xi), ¢ (yi)]

De este modo, se tiene que Im¢' es no abeliana si y sélo si ¢ ¢ Ci—1 (I). Obervar ademas

que C; es un mapa polinomial de modo que C;” Y(I) es una subvariedad algebraica de la

variedad de representaciones Hom (711(Zq4), PSL(2,R)).

Digamos primero que b > 0. Entonces Hom (711(%g), PSL(2,R)) = PSL(2,R)%*0"1 es
una variedad diferenciable y conexa. Mds atin, observemos que det es una funcién analitica
(porque es polinomial) y PSL(2,R) es un nivel regular de la misma, asi que PSL(2,R) es
una variedad analitica. Esto implica que PSL(2, R)%%"~1 es una variedad analitica y como
C;: PSL(2,R)%2*t=1 — PSL(2,RR) es polinémica, es una funcién analitica.

Supongamos por absurdo que Hom (711(Zg), PSL(2,IR)) \ C;(I) no es denso. Enton-
ces C; 1(I) contiene un abierto de PSL(2,IR)%*"~! y como C; es analitica en una variedad
analitica conexa, es constante. Esto es contradictorio con el lema previo porque existe una
representacion fuchsiana ¢ € Hom (711(Z,), PSL(2,R)) y por lo tanto ¢ ¢ C ().

Deducimos que Hom (711(X,5), PSL(2,R)) \ C;1(I) es denso y por lo tanto el conjunto

N2 (Hom (7 (Zgp), PSL(2,R)) \ G 1 (D))

lo es. Es claro ademds que es abierto y coincide con el subconjunto de representaciones que
son no abelianas en cada subsuperficie.

Por otra parte W(-Zg,b) C H(?m (7‘(1 (X45), PSL(2,R)) es abierto, porque “ser hiperbélico”
es una propiedad abierta. Esto implica que

W/ (Zgp) = W(Egp) N ﬂ?glrb_z <Hom (rm (Zg,b),PSL(Z,lR)) \Ci_l(l)>

es abierto y denso, terminando este caso.

Supongamos ahora que b = 0 de modo que W(X,) = Hom (711(X¢), PSL(2,R)) y por lo
tanto

W(Sg) = N3T02 (Hom (71(Z¢), PSL(2,R)) \C;1(1)>

Por la observacién C.2.12, los puntos suaves de Hom (7r1(Xg), PSL(2,1R)) son densos
y por el corolario C.2.17 sabemos ademads que las componentes irreducibles son los con-
juntos w;, ' (k), k = 0,1. Como son disjuntos, podemos aplicar el corolario C.2.9. Para ello,
observemos que el lema anterior implica que dadoi = 1,...,2¢+b -2y k = 0,1 existe
¢ € wy (k) \ C L(I). En particular, C.- 1(I) es una subvariedad que no contiene a ninguna
componente irreducible asi que Hom (711(Z,), PSL(2,IR)) \ C;!(I) es denso para todo i y se
concluye como en el caso con borde.

O
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