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Resumen

Este trabajo estd dedicado al estudio del producto cruzado de una C*-algebra unital
por un endomorfismo de acuerdo con la definicién introducida por Ruy Exel. Dos carac-
teristicas que distinguen esta construccién de otras similares son, por un lado, el hecho de
no imponer condiciones sobre el endomorfismo, y por otro, la introduccién de un opera-
dor de transferencia que desempena el papel de “inversa” del endomorfismo en cuestion.
Uno de los principales resultados aqui presentados es la identificaciéon de este producto
cruzado con el dlgebra de Cuntz-Pimsner relativa (de acuerdo a la definicién de Muhly y
Solel) determinada por una correspondencia que esta naturalmente asociada al endomor-
fismo. Posteriormente se estudian algunos ejemplos concretos de esta construccién y se la
compara con otras nociones existentes del producto cruzado por un endomorfismo. Final-
mente, se estudia en detalle esta construccién en el caso de dlgebras conmutativas. Cuando
el endomorfismo esté inducido por un mapa de recubrimiento en un espacio compacto, se
muestra como varias propiedades de su dindmica topoldgica se traducen en propiedades
algebraico-analiticas del producto cruzado que él determina.

Abstract

The present work is dedicated to the study of the crossed product of a C*-algebra by
an endomorphism, according with the definition introduced by Ruy Exel. Two charac-
teristics that distinguish this construction from other similar ones are, on the one hand,
the fact that there are no conditions imposed to the endomorphism, and on the other
hand, the introduction of a transfer operator that plays the role of the “inverse” of the
endomorphism under consideration. One of the main results here presented is the iden-
tification of this crossed product with the relative Cuntz-Pimsner algebra (according to
Muhly and Solel’s definition) determined by a correspondence that is naturally associated
to the endomorphism. Later, some concrete examples of this construction are studied and
it is compared with other existent notions of the crossed product by an endomorphism.
Finally, this construction is studied in detail in the case of a commutative algebra. When
the endomorphism is induced by a covering map of a compact space, it is shown how sev-
eral properties of its topological dynamics are translated into algebraic-analytic properties
of the crossed product that it determines.
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Introduccion

Casi la totalidad de las interacciones entre la teoria de las dlgebras de operadores y
los sistemas dindmicos surgen a partir de una construcciéon usualmente conocida como
producto cruzado. La idea basica, que fue usada por primera vez por von Neumann en
1936 en el contexto de automorfismos de espacios de medida, consiste en adjuntar un
algebra de operadores a un sistema dinamico, cuya estructura algebraica pretende reflejar
las propiedades dinamicas del sistema dado. El caso de C*-algebras y sistemas dindmicos
topoldgicos, en comparacién con las algebras de von Neumann y los espacios de medida
en la construccién pionera de von Neumann, fue introducido posteriormente por Gelfand,
Naimark y Fomin.

Sin dudas los mayores avances en este campo se han obtenido para sistemas reversibles,
es decir, cuando la dindmica queda determinada por un grupo de transformaciones inver-
tibles. Esta teoria cuenta hoy con varios resultados importantes, convirtiéndose en una
rama de las Algebras de Operadores muy popular y difundida. Sin embargo, se han hecho
varios esfuerzos por extender estos avances a sistemas dinamicos irreversibles, dando lugar
al surgimiento de una importante teoria que intenta establecer un paralelismo con la teoria
clasica de sistemas dinamicos.

Desde fines de la década de los setentas, con la aparicion de algunos trabajos de Cuntz
como [7], varios autores como Paschke, el propio Cuntz, Murphy, Doplicher y Roberts,
entre otros, han propuesto teorias generales sobre productos cruzados de C*-algebras por
endomorfismos (tanto en el caso de un tnico endomorfismo como de un semigrupo de
ellos). En general estas teorias fueron desarrolladas asumiendo ciertas hipdtesis sobre el
endomorfismo, como por ejemplo inyectividad o rango hereditario.

En efecto, motivado por el grupoide de Cuntz introducido por Renault, en 1995 Dea-
conu introdujo una construccién del producto cruzado por un endomorfismo que puede ser
aplicada en ciertas situaciones en las que el endomorfismo preserva la unidad y por lo tanto
no tiene en general rango hereditario. Una posterior generalizacién hecha en colaboracién
con Muhly en 1999 fue diseniada para poder aplicarse a los endomorfismos inyectivos de
C*-algebras conmutativas, requiriendo determinadas propiedades topolégicas especiales
del mapa en el espectro (a saber, que sea un mapa de recubrimiento), que son dificiles de
establecer en el caso no conmutativo.

En [9], Exel propone una nueva definicién del producto cruzado de un algebra por un
endomorfismo, que se aplica en condiciones totalmente generales, sin necesidad de suponer
hipétesis sobre el endomorfismo. Esta construccion coincide con las construcciones previas
en las situaciones particulares en las que ellas estan definidas, y proporciona resultados
naturales en situaciones mas generales.



La construccién clésica del producto cruzado de una C*-algebra A por un grupo de au-
tomorfismos, depende de una accién de un grupo localmente compacto y de Hausdorff G,
y un homomorfismo continuo a : G — Aut(A), que se concibe como la accién de G por au-
tomorfismos de A. Cuando el grupo G es el grupo de los enteros Z, tener un homomorfismo
como antes es equivalente a tener un automorfismo del algebra: las correspondencias

a:Z — Aut(A) — «(l) € Aut(A) y
a € Aut(A) — a:Z— Aut(A), dado por a(n) = a”

son inversas entre si.

Sean « un automorfismo de A, y & la accién que él induce. Un par covariante de
(A,Z,a) en una C*-algebra B es un par (7,U) donde 7 : A — B es un homomorfismo y
u: Z — U(B) es una representacién unitaria de Z, que satisfacen

upm(a)u, = m(an(a)),

para todo a en A. Como se tiene que u, = (u1)", es claro que los pares covariantes de
(A,Z, @) estan en biyeccién con los pares (m,U) donde 7 : A — B es un homomorfismo y
U es un elemento unitario de B, que satisfacen Un(a)U* = 7(a(a)) para todo a en A.

Puede verse que en esta situacién, A xz Z es (isomorfa a) la C*-dlgebra universal
generada por una copia de A y un elemento unitario u sujetos a las relaciones

uau® = a(a) para todo a € A.

En el producto cruzado, el automorfismo « queda codificado como la conjugacién por un
elemento unitario universal: el automorfismo del dlgebra se transforma en un automorfis-
mo interno del producto cruzado, que es la “minima” algebra en donde esto ocurre.

En este trabajo estudiaremos la definiciéon del producto cruzado por un endomorfismo
introducida por Exel en [9].

Comenzamos con una motivacién para su construccion.

Cuando el sistema es irreversible, nos proponemos codificar la accién del endomorfis-
mo a través de alguna identidad algebraica en (lo que quisiéramos que fuera) el producto
cruzado. Una relacién que fue recurrentemente planteada como aquella que codifique al
endomorfismo es

a(a) = SaS™ para todo a € A,

donde ademas se exige que S sea una isometria. Esta eleccién tiene serias deventajas, entre
las cuales destacamos que sélo endomorfismos de rango hereditario pueden ser implemen-
tados de esta forma. La relacién que tomaremos en este trabajo como codificadora del
endomorfismo serd

Sa = a(a)s,

pero no exigiremos de antemano que S sea una isometria, ni siquiera una isometria parcial.
Es claro que en el caso de un automorfismo, la identidad que define un par covariante es
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equivalente a que ua = a(a)u, de modo que en estos casos, la relacién propuesta coincide
con la que define los productos cruzados por automorfismos.

La construccién del producto cruzado de Exel tendra como ingredientes una C*-alge-
bra unital A y un endomorfismo o : A — A. No asumieremos que « preserva la unidad ni
que es inyectivo. La imposibilidad de invertir a nos lleva al otro ingrediente esencial: un
operador de transferencia, que jugara el rol de “inversa”’ de a.

Para motivar la definicién de los operadores de transferencia, consideramos primero el
caso clasico: un sistema dindmico (topoldgico) irreversible.

Sean X un espacio compacto y de Hausdorff, y ¢ : X — X un mapa de recubrim-
iento, es decir, una funcién continua, sobreyectiva que es un homeomorfismo local. En
este contexto, |c~!(z)| es no nulo y finito para todo = de X. Asociado al mapa ¢ hay un
endomorfismo de la C*-dlgebra unital A = C'(X): el endomorfismo dual de o, « = o*, que
estd dado por a(f) = foo, para toda f en C(X). Ademds, es un endomorfismo inyectivo,
puesto que o es sobreyectivo. En este contexto, es facil ver que si £ : C(X) — C(X) es el
operador lineal y positivo dado por

LHE) = S S,

]
7 D) e xiot=a)

entonces £ es una inversa a izquierda de «, es decir, £ o a = idg(x). En efecto, si f €
CX)yrelX,

Loa(f)w) = Lfoo)m)=L(foo)e)—— 3 floW) = f().

]
S GO oy

Analogamente deducimos que L(a(f)g) = fL(g) para todas f,g € C(X). Observemos
que la funcién L(f) representa el valor esperado del elemento observable f, una unidad
de tiempo hacia el pasado.

En contextos més generales, como por ejemplo cuando ¢ no es sobreyectivo, no pode-
mos esperar que exista algin operador £ que satisfaga £ o o = id¢(x). Sin embargo, nos
concentramos en la identidad L(a(f)g) = fL(g), que es similar a la primera pero mucho
menos exigente; tanto que siempre existe algin operador de transferencia £ que la satisfa-

ga.

Volviendo al caso no conmutativo, definimos un operador de transferencia para el par
(A, «) como siendo un mapa lineal y positivo de A en si misma que satisface L£(a(a)b) =
al(b) para todos a,b en A.

La idea de incluir un operador de transferencia en la construccién del producto cruza-
do viene del hecho de que casi todos los ejemplos de productos cruzados de un algebra
A por un endomorfismo «, resultan en un algebra B que contiene a A como subdlgebra,
asi como a un elemento S que satisface S*AS C A. Como esto ocurre dentro de A y no
en el producto cruzado propiamente, uno deberia definir de antemano cuél deberia ser
el mapa a — S*aS : A — A. A este mapa lo denotamos por £ y le llamamos operador
de transferencia, imponiéndole ademas que cumpla la identidad que mencionamos més
arriba. Observemos que a — S*aS es necesariamente lineal y positivo, sin importar si S
es una isometria o no.
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Sean A, a y £ como en los parrafos anteriores. Como un primer paso hacia la constru-
ccién del producto cruzado, podemos considerar el dlgebra universal generada por (una
copia de) A y un elemento S sujetos a las relaciones

Sa = afa)S vy
S*aS = L(a),

que denotamos por 7 (A, «a, L).

El lector notara inmediatamente que estas relaciones son totalmente asimétricas con
respecto a S. Por ejemplo, no existe, a priori, ninguna forma de transformar una expresién
del tipo a5, pero si para Sa. La razén de esta asimetria en las relaciones que involucran
a S es el hecho de que en general, la evolucion del tiempo en los sistemas dindmicos que
estamos considerando es irreversible. En efecto, mientras el endomorfismo « puede inter-
pretarse como el determinante de la evolucién hacia el futuro del sistema bajo estudio,
el operador de transferencia debe ser entendido como quien brinda informacién sobre el
pasado. En el caso de los sistemas irreversibles, es decir, cuando « no es invertible, es de
esperar que la evolucién del tiempo se comporte de forma muy diferente dependiendo si
estamos considerando el futuro o el pasado.

En el caso en que a es un automorfismo y elegimos £ como siendo su inversa, el
dlgebra 7 (A, a,a™!) no es el producto cruzado A x, Z: este tltimo es un cociente de
ella. Por lo tanto, resulta evidente que el producto cruzado de A por el endomorfismo «
no deberfa ser 7 (A, «, £) sino un cociente. Como los cocientes de las algebras universales
usualmente surgen de introducir nuevas restricciones, debemos introducir mas de ellas
para obtener una definicién satisfactoria del producto cruzado.

Sea M = AS, el subespacio cerrado de 7 (A, «, L) generado por los elementos de
la forma aS con a en A. Usando las propiedades que definen al elemento S, es facil veri-
ficar que AM C M y MM*M C M. Por lo tanto, M es invariante por la multiplicacion a
izquierda por elementos tanto de A como de M M™*. Asi, podria ocurrir que para ciertos a
en Ay ken MM?*, los operadores de multiplicacion a izquierda en M por a y k coincidan,
esto es, que para todo b en A se cumpla

abS = kbS.

Si este el caso, llamamos al par (a, k) una redundancia.

Siguiendo las ideas de Pimsner, debemos “eliminar” las redundancias, es decir, cocien-
tar 7 (A, a, £) por el ideal bilateral cerrado generado por las diferencias a — k, donde (a, k)
es una redundancia. Sin embargo, mirando algunos ejemplos concretos, resulta que elimi-
nar todas las redundancias parece ser demasiado drastico. Estos mismos ejemplos sugieren
que las redundancias a eliminar son aquellas para las cuales el elemento a esta en el ideal
generado por la imagen de a.

Eliminar estas redundancias equivale a agregar una relacion a las que definen el algebra
T(A, a,L): cada vez que un par (a,k) € Aa(A)A x MM* satisface abS = kbS para todo
b en A, se tiene que a = k.

Finalmente, definimos el producto cruzado A, N como siendo el cociente de 7 (A, o, £)
por el ideal generado por las redundancias con a € Aa(A)A.
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Puede argumentarse que la construccion de este producto cruzado no es intrinseca
al C*-sistema dindmico (A, «), ya que uno debe elegir de antemano un operador de trans-
ferencia, que en general no es Unico. Sin embargo, en la mayoria de los ejemplos parece
haber un operador de transferencia distinguido. Por ejemplo, cuando estamos frente a un
endomorfismo inyectivo « de la C*-algebra A que tiene rango hereditario, el mapa

E:A — A,
a — a(l)aa(l) € a(A)

es una esperanza condicional de A sobre el rango de «, y la composicién £ = a~! o E es
un operador de transferencia para el par (A, ), que en cierto sentido es canénico.

El contexto de los sistemas dindmicos clasicos, y mas concretamente, el de endo-
morfismos inducidos por mapas de recubrimiento, es el que cuenta con resultados maéas
satisfactorios en la teoria que desarrollaremos en este trabajo. A modo de ejemplo, men-
cionamos que es posible caracterizar la simplicidad del producto cruzado en términos de
las propiedades topoldgicas del sistema dindmico en cuestién (ver el teorema 6.4.4). En
algunos casos especiales es posible también dar una descripcion satisfactoria de la estruc-
tura de ideales del producto cruzado en términos de los abiertos que son invariantes por
el sistema dindmico (ver el teorema 6.3.8).

En cuanto a la estructura de este trabajo, hemos organizado su presentacion de la
siguiente forma.

En el primer capitulo damos un breve repaso de la teoria basica de los médulos de
Hilbert y las C*-correspondencias, que son una generalizacion natural de los espacios de
Hilbert. A menos de algunas definiciones balectura de este capitulo podria posponerse
hasta después del capitulo 3.

En el segundo capitulo presentamos la construccién del producto cruzado por un en-
domorfismo, siguiendo el trabajo realizado por Exel en [9]. Este es el principal capitulo de
este trabajo y en €l se basan los capitulos 3, 5 y 6.

En el tercer capitulo se estudian algunos ejemplos de C'*-algebras bien conocidas que
surgen como productos cruzados por endomorfismos. También se compara la construccién
introducida por Exel con otras nociones de producto cruzado anteriores, asi como con el
producto cruzado por un automorfismo.

El cuarto capitulo tiene como objetivo introducir las definiciones y primeras propiedades
de ciertas dlgebras asociadas a C*-correspondencias: las algebras de Toeplitz, de Cuntz-
Pimsner y de Cuntz-Pimsner relativas.

El quinto capitulo estd basado en el trabajo de Brownlowe y Raeburn [4] y mues-
tra como el producto cruzado introducido por Exel puede identificarse como el algebra
de Cuntz-Pimsner asociada a una correspondencia que surge naturalmente a partir del
endomorfismo y el operador de transferencia.
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Finalmente, el sexto y ultimo capitulo estd dedicado al estudio del producto cruza-
do por endomorfismos que surgen a partir de un mapa de recubrimiento de un espacio
compacto, como fue descrito més arriba. En este contexto es donde se cuenta con resulta-
dos maés profundos, a pesar de estar todavia lejos de obtener una comprension satisfactoria
del comportamiento y estructura de esta construccion.

Por dltimo, mencionamos que el orden de los capitulos presentado en este trabajo
no es el Unico posible ni necesariamente el mejor. Los capitulos 1 y 4 son esencialmente
independientes de los capitulos 2, 3 y 6; mientras que en el 5 se identifican las construc-
ciones de los capitulos 2 y 4.

Aquellos lectores con interés en la topologia y la dindmica podrian encontrar méds mo-
tivaciones en la lectura si siguieran el orden 2-3-6-1-4-5, mientras que aquellos con interés
en el algebra podrian preferir el camino 1-2-4-5-3-6.
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Capitulo 1

Preliminares en mdédulos de
Hilbert y C*-correspondencias.

En este capitulo se da un réapido resumen de las definiciones, propiedades y construc-
ciones bésicas asociadas a los médulos de Hilbert y a las C*-correspondencias. Se dedicaran
secciones especiales para la definicién de los mapas adjuntables entre médulos de Hilbert,
asi como para la construcciéon del producto tensorial interno.

La referencia bédsica para esta seccién es [13]. También se puede encontrar una pre-
sentacion ordenada y condensada de esta teorfa en el primer capitulo de [1].

1.1. Mobdulos de Hilbert.

Definicién 1.1.1. Sea A una C*-dlgebra. Un A-mddulo de Hilbert (a derecha) es una
dupla (X, (-,")x), donde X espacio de Banach con estructura de A-mddulo a derecha, y
(,)x : X x X — A es una funcién (denominada producto interno en X con valores en
A), que satisface

» (-,-)x es lineal en la segunda coordenada.

x,y-a)x = {(x,y)xa, para todos z,y en X, a en A.

z,y)% = (y,x)x, para todos z,y en X.

(
(
(
(x,z)x > 0 para todo z en X,y (x,z)x = 0 siy sélo si z = 0.

1
Ademas, exigimos que ||z||x = [|(x,x)%||4 para todo = en X, es decir, que la norma de X
como espacio de Banach esté inducida por el producto interno con valores en A.

Analogamente se definen los médulos de Hilbert a izquierda.
Observacion 1.1.2. Es usual escribir X4, o simplemente X, en lugar de (X, (-, ") x).
Notacion. Sea X4 un médulo de Hilbert. Si  es un elemento de X, denotamos |z| =

1
(z,z)% y le llamamos el mddulo de z. Observar que el médulo de x es un elemento de A,

y que la norma de x como elemento de X coincide con la norma de |z| como elemento de

A.

Los moédulos de Hilbert representan una generalizacién natural de los espacios de
Hilbert, donde el producto interno (que se asume lineal en la segunda coordenada) puede

16



tomar valores no sélo en C sino en una C*-algebra arbitraria.
Los siguientes son ejemplos basicos de médulos de Hilbert.

Ejemplo 1. Sean A una C*-ilgebra e I un ideal de A. Entonces I es naturalmente un
modulo a derecha, donde la acciéon de A estd dada por i - a = ia para todos ¢ en I, a en
A. También existe un producto interno en el méduloX = I con valores en A dado por
(1,7)=1*j para todos i,j en I. Ademads, para todo i en I se tiene que

1 1
éll ¢y x = GG DN = el 3 = 1l2l]-

Por lo tanto, I es naturalmente un moédulo de Hilbert sobre A.
En particular, toda C*-dlgebra A es naturalmente un A-mdédulo de Hilbert sobre ella
misma.

Observacion 1.1.3. En vista del ejemplo anterior, si A es una C*-dlgebra, A es siempre
un moédulo de Hilbert sobre si misma. Nos referiremos a la estructura del médulo A4 del
ejemplo anterior como la estructura candnica.

Observacion 1.1.4. Este ejemplo también muestra que la definicién del valor absoluto de
un elemento en un médulo de Hilbert es una generalizacion del concepto de valor absoluto
en una C*-dlgebra. En efecto, si A es una C*-dlgebra y tomamos el médulo X4 = A4,
entonces )
1 1
lalx = (a,a)% = (a"a)2 = |a|a.
Ejemplo 2. Sea H un espacio de Hilbert; denotamos su producto interno por (-, -)3. En-
tonces X = H es un médulo de Hilbert sobre A = C, donde la accién es la multiplicacién
por escalares, y el producto interno estda dado por (h, k)x = (k, h)y para todos h,k en H.

La siguiente es una generalizacion al contexto de los médulos de Hilbert de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz para espacios de Hilbert. Su demostracién puede encontrarse en
[13].

Lema 1.1.5. Sea X un mddulo de Hilbert sobre A. Entonces, para todos z,y en X se
tiene que
2
(2, y)x " < [z, 2)x || (v, ) x-

Corolario 1.1.6. En el contexto del lema anterior,
[z, mxlla < lzlxllyllx vy [ allx < llzllxlalla

para todos x,y en X y a en A. En particular, el mapa (-,-)x : X x X — A es continuo.

1.2. Operadores adjuntables entre médulos de Hilbert.

En la categoria de los A-mdédulos de Hilbert, los morfismos seran los mapas lineales
continuos que respetan la accién de A y que ademés admiten un operador adjunto, en el
mismo sentido que en espacios de Hilbert. A pesar de que en estos ltimos espacios, la
continuidad de un operador basta para asegurar la existencia de un adjunto, en el contexto
de los moédulos de Hilbert esto no es suficiente, como veremos mas adelante. Esto motiva
la siguiente definicion.
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Definicion 1.2.1. Sean X 4,Y4 dos moédulos de Hilbert y T : X — Y una funcién.
Decimos que T es adjuntable si existe otra funcion 7™ : Y — X que satisface para todos
zen X,yenY

(Tz,y)y = (=, T"y)x

A una funcién como T™ se le denomina adjunto de T.

Observacion 1.2.2. SiT : X — Y es adjuntable y T* es un adjunto de T', entonces Ty T*
son lineales y acotados.

Si X,Y son A-médulos de Hilbert, denotamos por £(X,Y) al conjunto de los opera-
dores adjuntables de X en Y. Ademas, resulta un espacio normado con la norma ||T|| =

Sup <1 |7y -

Lema 1.2.3. Sea X un mddulo de Hilbert sobre A. Entonces para todo x en X,

lzllx = sup |[{z,y)x]la= sup [[(z,y)x]a-
lyli<1 lyll=1

Ademds, si (z,z)x = (y,z)x para todo z en X, entonces x = y.

Proposicién 1.2.4. Sean X,Y,Z A-mddulos de Hilbert, S y T en £(X,Y), R en £(Y, Z),
y A\, 1 en C. Entonces

» T es A-lineal, es decir, T'(x - a) = T'(z) - a para todos a en A y x en X.

= Fxiste un unico adjunto para T, que denotaremos por T*, y ademds T* es un ele-
mento de £(Y, X).

AS + uT es un operador en £(X,Y) y (AS + uT)* = \S* + uT*.

» RoT es un operador adjuntable en £(X,Z) y (RoT)* =T" o R*.
» £(X,Y) es un subespacio cerrado de B(X,Y).
= TN =T y 17T = 1T)*.

Demostracion. Las afirmaciones (1)-(4) y (6) son rutinarias. Demostremos la (5). Para ver
que los mapas adjuntables son acotados, usaremos el Teorema del Gréfico Cerrado.

Dado T en £(X,Y), supongamos que {zy,}22, es una sucesiéon en X que converge
a un cierto x de X, y tal que lim, Tz, = y para un cierto y de Y. Probaremos que es
Tz = y. En efecto, si z es un elemento de Y, entonces

(y, 2)y = lm(Txp, 2)y = lim(z,, T 2)x = (2, T 2)x = (Tz, 2)y,
n n

de modo que por el lema anterior se tiene que y = Tx, y por lo tanto T pertenece a
B(X,Y).

Probemos que £(X,Y) es cerrado en B(X,Y). Sea {T},}22, una sucesién en £(X,Y)
que converge a un cierto 7' de B(X,Y'). Por la propiedad (6), {T;:}>°, es también de
Cauchy en B(X,Y), y por lo tanto existe S en B(X,Y) tal que lim,, T,; = S. Veamos que
T* = S. Para ello, alcanza conobservar que para todos x en X, y en Y, se tiene

(T, y)y = lm(T,,y)y = lim(z, T3y)x = (z, Sy)x.
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Corolario 1.2.5. Si X4 es un mddulo de Hilbert, entonces £(X) es una C*-dlgebra unital.

El préximo ejemplo muestra que en general la inclusién £(X,Y) C B(X,Y) es estricta.

Ejemplo 3. Sean X = Cy((0,1]),A =Y = C([0,1]) con las estructuras de A-médulos
de Hilbert definidas en el ejemplo 1, y T" : X — Y la inclusién. Claramente 1" es una
isometria, por lo que en particular es mapa acotado. Veamos que no es adjuntable. Para
ello, supongamos que existe 7% : Y — X un adjunto de T'. En ese caso,

(T(2),y)y = (z,y)y ="y
y también
(T(x),y)y = (&, T*(y)x = ="T"(y)
para todos x en Cy((0,1]), y en C([0, 1]). Por lo tanto, debe ser T*(y) = y para todo y de
C(]0,1]), lo cual es absurdo.

Terminamos este apartado definiendo los operadores compactos generalizados en modu-
los de Hilbert. Al igual que en espacios de Hilbert, podemos definirlo como la clausura
del ideal (algebraico) generado por los operadores de rango finito. Comenzamos definiendo
estos ultimos.

Definicién 1.2.6. Sean X, Y dos mddulos de Hilbert sobre A. Si z € X,y € Y, definimos
0y X =Y por 0, ,(2) =y(x,z)x para todo z en X.

Observacion 1.2.7. Sean X,Y, Z médulos de Hilbert sobre A. Entonces

0;,% = Hx,y y 02,1/ o vax = 02,<y,y/)x7
parazen X, 7,y enY y z en Z.

Definimos el dlgebra de operadores de rango finito entre X e Y por
F(X,Y)=span{ly, :x € X,y € Y}
Por la observacién anterior, (X ) es una *-subalgebra de £(X).

Definicién 1.2.8. Si X,Y son médulos de Hilbert sobre A, definimos el dlgebra de ope-

radores compactos entre X e Y por K(X,Y) = F(X,Y).

Observacion 1.2.9. Si X es un médulo de Hilbert, entonces K(X) es una C*-subélgebra
de £(X). Més atin, es un ideal de £(X).

Demostracion. Alcanza con ver que F(X) es un ideal (algebraico) de £(X), ya que la
clausura de un ideal es también un ideal. Para ello, basta notar que si T es un operador
adjuntable en X, entonces

Tobys=0rys v OyooT =0y10
para todos x,y en X. ]

Observemos que en general, si X,Y son médulos de Hilbert sobre A y T es un op-
erador compacto entre ellos (segin la definicién anterior), entonces no necesariamente 7'
es compacto en el sentido de operadores entre espacios de Banach. En efecto, si A es un
algebra unital y tomamos X =Y = A, entonces idq = 611 es un operador compacto (y
por lo tanto K(A) = £(A4)), y claramente no es un operador compacto viendo a A como
un espacio de Banach, a menos que la dimensién de A sea finita.
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1.3. Productos tensoriales de modulos de Hilbert.

Procedemos a definir brevemente el producto tensorial interno entre dos médulos de
Hilbert. También presentamos varias propiedades que él satisface. El objetivo es dejar
registro de las definiciones que usaremos en la préxima seccién.

Definicion 1.3.1. Sean X e Y dos A y B-mdédulos de Hilbert a derecha respectivamente,
y ¢ : A— £(Y) un homomorfismo. Podemos ver a Y como un A-mdédulo a izquierda, con
la accién dada por a-y = ¢(a)y paraaen A, yen Y.

Consideramos el producto tensorial X ©®4 Y como siendo el cociente del producto
tensorial algebraico X ®;4 Y por el subespacio generado por los elementos de la forma

r-a®y—1z® d(a)y,

paraze X, yeY yae€ A
Hay una accién de B en X ®4Y dada por (z®y)-b=2® (y-b), conlocual X ©4Y
es un B-mddulo.

Proposicién 1.3.2. (Proposicion 4.5 de [13]). En las condiciones de la definicion anteri-
or, X ®4Y es un B-mddulo con producto interno, donde el producto interno en tensores
simples estd dado por

(1 @y1,72 @ y2)x0.y = (Y1, 0((T1, T2) X )Y2) v,
para todos x1,x2 en X, y1,y2 en Y.

Demostracion. La demostracién consiste en mostrar que la férmula anterior en el pro-
ducto tensorial algebraico X ®q4 Y define una forma sesquilineal y positiva, y que los
elementos w € X ®g4 Y de norma nula son exactamente los del subespacio generado por
las diferencias z-a ® y — x @ ¢(a)y parax en X, yen Y y a en A. O

Definicion 1.3.3. Sean X e Y dos A y B-mdédulos de Hilbert a derecha respectivamente,
y ¢ : A — £(Y) un homomorfismo. El producto tensorial interno de X con Y relativo al
homomorfismo ¢, que denotamos por X ® 4 Y, es la completacién de X ® 4 Y con respecto
a la norma que induce el producto interno definido en la proposicién anterior.

Observacion 1.3.4. En las condiciones de la definicién anterior, X ® 4 Y es un B-mddulo de
Hilbert a derecha, con la accién y el producto interno inducidos por las correspondientes
en X ®47Y.

Ejemplo 4. Sean H un espacio de Hilbert, A una C*-dlgebra, 7 : A — B(H) una rep-
resentacién, y X un A-médulo de Hilbert. En virtud del ejemplo 2, a menos de conju-
gar su producto interno, H es un C-moédulo de Hilbert, y por lo tanto el homomorfismo
m:A— B(H) = £(H) nos permite construir el producto tensorial interno X ®4 H, que
resulta un C-modulo de Hilbert, es decir, un espacio de Hilbert. El producto interno en
X ®a H queda determinado por

<:C @ h,y® k>X®'H = <h777(<1‘7y>X)k>Ha

para todos z,y en X y h,k en H.
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En este mismo contexto, podemos definir Ind(w) : £(X) — £(X ®aH) = B(X ®4 H)
por
Ind(m)(S)(x ® h) = Sz ® h,

para S en £(X) y h en H. Ademds, se cumple que Ind(m) es inyectiva si 7 lo es. En efecto,
sea S en £(X) tal que Ind(m)(S) = 0. Esto equivale a que para todos z en X y h en H,

0= Ind(m)(S)(x ®h) = Sz @ h.

Como 7 es inyectiva, la identidad anterior (valida para todo h) equivale a que Sz = 0
para todo z, es decir, S =0, y asi Ind(rw) es inyectiva.
Ver el capitulo 4 de [13] por mas detalles en este y otros ejemplos.

1.4. (C*-correspondencias.

En esta seccién definiremos las C*-correspondencias, también llamadas por algunos
autores bimddulos de Hilbert: ver [12]. Evitaremos usar ese término para referirnos a las
correspondencias, ya que ese nombre usualmente es reservado para un objeto que tiene
estructura de médulo de Hilbert tanto a derecha como a izquierda (en particular, estdn
munidos de dos productos internos). Sugerimos consultar el primer capitulo de [1] por las
definiciones de estos y otros objetos.

Definicién 1.4.1. Una correspondencia (a derecha) es una terna (A, X, B), donde Xp es
un médulo de Hilbert a derecha, y existe una accién - : A x X — X que satisface

*

(a-a:,y>X = <$7a 'y>X>

para todos z,y en X, a en A.
Equivalentemente, Xg es un médulo de Hilbert y se tiene un homomorfismo ¢ : A —
£(Xp) dado por ¢(a)xr =a - x.

Obsérvese que, debido a las propiedades del producto interno, la definicién dada im-
plica que toda correspondencia (A, X, B) es en particular un A — B-bimddulo: X admite
una accién a izquierda de A y una a derecha de B.

Por otro lado, observemos también que una correspondencia es en particular un médu-
lo de Hilbert a derecha. Por lo tanto, todos los resultados de las secciones anteriores son
aplicables a las correspondencias.

En la mayoria de este trabajo estaremos interesados sélo en correspondencias en las
cuales las acciones a izquierda y derecha estén dadas por la misma algebra. Serd frecuente
el uso de la siguiente convencion.

Notacion. Es usual denotar a las correspondencias de la forma (A, X, A) simplemente por
(X, A) o X4, indicando que se trata de una correspondencia y no de un médulo. En estos
casos diremos que X es una correspondencia sobre A o una A-correspondencia.

Ejemplo 5. Sea A una C*-dlgebra. El ejemplo 1 muestra cémo obtener el médulo de
Hilbert A 4. Adem4s, la multiplicacién a izquierda por elementos de A define una accién
de A por operadores adjuntables de A, ddndole a A una estructura de correspondencia
sobre si misma. Al igual que en la observacién 1.1.3, nos referiremos a esta estructura de
correspondencia para una C*-algebra como la candnica.
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Observacion 1.4.2. Sean (A, X, B)y (B,Y,C) dos correspondencias. Denotamos sus ac-
ciones izquierdas por ¢x y ¢y respectivamente. De acuerdo a la definicién del producto
tensorial interno entre médulos de Hilbert (1.3.3), podemos formar el producto tenso-
rial entre los médulos de Hilbert Xp e Y relativo al homomorfismo ¢y : B — £(Y).
Asi X ®p Y es un C-médulo de Hilbert. Ademés, la accién de A en X induce una accién
de Aen X ®pY dada por a- (x ®y) = (a-z) ®y, dindole a X ®p Y estructura de
(A — C)-correspondencia. Ver [1] por los detalles de esta construccién.

Terminamos este capitulo definiendo la suma directa de una familia arbitraria de corres-
pondencias. Los detalles técnicos que ella involucra pueden encontrarse en [12].

Definicién 1.4.3. Sean A una C*-dlgebra y {X* : A € A} una familia de correspon-
dencias sobre A. Entonces la suma directa algebraica Xy es un A-mddulo a derecha con
semiproducto interno, donde

(@2)-a=(zx-a) vy (@) () =D _(@r 1)

A

Podemos entonces completar Xy para obtener un A-mdédulo de Hilbert que denotamos
X = @yea X, Existe una accién a izquierda de A en X definida por a - (z)) = (a - xy),
que extiende a una accién de A por operadores adjuntables en @, X?*, ddndole a éste una
estructura de correspondencia sobre A.
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Capitulo 2

Una nueva definicién del producto
cruzado por un endomorfismo.

2.1. Operadores de transferencia.

Sean A una C*-algebra unital y a: A — A un endomorfismo. Comenzamos retomando
la definicién motivada en la introduccion.

Definicién 2.1.1. Un operador de transferencia para el par (A, «) es un mapa lineal y
positivo £ : A — A que verifica L(a(a)b) = aL(b) para todos a,b en A.

Observacion 2.1.2. Como consecuencia de la positividad, un operador de transferencia
L siempre es continuo y autoadjunto, es decir, £L(a*) = L(a)* para todo a en A. En
consecuencia, también se verifica L(aa(b)) = L(a)b para todos a,b en A. En particular, el
rango de L es un ideal bilateral de A.

Observacion 2.1.3. Sea L un operador de transferencia para el par (A, «). Entonces el
nicleo de « y la imagen de £ son ortogonales: ker(a) L rango(L).

Demostracion. Dados a € ker(a),b € A, tenemos que aL(b) = L(a(a)b) = 0. O

Denotaremos por R a la imagen de a: R = a(A), que es una C*-subdlgebra de A.

Definicion 2.1.4. Dada una C*-dlgebra B, una esperanza condicional en B es un mapa
lineal y positivo (y por lo tanto continuo) F : B — B tal que la imagen de E es una
C*-subélgebra de B, E|gp) = idgp) y tal que E es lineal para la estructura de E(B)-
bimédulo de B, esto es, si a € B, b € E(B), entonces E(ab) = E(a)by E(ba) = bE(a).

Observacion 2.1.5. En las condiciones de la definicién anterior, E?> = E y si E es no nulo,
entonces || E| = 1.

Dado un operador de transferencia £, definimos FF : A — A por E = a o L, que es
lineal y positivo. Ademads, F es lineal para la estructura de R-bimédulo de A. En efecto,
sia€ AybeR conb=a(c), se tiene

E(ab) = a(L(ab)) = a(L(aa(c))) = a(L(a)c) = E(a)b.
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Como E(A) C R, para probar que E es una esperanza condicional de A sobre R,
bastard ver que E|gr = idg. La siguiente proposicién da condiciones necesarias y suficientes
en L para que esto ocurra.

Proposicién 2.1.6. Sea £ un operador de transferencia para el par (A, «). Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. E=aoL es una esperanza condicional sobre R.
2. aoLoa=a.
3. a(L(1)) = a(1).

Demostracion. Veamos primero que las condiciones (1) y (3) son equivalentes. Si E|g =
idr, entonces a(L(a(a))) = E(a(a)) = a(a) para todo a en A. Reciprocamente, si b = a(a)
es un elemento de R, entonces E(b) = E(a(a)) = a(L(a(a))) = a(a) = b,y asi E|g = idg.

Veamos ahora que las condiciones (2) y (3) son equivalentes. Supongamos que cvoLoq =
a. Tomando @ =1 en la identidad £L(a(a)) = aL(1) deducimos que L(a(1)) = L(1) y que
por lo tanto a(1) = a(L(a(1))) = a(L(1)). Reciprocamente, si a(L(1)) = a(1), tenemos
que a(a) = a(l)a(a) = a(L(1)a) = a(L(a(a))) para todo a en A. O

Definicion 2.1.7. Un operador de transferencia £ es no degenerado si cumple cualquiera
de las equivalentes condiciones en la proposicién anterior.

Los operadores de transferencia no degenerados presentan buenas propiedades y los
ejemplos mas interesantes de las construcciones de este trabajo se obtendran a partir de
ellos. Sin perjucio de ello, la teoria se llevard adelante bajo las hipétesis méas generales
posibles.

Proposicién 2.1.8. Sea L un operador de transferencia no degenerado para el par (A, ).
Entonces ker(a) = rango(L)*. En particular rango(L) es cerrado y A = ker(a)@rango(L).

Demostracion. Como el rango de £ y el nicleo de « son ortogonales, bastard demostrar
que su suma es A. Para ello, sea a en A y observemos que a = (a — L(a(a))) + L(a(a)),
donde a(a — L(a(a))) = 0 si £ es no degenerado. O

La siguiente proposicion proporciona un método general para obtener operadores de
transferencia no degenerados. Ademas, en el caso en que el endomorfismo « sea inyectivo,
este resultado muestra que existe una biyeccién entre las esperanzas condicionales sobre
R y los operadores de transferencia no degenerados para (A, «).

Proposicién 2.1.9. Sean E : A — R una esperanza condicional sobre R, J un ideal de
A tal que A= J @ker(a) y 3: R — J la inversa de la restriccion de o a J: 3 = ()7 .
Entonces L := o E es un operador de transferencia no degenerado para el par (A, o) y
ademds o L =F.

Demostracion. Es claro que £ es positivo, por ser la composiciéon de dos mapas positivos.
Por otro lado, como

L(a(a)b) = B(E(a(a)b)) = B(a(a)E(D)),
y «alj es inyectiva, tenemos que L(a(a)b) = aL(b) siy sélo si a(B(a(a)E(D))) = alal(b)).
Dado que « es inversa a izquierda de f3, el primer término es igual a a(a)E(b). Finalmente,

a(al(b)) = afaf o E(b)) = ala)ao B(E(b)) = aa)E(b),

lo que prueba que L es un operador de transferencia. Finalmente, co L = aofo E =F
y esto prueba que £ es no degenerado, ya que E es una esperanza condicional. ]
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2.2. El producto cruzado.

En esta seccidn, fijamos una C*-dlgebra unital A, un endomorfismo o : A — A y un
operador de transferencia £ : A — A para el par (A, «).

Definicién 2.2.1. Denotaremos por 7 (A, «a, L) a la C*-dlgebra unital universal cuya
unidad coincide con la unidad de A, y que estd generada por una copia de A y un elemento
S sujetos a las relaciones

1. Sa=a(a)S
2. S*aS = L(a)
para todo a en A.

Observacion 2.2.2. Como ||S||? = [|S*S|| = || £(1)]], las relaciones anteriores son admisibles
en el sentido de Blackadar (ver [3]), lo cual implica la existencia del dlgebra universal.

Observacion 2.2.3. Si L(1) = 1, entonces S es una isometria, a pesar de que en general
este elemento no serd ni siquiera una isometria parcial.

Por definicién, 7 (A, «, £) es universal para la familia de representaciones que definimos

a continuacién.

Definicién 2.2.4. Una representacion Toeplitz-covariante de la terna (A, «, L) en una
C*-dlgebra unital B es un par (p, V) donde p : A — B es un homomorfismo unital y V' es
un elemento de B, que ademas satisfacen

« Vp(a) = plafa)V
= V*p(a)V = p(L(a))
para todo a en A.

Denotamos por (i4,.5) a la representacién Toeplitz-covariante universal de (A, o, £) en
T(A,«a,L). La universalidad de 7 (A, a, L) con respecto a las representaciones Toeplitz-
covariantes de (A, «, £) debe entenderse de acuerdo al enunciado de la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 2.2.5. Sea (p,V) una representacion Toeplitz-covariante de (A, o, L) en
una C*-dlgebra B. Entonces existe un unico homomorfismo p x V : T(A,a, L) — B que
satisface p x V(S) =V y que hace conmutar el siguiente diagrama:

A5 T(Aa, L)

SO

B.

El siguiente lema proporciona un método sencillo para el calculo del producto de dos
elementos en 7 (A, a, £).

Lema 2.2.6. Dados n,m,j,k en N y a,b,c,d en A, sean x,y en T(A,«, L) dados por
x=1ia(a)S"S*™ia(b),y =ia(c)STS**is(d). Entonces

[ ia(aa™(L™(be)))STmIS R4 (d),  sim < §;
= iala)SmS* M=tk 4 (aF (LI (be))d),  sim > j.
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Demostracion. Verificamos la igualdad en el caso m < j; el otro es andlogo.
zy = (ia(a)S™S ™ia(b)) (iA(c)SjS*kiA(d)) = ia(a)S™5*™i5(be)S™mSI ™S Ki 4 (d)
= ia(a)S™ia(L™ (b)) SIS Ri4(d) = ia(aa™ (L™ (be))) SIS i 4 (d).
O

Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.7. El dlgebra T (A, «a, L) coincide con el subespacio cerrado generado
por
X ={ia(a)S"S* ™is(b) : a,b € A yn,m € N}

Demostracion. Por el lema anterior, el subespacio generado por X es un algebra. Como
también es autoadjunto, su clausura es una C*-subdlgebra de 7 (A, «, £). Por tltimo, como
contiene a A y a S, debe coincidir con esta tltima. O

Si bien el mapa ig : A — T(A,«, L) no es inyectivo en condiciones mas generales,
si lo serd en este contexto. Para probar esto, alcanzara con encontrar una representacion
Toeplitz-covariante (p, V') tal que p: A — B sea inyectiva (si este es el caso, decimos que
(p, V) es una representacién Toeplitz-covariante fiel). En efecto, la proposicién anterior
implicard que p x V oigq = p y por lo tanto i4 serd necesariamente inyectiva.

Construiremos a continuacién una representacién Toeplitz-covariante fiel de (A, a, £)
en los operadores adjuntables de cierta correspondencia. Esta correspondencia serd a su
vez la suma de cierta sucesién de correspondencias, donde el primer sumando serd la C*-
algebra A. Comenzamos la construccién definiendo el segundo sumando.

Sea A, una copia de A como espacio vectorial en donde definimos una estructura
de A-médulo a derecha a través de m - a = ma(a) para cada m en Az y a en A. También
definimos un producto interno en A, con valores en A por (m,n), = L£(m*n) para m,n en
Ar.SiN:={a € Ar : (a,a)r = 0}, entonces N es un subespacio de A, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, de modo que pasando al cociente por el mismo obtenemos el mapa
cociente q : Ay — A—]\f. Completando q(Az) = A—NE si es necesario, obtenemos un A-mdédu-
lo de Hilbert a derecha, que denotamos M. A los elementos de g(Az) los denotaremos

igual que a los elementos de Ay, es decir, omitiremos el mapa ¢ para no cargar la notacién.

Por otro lado, si a € A,m € A, tenemos que
[am, am) c|| = | £(m*a*am)|| < [lal*[|L(m*m)|| = |la|?[[{m, m)c]|

por lo que la multiplicacién a izquierda por un elemento a € A en A, induce un operador
¢(a) : My — M, que resulta acotado y puede verse que es adjuntable. Queda definido
asi un homomorfismo ¢ : A — £(Mr), ddndole a M, estructura de correspondencia sobre

A.

Lema 2.2.8. Sean € N. Entonces L™ es un operador de transferencia para el par (A, a™).
Ademdas, el mapa

Yot Agn — Apnn

x — o)
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extiende a un mapa lineal y adjuntable vy, : Men — Mpni1, con ||y,] < ||£(1)||% Y cuyo
adjunto estd dado por

’)/;kliMEn+1 — Mﬁn
xr — L(x).

Demostracién. Es claro que L™ es positivo. Ya que para n = 1, L' = £ es un operador de
transferencia para (A, '), inductivamente deducimos que

£7(a"(@)b) = £ (L(a(a" " (@)h)) = £ (0" (a)L(1)) = aL" (b).
Por otro lado, si x € Apn,
(), (@) grrr = (a(z), a(2)) grir = L™ (L((z"x))) = L (" L(L)z) < [[LO)[[(2, 2) 0,

de modo que 7, es acotado1 en Agn y por lo tanto extiende a un mapa lineal v, : Mgn —
Mpn+1, con [|y,[| < [[L(1)] 2.

Dados © € Apn,y € Apn+1, tenemos que

(@), y)enrr = L7 (@) *y) = L7 (ala®)y) = L7(L(a(z)y)) = L™ (@*L(y))
= <$,£(y)>5n,

Ademas,

I£@)Zn < L), L@ enll = 1 (L@ enll < I lIL@en Iyl crer,

asi que ||[£(Y)|lzr < [[vnllllyllgn+1, y en consecuencia el mapa Apn+1 — Apn definido por
y +— L(y) induce un mapa lineal y continuo M n+1 — Mgn, que claramente es el adjunto
de vy,. O

Corolario 2.2.9. Sean Mo, la correspondencia sobre A definida por Moo = @, o Mpn y
S : My — My, definido por

S(.’Eo, T, .- ) = (07 70(‘,1:0)7 ’71(331)7 .. )
Entonces S es adjuntable y su adjunto estd dado por S*(xo, x1, z2,...) = (L(x1), L(z2),...).
El préximo teorema implica la inyectividad del mapa candénico A — 7 (A, «, L).

Teorema 2.2.10. Sea £ un operador de transferencia para (A, ). Entonces existen un
espacio de Hilbert H, una representacion fiel p : A — B(H), y un operador S € B(H) tales
que

1. Sp(a) = p(a(a))s
2. §*p(a)S = p(L(a))

para todo a en A.
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Demostracion. Consideramos la C*-dlgebra £(My,) y concebimos la estructura de A-
modulo a izquierda de My como dada por un homomorfismo p : A — £(M). Como
M/ n es invariante por p para cada natural n y p| M, es fiel, deducimos que p es fiel en
M. Si S es el operador definido en el corolario anterior, entonces

Sp(a)(xo,z1,...) = S(axg,axi,...) = (0,7(x0),71(x1)...) = (0,a(axyp), a(az1),...)
= plala))S(xg,z1,...),

de modo que Sp(a) = p(a(a))S para todo a en A. Por otro lado,

S*p(a)S(xo,z1,...) = S*(0,aa(xg),ac(x1),...) = (L(aa(x)), L(ac(z1)),...)
= (L(a)zo, L(a)z1,...) = p(L(a)) (0,21, ),

por lo que S*p(a)S = p(L(a)) para todo a en A. Finalmente, para obtener una rep-
resentacién de A como la del enunciado del teorema, basta componer p con cualquier
representacion fiel de £(My,) en algin espacio de Hilbert. O

De aqui en més consideraremos a A como una C*-subdlgebra de 7 (A, «, £) a través del
mapa i4, y denotaremos al representante canénico de S en esta C*-algebra simplemente
por S.

Notacion. Sean B una C*-algebra y X,Y C B subconjuntos cualesquiera. Por XY deno-
taremos al subespacio cerrado generado por los productos de elementos de X y elementos
de YV: XY = span{zy : x € X,y € Y} C B. Anélogamente, si T es un elemento de B,
XT :=3span{aT :x € X} yTX =3span{Tz:z € X}.

Denotamos por M al subespacio cerrado de 7 (A, a, £) dado por M = iys(A)S. En-
tonces

n Mig(A) C M:is(a)Sia(b) =ia(a)ia(ca(b))S €ia(A)S para todos a,ben A.

w A(A)M C M: ig(b)ia(a)S =ia(ab)S € ia(A)S para todos a,b en A.

w M*M Cis(A): S*ia(a*b)S = L(a*b) € ia(A) para todos a,b en A.

« MM*M C Mi(A) C M.

Por lo tanto, M es invariante por la multiplicacién a izquierda por elementos de A y
también por elementos de M M*. Puede ocurrir entonces que para ciertos a en A y k en
MM*, los operadores de multiplicacién a izquierda en M por is(a) y por k coincidan,
esto es, que para todo b en A, i4(a)ia(b)S = kia(b)S. Esto motiva la definicién que nos
permitira construir el producto cruzado de A por « relativo al operador de transferencia L.

Definicién 2.2.11. Un par (a,k) € A xi4(A)SS*i4(A) es una redundancia si para todo
ben A, se tiene que ig(a)ia(h)S = kia(h)S.

En lo que sigue, estaremos interesados solamente en aquellas redundancias (a, k) para
las cuales a € ARA, el ideal generado por R = a(A). Denotamos por Z(A, «, L) al ideal
de T (A, a, L) generado por el conjunto

{a — k : (a, k) es una redundancia con a € ARA}.
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Definicion 2.2.12. Sean una C*-dlgebra unital A, un endomorfismo o : A — A y un
operador de transferencia £ : A — A relativo al par (A, «). El producto cruzado de A por
a relativo al operador de transferencia L es

T(A,a, L)

AXaeN= 70 7y

y denotamos por q : 7 (A, a, L) — A X, N al mapa cociente.

Un problema que surge es que el mapa j4 : A — A x4 N dado por j4 = goiag no
es siempre inyectivo, por ejemplo cuando L es el operador nulo. A pesar de verificar la
inyectividad de j4 en algunos casos concretos (como los que se exponen en el capitulo si-
guiente), Exel no logré encontrar condiciones necesarias y suficientes para que esto ocurra.
Por otro lado, en [9] Exel conjetura que la inyectividad de j4 equivale a que el operador
de transferencia £ sea no degenerado.

Esta pregunta se mantuvo sin respuesta hasta la aparicién de [4], donde los autores
identifican el producto cruzado definido por Exel como una cierta dlgebra de Cuntz-
Pimsner relativa (ver el teorema 3.3.5). Como consecuencia de este resultado, y a la luz
de la teoria conocida para las algebras de Cuntz-Pimsner (ver el lema 4.2.15), los autores
también obtienen una condicién necesaria y suficiente en el operador de transferencia £
para que el mapa j4 sea inyectivo (ver el teorema 5.3.2).

La condicién encontrada por Brownlowe y Raeburn, si bien no es exactamente que
el operador de transferencia sea no degenerado, se refiere a su fidelidad en cierto ideal
de A. Este resultado confirma en algtin sentido la intuicién de Exel, quien sugirié la exis-
tencia de una relacién entre alguna clase de fidelidad de £ (la nocién que él consideré fue
la de ser no degenerado), con la inyectividad de j4.

2.3. Existencia de acciones candnicasen 7 (A, o, L) y Ax, N.

En esta seccién describiremos ciertos grupos de automorfismos a un parametro de las
algebras T (A, o, L) y A4, cN. Una elecciéon particular del pardmetro dara lugar a acciones
candnicas en estas algebras.

Proposiciéon 2.3.1. Sea u un unitario en el centro de A. Entonces existe un unico auto-
morfismo o, de T (A, o, L) que satisface

ou(S) =ia(u)S y ouliala)) =ia(a),

para todo a en A. Ademds, o, (Z(A,a, L)) =Z(A,a, L), de modo que o, pasa al cociente
induciendo un automorfismo 0, de A x4 N que satisface

6u(S) =ja(w)S y  du(jala)) =jala),

para todo a en A.
Por ultimo, si v es otro unitario en el centro de A, entonces 0,0y = Ouy Y 6udy = Ouy-
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Demostracion. Sea S, =ia(u)S € T(A,a, L), y observemos que para todo a en A se tiene
que
Suia(a) =ia(u)Sia(s) =ig(ua(a))S =ig(a(a))ia(u)S =ias(a(a))Sy,
y
Sria(s)Sy = S*ia(u*au)S = S%ia(a)S = ia(L(a)),
de modo que el par (i4,S,) es una representacién Toeplitz-covariante de (A, «, L) en
T(A o, L).
Por la propiedad universal de 7 (A, a, £), existe un tnico homomorfismo

ouw:T(A o, L) = T(A o, L)

tal que 0, (S) =Sy v oulia(a)) =ia(a) para todo a en A. Dado v como en el enunciado,
observemos que

0404 (S) = 04 (i4(v)S) = ia(v)0u(S) = ia(vu)S = ig(uv)S = oy (S),

y 0u0y(ia(a)) = ia(a) para todo a en A. Asi, 0,0, = 0ypy. Como o+ es la inversa de oy,
o, €s un automorfismo.

Para probar el correspondiente resultado para A x, ¢ N, alcanza con probar que
ou(Z(A,a, L)) =TI(A, e, L).
Sea (a, k) una redundancia. Entonces
ou(k) € oy(ia(A)SS¥ig(A)) =iag(A)uSS u"ig(A) = i4(A)SS*i4(A).
Ademas, para todo b en A se tiene
ou(k)ia(b)S = oy (k)ia(bu™u)S = oy (kia(bu™)S) = oy(ia(abu™)S) =ia(a)ia(b)sS,

por lo que (i4(a),ou(k)) es también una redundancia y asi 0,(Z(4,a, L)) € Z(A,a, L).
Como ocurre lo mismo para o,+ deducimos que estos conjuntos son iguales. ]

Sea h un elemento autoadjunto en el centro de A tal que existe un niimero real ¢ > 0 con
h > cl 4 (en particular h es invertible). Entonces para cada t en R, h? es un unitario central
de A, y por lo tanto define un automorfismo de 7 (A, «, L) de acuerdo a la proposicién
anterior, que denotaremos por of'. Ademds, of'o? = O';L+s, de modo que o” : t s of
determina un grupo de automorfismos a un parametro de 7 (4, a, £).

Pasando al cociente obtenemos un grupo de automorfismos a un pardmetro de A, N

que denotamos por 6".

Definicién 2.3.2. Las acciones o y 6" de T(A,a, L) y A Xq,c N respectivamente, induci-
das por un elemento A como en el parrafo anterior, se llaman acciones candénicas asociadas
a h.

Cuando h es el nimero de Neper e, tenemos que af(S’ ) = €S, de modo que la accién
canodnica inducida por e es periddica de periodo 27, y por lo tanto define una accién

v: T — Aut(7 (A, a, L)) que satisface

’YZ(S) =zS vy ’Yz(iA(a)) = iA(CL),

para todos z en T y a en A. Andlogamente, obtenemos una accién del circulo por automor-
fismos de A x, N, que satisface las mismas condiciones, y que también denotaremos por .
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Definicion 2.3.3. Denominamos a las acciones definidas en el parrafo anterior acciones
candnicas de T en T (A,a, L) y A X4 r N respectivamente.
Y

Proposicién 2.3.4. Las acciones candnicas de T en (T)(A,a, L) y A X N son fuerte-
mente continuas.

Demostracion. Sean z,wen Ty & => 1" | a;S™S*™ib; en T (A, «, L). Entonces

n n
v=() = ()] = 1D (™™ —w™ ™) ap S S iy | <Y 2™ =™ [ S™ ST b,
=1 =1

por lo que ||7;(§) — 1 (§)]| tiende a cero cuando w tiende a z. Esto prueba que si X es el
subespacio denso de 7 (A, a, £) de los elementos de la forma > | a;S™S*™ib;, entonces
~ es fuertemente continua en X.

Sean ahora 1 un elemento cualquiera de 7 (A, «, £) y € un niimero real positivo. Como
X es denso, existe § en X tal que |[n —&|| < §. Entonces, si w en T satisface [|7.(§) —
()|l < §, se tiene que

[v=(m) =M < lv=(m) = %O + 172(€) — YOIl + 7w (§) — Yw ()|
< ln—&l+g+ls—nl <e

Finalmente, el mismo argumento muestra que la accién canénica en A x, o N también
es fuertemente continua. O

Mas adelante estaremos interesados en el algebra de puntos fijos de la accién candnica,
v el siguiente resultado sera de utilidad.

Proposicion 2.3.5. Sean B una C*-dlgebra con una accion continua 7y del circulo por
automorfismos. Supongamos que B coincide con la clausura del subespacio generado por un
conjunto {x; : 1 € I} que satisface que para todo i en I existe n; en Z tal que v, (x;) = 2" x;
para todo z en T. Entonces el dlgebra de puntos fijos para ~y coincide con span{x; : n; = 0}.

Demostracion. Asumiremos conocido el hecho de que el mapa P : B — B dado por

P(a) = /T Y-(a)dz

es una esperanza condicional sobre el dlgebra de puntos fijos de . Es inmediato que
P(z;) = 0 cuando n; es no nulo, y que P(z;) = z; si n; = 0. Asi, span{z; : n;, = 0}
estd contenido en el dlgebra de puntos fijos de . Veamos la inclusién contraria.

Dados b, un punto fijo de 7, y € > 0, sea {Ai}ic;r € C tal que |[b — >, ; \iws| < e

Entonces
b— > Ami| = |IP <b—2)\ixi> < o= N[ <,
n;=0 i€l iel
de modo que b estd en la clausura de span{z; : n; = 0}, lo que termina la prueba. O

Corolario 2.3.6. El dlgebra de puntos fijos de T (A, o, L) (respectivamente, de A X N)
para la accion candnica 7y, es el subespacio cerrado generado por los elementos de la forma
i4(a)S™S*™ig(b) (respectivamente, ja(a)S™S*"ja(b)) para todos a,b en A yn en N.
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Demostracion. alcanza conobservar que el conjunto
X ={ia(a)S"S*i4(b) :a,b € Ay n,m e N}
de la proposicién 2.2.7 puede indexarse como en la proposicién anterior, donde
V2 (ia(a)S"S*™ig(b)) = 2" "ia(a)S"S " ia(B).

Un resultado andlogo a la proposicién 2.2.7 puede obtenerse para A, ¢N, y asi repetir
el argumento usado para 7 (A, «, L) en el parrafo anterior para llegar a la conclusién
deseada. O

Terminamos esta secciéon con un resultado técnico que también sera de utilidad en los
siguientes capitulos. Antes una definicién.

Definicién 2.3.7. Denotaremos por M, y K, a los subespacios cerrados de A x, 0 N
dados por
M, =ja(A)S" v K,= MM =js(A)S"S*"js(A).

Proposicion 2.3.8. Para cada par de naturales n y m con n < m, se tiene que
1. K,zMy, €My, y
2. KnKpy C Ky,
Demostracion. Dados a,by ¢ en A, tenemos que
(j4(@)S™S*"14(5)) (ja(©)S™) = ja(@)S™S*"j.4(be)S"S™ " = ja(aa™ (L7 (be)))S™,
de donde se deduce la primera afirmacién. Para la segunda, tenemos que

KnKp C Ky My MY, C My MY = Kp,.

Corolario 2.3.9. Para cada n en N, K,, es una C*-subdlgebra de A x, o N.

En algunos casos, los espacios K, forman una sucesién creciente (por ejemplo, en el
caso de los endomorfismos de indice finito; ver la seccién 5.2). En cualquier caso,

U .= i)Kn

es una C*-subdélgebra de A x, ¢ N.

Corolario 2.3.10. Por el corolario 2.3.6, U es precisamente el dlgebra de puntos fijos de
la accion canonica en A x4 N.
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Capitulo 3

Algunos ejemplos de productos
cruzados.

En este capitulo compararemos la construccién del producto cruzado por un endomor-
fismo debida a Exel con otras construcciones existentes. Verificaremos que la definicién
presentada en el capitulo anterior generaliza la nocién del producto cruzado de una C*-
algebra por el grupo de los enteros (ver la proposicién 3.1.4), asi como algunas definiciones
de productos cruzados por endomorfismos hechas en situaciones particulares (ver el teo-
rema 3.2.9).

En su articulo [9], Exel se valié de algunos ejemplos que guiaran su construccion.
Uno de estos ejemplos es el que presentamos en la tercera seccion: las algebras de Cuntz-
Krieger. En efecto, Exel explica tener la conviccién de que cualquier definiciéon de producto
cruzado por un endomorfismo, deberia dar lugar al dlgebra de Cuntz-Krieger asociada a
una matriz de ceros y unos A, cuando se considera el endomorfismo asociado al shift en
el espacio de caminos que surge de la matriz A.

3.1. El caso de un automorfismo.

Las definiciones existentes de productos cruzados por endomorfismos intentan gene-
ralizar la nocién existente y aceptada de producto cruzado por un automorfismo, al que
denominaremos producto cruzado cldsico. Asi, es natural esperar que las nuevas defini-
ciones coincidan con el producto cruzado cldsico en el caso de un automorfismo. Por otro
lado, el hecho de que una cierta definicién generalice a otra permite tener una cierta in-
tuicién sobre el comportamiento y la estructura de la nueva definicion.

Por todo esto, los resultados de esta seccidn, que tienen como objetivo identificar el
producto cruzado de Exel con el producto cruzado clésico en el caso de un automorfismo,
no deberian resultar sorprendentes. En efecto, los comentarios en la introduccién que mo-
tivaron las elecciones de las relaciones que definen el algebra 7 (A, «, £) tienen implicita
la existencia de algin tipo de relacién entre las adlgebras que identificaremos en la proposi-
cién 3.1.4.

Supongamos que a : A — A es un automorfismo, y sea £ un operador de trans-
ferencia para «. Si £ es no degenerado, entonces E = « o L es una esperanza condicional
sobre la imagen de «, que es A. Por lo tanto, E = id 4, y £ es una inversa a derecha de a.
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Como a(L(1)) =1 = «a(1), debe ser L(1) = 1. Asi, L(a(a)) = aL(1l) = a, de modo que L

también es inversa a izquierda de «. Esto implica que el tinico operador de transferencia

no degenerado para (A4, a) es a™ L.

Fijamos a~! como operador de transferencia. En este caso, 7 (A, a,a™!) es la C*-

algebra universal generada por una copia de A y un elemento S, sujetos a las relaciones

Sa = a(a)S
S*aS = a (a),

para todo a en A. Equivalentemente, 7 (A4, a,a 1) es el dlgebra universal generada por
una copia de A y una isometria S sujetos a

Sa = a(a)S,
para todo a en A.

Proposicién 3.1.1. Para todo a en A, el par (a(a), SaS*) es una redundancia. Ademds,
toda redundancia tiene esta forma.

Demostracion. En primer lugar, SaS* = a(a)SS* es un elemento de MM* = ASS*A.
Por otro lado, sea b en A. Entonces

SaS*bS = Saa~'(b) = a(aa1(b))S = a(a)bs,

por lo que (a(a), SaS*) es una redundancia.
La udltima afirmacion se deduce directamente del lema 5.2.1, de donde ademés deduci-
mos que (1g,i4)1)(¢(a)) = SaS* para todo a en A. O

Observacion 3.1.2. En particular, el par (1,55*) es una redundancia, y por lo tanto el
elemento canénico S de A x, 2 N es unitario.

Observacion 3.1.3. Si a es un elemento de A, entonces a(a)(1—S55*) = a(a) —a(a)SS* =
a(a) — SaS*. En consecuencia,

T(A, a0 ) = A{a(a) — SaS* :a € A}A = A{l1 — SS*} A.

Proposicién 3.1.4. El producto cruzado A X, o1 N es isomorfo al producto cruzado
clasico A X, 7.

Demostracién. En este punto, resta observar que el producto cruzado A x,, -1 N, queda
determinado agregando una relacién a las que definen 7 (A, o, a~!), a saber, 1 = SS5*.
Explicitamente, A X, -1 N es el édlgebra universal generada por una copia de A y un
elemento unitario S sujetos a las relaciones

Sa = «fa)S,
S*aS = a (a),
para todo a en A. Podemos expresar estas dos relaciones de forma conjunta, imponiendo

que
SaS* = a(a),

para todo a en A.
Por dltimo, esta es precisamente la descripciéon de A X, Z, que resulta isomorfa al
producto cruzado A x,, ,-1 N. O
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Observacion 3.1.5. La proposiciéon anterior puede obtenerse sin hacer uso de los resultados
de Brownlowe y Raeburn. Una forma de hacerlo es invocar la propiedad universal de Ax,Z
para el dlgebra A x, o N.

3.2. Endomorfismos inyectivos de rango hereditario.

En esta secciéon nos concentraremos en el caso en que el rango del endomorfismo « es
hereditario, y compararemos las construcciones del producto cruzado de un dlgebra (unital)
por un endomorfismo con estas caracteristicas, originalmente introducido por Murphy en
[15], con el producto cruzado que acabamos de definir. El principal resultado de esta
seccién afirma que las dos construcciones dan lugar a dlgebras isomorfas. Ademas, existe
un isomorfismo entre ellas con una descripcion bastante concreta.

Definicién 3.2.1. Sean B una C*-dlgebra y C una C*-subdlgebra de B. Decimos que C'
es una subdlgebra hereditaria si cada vez que b € BT, c € CT y b < ¢, se tiene que b € C.

Ejemplo 6. Sean B una C*-algebra y p € B una proyeccién. Entonces pBp es una subalge-
bra hereditaria.

Demostracion. Sean a,b € B y supongamos que 0 < b < pap. Veamos que b € pBp, es
decir, que b = pbp.

Multiplicando las desigualdades anteriores por (1 —p)y (1 — p)* = (1 — p) en cada
término, las desigualdades se mantienen y obtenemos que

0<(1—=p)b(1—-p)<(1—p)pap(l—p)=0,

de modo que (1 — p)b(1 — p) = 0. Como b es positivo, existe su raiz cuadrada positiva
b € B, y se cumple que

167 (1 = p)[I? = [I(1 — p)*b2*b2 (1 — p)|| = ||(1 — p)b(1 — p)|| = 0.

Asi b(1—p)=0y por lo tanto, b = bp. Andlogamente se prueba que (1—p)b = 0y asi b = pb.
En consecuencia, b = pbp. O

Fijamos una C*-algebra unital A y un endomorfismo « : A — A. Denotamos por P a
la proyeccién a(1).

Observacion 3.2.2. En las condiciones anteriores, R = a(A) C PAP, ya que
ala) = a(lal) = a(l)a(a)a(l) = Pa(a)P.
Proposicion 3.2.3. R es una subdlgebra hereditaria de A si y solo si R = PAP.

Demostracion. La implicancia “si”se debe al ejemplo anterior, al ser P una proyeccién
en A. Para ver la implicancia “sélo si”, bastarda ver que si R es hereditaria, entonces
PAP C R. Si a es un elemento de PAPT,

0 <a= PaP < |a||P = |a||la(l) € R,

y por lo tanto @ € R. Asi, PAPT™ C R y en consecuencia PAP C R. O
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De aqui en adelante, supondremos que «a(A) es una subélgebra hereditaria, y por lo
tanto que coincide con PAP. De esto se deduce que

F:A— PAP=R : a~— PaP

es una esperanza condicional de A sobre R. También supondremos que « es inyectiva, de
modo que la composicién £ = a~! o E define un operador de transferencia no degenerado
para el par (A, «), en virtud de la proposicién 2.1.9, poniendo J = A.

Proposicion 3.2.4. En las condiciones anteriores, se tiene que

1. El elemento S € T(A, «, L) es una isometria, y por lo tanto también lo es su imagen
SeAx, N

2. Para cada a en A, el par (a(a), SaS*) es una redundancia.
Demostracion. (1). Calculamos directamente con las definiciones:
S§*S = 8*18 = L(1) = a 1 (E(1)) = a Ha(D)1a(1)) = a  Ha(l) = 1.
(2). Sea b en A. Entonces
SaS*bS = SaLl(b) = Saa ' (E(b)) = a(a)E(b)S = a(a)a(1)ba(1)S
= a(a)ba(1)S = a(a)bS1 = a(a)bs,

donde en la tercera y en la tltima igualdad se usé la identidad Sc = a(c)S vélida para
todo c en A. El cdlculo anterior implica que (a(a), SaS*) es una redundancia. O

Definicién 3.2.5. Denotamos por U(A, «) a la C*-dlgebra unital universal generada por
Ay una isometria T sujetos a la condicién a(a) = T'aT™ para todo a en A.

Proposicion 3.2.6. En las condiciones de la definicion anterior, existe un unico homo-
morfismo sobreyectivo ¢ : U(A,a) — A o N que verifica ¢(a) = a para todo a en A y
o(T) = S.

Demostracion. Como S € AX, N es una isometria y a(a) = SaS*, la propiedad universal
de U(a, A) asegura la existencia de tal homomorfismo que resulta sobreyectivo. O

Proposicién 3.2.7. Eziste un inico homomorfismo sobreyectivo : T (A, o, L) — U(A, @)
tal que Y(S) =T y1la =ida.

Demostracion. Para todo a en A, Ta = TaT*T = a(a)T. Ademds, como TT* = T1T* =
a(l) = P, tenemos que
T*aT = T*TT*aTT*T =T*PaPT =T*E(a)T = T*(a(a (E(a))))T
= T(a(L(a))T =T"TL(a)T*T = L(a).
Por lo tanto, los elementos de A y T' de U(A, ) cumplen las relaciones en la definicién de

la C*-algebra universal 7 (A, ai, £). La afirmacién del enunciado se deduce de la propiedad
universal de dicha algebra. O

36



Corolario 3.2.8. El mapa cociente T (A, o, L) — Axq N se factoriza a través de U (A, o)
por medio de ¢ y : el diagrama

T(Aja, L) —— AXg e N

| 4

U(A, )
es conmutativo.

Teorema 3.2.9. En las condiciones anteriores, el mapa ¢ : U(A,a) = A Xor N es un
isomorfismo.

Demostracion. Veamos en primer lugar que 1) se anula en Z(A, a, £). Sea (a, k) € ARA x
M M* una redundancia. Aplicando ¢ a la identidad abS = kbS valida para todo b en A,
obtenemos que abT = 1 (k)bT para todo b en A. Teniendo en cuenta que P = «(1) = TT*,
para todos b, ¢ en A se tiene

abPc = abTT"c = (k)bTT*c = ¢ (k)bPec.

Por lo tanto, ax = ¢ (k)z o equivalentemente, (a — ¢ (k))x = 0, para todo x en APA.
Como k € MM* = ASS*A (k) = ATT*A = APAy a € ARA = APAPA = APA,
podemos tomar z = (a — ¢ (k))* € APA para obtener (a — ¢(k))(a — ¢ (k))* = 0, lo que
implica que ¥ (k) = a, y en consecuencia ¥ (k — a) = 0. Por lo tanto, Z(A, «, L) C ker ),
como queriamos ver.

Pasando al cociente por Z(A, «, L), obtenemos un mapa {/; tAXa e N = UA ),
que es el inverso de ¢. En efecto, como los elementos de A y T generan la C*-algebra
U(A, a), basta observar que

U(d(a)) = Pla) = a,
D(@(T)) = P(S) =T

)

y que sucede algo similar con la composiciéon ¢ o 1. 0

Es claro que los resultados de la seccidon anterior pueden obtenerse a partir de este
ultimo teorema. Sin embargo, elegimos esta presentaciéon por separado porque el caso de
un automorfismo parece dar una idea mas concreta e intuicién en torno a la construccion
estudiada.

3.3. Algebras de Cuntz-Krieger como productos cruzados.

En esta seccién, fijamos un nimero natural n y una matriz A de tamano n X n con
coeficientes en el conjunto {0,1}. Suponemos ademds que ninguna fila de A es idéntica-
mente nula, y permitimos que A tenga columnas triviales.

Recordemos que el dlgebra de Cuntz-Krieger asociada a A, que denotamos por O 4, es la
C*-algebra universal generada por isometrias parciales sq, ..., s, sujetas a las condiciones
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El objetivo de esta seccién es probar que el dlgebra de Cuntz-Krieger O 4 es isomorfa
al producto cruzado de una cierta dlgebra conmutativa por un endomorfismo que surge
naturalmente a partir de los sub-shifts de Markov.

Comenzamos con la notacién que usaremos en esta seccién. G denotara al conjunto
{1,...,n}. Ademss, si G con la topologia producto es el espacio de Cantor correspon-
diente, denotaremos por 24 al subespacio de él definido por

Qa ={(&)ien € G\ . A(&;,&+1) = 1 para todo i € N}.

Sea o : Q4 — Q4 el mapa usualmente denominado sub-shift de Markov, es decir, el
mapa definido como

o(£1,62,...) = (£2,€3,...) para todo § = (&)ien € Qa.

En particular,
o7 (O = Hr € G A, &) =1} = ) A, &).
x€G
Sea @ : 24 — N U {0} la funcién definida por Q(§) = > ,c5A(7,&1). Por depender
Unicamente de la primera coordenada de &, ) es continua.

Observacion 3.3.1. Como |o~1(&)| = Q(&), es claro que la imagen de o es el conjunto de los
elementos £ en Q4 tales que Q(£) > 0. En consecuencia, o es sobreyectiva si y s6lo si @ no
se anula en ) 4, y esto a su vez equivale a que A no tenga ninguna columna idénticamente
nula.

Observacion 3.3.2. Como o(24) = Q7 1(N) y N es abierto y cerrado en NU{0}, concluimos
que la imagen de o es también un conjunto abierto y cerrado en 4. En particular, el
algebra C(€24) se escribe como la suma de dos ideales:

C(Qa) =C(0(24) ®C (Q2a\0(24)) .

Consideramos el endomorfismo « del dlgebra conmutativa C(24), que de aqui en més
denotaremos por A, definido por a(f) = f o o, para cada f en A. Es inmediato verificar
que « es inyectivo si y sOlo si o es sobreyectivo, que a su vez equivale a la ausencia de
columnas nulas. No descartamos este caso precisamente para mostrar que esta construc-
cion de productos cruzados no presenta inconvenientes al tratar con endomorfismos no
inyectivos.

Observacion 3.3.3. De acuerdo a los comentarios anteriores, el nucleo de « consiste en
aquellas funciones f de Q4 que se anulan en la imagen de o. En virtud de la observacién
3.3.2, podemos escribir C(Q4) = C(c(24)) @ ker(a).

Siguiendo la construccién de la proposicién 2.1.9, escribimos J = C(0(£24)) y denota-
mos por R a la imagen de o y por 3 a la inversa de la restriccién oy : JJ — R.

Si f es un elemento de C(Q4), sea E(f) : Q4 — Q4 la funcién definida por

E(f)©) = ———— S f(n) paratoda f €

En otras palabras, E(f)(&) es el promedio de los valores de f en los elementos de 24 que
tienen la misma imagen que £ por o.
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Proposicién 3.3.4. Para toda f en C(Q4), E(f) es un elemento de C(24). Ademds, el
mapa E : C(4) — C(Qa) es una esperanza condicional positiva sobre R.

Demostracion. Sean f € C(Qq) y € € Q4. Es claro que E(f)(£) depende tinicamente de
o(&), de modo que E(f) es constante en los conjuntos de nivel de 0. Como o es continua,
también lo es E(f).

Por otro lado, E2(f)(§) = E(E(f))(€) es el promedio de los valores que toma E(f) en
los elementos de o~ 1(a(¢)). Cada uno de estos valores es E(f)(£) (por ser éste el prome-
dio correspondiente), y por lo tanto su promedio es E(f)(¢) = E(f)(¢), y asi E es un
idempotente.

Finalmente, es claro que E es positivo y se verifica que la imagen de E es precisa-
mente R. O

De acuerdo a la proposicién 2.1.9, L= o F : A — A es un operador de transferencia
para el par (A, «). Un cédlculo directo muestra que si f € Ay £ € Q4, entonces L(f)(£)
esta dado por

si £ no estd en la imagen de o.

1 : . .
T=IE 2oo(m=e J (1), si € esté en la imagen de o;
L(f)(€) :{ (I) 1(5)\2 (m=¢ (1)

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. El dlgebra de Cuntz-Krieger asociada a A se obtiene como un producto
cruzado por un endomorfismo. Concretamente, si o y L son los operadores en A antes
definidos, tenemos que

O4=C(Qa) Xa,c N.

Demostracion. Six es un elemento de G, denotamos por (), vy P, a las funciones continuas

de C(Q4) en {0, 1} definidas por
Qx(f) = A(x,&l) y Pm(g) = 590,51-

Observemos que @, P, son proyecciones de A. Ademds, se tiene que Q = > 5 Qqu, ¥
para cada x en G, es

Qz = ZA(Z':y)Py'

yeg

Trabajando en el dlgebra 7 (A, a, L), para cada = de G, sea S, = an(Q)%S, y ob-
Servemos que

$:S, = S*a(Q)*2PP,a(Q)2S = S*a(Q)P,S.

Por otro lado, si & € A, es

. - a si o :
LQP)E) ~ { 1 = (ORI, € <)

_ { O Doto=e Qe Pe(n), si € € 0(Q));

0, si € ¢ o(Qa).
_ { > (m)=¢ Own 81 Q(E) > 0;

0, si Q(§) = 0.
= > Alz,m) Py (6) = Qu(9).

meg
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Por lo tanto, S35, = @z, y como @, es una proyeccién, S, es una isometria parcial.
Afirmacién: S35, =) o A(z,y)SyS; en Axq o N.

Basta verificar que el par (Qx, Zyeg Alz, y)SyS;) es una redundancia, ya que «(1) =1
y por lo tanto ARA = A. Para ello, sean y € G y b € A. Entonces

SySyhS = Pya(Q)2857a(Q)2 PybS = Pya(Q)2 SL(a(Q)2 Pyb)

= P,a(Q)2E(a(Q)2P,b)S = Pya(Q)E(P,b)S = P,bS,

ya que Pya(Q)E(Pyb) = Pyb, pues si £ € Q 4,

Pya(Q)E(Fyb)(E) = Fy(§)Q(o(8))
a(m=o(&)

= 5%51 Z 5y,771b(77) = y,&b((y) 527 537 . ))

n2=§2,m3=E3,...

= G,0b(6) = (PO,

Por lo tanto,

> A2, y)S,SibS = A(z, y) PbS = Q.bS,

yeG yeG

y por lo tanto <Qx, Zyeg Alz, y)SyS;> es una redundancia. Esto prueba la afirmacion.

Si denotamos por s, € O 4 a la isometria parcial candnica correspondiente a z € G, la
propiedad universal de O 4 junto con la identidad probada en la afirmacién permiten con-
cluir que existe un tnico homomorfismo ¢ : O4 — A x4 £ N que satisface ¢(s;) = S, para
todo z en G. Vamos a demostrar que ¢ es un isomorfismo, y esto lo haremos construyendo
su inversa.

Recordemos que O 4 esta graduada sobre el grupo libre generado por G, que denotamos
por F (ver [20]). Ademas, la fibra sobre la unidad puede ser naturalmente identificada con
A = C(Q4). Via esta identificacién, tenemos que sis, = Qg v szs5 = P, para cada x en
g.

Definimos s = a(Q)fé > cc Sz, que es un elemento de O 4.

zeg

Afirmacién: para toda f de A, valen las siguientes identidades

sf=alf)s vy s fs=LI)

Por la estructura de producto cruzado parcial de O 4, se tiene para todos x € Gy f € A
que Sgf = a(f)sz, de donde se deduce la validez de la primera identidad. Por otro lado,
sifeA,

Sfs= ) 50(Q) 7 sy =) s0a(Q) 7 fse = L(f),

y por ello también es valida la segunda identidad.
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Por la propiedad universal de 7 (A, a, £), existe un tinico homomorfismo ¢ : 7 (A, o, L) —
O que es la identidad en (las copias de) A y satisface ¢(S5) = s.
_ El resto de la demostracién consistird en probar que 1 induce un homomorfismo
P AXgr N — Oy, y que este homomorfismo es el inverso de ¢. Observemos que si tu-
viéramos probada la existencia de Q,Z , necesariamente seria J op=ido, ¥y qulZ = idAx, N
porque se verifican estas identidades en los generadores.

Por lo tanto, resta ver que v induce un homomorfismo en el cociente A x, N, es
decir, que 9 se anula en el ideal generado por las redundancias Z(A, «, £). La prueba de
la siguiente afirmacién concluye la demostracion del teorema.

Afirmacién: ¢(a — k) = 0 para toda redundancia (a,k).

Sea (a,k) € ARA x ASS*A una redundancia. Observemos que ARA = A ya que
a(l) =1. Como k € ASS*A, (k) € Ass*A. Ademas,

Ass*AC Y AspsiAC > Asys),.
z,y€g z,Yy€G

1

El subespacio As;sj, es la fibra sobre xy™~" cuando z # y, mientras que > weg Aszsy = A.

Por lo tanto, Zw,yeg es cerrado y asi existen k,, € A para cada par (z,y) € G x G tales
que

(k) = kaysas;.

z,yeg

Como abS = kbS para todo b en A, también es abS = 1(k)bS para todo b en A, ya
que 1 es la identidad en A. Asi, para todo b en A se tiene

aba(Q)*%st: Z k%ysxs;;ba(@)*%sz.

et z,y,2€G

Poniendo ba(Q)% en lugar de b y observando que sybs, = 0 si y # 2, podemos proyectar
en la fibra sobre x para cada x en G para obtener

abs, = E k%yszs;jbsy.
yeg

Tomando z en G y poniendo b = P,, resulta
* * * *
aP,s; = km,zsxszpzsz = kx,zsxszszszsz = km,szQz = kx,zszQz-
Cuando x # z, el término de la izquierda es nulo y asi k; .s,@Q).s; = 0. Por lo tanto,

"/}(k) = Z km,xszsz = Z kx,mpma

zeg €

y entonces abs; = ki 45:5,bs; = kg Prbs; para cada x en G. Multiplicando a derecha por
sy, obtenemos que abP, = k; ;bP,. Tomando b = 1, resulta

a=Y aPp=> kuaPr=0(k).

x€G zeg

Como 9(a) = a, resulta que 1(a — k) = 0, lo que prueba la afirmacién. O
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Observacion 3.3.6. La ultima afirmacién puede probarse usando los resultados de Brown-
lowe y Raeburn que se presentan en el capitulo 5. En efecto, tenemos que el par (¢ o
iA,a(Q)% > _zeg Sz) €s una representacién Toeplitz-covariante de (A, «a, L) en Oy, y pro-
bar que ¥ se anula en el ideal generado por las redundancias es equivalente a probar que
la representacion anterior es covariante, de acuerdo con la definicién 5.2.5. Esto a su vez
significa que para todo a € Ko, = ARAN J(M) = J(M,) valga la identidad

(wa(Q)% Soco Y0 i)V (p(a)) =P oiala).

Demostrémoslo.

Demostracion. Sea a € J(Mpy). Entonces

voiala) = (45,0 (6(2)) = (W ois, 1 0ia) M (6(a)).
Finalmente, resta observar que v o ¥ = 1s. En efecto,

Y og(q(b)) =(ia(b)S) =ia(b)s = s(q(b))
para todo b en A. ]

3.4. Algebras de grafos finitos como productos cruzados.

En esta seccién, mostraremos cémo identificar las dlgebras de grafos finitos como pro-
ductos cruzados por endomorfismos, de forma similar a lo hecho en la seccién anterior.

Una matriz A en M, ({0,1}) tiene asociado un grafo dirigido finito E 4:
Eq={1,....n} Ey = {ij s ai = 1};5(ij) = j y r(ij) = i.

El grafo E4 tiene n vértices y hay una arista del vértice j al vértice i si A(i,j) = 1.
Observar que entre dos vértices de E 4 hay a lo mas un camino (de largo uno) que va de
uno a otro, fijada la orientacion del camino.

Reciprocamente, si F es un grafo dirigido finito tal que entre dos de sus vértices hay a
lo més una arista que los une, fijada la orientacién del camino, su matriz de vértices Ag
es una matriz como las de la seccién anterior.

Estas correspondencias son claramente biunivocas, es decir, E4, = Fy Ag, = A
para matrices A € M, ({0,1}) y grafos finitos F como los recién descritos.

A continuacién definimos el dlgebra asociada a un grafo de filas finitas (esto es, tal
que a cada vértice llegan finitas aristas) y veremos que el dlgebra de Cuntz-Krieger O 4
asociada a una matriz A de ceros y unos es isomorfa al dlgebra del grafo E4 que ella
determina. El lector no familiarizado con la teoria de algebras de grafos puede encontrar
en [18] una presentaciéon completa de sus elementos bésicos.

Definicién 3.4.1. Un grafo de filas finitas es una cuaterna E = (E° E' r s), donde
E° y E' son dos conjuntos numerables (los vértices y las aristas, respectivamente) y r, s :
E' — E° son funciones. Si e es una arista, a r(e) le llamamos el rango de e y a s(e) le
llamamos la fuente de e.

Un vértice v es un pozo si s~(v) = (), y es una fuente si 7~ (v) = 0.

Decimos que un grafo de filas finitas E es finito si E° es un conjunto finito. Si este es
el caso, observar que como F tiene filas finitas, E' también debe ser finito.
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Definicién 3.4.2. Dado un grafo de filas finitas E = (E°, E',r,s), una E-familia de
Cuntz-Krieger en la C*-algebra B es un par de familias {S, P}, donde P = {P, : v € E°}
son proyecciones, y S = {S. : ¢ € E'} son isometrias, que satisfacen

S;Se = Py paratodoe€ Ely

P, = Z S.S* para todo v € E° tal que r~1(v) # 0.
{e€EL:r(e)=v}

La C*-algebra generada por la F-familia de Cuntz-Krieger {S,P} es
C*(S,P) :=C*({Se, P, : e € E',v € E'}).

Teorema 3.4.3. Sea E un grafo de filas finitas. Entonces existe una C*-dlgebra C*(E)
generada por una E-familia de Cuntz-Krieger {s,p}, que denominaremos la E-familia de
Cuntz-Krieger universal, que satisface que para toda E-familia de Cuntz-Krieger {T,Q}
en una C*-dlgebra B, existe un homomorfismo 77 g : C*(E) — B tal que

m1,0(se) = T. paratodoec E' y
mr.o(py) = Qv para todov € EY.

Ademds, esta C*-dlgebra es esencialmente unica: si C es otra C*-dlgebra generada por una
familia de Cuntz-Krieger {w,r} con la misma propiedad universal que C*(E), entonces
existe un isomorfismo ¢ : C*(E) — C tal que ¢(se) = we y ¢(py) = 10 para todos e €
E' yve E°.

La C*-édlgebra C*(E) se denomina el dlgebra (universal) asociada al grafo E.

Supongamos que E es un grafo que surge de una matriz de ceros y unos A. Entonces
E no tiene pozos, y todo vértice v € E! es de la forma s(e) para algin e € E'. Por lo
tanto, las condiciones que definen a una E-familia de Cuntz-Krieger se reducen a

S:Se = > Sysh
{feBr(f)=s(e)}

Indexando los vértices por {1,...,n}, podemos reescribir esta condicién como

SiSi= > 8;8r =) A(i,5)S;S;; paratodoi=1,...,n,

ij:a:;=1 j=1

que es precisamente la relacién que define al algebra de Cuntz-Krieger asociada a la matriz
A. Queda claro entonces que tanto O 4 como C*(FE) son las C*-lgebras universales con
respecto a la misma relacién, de donde deducimos que son isomorfas.

A través de la identificacién C*(E) = O4,, concluimos que las dlgebras de grafos
finitos donde entre dos vértices dados hay a lo més un camino que los une, se pueden
escribir como productos cruzados por endomorfismos. Sin embargo, a primera vista, el
mismo razonamiento no permite concluir lo mismo para grafos finitos arbitrarios. Para
ello, tendremos que invocar nuevos resultados sobre algebras de grafos.
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Definicién 3.4.4. Sea E = (E°, E',r,s) un grafo de filas finitas. Definimos su grafo dual

~

E = (B, E1,7,3) por
EO=EYE = E*:={cf :e,f € E' y r(f) = s(e)s7(ef) = e y 5(ef) = [.

FEl siguiente resultado es consecuencia del teorema de unicidad de Cuntz-Krieger para
algebras de grafos.

Teorema 3.4.5. Sea E un grafo de filas finitas sin fuentes. Entonces su grafo dual E
también es un grafo de filas finitas y ademds

C*(E) = C*(E).

Observacion 3.4.6. Sea E un grafo finito. Es claro que su matriz de vértices Ag no es una
matriz de ceros y unos. Sin embargo, si lo es su matriz de aristas Bg, definida por

1, sis(e) =r(f):
0, en caso contrario.

BE(eaf):{

Observemos que si n = |E!|, entonces Bg € M, ({0,1}).

Observacion 3.4.7. Sea E un grafo finito. Entonces el grafo asociado a la matriz de ceros y
unos Bg se identifica con el grafo dual de E, esto es, E, = E, que claramente es también
un grafo finito.

Teorema 3.4.8. Sea E un grafo finito sin fuentes. Entonces C*(FE) es isomorfa a un
producto cruzado de un dlgebra conmutativa por un endomorfismo inyectivo y unital, donde
ademas el operador de transferencia preserva la unidad.

Demostracion. Usando las observaciones y resultados anteriores, obtenemos que

~

C*(E)=C*(E) =0, = C(Q5,) Xa,c N,
donde 3, y £ son como en la seccién anterior. O

Observacion 3.4.9. Sea E un grafo finito sin fuentes. Denotamos por g al espacio de
los caminos infinitos en E (a este espacio se lo denota por E* o E<* en [18]), por
a:C(Qgr) — C(Qg) al endomorfismo asociado al shift o : Qg — Qg, y L al operador de
transferencia, ambos definidos como en la seccion anterior. Rastreando los isomorfismos
invocados en la demostracién del teorema 3.4.8, obtenemos que C*(E) es isomorfo al
producto cruzado de C(Qg) por « relativo a L.

La observacién anterior permite obtener relaciones entre las propiedades combinatorias
del grafo E y las algebraicas de C*(E) = C(Qg) Xq, N, sin pasar por el grafo dual E.

En particular, los resultados del ultimo capitulo pueden aplicarse en el caso de las
algebras de grafos para deducir los resultados conocidos (y muchas veces, més generales)
que vinculan las propiedades del grafo con las del algebra asociada a él.

44



Capitulo 4

Ciertas C*-algebras asociadas a
correspondencias.

Una correspondencia X sobre una C*-dlgebra A es un A-mdédulo de Hilbert a derecha
junto con una accién a izquierda de A por operadores adjuntables de X. El ejemplo mo-
tivador viene de un automorfismo « de A: tomamos X4 = A4, y definimos la accién a
izquierda de A por a - b= «a(a)b, para todos a y b en A.

En [16], Pimsner construy6é una C*-dlgebra a partir de una correspondencia X, que
denotamos por Ox y que llamamos dlgebra de Cuntz-Pimsner, de forma tal que cuando
la correspondencia X estd dada por un automorfismo o de A como en el parrafo anterior,
se tiene que Ox = A X, Z. Pimsner también produjo ejemplos interesantes con corre-
spondencias que no surgen a partir de automorfismos, incluyendo ciertas correspondencias
sobre C*-dlgebras conmutativas de dimensién finita para las cuales las correspondientes
algebras Ox resultan isomorfas a las dlgebras de Cuntz-Krieger. Ademads, el algebra de
Cuntz O, es isomorfa a Ox cuando X es un espacio de Hilbert de dimensién n y la accién
a izquierda de C en X estd dada por multiplos de la identidad.

En este capitulo presentamos esta construcciéon, ademéas de otras que estan intima-
mente relacionadas con ella, a saber, el algebra de Toeplitz y las algebras de Cuntz-Pimsner
relativas asociadas a una correspondencia.

El algebra de Toeplitz, que denotamos por 7 (X), se obtiene como el algebra uni-
versal con respecto a las representaciones de Toeplitz de la correspondencia en cuestiéon
X, donde una representaciéon de Toeplitz de X en una C*-algebra B es un morfismo de
correspondencias entre X y Bp, esta tltima con la estructura candnica. Se verifica ademés
que el dlgebra de Cuntz-Pimsner de X es isomorfa a un cociente del dlgebra de Toeplitz.

Por otro lado, las dlgebras de Cuntz-Pimsner relativas son también cocientes del dlge-
bra de Toeplitz, donde el ideal de 7 (X) por el que se cocienta depende de un ideal del
algebra A. Cuando este ideal es “méximo”, en cierto sentido que quedard claro una vez
que se presenten con precisién estas definiciones, el algebra de Cuntz-Pimsner relativa
correspondiente coincide con el dlgebra de Cuntz-Pimsner; y cuando el ideal es {0}, el
algebra de Cuntz-Pimsner relativa coincide con el dlgebra de Toeplitz.
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4.1. El algebra de Toeplitz.

A lo largo de esta seccién, fijamos una C*-dlgebra A y una correspondencia X sobre
A, donde la accién a izquierda a - x estd dada por un homomorfismo ¢ : A — £(X), es
decir, a -z = ¢(a)x.

A pesar de que el dlgebra de Toeplitz de X admite una definicién como &dlgebra uni-
versal con respecto a ciertas representaciones, la construccién en primera instancia es a
partir de ciertos operadores adjuntables en el espacio de Fock asociado a X, que defin-
imos a continuacion. Luego de obtener esta definicién, comprobaremos que esta algebra
efectivamente puede describirse en términos de una propiedad universal, y sera ésta la
caracterizacién que usaremos en el resto de este trabajo.

Usando la definicién de producto tensorial interno del primer capitulo, definimos X ®"
por

XR4AXR®4---@a X, sin>0;
A, sin=0.
Asi, X®" es una correspondencia sobre A de forma natural. La accién a izquierda de
A en X®" ests dada por el mapa ¢ = ¢ ® idyen-1, es decir,
a (11 @22 Qxp) = (Pla)z1) T2+ @ T,
para todo 1 ® 19 ® - -+ @ T, en X",

Definicién 4.1.1. Definimos el espacio de Fock asociado a X por F(X) = &0, X®"
que es nuevamente una correspondencia sobre A, donde la accién a izquierda es la accién
diagonal; ver la observacién .

Definicion 4.1.2. Para cada x de X, definimos el operador de creacion asociado a x, que
denotamos por T, a través de la matriz

0O 0 0
™ o0 o
.-| 0o T 0 ,

donde T™: x®n _, x®n+1 ogts dado por la férmula Tén)(y) = r®y, para cada y en X®",

Observacion 4.1.3. Es facil ver que cada Té”) es un mapa acotado (por la norma de x)
y adjuntable, donde ngl)*(y ® z) = ¢ ((x,y))z, para y en X y z en X®". Consultar la
secci6én 4.2 de [1] por una demostracién de estos hechos.

En consecuencia, T, es un operador adjuntable, y su adjunto 7} estd dado por la matriz

o M=
0o 0 TP
.- 0 o0 0
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Para cada a en A, denotamos por ¢oo(a) al operador en F(X) dado por ¢o(a) =
diag(a, $(a), 9@ (a),...).

Definicion 4.1.4. Llamaremos dlgebra de Toeplitz asociada a X a la C*-algebra en
L£(F(X)) generada por las familias {1, : * € X} y {¢o(a) : a € A}, y la denotaremos por
7(X).

Ejemplo 7. Supongamos que X = A = C y que la accién ¢ es el mapa identidad. En este
caso, cada espacio X®" se identifica con C, y por lo tanto resulta F'(X) = [?(N). Observar
que para todo a en C, es ¢oo(a) = (a,a,...), el operador de [?(N) que multiplica cada
entrada por a. En este caso, 7(X) es la C*-dlgebra generada por 17, ya que cualquier Ty,
con x en C es un miltiplo de él. Finalmente, para todo (x1,z2,...) en I2(N), es

Ty(z1,29,73,...) = (0,71 (21), TP (22), ...) = (0,21, 22, ..),

por lo que T3 es el shift unilateral en [?(N), y asi 7(X) = 7, el algebra de Toeplitz “usual”.

Definicion 4.1.5. Una representacion de Toeplitz de X en una C*-algebra B es un par
(¢, m), donde ¢ : X — B es lineal, 7 : A — B es un homomorfismo y se verifican para
todo z,y en X y para todo a en A

L 9z 0) = b(z)r(o)
2. (@) d(y) = w((x, y) 4)
3. Y(a-x) =m(a)Y(z).

Observacion 4.1.6. De acuerdo a la definicién 1.4.6 de [1], (1, 7) es una representacién de
Toeplitz de X en una C*-dlgebra B si y sélo si (m,¢,7) : (4, X,A) — (B,B,B) es un
morfismo de correspondencias, donde la estructura en (B, B, B) es la trivial.

Notacion. Si (¢, ) es una representacién de Toeplitz de X en una C*-dlgebra B, deno-
taremos por C*(¢,m) a la C*-subdlgebra de B generada por la imagen de ¢ y la de
C* (¢, m) := C*(P(X Un(A)).

Observacion 4.1.7. Si (¢, ) es una representaciéon de Toeplitz de X en la C*-dlgebra B,
entonces [|¢|| < 1y ||¢] es una isometria si 7w es inyectiva.

Demostracion. Six € X, tenemos que

I (@)I? = Il (2) (@)l = (2, 2)all < [z, z)all = [l2].

Esto implica que |[¢]] < 1 y como la dnica desigualdad es una igualdad si y sélo si 7 es
inyectiva, concluimos que [[¢)|| = 1 si y s6lo si 7 es inyectiva. O

Proposicién 4.1.8. Sean H un espacio de Hilbert y (1, w) una representacion de Toeplitz
de X en B(H). Entonces existe un homomorfismo (¢, 7)1 : £(X) — B(H) cuyo espacio
esencial es Y(X)H y ademds satisface

1. (), m)D(0,) = () (y)* para todos z,y en X.
2. (1, m)D(S)(p(x)h) = (S(x))h para todos S en £(X),x en X y h en H.
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Demostracion. El mapa X x H — H definido por (x,h) — 9 (x)h es bilineal, y por lo
tanto induce un mapa U : X ©4 H — H que satisface U(x ® h) = ¢(z)h para cada (z, h)
en X ®4 H. Como

U h),Ulyek))n = @@)h, vk = (h, (@) b(y)k)n
= <h,7T(<$,y>A)k>'H = <$®h7y®k>X®A'H)
U se extiende a una isometria U : X ® 4’ H — H que satisface U(z ® h) = ¢(x)h para cada

(x,h) en X @4 H.
SiSef(X),zeXyheH, tenemos

Ulndr(S)U* (¢(2)h) = Ulndn(S)(z ® h) = U(Sz ® h) = (Sz)h.

Definimos entonces (¢, 7)) = AdUoIndz. En virtud del célculo anterior, el homomorfismo
definido satisface la primeraa de las condiciones enumeradas. Ademas, si x,y,z € X y h €
‘H, tenemos

(M) D (Ory)0()h = (- (y,2)a)h = D)7 ((y, x) a)h = ()0 (y)* ($(2)D),
de modo que (¢, 7)1 (0,.,) v ¥(2)1(y)* coinciden en (X )H. Para demostrar la proposi-

cién, bastard ver que en (X )HL ambos operadores son nulos.

Si k es ortogonal a 1 (X)H, entonces U*(k) = 0 y por lo tanto (¢, 7)) (0,,)k = 0,
asi que resta ver que ¥(z)Y(y)*k = 0. El siguiente cédlculo, vélido para todo h en H,
termina la demostracién:

(@)Y (y)"k, h)w = (k, ¥ (y)y (@) h)w = 0.
O
Corolario 4.1.9. Sea (¢, 7) una representacion de Toeplitz de X en una C*-dlgebra B.

Entonces existe un homomorfismo (¥, 7)) : K(X) — B que satisface para todos x,1 en
X, T en K(X),

1. (¢, m) M (0z,y) = (x)p(y)*
2. (¢, m)MW(T)(z) = (T (x)).

Demostracion. Sean H un espacio de Hilbert y ¢« : B — B(H) una representacion fiel.
Tomando 1)’ = ro), 7’ = 1o, se tiene que (¢, 7') es una representacién de Toeplitz de X en
B(H), que por la proposicién anterior induce un homomorfismo (¢/, ')V : £(X) — B(H)
el cual satisface para todos z,y en X,

(@ 7) D (Or) = ¢/ ()¢ ()" = (@) (y)")-

En particular, (¢, 7')(K(X)) C «(B) y por lo tanto el homomorfismo (¢, 7)) : (X)) —
B definido como

(,m) = "o (¢!, )V
satisface las condiciones deseadas. O
Observacion 4.1.10. En el corolario anterior, la primeraa de las condiciones determina
por si sola al homomorfismo (1, 7)), que necesariamente verificara la segunda. De todas

formas elegimos presentar la segunda condicién de forma explicita para la conveniencia
del lector, pues serd usada reiteradas veces.
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Observacion 4.1.11. Sean (i, 7) una representacién de Toeplitz de X en B, C' una C*-
algebra y p : B — C un homomorfismo. Entonces (p o 1, p o 7) es una representacién de
Toeplitz de X en C' y ademas

(potb,pom)M(byy) =pot(x)pon(y)” = p(t(z)v(y)*) = po (b, 7)1V (0,).

Como el conjunto {0, : z,y € X} genera linealmente un subespacio denso de (X)) y los
homomorfismos (p o, pom)) y po (¢, 7r)(1) son continuos y coinciden en él, deducimos

que (poy, pom)) = po (¢, m)M).
4.1.1. Propiedad universal del algebra de Toeplitz.

El objetivo de este apartado es describir el algebra de Toeplitz recién definida como
un algebra universal con respecto a las representaciones de Toeplitz. El principal resul-
tado es el teorema 4.1.23, que brinda una definicién alternativa y abstracta del algebra
de Toeplitz asociada a la correspondencia X. La principal herramienta en las pruebas de
estos resultados serd la existencia de una accién candnica del circulo T por automorfismos

de T(X).

Denotamos por Px a la x-algebra universal generada por una familia {S, : v € X} y A
sujetos a las relaciones

1. aSy + Sy = Saz+py para todos a,Fen Cy x,y en X.
2. Spa= 5S4,y aS, = S¢(a)a; para todos a en Ay xz en X.
3. SkS, = (x,y)a para todos x,y en X.

Definicion 4.1.12. Cada elemento de Px es una suma finita de palabras, donde por
palabra entendemos un producto finito de elementos de la forma a, S, Sy con a en A, z,y
en X, que asumimos irreducible, en el sentido de que no puede ser escrita como la suma
de palabras con menor cantidad de factores. El largo de una palabra sera la (minima)
cantidad de factores.

A partir de las relaciones que definien a Py, es claro que cada palabra tiene la forma

Sy Su Sy S

Tk~

con k,l >0y x1,...,%,y1,---,4 en X, con la convencién de que tanto en el caso de
k=001=0, se tiene un elemento de A.

Definicion 4.1.13. Definimos el grado de una palabra en Px de la siguiente forma:
= ¢l grado de un elemento a de A es 0;
= el grado de S, para x en X es 1;
» el grado de Sy paray en X es —1;y
= el grado de una palabra es la suma de los grados de sus factores.
Observacion 4.1.14. El grado de la palabra Sy, -+ -5, Sy, --- Sy, es k — L.

Tkt
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Como las relaciones que definien Px son homogéneas en el sentido de que involucran
solo palabras del mismo grado, tiene sentido definir para cada entero n el espacio vectorial
de los elementos homogéneos de Px de grado n, que denotaremos por (Px),. Es claro que
cada elemento de Px es suma de elementos homogéneos.

Observacion 4.1.15. Para cada n en Z, el espacio (Px), consiste en los elementos de la

forma
;e e e ; * ... *
Z Sfr’l S% 5 i Sy%i’
1€EF
donde F' es un conjunto finito de indices y k; — [; = n para cada ¢ en F'.

Observacion 4.1.16. Para cada z en §, los elementos de la forma z.5, satisfacen las mismas
condiciones que los S, y por lo tanto existe una accién por automorfismos A : T —
Aut(Px) que actia en los generadores por

Aa)=a vy A(S:) = 2S5,
paracada zen T,aen Ay z en X. Ademds,
(Px)n =1{€ € Px : X\,(§) = 2"¢ para todo z € T},

es decir, (Px), coincide con el subespacio propio asociado a z +— 2.

Por definicién, cada representaciéon w de A en un espacio de Hilbert H junto con
operadores {s; }zcx de B(H) satisfaciendo las condiciones (1),(2) y (3) en la definicién de
Px, extiende a una representacion de Py en B(H) que satisface a — m(a) y Sy +— Sg.

Dotamos a Px con la seminorma obtenida al tomar supremos de las normas en B(H)
para todas las representaciones 7w : A — B(H) como en el parrafo anterior. Este supremo
es finito ya que

lsall? = lsisall = lln((@, 2y )l < 2%,

para todo = en X.
La completacién del cociente de Px por los vectores de norma nula es una C*-4lgebra
que denotamos por Px. El objetivo serd mostrar que esta élgebra coincide con 7 (X).

Observemos que 75;( satisface la siguiente propiedad universal. Si B es una C*-élgebra,
7 : A — B un homomorfismo y {t;},cx es una familia de elementos de B que satisfacen

1. as; + sy = Sqz4+8y Para todos o, B en Cy x,y en X.
2. 8;m(a) = Sz.q ¥ T(a)Sy = Sp(a)» Para todos a en Ay z en X.
3. sisy =m({x,y)a) para todos z,y en X,

entonces existe una tUnica extensién 7w ® t : Px — B de 7w que satisface S, — s, para todo
z de X.

La accién A : T — Aut(Px) extiende a una accién de T por automorfismos de 75;(, que
también denotamos por A\. Ademads, si denotamos por dz a la medida de Haar normalizada
en T, entonces la féormula

a»—>/)\z(a)dz : Px — Px
T
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define una esperanza condicional fiel sobre el algebra de puntos fijos de A. Esta dlgebra es
entonces la clausura en Px del espacio de las sumas finitas de elementos de la forma

Sy Sen S S

para xi,...,Tm,Y1,---,Ym en X,y m en N.

A continuacién, mostraremos que esta dlgebra coincide con el dlgebra de puntos fi-
jos del élgebra de Toeplitz 7 (X). Para ello, haremos uso del siguiente lema.

Lema 4.1.17. Sean B C C' dos C*-dlgebras y E C B un subespacio cerrado que satisface
zb € E para todo x en E y b en B, y x*y € B para todos x,y en E. Entonces

1. Dotando a E con el producto interno (x,y)p = x*y y la multiplicacién a derecha por
elementos de B, obtenemos un mddulo de Hilbert a derecha cuya norma coincide con
la norma de C.

2. Los elementos S de C tales que Sx,S*x € E para todo x en E definen, via la
multiplicacion a izquierda, elementos de £(F). En particular, los elementos de la
forma zy* para x,y en E definen elementos en K(E).

3. El conjunto {xy* : x,y € E} C C genera linealmente un subespacio cuya clausura es
isomorfa a K(E), es decir,

span({zy" : =,y € E}) = K(E).

Demostracion. Los dos primeros puntos son inmediatos. Observar que zy* = 0, , € F(E).
Para probar el tercer punto, alcanza conver que la norma en C de un elemento de la forma
Yo xiyl = Yo, 2 ® yf coincide con su norma como operador en £(E). Esto se debe
a que ambas normas coinciden con la norma del elemento de ,,(A4) dado por la raiz del
producto de las matrices positivas (z7z;);;_1 v (¥; ;)i j—1- UNA REFERENCIA? O

Observemos que existe un homomorfismo natural de Px al algebra de Toeplitz de X
que satisface p(a) = ¢oo(a) para todo a en A, y p(Sz) = T. Como A es (via ¢og) una
subélgebra de 7 (X) contenida en el rango de p, A también debe ser una subdlgebra de
7%(. El lema anterior aplicado a los elementos {7} },ex implica que la clausura en 7%( de
las sumas finitas de elementos de la forma 555, con z,y en X es una C*-dlgebra isomorfa
a K(X).

Mids en general, para cada n en N, la clausura en 73( de las sumas finitas de elementos
de la forma Sy, ---S;, para x1,...,2T, es un A-médulo de Hilbert isomorfo a X®". De
nuevo por el lema anterior, la clausura del espacio generado por los elementos de la forma

Sey+ SeaSp e Sy

In ™y

para Ti,...,Tn,Y1,---,Yn en X, es isomorfo a K(E®™). Mds atn, bajo estas identifica-
ciones, el producto en Px de dos elementos a € K(E®") y b € K(E®"+™) es el elemento
a®1b e K(E®Tm),

Necesitamos del siguiente lema para obtener el resultado deseado.
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Lema 4.1.18. Sean B y C dos C*-dlgebras y 7 : B — M(C) un homomorfismo, donde
M(C) es el dlgebra de multiplicadores de C. Entonces la C*-dlgebra universal generada
por B y C sujetos a las relaciones bc = w(b)c y cb = cw(b) es (isomorfa a) B & C con el

producto dado por
(b,c)- (b, )= (b, cem(b) + m(b)d + cc),

para todos b, en B y ¢, en C.

Si ademds E,F son dos modulos de Hilbert sobre la C*-dlgebra D, y 04 : B —
L(E) yoa : M(C) — £(F) son dos representaciones fieles, entonces o : (B ® C,:) —
L(E & F) dada por

olb,c)(z®y) =o1(b)x & oa2(m(b) + ¢)y

para todos b en B, c en C, x en E, y en C, es una representacion fiel de tal dlgebra
universal en B @ F.

Proposicién 4.1.19. El mapa natural i : Py — T(X) es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que p intercambia las acciones candnicas de @( yT(X) y la es-
peranza condicional de ﬂ sobre los puntos fijos de A es fiel, alcanza conprobar que la
restriccién de p a dicha algebra es isométrico. Asi, basta ver que la C*-algebra generada
en 7 (X) por las dlgebras K(X®™), con n en N, es la C*-dlgebra universal generada por
K(X®™) sujetos a las relaciones

ab=a®1b; ba=ba®1,

para cada a en (X®") y b en K(X®"™) y todos n, m en N. Por tltimo, esto se deduce
de aplicar inductivamente el lema anterior. ]

Como corolario de la proposicién anterior, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.20. Sea (¢, 7) una representacion de Toeplitz de T (X) en un espacio de
Hilbert H. Entonces el mapa

T, — ¥(x), sizx € X;
boo(a) — 7(a), sia€ A.

se extiende de forma unica a una representacion de T(X) en H, que denominaremos la
forma integrada de (¢, 7) y la denotaremos por i X .

Reciprocamente, si o : T(X) — B(H) es una representacion, definimos los mapas ¢y :
X — B(H) y 1o : A — B(H) por Y(z) = 0(Ty) para cada x en X, y my(a) = 0(doo(a))
para cada a en A. Entonces (Vy,m,) es una representacion de Toeplitz de X en H, a la
que llamamos la forma desintegrada de o.

Ademds, estas correspondencias son inversas una de la otra; es decir, (Vyxr, Typxr) =
(¢, ) para cada representacion de Toeplitz (,7) de X en H, y ¢, X m; = 0 para cada
representacion o : A — B(H).

Definicion 4.1.21. Dados un espacio de Hilbert H y una representaciéon de Toeplitz
(¢, 7) de X en B(H), decimos que (¢, 7) es una representacién

» no degenerada, si C* (1, m) actia en H de forma no degenerada. Es decir, si C*(¢, 7)-
H="H.
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» ciclica, si C*(¢(X), 7 (A)) actua ciclicamente en H, esto es, si existe £ en H tal que
C*(¢, m)€ es denso en H.

Lema 4.1.22. Sean H un espacio de Hilbert y (1, m) una representacion de Toeplitz de
X en B(H). Entonces (v, ) es la suma de la representacion nula y una coleccion de
representaciones ciclicas.

Demostracion. Sea P € B(H) la proyeccién ortogonal sobre K := C*(¢, ) - H. Entonces
(P, P) es una representacion de Toeplitz no degenerada de X en K,y ((I—P)y, (I—P)r)
es la representacién de Toeplitz nula. Claramente, (¢, 7) es la suma de estas dos repre-
sentaciones. Por lo tanto, resta ver que toda representacién no degenerada se descompone
como la suma de una coleccién de representaciones ciclicas. Usando el Lema de Zorn se
prueba que K se descompone como la suma de ciertos subespacios, en cada uno de los
cuales C*(v, m) actia ciclicamente. Restringiendo (P, P7) a cada uno de estos subespa-
cios obtenemos la descomposicién deseada. ]

Teorema 4.1.23. Existe una representacion de Toeplitz (ix,i4) de X en T(X) que sa-
tisface las siguientes propiedades.

1. Para toda representacion de Toeplitz (¢, 7) de X en una C*-dlgebra B, existe un
homomorfismo ¥ x m de T(X) en B que hace conmutar el siguiente diagrama:

7

AL T(X) 2 x
B .

2. El dlgebra T (X) estd generada como C*-dlgebra porix(X)Uig(A), es decir, T(X) =
C*(ix (X) Uia(4)).

La terna (T(X),ix,i4) es esencialmente inica: si (B,iy,iy) tiene propiedades si-
milares, entonces existe un isomorfismo 0 : T(X) — B que hace conmutar el siguiente
diagrama:

Ademds, los mapas i, ix son inyectivos y existe una accidn candnica fuertemente
continua v : T — Aut(7 (X)) que satisface

= 1:(1a(a)) = ia(a)
= 72 (ix (7)) = zix(2)
para cada z en T,a en A y x en X.

Demostracion. El camino para probar este teorema serd el siguiente. Primero construire-
mos una C*-dlgebra 7 (X)) que satisface las propiedades universales enunciadas y cons-
truiremos en ella una accién candnica fuertemente continua como la del enunciado. Luego,
verificaremos que (7 (X), T, ¢~) es otra terna que satisface las mismas propiedades. La
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unicidad de 7(X)" implicard que 7 (X) = 7 (X)), y as{ usaremos la definicién de 7 (X)
para concluir que ix e 14 son inyectivos.

Sea S un conjunto! de representaciones de Toeplitz ciclicas de X tal que toda repre-
sentacion ciclica de X es unitariamente equivalente a un elemento de S. Podemos suponer
que cada representacion (¢, 7) en S actia sobre un espacio de Hilbert Hy . Sean

H = P Hyr

(p,m)eS
ix = D
(¢,m)es
A = GB .
(¢,m)es

Observar que la segunda suma tiene sentido porque cada i es contractiva, en virtud de la
observacién 4.1.7.

Es claro que (ix,i4) es una representacion de Toeplitz de X en 7 (X) := C*(ix,ia).
Asi, la segunda condicién del enunciado se verifica por construccién.

Verifiquemos la primera condicién del enunciado. Sea (1, 7) una representacién de
Toeplitz de X en la C*-dlgebra B. Por el lema 4.1.22, existen un conjunto I y representa-
ciones de Toeplitz ciclicas {(¢;, ;) : ¢ € I} de X en B, tales que

(¥, 7) = (0,0) ® P (¥, 7).

i€l

Para cada i € I, podemos tomar (5, m;) € S de modo que ({Ez,ﬁ) sea unitariamente
equivalente a (¢, 7) (este hecho lo abreviamos como (1, 7;) ~u, (¥, 7;)). Asi,

(d)v ﬂ-) ~u (0) O) S5 @(¢Za 7Ti)7
el
donde algunos sumandos pueden estar repetidos. Podemos expresar la igualdad anterior
introduciendo multiplicidades (que son enteros no negativos que se definen de la forma
que uno espera):
(©,7) ~u (0,000 D Egym(¥,m).
(¥,m)es
Definimos ¢ x 7 : 7(X)" — B como el homomorfismo que en el subespacio 7 (X ) NH y x)

es k(y ) veces el unitario por el cual se conjugé a (@ZZ, 7;) para obtener (1;, ;).

La unicidad se prueba usando la propiedad universal: si (B, #’y,4) es una terna con las
mismas propiedades que (7 (X)',ix,i4), entonces la primeraa de las tres propiedades que
definen a 7 (X)’ afirma la existencia de un mapa 60 : 7(X)" — B que hace conmutativo el
diagrama al que se refiere la unicidad. Resta ver que es un isomorfismo. Si ¢’ : B — 7 (X)’

'En principio el Axioma de Eleccién nos permite obtener una clase S de representantes de cada clase
de equivalencia unitaria para las representaciones de Toeplitz ciclicas. Sin embargo, un argumento mas
elaborado acotando la dimensiéon del espacio de Hilbert donde estas representaciones pueden actuar permite
concluir que la clase S es de hecho un conjunto.
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es el mapa asociado a la terna (B,iy,7,), se tiene que 6 y ¢’ son inversas entre si. Para
ello, basta observar que 6 y 6 se intercambian los generadores de 7 (X)" y B respectiva-
mente.

Verifiquemos que (7 (X), T, ¢ ) satisface las mismas propiedades que (7 (X)',ix,i4),
para concluir que 7 (X) = 7 (X)'. Es claro que (T, ¢ ) €s una representacion de Toeplitz de
XenT7(X),y7T(X)=C*"(T, ¢x) por definicién. Por tltimo, la segunda de las propiedades

universales que definen a 7 (X)’ es precisamente el contenido del teorema 4.1.20.

Para probar que ix e 74 son mapas inyectivos, alcanza con probar que T y ¢ lo
son. Para esto ultimo, basta con observar que la restriccion de ¢, al primer sumando de
F(X), que es A, es inyectiva y por lo tanto ¢ es ella misma inyectiva. Como (7, o)
es una representacién de Toeplitz con ¢, inyectiva, resulta que T es una isometria y en
particular inyectiva.

Probemos la existencia de la acciéon canénica. Si z € T, es facil verificar que la ter-
na (7(X),zix,ia) verifica las condiciones enumeradas en la unicidad (el homomorfismo
1 X 7 para esta terna es zi X w, donde ¥ X 7 es el homomorfismo correspondiente a la
terna (7 (X),ix,i4)). Por lo tanto, existe un isomorfismo 7, : 7(X) — 7 (X) que satis-
face v, (ix(x)) = zix(x) para todo z en X y v;(ia(a)) = ia(a) para todo a en A. Como
¥z = v,-1 = (7.)"!, obtenemos un homomorfismo de grupos v : T — Aut(7 (X)) que
satisface v, oix = zix y 7, 014 = i4 para todo z en T.

Por 1ltimo, la continuidad de esta accion se prueba de forma totalmente andloga a lo
hecho en 2.3.4. O

Observacion 4.1.24. La representacién de Toeplitz universal (ix,i4) es, a menos de un
isomorfismo, la representacién (7', ¢, ). Sin embargo, siempre que sea posible utilizaremos
la representacién (ix,i4) junto con la propiedad universal que define al dlgebra de Toeplitz
de X, en lugar de la forma concreta con la que la definimos en un principio.

4.2. Algebras de Cuntz-Pimsner relativas.

Ademsds del algebra de Toeplitz de una correspondencia, otra papel fundamental en la
teoria es jugado por una generalizacion del dlgebra de Cuntz-Krieger, que fue definida por
Pimsner y que llamamos algebra de Cuntz-Pimsner. Para definirla usaremos en primera
instancia la expresion concreta del dlgebra de Toeplitz. Sin embargo, posteriormente pro-
baremos una proposiciéon similar al teorema 4.1.23 que nos permitira trabajar solamente
con propiedades universales sin tener que recurrir en cada instancia al espacio de Fock
asociado a la correspondencia.

A lo largo de esta seccion, fijamos una C*-algebra A y una correspondencia X so-
bre A, donde la accién a izquierda a - z estd dada por un homomorfismo ¢ : A — £(X),
es decir, a - x = ¢(a)z.

Observacion 4.2.1. Para cada N en N, la suma directa finita XV = @©,-0X®" es un
subespacio de F(X), y podemos ver a £(X”) como una subélgebra de £(F(X)). Con-
cretamente, si Py es la proyeccién de F(X) sobre XV, entonces Py es un elemento de
L(F (X)) y £(XY) se identifica con PyL(F(X))Py.
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Observacion 4.2.2. Si B es la C*-subélgebra de £(F (X)) generada por {£(XV): N € N},
entonces los elementos de 7 (X) actian como multiplicadores de B, es decir, 7(X) C
M(B).

Definicién 4.2.3. El dlgebra de Cuntz-Pimsner asociada a X es la imagen de 7 (X) en
el dlgebra M(B)/B.

Observacion 4.2.4. Como A es un sumando directo de F(X) y ¢oo|a es la multiplicacién,
se tiene que ¢oo|4 €s inyectiva y por lo tanto ¢ es ella misma inyectiva. Asi, el mapa

Oy =2 @y" =TTy

es una representacion fiel de K(X) en £(F(X)). De esta forma podemos concebir a K(X)
isométricamente contenido en 7 (X) C £(F(X)).

Con el mismo argumento se muestra que K(X®") estd contenido en 7 (X) para todo
n > 1, y cada representacién de Toeplitz de X®™ induce una representacién de K(X®™).

Como ¢ no es necesariamente inyectiva, los espacios X®" podrian reducirse a {0}
desde algin punto. La siguiente proposicién proporciona algunas equivalencias para que
esto ocurra.

Definimos Ny = A; N7 = (X, ¢(A)X) = (X, p(Np)X). Inductivamente, sea Ny 1 =

(X, N X). Es claro que cada N} es un ideal de A, y que forman una sucesién decreciente.

Proposicion 4.2.5. Para n en N, las siguientes afirmaciones son equivalente:
1. X®" ={0}.
2. N,_1 estd contenido en el nicleo de ¢.
3. N, ={0}.

Demostracién. Sean x = 11 @ x2 y y = y1 @ y2 en X", con x1,y; en X@n-1 y X2,y en
X. Entonces
(T, y)en = (z2, 9((T1, Y1) gen-1)y2) x.-

Por lo tanto,

(XOn XOn) von = (X, p(Np—1)X) x = N,

Asi, X®" = {0} siy sélo si N,, = {0}. Ademés, esto ocurre si y s6lo si (X, d(Np—1)X) x
{0}, esto es, siy sélo si ¢(N,—1) =0, ya que si a es un elemento de A, entonces ¢(a) =
si y s6lo si (€, ¢(a)n)x = 0 para todos £,n en X.

0o |

Denotamos por J(X) al ideal de A dado por J(X) = ¢~ }(K(X)). Si K es otro ideal
de A contenido en J(X), escribimos Z(K, X) para denotar al ideal de 7 (X) generado por
¢oo(K) Py, donde Py es la proyeccién de £(F (X)) sobre el primer sumando de F'(X), que
es el dlgebra A.

Para que esta definicién tenga sentido, hay que verificar que ¢oo(K)Pp es un elemento
de 7(X). El siguiente lema aclara este punto.

Lema 4.2.6. Sean K un ideal de J(X), y a en K. Entonces

1. 8i¢la) =1mp Y icr &in @05, ¥ T = Y e, T, Ty, ., donde cada I, es un con-
junto finito de indices, entonces

h;Iln T, = ¢oo(a) - ¢oo(a)PO-
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2. ¢oo(K)Py es un elemento de T (X).

Demostracion. Observemos que la segunda afirmacién es consecuencia de la primeraa, ya
que tanto ¢ (a) como lim,, T, son elementos de 7 (X).

Dadn? € >0,sean men Nyb=73"", 0, tal que [|¢(a) — || < e. Definiendo
T =% T,T), € T(X), tenemos que

T(ao@C(l)@C@)@---) — b.C(l)@ ((bdQ))(gCéQ)) ®---
= (¢(@)-cV e @) ¢ e )
- (6@ =)W @) - o).
El primer sumando del ltimo término es ¢u (@) — oo (a) Py actuando en ag®¢ MV @¢@ @ - - .

El segundo sumando tiene norma menor igual que € veces la norma de ag® (M o ¢@ @ - -
en 7 (X). Esto implica que

1T = (¢oo(a) — doo(a) o) || <,
lo que prueba la primera afirmacion. ]

Definicién 4.2.7. Sea K un ideal de J(X). Denotamos por O(K, X) al cociente
T(X)/I(K, X),
y le llamamos dlgebra de Cuntz-Pimsner relativa determinada por K.

Observacion 4.2.8. El algebra relativa de Cuntz-Pimsner es una construccién interme-
dia entre el &dlgebra de Toeplitz y el dlgebra de Cuntz-Pimsner. En efecto, si K = {0},
O({0}, X) = T(X), el algebra de Toeplitz de X; y si K = J(X), O(J(X),X) = O(X), el
algebra de Cuntz-Pimsner de X.

Observacion 4.2.9. (Teorema 3.13 de [16]). Cuando ¢ es inyectiva, obtenemos una sucesién
exacta de C*-algebras:

I(K, X) T(X)
I(J(X),X)  I(J(X),X)

0— = O(J(X), X) — O(J(X),X) = O(X) — 0.

Por esta razon, el algebra de Cuntz-Pimsner relativa determinada por K es también de-
nominada la extension de O(X) por J(X)/K.

Teorema 4.2.10. Sean K un ideal de J(X) y (¢, 7) una representacion de Toeplitz de
X en un espacio de Hilbert H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. ¥ x 7w se anula en Z(K,X) y por lo tanto induce una representacion de O(K, X)
en H.

2. Para todo a en K, se satisface (v, 7)) (¢(a)) = 7(a).

Demostracion. Escribiremos p en lugar de ¥ x . Veamos que la segunda afirmacion implica
la primera. Para ello, alcanza con ver que para todo a en K es p(¢o(a)FPy) = 0, ya que si
ese es el caso, como el nicleo de p es un ideal de 7 (X), para ver que contiene a Z(K, X)
es suficiente ver que contiene a un conjunto generador.
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Sea a en K. Como ¢(a) es un operador compacto, escribimos ¢(a) = limy, Y 1 0z, 0 yin
para ciertos elementos ; n, ¥;n de X. Asi,

Poo(a)Py = hmZTmmT;m — doo(a).
el
Por lo tanto,

p(doc(a))Po = p( hmZTIl nT;Z . — p(deo(a)) = hmp Z Zim yz ) —7(a).

i€l i€l

El primer término del tltimo sumando es igual a lim,, (¢, 7)D (32, Oz, n.yi.n)s POT definicion
del mapa (¢, 1)V, Asi, si (1, 7)1 (4(a)) = 7(a), concluimos que

pds(@Po) = (,m) (Hrgnzem,myi,n> —m(a) = (¢, m)($(a)) —7(a) =0,

i€l

lo que demuestra que p se anula en Z(K, X).

Finalmente, observemos que este argumento es reversible: si p se anula en O(K, X), en-
tonces (¢, 7)) (¢(a)) = m(a) para todo a en K, lo cual muestra que la primera afirmacién
implica la segunda. O

Definicién 4.2.11. Sean una representacién de Toeplitz (¢, 7) de X en la C*-dlgebra
B y K un ideal de A contenido en J(X). Decimos que (¢, 7) es coisométrica en K si

(1, 7)1V (¢p(a)) = 7(a) para todo a en K.

Teorema 4.2.12. Sea K wun ideal de J(X). Entonces existe representacion de Toeplitz
(kx,ka) de X en O(K, X) que es coisométrica en K y verifica

1. Para toda representacion de Toeplitz (1, ) de X en una C*-dlgebra B que es coisométri-
ca en K, existe un homomorfismo ¢ xg 7w : O(K,X) — B que hace conmutar el
siguiente diagrama:

AL 0K, X)X x

S

B

2. O(K, X) estd generada como C*-dlgebra por kx (X) y ka(A): O(K,X) = C*(kx,ka).
La terna (O(K,X),kx,ka) es esencialmente unica: si (B, Ky, k') tiene propiedades
similares, entonces existe un isomorfismo 0 : O(K, X) — B que hace conmutar el siguiente
diagrama:
ka kx
A—— OK, X)+— X

N3

Ademds, existe una accion candnica fuertemente continua v : T — Aut(O(K, X)) que
satisface
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= 7:(ka(a)) = ka(a)
= 7:(kx(2)) = zkx (z)

para cada z en T,a en A yx en X.

Demostracion. Sean @ : 7 (X) — % el mapa cociente y kx = Qoix y ka = Qoia.

Claramente (kx,k4) es una representacién de Toeplitz de X que es coisométrica en K.
Ademids, C*(kx,ka) = O(K, X). Verifiquemos la primeraa de las propiedades enunciadas.
Sea (1, 7) una representaciéon de Toeplitz de X en una C*-dlgebra B coisométrica en K.
Por ser una representacién de Toeplitz, existe un mapa ¢ x 7 : 7 (X ) — B como en el teo-
rema 4.1.23. Ademés, como (¢, 7) es coisométrica en K, el mapa ¢ x w induce un mapa en
el cociente 1{1(()()2) = O(K, X), que denotamos 1) X g . Observemos que Qo) X ™ = 1) X g 7.
Ahora la conmutatividad del diagrama mencionado en el enunciado de esta proposicién se
deduce de la conmutatividad del diagrama correspondiente a 1) X 7 junto con el hecho de
que todos los mapas involucrados pasan al cociente.

Por 1ltimo, la unicidad y la existencia de la accién canénica se demuestran de for-
ma analoga a lo hecho en el teorema 4.1.23. Otro camino posible para demostrar estas
afirmaciones es invocar el correspondiente resultado para el algebra de Toeplitz y luego
trasladarlo al cociente a través de la composiciéon con Q. O

Observacion 4.2.13. Sea K un ideal de A contenido en J(X). Los teoremas 4.1.23 y 4.2.12
nos proporcionan dos dlgebras asociadas a la terna (A, X, K):

» El dlgebra de Toeplitz 7 (X), que es el dlgebra generada por una representaciéon de
Toeplitz universal (ix,i4s) de X.

» El dlgebra de Cuntz-Pimsner relativa O(K, X), que es el dlgebra generada por una
representaciéon de Toeplitz coisométrica en K universal (kx,k4).

La universalidad de las representaciones anteriores debe entenderse en el sentido de los
teoremas 4.1.23 y 4.2.12: cualquier otra representacion de su clase se factoriza a través del
algebra en cuestién con la representaciéon universal adecuada.

De lo anterior concluimos que Z(K, X) coincide con el ideal bilateral cerrado generado
por los elementos de la forma (ix,is)"(é(a)) — ia(a) para a en K, y recordamos que

O(K, X) = 705

En principio, nada asegura que las dlgebras O(K, X) sean no nulas. Los siguientes
resultados determinan condiciones suficientes para que esto suceda.

Para ver que O(K, X) es no nula, alcanza con mostrar que ¢oo(A4) NZ(K,X) = {0}.
Esto equivale a que la composicién de ¢, y el mapa cociente de 7 (X) sobre O(K, X) es
fiel en A, es decir, existe una copia fiel de A en O(K, X).

Denotaremos por @, € £(F(X)) a la proyeccién sobre X®". Asi, de acuerdo con
la notacién antes introducida, tenemos que Qy = Py y que @, = P, — P,_1 para todo
n > 1.

Lema 4.2.14. Sean K un ideal en J(X) y T en O(K, X). Entonces

1. Si existen x1,..., Tk, Y1, Yr en X tales que T = Ty -+ Ty doo(@)QoTy, -+ T, ,
entonces

QnTQm = 5n,k5r,mT7

para todos n,m en N.
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2. QnT Q. es un elemento de O(K, X) para todos n,m en N.
3. lim,, ||Q,TQy| = 0.
4. Para cada g, h en F(X), (Tg,h)px) es un elemento de K.

Demostracion. La primera afirmacién es una consecuencia directa de las definiciones de
los operadores involucrados en ella. Ademds, como todo elemento de F(K) es limite en
norma de combinaciones lineales de operadores de la forma T, - - - T;, ¢oo (a)QOT;1 e T;T
para ciertos zi,...,Zg, y1,---,¥Yr €n X, la segunda y tercera afirmacién se deducen de la
primeraa.

Para demostrar la ultima afirmacién, basta tomar nuevamente
T= Tac1 T Txk¢w(a)Q0T;1 o 'Ty*T?

y suponer que g, h son elementos de X®". Entonces

(Tg,h)px)y = (QuTQng,h)r(x)
- 5n,k5r,n<Ta:1 T Ta:k(boo(a)QOTy*l e T;Tg, h>F(X)

En el caso en que k = r = n, este iltimo término coincide con

(Poo(@)QoTy, - Ty, 9, Ty, - Ty h)p(x)-

Como ¢ es un elemento de X®", Ty, -+ Ty, g =:bes un elemento de A, visto como un
elemento en el primer sumando de F'(X). Andlogamente, T ---T; h =: ¢ es también un
elemento de A, y asi

<¢Oo(a)Q0T;1 . -T;ng, T;l e Tx*nh>F(X) = b*a*c.
Como a estd en K, que es un ideal de A, b*a*c también es un elemento de K. O

Teorema 4.2.15. Sea K un ideal de J(X). Entonces ¢p|x : K — K(X) es inyectivo si y
sélo si la composicion de ¢ con el mapa cociente de T(X) sobre O(K,X) es inyectivo;
equivalentemente, ¢ H(Z(K, X)) = 0.

Demostracion. Veamos primero la implicancia “si”. Sea a en K tal que ¢|x(a) = ¢(a) = 0.
Como (Q o T,Q o ¢) es coisométrica en K, tenemos que @ o ¢oo(a) = (Q o T,Q o
boo) D (p(a)) = 0. Como Q o ¢ es inyectiva, es a = 0.

Probemos la implicancia “sélo si”. Comenzamos con un resultado intermedio.

Afirmacién: Si para algin a de A y para algin n en N, ¢(a) € Z(K,X) y
¢oo(a)Qn = 07 entonces Qboo(a)Qn—l =0.

Siy1 ®-- @y, € X® entonces 0 = ¢oo(a)(y1 @ -+ @ yn) = (d(a)y1) @ -+ @ Yn,
y asi

0 = ((d(a)y1) @ @Yn, (P(a)y1) @+ @ yn) xon
(Yn, D({(P(a)y1) QY2 @ -+ @ Yn—1, (P(@)y1) Y2 @+ ++ @ Yn—1) xon—1)Yn) X -
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Como esto ocurre para todo ¥, en X, concluimos que

P((Poo(@)y1 R Y2 @ -+ @ Yn—1, Poo(A)Y1 @ Y2 @ + -+ @ Y1) xen-1) = 0.

Por otro lado, como ¢ (a) es un elemento de O(K, X), todos los productos internos
de la forma (¢oo(a)§,n) p(x) estdn en K, para todos &1 en F(X). Ahora, puesto que
boo(a) =0 paratodo y =y1 @ Y2 @ - - @ Yyn_1 € X1 concluimos que ¢oo(a)Qpn_1 = 0,
lo que demuestra la afirmacion.

Sea a en K tal que ¢oo(a) = 0. Si para algin n sucede que ¢oo(a)@, = 0, entonces
aplicando la afirmacién anterior sucesivamente, concluimos que

0= 0Qn-1="9x(a)Qo = ¢(a)Qo = ¢(a) Py,

de modo que a = 0, pues ¢ es inyectiva en K.

Podemos asumir entonces que ¢oo(a)@, # 0 para todo n en N. En particular, podemos
asumir que X®" =£ {0} para todo n. Como las proyecciones @,, conmutan con ¢ (A), los
mapas a — ¢oo(a)Qn : A — £(X®") son homomorfismos, y el parrafo anterior permite
suponer que son todos fieles en ¢ (Z(K, X)).

Asi, si a es un elemento de ¢ }(Z(K, X)), tenemos ||a|| = lim, |Qn¢e0(a)Qn||. Fi-
nalmente, este limite debe ser cero por la parte (3) del lema anterior. Por lo tanto,
¢ (Z(K, X)) = 0. O

Lema 4.2.16. Sean K wun ideal de J(X) y (kx,ka) una representacion de Toeplitz
coisométrica en K universal. Si b es un elemento de J(X) tal que (kx, k)M ((b)) =4 (b),
entones b es de hecho un elemento de K.

Demostracion. El lema 4.2.6 implica que a es un elemento de J(X) si y sélo si

(T, 0) V(@) = b (a) = Podoo(a)-
Ahora, si Q : T(X) — O(K,X) denota el mapa cociente, entonces (k:X,kA)(l) =Qo

(T, poo)M) y entonces
Q(Podoc (b)) = Q (6o0(b) = (T 60c) D (9(1)) ) = ka(b) = (hx k) D (6(0)) = 0.
Recordemos que Z(K, X) es el ideal generado por los elementos de la forma

{(Tv ¢00(a>)(1) - ¢m(a) S K} = {P0¢m(a) ta € K},

en virtud del teorema 4.2.10. Esto, junto con el hecho de que Q(Pydso(b)) = 0 implica que
Pyooo(b) es limite de sumas de elementos de la forma

Ty, - 'Tan0¢m(a)T;1 .. 'T;m’

para ciertos xi,...,Tn,Y1,---,Ym en X,y a en K. Sin embargo, como

* * 0 *
Ty, -+ Ty Potoo (@)T), -+ T, = < nxm ) 7

* *
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y Popoo(a) = diag(a,0,0,...), esto sélo puede ocurrir si n = m = 0, es decir, si no aparecen
T o T,/ cuando escribimos a Pyooo (). Por lo tanto,

diag(b,0,0,...) = Poso(b) = Podoo(a) = diag(a,0,0,...)
para algin a en K, de modo que b=a € K. O

Lema 4.2.17. Sea (¢, 7) una representacion de Toeplitz de X inyectiva. Si a es un ele-
mento de A y m(a) estd en la imagen de (1, 7)), entonces a estd en J(X) y n(a) =

(v, ™)V (g(a)).

Demostracién. Como w(a) € (¢, 1)V (K(X)), existe T en K(X) tal que (a) = (¢, 7)) (T).
Ademds, para cada x en X se tiene

Y(Tz) = (&, m)D(T)(¥(2) = w(a)i(z) = Y(d(a)z).

Como 7 es inyectiva, 1) es una isometria y entonces T'(x) = ¢(a)z para todo x en X, de
modo que T = ¢(a) y m(a) = (,m)(¢(a)). =

El siguiente es un teorema de unicidad asumiendo la invarianza bajo la accién canénica.
Este resultado nos permitird obtener una propiedad similar para el producto cruzado
definido por Exel, una vez que hallamos identificado estas dos construcciones.

Teorema 4.2.18. Sean K un ideal de J(X), B una C*-dlgebra y p: O(K,X) — B un
homomorfismo que satisface

1. la restriccion de p a ka(A) es inyectiva;
2. si p(ka(a)) € p((kx, kA)(l)(lC(X))), entonces ka(a) € ka(K); y

3. existe una accion canonica fuertemente continua (3 : T — Aut u(O(K, X)) que hace
conmutar el siguiente diagrama

O(K,X)—-Z 5 O(K, X)

Entonces p es inyectivo.
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Capitulo 5

Comparacion de las construcciones
anteriores.

En este capitulo, nos proponemos re-examinar la construccién del producto cruzado por
un endomorfismo que introdujo Exel y que presentamos en el capitulo 2. Concretamente,
identificaremos una familia de representaciones para las cuales el producto cruzado A %, ¢
N es universal. Mostraremos luego que A %, o N puede ser identificado como un algebra
de Cuntz-Pimsner relativa, y acudiremos a resultados conocidos para estas dlgebras para
estudiar el producto cruzado.

En particular, identificaremos condiciones necesarias y suficientes en el operador de
transferencia £ para que el mapa canénico j4 : A — A X, ¢ N sea inyectivo, respondiendo
asi a una de las preguntas que Exel dejé planteadas en [9].

5.1. El producto cruzado y las representaciones de Toeplitz.

Sean A una C*-dlgebra unital, @ un endomorfismo de A y £ un operador de transfe-
rencia para el par (A, ). Recordemos que 7 (A, a, L) es el dlgebra universal generada por
una copia de A y un elemento S que satisface Sa = a(a)S y S*aS = L(a) para todo a
en A. Por definicién, 7 (A, a, £) es universal para la familia de representaciones Toeplitz-
covariantes (definicién 2.2.1) de la terna (A, a, £).

Denotamos por (i4,S) a la representacion Toeplitz-covariante universal de (A, a, £)
en 7(A,a, L). Si (p,V) es otra representacién Toeplitz-covariante en una C*-algebra B,
denotamos por p x V' al homomorfismo de 7 (A, «r, £) en B que hace conmutar el siguiente
diagrama:

AT (A a, L) S
\ lva JpXV
B V.

Ademas, el mapa ig : A — 7 (A, a, L) es inyectivo (teorema 2.2.10).

Recordemos que en la correspondencia M, construida en la seccion 2.2, la accién
a izquierda estd dada por un homomorfismo ¢ : A — £(My) y es a-m = ¢(a)m := q(a)m;
la accién derecha estd dada por m - a = mg(a(a)), y el producto interno con valores en A
es (q(m),q(n))c = L(m*n).
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Nuestro primer objetivo es identificar el algebra 7 (A, «, £) como un algebra de Toeplitz
de una cierta correspondencia. Explicitamente, probaremos que 7 (A, o, £) = T (M). Para
ello, necesitaremos algunos resultados intermedios.

Lema 5.1.1. La correspondencia My es esencial a izquierda y derecha, esto es, A- My =
My,= M, A.

Demostracion. la primeraa de las igualdades es inmediata: 1 - g(a) = ¢(la) = ¢(a) para
todo a en A. La segunda se debe al hecho de que M, es un médulo de Hilbert a derecha,
y éstos son siempre esenciales. En efecto, se tiene que ¢g(a) - 1 = ¢(a) para todo b en A:

(g(a) —qla) - 1,q(a) —q(a) - 1) = (q(a),q(a)) — (q(a), g(ac(1))) — (q(ac(1)), q(a))
+ (q(aa(1)), g(ac(1)))
= L(a*a) — L(a"aa(1)) — L(a(1)a"a) + L(
= L(a*a) — L(a"a)l —1L(a%a) — 1L(a"a)l = 0.

El préximo resultado permite suponer que en las representaciones de Toeplitz (), )
de M, 7 siempre es unital. En efecto, se tiene que todas son de esta forma, a menos de
sumar operadores nulos.

Lema 5.1.2. Sea (1, ) una representacion de Toeplitz de My en un espacio de Hilbert
H. Entonces el subespacio esencial de m, definido como K = span{n(a)h :a € A,h € H}
es reductor para (1, ), y ademds se tiene que m|,cr =0 y Y[ = 0.

Demostracion. Como K es el subespacio esencial de 7, es claro que es reductor para 7w y
que 7|1 = 0. Veamos que lo mismo ocurre con .
Sean m en M, yv k en K. Por el lema anterior, se tiene que m = m-1 = 1-m. Entonces

P(m)k = (1 -m) = n(1)y(m)k,

que es un elemento de K. Por otro lado,

Pr(m)k = ¢ (m- Dk = (p(m)n(1))"k = m(1)¢* (m)k,

que también es un elemento de K. Por lo tanto, K es reductor para 1, pues es invariante
por ¢ y por ¥*.

Por 1ltimo, veamos que |1 = 0. Si m es un elemento de My y h es uno de K1,
entonces

[ (m)hlf3, = (b (m)h, v (m)h)y = (b(m)* $(m)h, By = (m({m, m) a1, )b, k) = 0,

ya que 7({m,m) . )h = 0. Por lo tanto, ¥)(m)h = 0 para todo h en K. Esto implica que
K+ es invariante por ¢ (que ya lo sabfamos gracias al calculo anterior), y que ¢ en este
subespacio es nulo. ]

El siguiente lema afirma que existe una correspondencia biunivoca entre las representa-
ciones Toeplitz-covariantes de (A, «, L) y las representaciones de Toeplitz de M.
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Lema 5.1.3. Dada una representacion Toeplitz-covariante (p, V') de (A, «, L) en una C*-
dlgebra B, existe un mapa lineal ¢y : Mgy — B que satisface Yy (q(a)) = p(a)V para todo
a en A, y ademds (Yy,p) es una representacion de Toeplitz de My en B.

Reciprocamente, si (1, ) es una representacion de Toeplitz de My en una C*-dlgebra
unital B, siendo ™ un homomorfismo unital, entonces el par (m,1(q(1))) es una repre-
sentacion Toeplitz-covariante de (A, a, L) en B. Ademds, Yy(q(1)) = V-

Demostracion. Definimos 6 : Ax — B por 6(a) = p(a)V. Entonces 6 es lineal y si a es un
elemento de A, entonces

10(@)1* = llp(a)V[I* = [V*p(a*a) V]| = [|p(L(a"a))l| < [ L(a*a)| = ||{a, a)cl],

de modo que 6 es acotado para la seminorma de Az, con ||f#]] < 1. En consecuencia, 6
induce un mapa acotado ¥y : My — B que satisface ¥y (q(a)) = p(a)V. Veamos que
(v, p) es una representacién de Toeplitz de M en B. Si a,b,c € A, tenemos que:

= v (q(b) - a) = Yv(g(b)afa)) = p(ba(a))V = p(b)V p(a) = v (q(b))p(a)
= Yy (q(0)) v (g(e)) = VZp(b )V = p(L(b"¢)) = p({a(b), 4(c)) )
= Yy(a-q(b) = dv(ag(d)) = p(ab)V = p(a)p(b)V = p(a)yv(q(b))-

Sea ahora (1, ) una representaciéon de Toeplitz de M, en una C*-algebra unital B,
con 7 un homomorfismo unital. Veamos que (7, (g(1))) es una representacién Toeplitz-
covariante de (4,a, L). Si a € A, tenemos que:

= P(g(1))7(a) = ¥(q(1)-a) = P(g(1)a(a)) = P(q(ala))) = P(ala)q(1)) = m(ala))P(q(1

- wggil))))*ﬂ(a)¢(Q(1)) = Plg(D)"¥(a - q(1)) = ¥(g(1))"P(q(a)) = 7({g(1), q(a))c) =

iiﬂalmente, VYyq))(q(a)) = m(a)y(q(1)) = (a-q(1)) = ¥(q(a)), de modo que 1y 4(1)) E

Corolario 5.1.4. El dlgebra universal T (A, «, L) es isomorfa al dlgebra de Toeplitz de
Mg, esto es, T(A,a, L) =T (Mg).

Demostracion. Probaremos que 7 (A, «, L) tiene la propiedad universal que caracteriza
a 7 (Mg): ver el teorema 4.1.23. Como (i4,S) es una representacién Toeplitz-covariante
de (A,a, L), (1s,ia) es una representacién de Toeplitz de My en T (A, a, L) por el lema
anterior, es decir, la terna (7 (A, «, L),1g,i4) verifica la primera condicién en el teore-
ma 4.1.23. Ademads, esa representacién tiene como imagen toda el dlgebra 7 (4, «, L), que
estd generada por i4(A) y S, de modo que también se satisface la tercera condicién. Res-
ta verificar la segunda: para cada representacién de Toeplitz de M, debemos encontrar
una representacién de 7 (A, «, £) de forma que la representaciéon de Toeplitz dada se fac-
torice a través de 7 (A, a, £) con la representacion (1g,i4) y el mapa que queremos hallar.

Sea (1, ) una representacién de Toeplitz de M, ; podemos suponer que su imagen
estd contenida en los operadores acotados de cierto espacio de Hilbert H. Ademaés, por
el lema 5.1.2, a menos de ignorar sumandos triviales, podemos suponer que 7 es unital.
En consecuencia, podemos aplicar el lema anterior a (¢, ) (o a la restriccién de ella a
K = m(1)H) para obtener una representacién Toeplitz-covariante de (A, «, £) en H, que
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denotamos por (m,1(q(1))).
Sea ahora pt =7 x 9(q(1)) : T(A,a, L) — B(H). Entonces poiy =m,ysia€ A,

potps(gla)) = u(iA(a)S)zﬂ(iA(a)u(5)= m(a)¥(q(1))
= 7(a)Y(q(1)) = Yy(g)(g(a)) = ¥(q(a)),

de modo que poYg = . O

Proposicion 5.1.5. El homomorfismo (¢S,i,4)(1)  K(Mg) — T(A,a, L) inducido por
(¥s,i4) es inyectivo.

Demostracion. Sea T en (M) tal que (¢g,i4))(T) = 0. Entonces para todo = en My,
es

0= (¢s,ia) N (T) (s (x)) = Ys(Tx).

Como g es inyectiva, esto implica que Tx = 0 para todo z en M. AsiT =0y (¢g, iA)(l)
es inyectivo. O

Corolario 5.1.6. El mapa (vs,i4) ") es un isomorfismo entre K(Mg) yia(A)SS*is(A) =
MM*.

Demostracion. Alcanza con observar que (¥g,i4)(1) es inyectivo y la imagen de K(My),
que es cerrada, es densa en ¥g(Mp)ps(Me)* = MM*. O

5.2. Las redundancias y las algebras de Cuntz-Pimsner re-
lativas.

Exel definié una redundancia como siendo un par (i4(a), k) donde a es un elemento
de Ay k es un elemento de M M*=is(A)SS*io(A), que satisfacen ig(a)ia(h)S = kia(b)S
para todo b en A.

En principio, esta definiciéon abre varias preguntas en referencia a las redundancias.
En primer lugar, no es claro que siempre existan redundancias no triviales. Por otro lado,
tampoco es claro si todo a en A admite un elemento k en M M* de modo que (a, k) sea
una redundancia. Mas atin, en caso de existir, un tal k podria no ser tnico, al menos para
ciertos a de A.

El siguiente lema, ademés de identificar las redundancias, responde las preguntas del
parrafo anterior.

Lema 5.2.1. Sean a en A y k en T(A,«a, L). Entonces (ia(a), k) es una redundancia si
y s6lo si a es un elemento de J(Mg) = ¢~ Y (K(Mp)) y k= (¢s,i4) D (o(a)).

Demostracion. Veamos la implicancia “si”. Tenemos que k € (g, i4) M (K(Mg)) = MM*
y ademas si b es un elemento de A,

ia(a)ia(h)S = iala)s(a(b)) =vs(d(a)a(b)) = (1s,ia) M (d(a))vs(q(b))
= (1s,ia)M((a))ia(b)S,

donde en la tercera igualdad usamos la segunda propiedad que caracteriza al homomorfis-
mo (b, m)M). De esto se deduce que (a, (¥s, iA)(l)(d)(a))) es una redundancia.
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Reciprocamente, supongamos que (a, k) es una redundancia, donde k es un elemento
de MM* =Im ((wg, iA)(l)). Por la proposicién 5.1.5, existe un unico T en K(My) tal que
(Yg,i4) D (T) = k. Asi, si b es un elemento de A, se tiene que

Vs(p(a)g(d)) = s(g(ab)) =ia(ab)S =ia(a)ia(b)S = kia(b)S
= (s, ia) D (T)s(q(b) = s (T(q(h))),
y por lo tanto, ¥s(¢p(a)) = g(T). Como ig : A — T (A, a, L) es inyectivo, también lo es

s, ya que (1g,i4) es una representacion de Toeplitz (ver observacién 4.1.7). En este caso
es sencillo dar una demostracién directa de este hecho:

Ys(g(a)) =05 iyg(a)S =04 S*ig(a*a)S =0 iys(L(a"a)) =0< L(a"a) =04 g(a) =0.

Finalmente, la inyectividad de 1g implica que ¢(a) =T, como queriamos ver. ]
Recordemos la definicién del producto cruzado de A por « relativo a £. Sea Z(A, o, £)

el ideal bilateral cerrado generado por {is(a) — k : (ia(a), k) es una redundancia con a €

ARA}. Entonces

T(A o, L)

I(A o, L)

Denotamos por Q : 7 (A, o, L) — AX,  al mapa cociente.

A X, L N :=

Corolario 5.2.2. Con la notacién del pdrrafo anterior, sea Ko, = ARAN J(Kr). En-
tonces, T(A,a, L) es el ideal generado por {is(a) — (1s,ia) M (p(a)) : a € Ko}

En este punto, podemos identificar el producto cruzado A x, 2 N como un &lgebra
de Cuntz-Pimsner relativa. De todos modos, mas adelante estaremos en condiciones de
dar un isomorfismo concreto que nos permitird identificar ambas construcciones, y que
ademads nos permitird inferir ciertas propiedades del producto cruzado a partir de otras de
las algebras de Cuntz-Pimsner relativas.

Corolario 5.2.3. Con la notacion de la observacion 4.2.13, el corolario anterior implica
que Z(A,a, L) es (isomorfo a) T(Ky, Mr). Por lo tanto, se tiene que
T(Av «, ‘C) T(Mﬁ)

Axg s N= ~ — O(K,. Mp).
Mot N=F0 D) = TKay gy~ O Me)

El objetivo ahora es describir el producto cruzado A x, N como un objeto universal.
Para ello, necesitamos identificar las representaciones Toeplitz-covariantes que se anulan
en el ideal Z(A4, o, L).

Lema 5.2.4. Sea (p,V') una representacion Toeplitz-covariante de (A, c, L) en una C*-
dlgebra B. Entonces

(p X V) © (¢SviA)(1) = (¢V7,0)(1)
Demostracion. Por la observacién 4.1.11,

(px V)o(hs,ia)M) = ((px V)ois, (px V)ois)!).

Como (i4,S) es la representacién Toeplitz-covariante universal en 7 (A, «, £), se tiene que
(pxV)oia=py (pxV)(S)=V.Asi

(px V)ous(qla)) = (px V)(ia(a)S) = p(a)V = v (q(a)),

y por lo tanto, (p x V) o g = ¢y O
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Definicién 5.2.5. Sea (p, V') una representacién Toeplitz-covariante de (A, «, £) en una
C*-algebra B. Decimos que (p, V') es una representacion covariante si ademds se cumple
que para todo a en K,

p(a) = (v, p)V(p(a)).

Observacion 5.2.6. Una representacién Toeplitz-covariante (p, V') es covariante si y sélo
si la representacién (yy, p) de Toeplitz de M que ella induce de acuerdo al lema 5.1.3, es
cotsométrica en K.

La siguiente proposicién afirma que A X, £ N es universal para las representaciones

covariantes de (A, «, £).

Proposicién 5.2.7. Sean jo = Qoig, T = Q(S5). Entonces, el par (ja,T) es una repre-
sentacion covariante de (A,a, L) en A x4 ¢ N. Ademds, para cada representacion covari-
ante (p,V) en una C*-dlgebra B, existe un homomorfismo T,y : A Xq N — B que hace
conmutar el siguiente diagrama:

A Axg e N T =Q(S)

S
V.

B

Demostracion. El par (Qoia,Q(S)) = (ja,T) es una representaciéon Toeplitz-covariante,
pues (i4,.5) lo es, y su imagen estd contenida en A x, N. Ademas, el mapa (Qoia)x Q(S)
es precisamente Q:

A5 T(Aa, L)

. lﬂAXT:C?
JA
A XNa,L N.

Por el lema 5.1.3, obtenemos una representaciéon de Toeplitz (¢, ja) : Mg — Axa N,y
para cada a en K, tenemos

jala) = Qoiala) = Qlia(@) = Q ((s,ia)V(@(a)

= (Qoiax Q) (05,10 (6(a)) = (Yas), Q 0ia) M (6(a))
= (4r,ia)(@(@),

donde la peniltima igualdad se debe al lema anterior. Como (¢, ja) es coisométrica en
K, (ja,T) es una representaciéon covariante.

Supongamos ahora que (p,V) es otra representacién covariante de (A4, «, L) en una
C*-algebra B. Por ser una representacién Toeplitz-covariante, ella induce un homomorfis-
mo px V :T (A, a,L) — B. Como la representacién (¢y, p) debe ser coisométrica en K,
al ser (p, V') covariante, concluimos que p x V' se anula en el ideal Z(A, «, £). Por lo tanto,
p x V se factoriza a través de un homomorfismo 7,y : A x4 N — B.
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a, L)

EAN
S

B.

Finalmente,

T oja=Toyo0Qoia= (pxV)oiyg=p,
T (T) = 1 v(Q(S)) = (p x V)(Q(S)) = V.
O

Podemos ahora dar un isomorfismo concreto entre el producto cruzado A x, Ny el
algebra de Cuntz-Pimsner relativa O(K,, Mr).

Teorema 5.2.8. Eziste un isomorfismo 6 : O(Kq, Mz) — A X4 N que hace conmutativo
el siguiente diagrama

O(Kq, M) k.(q(1))

bk

AT S Axg e N

Demostracion. Sea (1, ja) la representacion de Toeplitz de M, inducida por la represen-
tacién Toeplitz-covariante (j4,7") de (A, a, £). Probaremos que la terna (A x4 N, 07, ja)
tiene las propiedades que definen al algebra de Cuntz-Pimsner relativa a K, : ver la proposi-
cion 4.2.12.

Como (ja,T) es una representacién covariante, (17, j4) es coisométrica en K,. Sea
(1, ) una representacién de Toeplitz de M, coisométrica en K,, que podemos supo-
ner que tiene su imagen contenida en B(H) para algin espacio de Hilbert H, y tam-
bién que 7 es unital, o restringir las representaciones a mw(1)H, que es reductor para
(1, m), en virtud del lema 5.1.2. Por lo tanto, hay una representacién Toeplitz-covariante
(m,9(q(1))) de T(A,, L) en B(H). Como Py qa)) = ¥ v (¢,7) es coisométrica en Ka,
(m,%(q(1))) es una representacién covariante. La proposicién anterior nos da un homo-
morfismo 7 y(q(1)) : A Xa,c N — B(H) que satisface

A4, A Xa,c N T
\ lfr,wq(l)) J"'ﬂyw(q(l))
B(H) ¥(g(1)).

Ademss, si a € A, tenemos que
Trap(q(1)) (¥7(2(@))) = T y(q1)) (Ja(@)T) = w(a)¥(q(1)) = ¥(q(a)),
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de modo que T y(q(1)) © %1 = . Por lo tanto, si denotamos por ¥ X i, 7 al homomorfismo
Trab(q(1)), €ntonces ¥ X g, m cumple la primera condicién de la proposicién. Como (MU
ja(A) genera A %, N, también se verifica la segunda condicién de dicha proposicién
4.2.12, y por lo tanto existe un isomorfismo 6 : O(Ky, M) — A x4, N que satisface las
condiciones del enunciado. O]

Corolario 5.2.9. Si a(l) =1, entonces Ko = ARANJ (M) = J(M) y entonces por la
observacion 4.2.8, A Xor N=O(Mg).

5.3. Inyectividad del mapa j4: A — A %, N.
Definiciéon 5.3.1. Sea [ un ideal de A. Decimos que el operador de transferencia £ es
» fiel en [ silas condiciones a € I y L(a*a) = 0 implican que a = 0.

= casi fiel en I silas condiciones a € I y L£((ab)*ab) = 0 para todo b en A implican
que a = 0.

Teorema 5.3.2. El mapa ja: A — A xqc N es inyectivo si y solo si L es casi fiel en el
ideal K.

Demostracion. Por la proposicién anterior, j4 es inyectivosiy sélosiky : A — O(K,, My)
lo es. Ademads, por el teorema 4.2.15, esto ocurre si y sélo si ¢|k, : Ko — £(Mg) es
inyectivo.

Siae K, ybe A, tenemos

I£((ab)*ab)| = |[{g(ab), q(ab))cll = lla(ab) (|2 = ||la - q(®O)I|Z = [|6(a)a(b)|Z
= [¢lk.(@)a(®)Z,
y esto implica la equivalencia deseada. ]

Corolario 5.3.3. Supongamos que A es conmutativa. Entonces ja es inyectivo si y solo
st L es fiel en K.

Demostracion. La implicancia “si” es evidente. Supongamos que j4 es inyectivo, de modo

que L es casi fiel en K,. Sea a en A tal que L(a*a) = 0. Entonces, para todo b en K, se
tiene
1£((ab)*ab) || = | £((ba)*ba)|| = ||£(a*b*ba)[| < [|b]|*||£(a*a)]] = O,

de modo que L((ab)*ab) =0y asi a = 0. O

Observacion 5.3.4. En su articulo, Exel prob6 que ja es inyectivo cuando « es inyectivo
y E :=ao L, que es una esperanza condicional de A en R = a(A), satisface que sia € A
y E(a*a) = 0, entonces a = 0. A un operador de transferencia £ con esa propiedad Exel
le llama operador de transferencia no degenerado. Este resultado se deduce del teorema
5.3.2: un operador de transferencia no degenerado es fiel en todo A. En efecto, sia € Ay
0 = L(a*a) = a~}(E(a*a)), entonces E(a*a) =0y asi a = 0.
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5.3.1. Ejemplos.

En este apartado presentamos algunos ejemplos que muestran como utilizar el teorema
5.3.2 para decidir cudndo existe una copia fiel del dlgebra A en el producto cruzado.
Estos ejemplos muestran, asimismo, que el teorema mencionado representa un criterio
sensiblemente mas fino que los presentados por Exel en ciertos casos particulares, como el
referido en la observacion 5.3.4.

Ejemplo 8. Este es un ejemplo en el que el endomorfismo a : A — A no es unital. Sean
A=c:={zx:N— C existe lim, z(n)} el espacio de las sucesiones convergentes, con la
norma del supremo, y o = S el shift. Entonces, £L = S* es un operador de transferencia
para (¢, S):

S*(S(x)y)(n) = z(n)y(n +1) = (57(y)) (n).

Por otro lado, si x € ¢, (z,z)s-(n) = S*(z*z)(n) = z*z(n + 1), y por lo tanto
||{(x,x)s+|| = 0 siy sélo si z(n) = 0 para n > 0, es decir, si y sélo si x € Cey. Por lo
tanto, Mg+ = ¢/Cey.

Como la multiplicacién a izquierda en Mg+ por un elemento de ¢ es un operador com-
pacto, tenemos que J(Mg+) = c. Asimismo, como R = S(¢) = {z € ¢ : z(0) = 0},
concluimos que Kg = {x € ¢: z(0) = 0}.

Los célculos anteriores permiten concluir que £ = 5* es fiel en Kg, pero no en todo c.
El corolario 5.3.3 implica que j. : ¢ — ¢ Xg g+ N es inyectivo.

Ejemplo 9. Este es un ejemplo en el que el endomorfismo o : A — A no es inyectivo. De
nuevo el algebra A es ¢, pero tomamos como endomorfismo o = S*, que admite como
operador de transferencia al shift: £ = S. En este caso, Mg = ¢ pues S es una isometria
y por lo tanto ||S(z*z)|| = 0 implica z*x = 0, es decir, z = 0. Ademds, se tiene que
J(Mg) = ¢ y asimismo Kg~ = c. En este ejemplo, £ = S es fiel en Kg+, y por lo tanto el
corolario 5.3.3 de nuevo implica que j. : ¢ — ¢ Xg+ g N es inyectivo.

Ejemplo 10. Este es un ejemplo de una C*-algebra conmutativa con un operador de trans-
ferencia £ que no es fiel en K,, de modo que A no es una C*-subdlgebra de A x,  N.
Sean A = C([0,2]) con la norma del supremo, y « : C(]0,2]) — C(|0,2]) dada por

[ f(22), siz € 0,1];
of)(w) = { f(a—2z), size(1,2

Entonces el mapa L : C([0,2]) — C([0,2]) definido por L(f)(x) = f(§) es un operador
de transferencia para el par (C([0,2]), o). Para el cdlculo de M, debemos observar que
N = {feC(0,2]): L(f*f) =0}
= {fe€C([0,2]) : flioa = 0}.

Asi, la restriccién 7 : C([0,2]) — C([0,1]), f = fljo,1) induce un isomorfismo de espacios
vectoriales entre C([0,2])/N y C([0,1]), que transforma la estructura de bimédulo en

T

)h(—); g f(z) = g(2)f(22); [-g(z) = f(x)g(x),

(9.0 =9 (5)n (5

T
2
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para f,gen C([0,2]) y f en A= C([0,2]). De la primera identidad se deduce que r es una
isometria, de modo que Az/N es completo y por lo tanto M, = A /N.
Ahora, para f en Ay x en [0, 1], tenemos que

Or(5),1(9)(@) = () (@)(1,9)£(22) = f(x)g(x) = (¢(f)g) (2),

por lo que f € J(Mg), y asi J(Mz) = A, lo cual implica que K, = A ya que (1) =
1y R=A.

El operador de transferencia £ no es fiel en C([0,2]): cualquier funcién f € C([0,2])
cuya restriccion al intervalo [0, 1] sea idénticamente nula verificard £(f*f) = 0. Del coro-
lario 5.3.3 se deduce que el mapa candnico C([0,2]) — C([0,2]) X4,z N no es inyectivo.

5.4. Teorema de unicidad de invarianza canonica.

Usando el isomorfismo 6 : O(Ky, M) — A %o, N del teorema 5.2.8, obtenemos una
accién canodnica natural 6 : T — Aut(A x4 N) tal que para cada z en T se tienen
0.(jala)) = jala),0.(T) = 2T y 0 o~, = 0, 0 6. Esto ultimo equivale a que el diagrama

O(Ka,Mg) L}A XaygN

| |+

O(KQ7M£) T>A XQ’LN

sea conmutativo.

Teorema 5.4.1. Sean B una C*-dlgebra y (p, V') una representacion covariante de (A, a, L)
en B que satisface

1. para cada a en A, si p(a) =0 entonces ja(a) =0;
2. si p(a) € (Yv, p) D (K(Mp)), entonces ja(a) € ja(Ka); y

3. existe una accion canonica fuertemente continua 3 : T — Aut 7,y (A X, N) tal que
para cada z en T, el diagrama

Axiqr N % s Ax,,N

Tp»Vl lTp-,V

pr(A Na,L N) i) Tp,v(A R, L N)

es conmutativo.
Entonces el homomorfismo 7,y : A Xo N — B es inyectivo.

Demostracién. Probaremos que 7,1 o 0 satisface las condiciones que verifica el homomor-
fismo p del teorema 4.2.18.
Sea a en A tal que (7,1)(ka(a)) = 0. Entonces



y por la primera condicién del enunciado, concluimos que ja(a) = 0. Como ks = 0710 ja,
lo anterior implica que k4(a) = 0 y asi 7,y o 0 es inyectivo en k4(A).
Sea ahora a en A que satisface (7, 0 8)(ka(a)) € (7, 0 0) ((k:ML,kA)(l)(IC(ML))).
Como (7, 00)(ka(a)) = p(a), tenemos que
(rpv 0 0) (kares k) D (K(ML)) = 7o (00 ks, 00 k) V(M) )
= 1o ((Wr, i) V(K (M)
= 7w 0@ (s, i)V (K(Me))
= (pxV) (ws,z'A)“)(mML»)
= (v, p) D (K(M)).

Por lo tanto, p(a) € (v, p) D (K(Mg)), y de la segunda condicién del enunciado se deduce
que ja(a) € ja(K,). Componiendo con el isomorfismo 6 obtenemos que ka(a) € ka(K,).
Finalmente, la tercera condicion del enunciado permite concluir que

BzoTpvol =T,y 00,00 =1,y 000n7,.

El teorema 4.2.18 permite afirmar que 7,y o es inyectivo, lo cual implica que 7, es
inyectivo. O

Cuando el operador de transferencia L es casi fiel en K, el teorema 5.3.2 implica que
el mapa ja4 : A — A X, N es inyectivo. En este contexto, se puede dar una versién mas
refinada del teorema anterior.

Corolario 5.4.2. Supongamos que el operador de transferencia L es casi fiel en K, y sean
B una C*-dlgebra y (p, V') una representacion covariante de (A,a, L) en B que satisface

1. p es fiel;
2. para a en J(Mc), p(a) = (¥v, p)M(¢(a)) implica que ja(a) = (¥r,ja) P ((a)); y

3. existe una accion canonica fuertemente continua 3 : T — Aut 7,y (A X N) tal que
para cada z en T, el diagrama

A NO(’[;NL)A Na,gN

TP»VJ/ lTp,V

Tp7v(A Na’g N) T> Tp,V(A Xa7£ N)

es conmutativo.
Entonces el homomorfismo 7,y : A Xq N — B es inyectivo.

Demostracion. Veamos que las condiciones (1) y (2) de este corolario implican las condi-
ciones (1) y (2) del teorema 5.4.1.

Es directo verificar que la primera condicién de este corolario implica la primera condi-
cion del teorema, ya que j4 es inyectiva.

Por otro lado, sean a € A,b € J(Mg) que satisfacen p(a) = (v, p)D((b)). Co-
mo p es inyectiva, el lema 4.2.17 permite afirmar que a es un elemento de J(Mg) y
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que p(a) = (Yv, p)M(é(a)). La segunda hipétesis en este corolario asegura que debe ser
jala) = (wA,jA)(l)(qﬁ(a)), y por el lema 4.2.16, es a € K,.
Finalmente, podemos aplicar el teorema 5.4.1 para obtener el resultado deseado. [
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Capitulo 6

Productos cruzados de sistemas
dinamicos clasicos.

Un sistema dindmico (reversible) generado por un homeomorfismo de un espacio com-
pacto y de Hausdorff determina el producto cruzado de la C*-algebra de las funciones
continuas sobre dicho espacio por la accion del grupo de los enteros via la composicién
de las funciones continuas con los iterados del homeomorfismo original. La interacciéon
entre las propiedades topoldgicas del sistema dinamico, tales como la minimalidad, la ir-
reducibilidad o la libertad topoldgica, y las propiedades analitico-algebraicas del producto
cruzado, como la estructura de ideales y subdlgebras o la simplicidad, han sido el objeto
de intensas investigaciones desde la década de los sesenta.

En los afios recientes, y sin contar con una definicion satisfactoria del producto cruzado
por un endomorfismo, se ha hecho un gran esfuerzo por establecer relaciones similares a
las identificadas para sistemas dindmicos reversibles, pero esta vez para sistemas dindmi-
cos irreversibles, es decir, sistemas dindmicos generados por mapas continuos, sin asumir
inyectividad ni sobreyectividad.

Dada la gran dificultad que este problema presenta, en la busqueda de relaciones claras
entre dindmica y andlisis para sistemas irreversibles, es comun asumir que el mapa que
genera el sistema dinamico es un mapa de recubrimiento, esto es, un homeomorfismo local
sobreyectivo.

En este capitulo avanzaremos en esta direccién, exponiendo algunos de los resultados
disponibles para el producto cruzado definido por Exel. Nos concentraremos en analizar
las relaciones existentes entre ciertas hipdtesis de minimalidad del sistema dindmico con
la estructura de ideales del producto cruzado. Una de las motivaciones basicas para la
busqueda de este tipo de resultados es el teorema que enunciamos a continuacién, que
establece relaciones como las antes mencionadas para el producto cruzado que surge de
un sistema dindmico generado por un homeomorfismo de un espacio compacto.

Teorema 6.0.3. Sean X un espacio compacto y o un homeomorfismo de X en si mismo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los puntos no periddicos de o son densos en X.

2. Cualquier ideal no trivial I del producto cruzado C(X) Xq Z tiene interseccion no
trivial con la copia de C(X) que hay en el producto cruzado.
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3. La copia de C(X) es una C*-subdlgebra abeliana mazimal de C(X) X Z.

Una demostracién de este teorema se puede encontrar en el libro de Tomiyama [19].

Comenzamos este capitulo definiendo los sistemas dindmicos clésicos y utilizamos los
resultados presentados en capitulos anteriores para obtener las primeras propiedades de los
productos cruzados determinados por estos sistemas. A modo de ejemplo, estos productos
cruzados pueden identificarse como algebras de Cuntz-Pimsner como las introducidas en
[16], y el mapa canénico jo(x) — C(X) Xa,c N es siempre inyectivo.

A continuacién, dejamos de lado el caso conmutativo y nos concentramos en el ca-
so en que el rango del endomorfismo considerado admite una esperanza condicional de
indice finito, de acuerdo a [20]. Mostramos primero que el proceso de eliminacién de las
redundancias se alcanza introduciendo una unica relacién adicional, obteniendo asi una
presentacién muy concreta del producto cruzado en términos de generadores y relaciones.

Posteriormente, verificamos que los sistemas dinamicos clasicos tienen indice finito, y
en consecuencia obtenemos una descripcién ain més concisa del producto cruzado en este
contexto. También obtenemos un resultado acerca de la fidelidad de las representaciones
bajo la hipétesis de libertad topoldgica. Ademés de dar una descripcién muy concreta
de la estructura de ideales en un caso especial, mostramos que el producto cruzado es
simple si y sélo si el mapa en el espectro es irreducible, en el sentido de que no admite
subconjuntos propios cerrados e invariantes. Este resultado representa un refinamiento de
la correspondiente caracterizacién de la simplicidad establecida por Deaconu, ya que la
nociéon que manejamos de irreducibilidad es ciertamente més débil que la nocién de mini-
malidad que Deaconu utilizé. Cerramos el capitulo mostrando que en el caso de un sistema
topoldgicamente libre, la primalidad del producto cruzado es equivalente a la transitividad
del sistema dindmico en cuestion.

La hipotesis de que el mapa en el espectro sea un mapa de recubrimiento estd di-
rectamente relacionada con la finitud del inidce del endomorfismo asociado, que a su vez
es el responsable de la existencia de una esperanza condicional del producto cruzado sobre
C(X) (teorema 6.2.8). Como esta esperanza condicional resulta ser una de las herramien-
tas fundamentales al momento de probar los teoremas maés importantes de este capitulo,
nuestros métodos son absolutamente invélidos en el caso en que el indice no sea finito.
Por lo tanto, problemas como la caracterizacién de la simplicidad en términos del sistema
dindmico en el caso de indice infinito, son algunas de las principales preguntas que quedan
sin responder.

Las principales referencias para este capitulo son el articulo de Exel y Vershik [11];
el de Carlsen y Silvestrov [6]; y el de Brownlowe, Raeburn y Vittadello [5].

6.1. Sistemas dinamicos clasicos.

Definicién 6.1.1. Un sistema (dindmico) cldsico consiste en un par (X, o), donde X es
un espacio topolégico compacto y de Hausdorff, y ¢ : X — X es un homeomorfismo local
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sobreyectivo.

Asociado al sistema cldsico (X, o) tenemos un C*-sistema dindmico conmutativo: la
C*-algebra es A = C(X) y el endomorfismo de A estd dado por a(f) = f o o, para toda
f en C(X). Observar que a es un endomorfismo unital, y que la sobreyectividad de o
equivale a la inyectividad de «.

También tenemos una forma canoénica de definir un operador de transferencia para
(C(X), a), que esencialmente consiste en promediar sobre las preimdgenes por o. Concre-
tamente, el operador de transferencia que escogeremos tendra la forma

LHE) = S S,

]
7 D) exioty=a)

para todos x en X y f en C(X). Tenemos que verificar que la férmula anterior efectiva-
mente define un mapa de C'(X) en si mismo, lo cual dependerd del hecho de que o es un
homeomorfismo local.

Lema 6.1.2. Sea (X,0) un sistema cldsico. Entonces, para cada f en C(X), la funcion
L(f): X — C dada por

L@ =—— S fw),

{yeXio(y)=x}
es continua en X.

Demostracion. Dado zg en X, sea W un entorno de g tal que o~ (W) se escribe como una
unién disjunta de abiertos Uy, ..., Uy, de forma que o|y, : U; — W es un homeomorfismo,
cuya inversa denotamos por ¢; : W — U,.

Para cada x en W, tenemos que o~ (z) = {¢1(x),...,¢n(x)}, y por lo tanto,

£(f)(x) = m;m(w)),

de modo que L(f) es continua en xy. Como este punto es arbitrario, concluimos que L(f)
es continua en X. ]

De aqui en més fijamos un sistema clasico (X, o) y el operador de transferencia £
definido en el parrafo anterior. Adem4s, para cada x en X, denotamos por d(x) al niimero
natural |0~ !(o(z))|. Asi, §(x) es localmente constante, y 6 : X — C definida por z +— &(z)
es una funcién continua y no nula, que a cada x de X le asigna la cantidad de puntos de
X que tienen la misma imagen por o que x.

Lema 6.1.3. Sea ¢ : C(X) — £(Mg) el homomorfismo que define la accion a izquierda
de C(X) en M. Entonces el rango de ¢ estd contenido en los operadores compactos de
M. En otras palabras, J(Mp) = A.

Demostracion. Dada f en C(X), sean {U;}!'_ ; un cubrimiento finito de X tal que o|y, es
un homeomorfismo sobre su imagen, y {p;}*; una particién de la unidad subordinada al
cubrimiento {U;} ;. Para i = 1,...,n, definimos u; € C(X) por

ui(z) = (5(x)pi())? ,
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para todo x en X. Entonces, si h es una funcién de C'(X), se tiene que

Ofusu(R)(2) = fla)ui()L(uih)(z) = f (l’)ui(ﬂc)m {yGXU%U(@} ui(y)h(y)
= f(@)pi(z)h(z),
de modo que ¢(f) =D ;" | 0y, u; que es de rango finito y en particular compacto. O

Corolario 6.1.4. K, = J(Ms)NAa(A)A = A, ya que a(1) = 1 y el rango de ¢ estd con-
tenido en K(M¢).

Corolario 6.1.5. El producto cruzado asociado a un sistema cldsico es isomorfo al dlgebra
de Cuntz-Pimsner de la correspondencia Mp: C(X) X N = O(Mg).

Demostracion. Es inmediato a partir del corolario anterior y el hecho de que si X es una
correspondencia, el dlgebra de Cuntz-Pimsner relativa al ideal J(X') coincide con el dlgebra
de Pimsner de X (ver la observacién 4.2.8). O

Proposicién 6.1.6. La accion izquierda de Mg, que estd dada por el homomorfismo
¢:C(X)— L£(Mg) es fiel

Demostracion. Dada f en C(X), se tiene que

L(f*f)=0 « Z If(»)]> =0 paratodo z € X
{yeX:o(y)=a}
& |f(»))*=0 paratodoye X < f =0,

de modo que L es fiel en C'(X). O

Corolario 6.1.7. La correspondencia My es simplemente C(X) como espacio vectorial,
con la accion izquierda dada por la multiplicacion, la accion derecha dada por f-g = fa(g)
para f en My = C(X) y g en C(X), y el producto interno dado por {f,g)r = L(f*g) para
f,g en M.

Demostracion. Como el espacio N = {f € C(X) : L(f*f) = 0} es trivial, alcanza con ver
que las normas || - ||oc ¥ || - || son equivalentes, de modo que C(X) sea completo con esta
dltima.

Por un lado, es claro que ||f||z = HC(f*f)%HOO =< || f|loo- Por otro lado, sean p =
maxzex |01 (z)], f en C(X)y z en X tal que |f(2)| = ||f]|oo- Entonces

1 1 1
2 — ¢ * - * - = * > _ = 2
112 = max £/ ) (@) == L)) = =y (Z) ROl R IOR F
o(y)=z
y por lo tanto || - ||z > %H *||oos 10 que concluye la prueba. O

Corolario 6.1.8. El mapa candnico jo(x) : C(X) — C(X) xac N es inyectivo.

Demostracion. En virtud del corolario 5.3.3, basta verificar que L es fiel en K, = C(X),
y éste es precisamente el contenido de la proposicién anterior. O

Observacion 6.1.9. El dlgebra C'(X) esta generada por los productos internos (m,n) . con
mynen Mg.
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Demostracion. Sea f en C(X). Como L es sobreyectivo, existe g en C'(X) tal que f = L(g).
Entonces

(L,g)c = L(1"g) = L(g) = [.
O

Cerramos esta seccion con un resultado que ademds de ser interesante en si mismo,
serd de utilidad mas adelante. El mismo es valido en un contexto mas general que el de
los sistemas clasicos y muestra cémo los ideales invariantes del dlgebra tienen asociados
ideales del producto cruzado.

Proposicion 6.1.10. Sean A una C*-dlgebra unital, o un endomorfismo unital y L un
operador de transferencia tal que L(1) = 1. Supongamos que I es un ideal de A tal que
a(l) C I yL(I) C 1,y denotemos por @ y L a los mapas inducidos por o y L en A/l
respectivamente. Entonces existe un ideal J de A X, o N tal que JNA =11y ademds

Demostracidn. Sea S la isometria que junto con A/I genera el dlgebra (A/I) x_ 7z N.
Consideramos el mapa cociente como un homomorfismo

g:A— AJI C (A/T) %z N.

Es claro que Sq(a) = q(a(a))S y S q(a)S = q(L(a)) para todo a en A. Esto implica la
existencia de un homomorfismo ¢ : T(A, o, £) — (A/I) x5z N tal que ¢(ia(a)) = q(a)
para todo a en A,y ¢(S) = S.

Si (a,k) es una redundancia en 7 (4, «, L), entonces q(a)q(b)S = ¢(k)q(b)S, y por lo
tanto ((g(a),»(k)) es también una redundancia. En consecuencia, ¢ se anula en el ideal
generado por las redundancias, e induce un mapa en el cociente

Y:AxarN— (A/T) x5z N

que coincide con ¢ en la copia de A en A %, N, y que es claramente sobreyectivo.
Finalmente, J = ker 1 es el ideal buscado. O

6.2. Endomorfismos de indice finito.

En esta seccién, exponemos algunos resultados disponibles en cierta situaciéon parti-
cular del contexto no conmutativo, a saber, el caso de un endomorfismo de indice fini-
to. A continuacion verificaremos que los sistemas dindmicos cldsicos siempre dan lugar
a (C*-sistemas dindamicos con esta propiedad, y como consecuencia de ello deduciremos
propiedades importantes de los productos cruzados asociados a estos sistemas.

Concretamente mostraremos que, bajo ciertas hipdtesis que estan siempre presentes
en el caso de los sistemas dindmicos clasicos, el ideal generado por las redundancias es
un ideal principal, es decir, esta generado por un solo elemento. En ese caso, el producto
cruzado admite una descripcién mas concreta que en el caso general.

Fijamos una C*-algebra unital A, un endomorfismo « y un operador de transferencia L.

Supondremos que « es inyectivo y unital, y que el operador de transferencia estd normal-
izado, en el sentido que £(1) = 1. Denotaremos por E a la esperanza condicional F = ao L.
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Observemos que la elecciéon de un operador de transferencia que preserva la unidad sélo
es posible cuando « es inyectiva, ya que de poder elegirlo de esa forma, obtenemos que
L(a(a)) = a para todo a en A, es decir, £ es una inversa a izquierda de «.

Observemos también que estas hipétesis se verifican siempre en el caso de los sistemas
dindmicos clédsicos descritos en la secciéon anterior.

Definiciéon 6.2.1. Sean B una C*-algebra y F' : B — B un operador lineal positivo.
Decimos que F' es de indice finito si existe una casi base para F, es decir, un conjunto
finito {u1,...,un,} C B tal que para todo b en B se cumple que

b= i w;i F'(u;b).
i=1

En este caso, el indice de F es ind(F) = > ", u;u;.
Observacion 6.2.2. Puede demostrarse que ind(F') no depende de la eleccién de la casi
base {u1,...,un}, que pertenece al centro de B y que es invertible. Ver [20].

De aqui en adelante asumiremos que la esperanza condicional FE es de indice finito,
y denotaremos por {ui,...,u,} € A a una casi base de E. En este contexto, es usual
hacer un abuso del lenguaje y en lugar de decir que la esperanza condicional asociada al
sistema (A, «, L) es de indice finito, decimos simplemente que « es un endomorfismo de
indice finito.

Un primer resultado destacable es que bajo las hipdtesis actuales, el proceso de eliminar
todas las redundancias de 7 (A4, o, £) en la definicién de A x, £ N se consigue agregando
una unica relacién a las que definen el dlgebra 7 (A, a, £).

Proposicién 6.2.3. Sea ko el elemento de T(A,«, L) dado por ky = > 7", u; SS*ul.
Entonces (1, k) es una redundancia y por lo tanto,

m
i=1

en A xq N
Ademas, el ideal generado por las redundancias Z(A,«, L) coincide con el ideal gene-
rado por 1 — k.

Demostracion. Verifiquemos primero que (1, ko) es una redundancia. Dado b en A, tenemos
que

m m

kobS = Em: u; SS urbS = Emj SLuib) =Y wia(L(ufb)S = uE(ujb)S = bS,

i=1 =1 =1 =1

lo que prueba la primera afirmacion.
Sea ahora (a, k) otra redundancia. Entonces

kko = zm: ku; SS*u; = iawSS’*uf = ako,

i=1 i=1

de modo que a —k = (a — k)(1 — ko), y por lo tanto, a — k pertenece al ideal generado por
1 — k. O
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Como consecuencia, obtenemos una descripcion mas explicita del producto cruzado en
este contexto.

Corolario 6.2.4. El producto cruzado A x4 N es la C*-dlgebra universal generada por
una copia de A y una isometria S sujetos a las relaciones

1. Sa = a(a)s,
2. 8*aS = L(a),
3. 1=>" u;SS*ul,

para todo a en A.

6.2.1. Existencia de casi bases para sistemas dindmicos clasicos.

Fijamos nuevamente un sistema clésico (X, o), y consideramos el endomorfismo « y
el operador de transferencia £ en C(X) definidos en la seccién anterior. Nuestro objetivo
es demostrar que la esperanza condicional que surge en un sistema clasico siempre tiene
indice finito. Esto nos habilitard a invocar el corolario 6.2.4 al estar frente a un sistema
dindmico clésico, y asi poder trabajar con una descripcién més concreta de su producto
cruzado.

Proposicién 6.2.5. Sean {V;}I", un cubrimiento finito de X tal que la restriccion de o
a cada U; es un homeomorfismo sobre su imagen, y {p;}i", una particion de la unidad
subordinada a este cubrimiento. Al igual que en lema 6.1.3, definimos u; = (5p2-)% para
cada i =1,...,m. Entonces {u;}", es una casi base para E, que resulta de indice finito.

Ademas, Ind(E) = 4.

Demostracion. Observemos que u; = u;. Sea x en X. Entonces

i=1
donde en la segunda igualdad se usé el hecho de que en cada V; hay una tnica preimagen
de o(z), que debe ser x si u;(z) # 0. De esto concluimos que {u;}*, es una casi base para

E. Por tultimo,
m m
Ind(E) = Zu? = Z(Spi = 0.
i=1 i=1

6.2.2. Mas resultados en el caso de endomorfismos de indice finito.

El resto de esta seccién la dedicaremos a obtener algunos resultados técnicos que se
desprenden de que la esperanza condicional E = « o L sea de indice finito. Hacemos esto
a los efectos de usar estos resultados en las secciones siguientes, ademds de que algunos
de ellos son interesantes en si mismos.

Al igual que antes, fijamos una C*-dlgebra unital A, un endomorfismo inyectivo, unital
y de indice finito «, y un operador de transferencia unital £. Fijamos una casi-base para
E, que denotamos por {ui, ..., Umn}.
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Proposicion 6.2.6. Sea n en N. Entonces
1. E;{lla ( )Sn+15*n+1 n( ) gngEn.
2. K, C Kpiq.

Demostracion. Se tiene que

Za uz Sn—l—ls*n—i-l n ZS Uz SS*u *S*n SnS*n7

=1 =1

lo que prueba la primera afirmacion, a partir de la cual la segunda se deduce inmediata-
mente. ]

Corolario 6.2.7. El dlgebra de puntos fijos U de la accion candnica (ver 2.3.10) coincide
con el limite inductivo de la sucesion {Kp}nen.

Pesentamos sin demostracion el siguiente teorema, y referimos al lector al articulo de
Exel [10].

Teorema 6.2.8. (Teorema 8.9 de [10]). Eziste una esperanza condicional G : Axq N —
A que satisface
G(AS™S*™b) = b, mal, b,

para todos a.b en A yn,m en N, donde I,, = Ind(E)a(Ind(E))...a" Y(Ind(E)).

Proposicién 6.2.9. Sea Z = {1,...,m}, siendo m el cardinal de la casi base para E
que estd fija desde el comienzo de este apartado. Para cada n > 0 y para cada i =
(10y -+, in—1) € Z", definimos

n—l(

Uz) = uioa(uil) T uin—l)'

Entonces
1) iegn ug@S™ S Uiy = 1.
2. Si A es conmutativa, entonces ) ;. n u(i)ua) =1,.

Demostracion. En el caso n = 1, el resultado se deduce de la proposicion 6.2.3. Suponga-
mos que n > 1 y observemos que

Z ()S”S*"u() = Z Zu uj )StS* T l(uj)ua)

iEZn iezn—1 j=1
= D eSS g =1,
ieZn—1

donde en la segunda igualdad usamos la primera afirmacién en la proposicién anterior, y
la dltima igualdad se obtiene por induccién en n.
En cuanto a la segunda afirmacion, observemos que

D uau = ) Z“z)a (uj)a"H (w))ufy

iezn iezn—1 j=1
-1
= Y uga" (Ind(B)ufy = o" N (Ind(E)) Y uguf,
iEZn— 1 ’iEZn_l
y nuevamente un argumento inductivo demuestra la afirmacion. O
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Como consecuencia, la esperanza condicional G : A X, 2N — A puede ser descrita por
medio de una expresion algebraica concreta en cada K, cuando A es conmutativa.

Corolario 6.2.10. Supongamos que A es conmutativa. Entonces para cada n en N eziste
un conjunto {vi,...,vp} C A tal que

1. G(k) = >°2_, vikv} para todo k en K,.
2. 3P v =1.
Demostracion. Sea {U(i)}ie zn como en la proposicion anterior, y para cada j en Z", sea
1

V) = giu(i), siendo I, como en el teorema 6.2.8. Entonces para cada a,b en A, se tiene

1 _1
> vpaS S gy = aly? (Z u(i)S”S*"ug)> I, ’b=al;'b = G(aS"S*"b),

JjEZ™ icZn

lo que prueba la primera afirmacién (siendo p = nm). Por ultimo, la segunda afirmacién
se deduce de la primeraa poniendo k£ = 1. O

Proposicion 6.2.11. La restriccion de la esperanza condicional G a cada K, es fiel.

Demostracidn. Sean ai,...,ar en Ay k=", a;S"S*"af > 0 en K, tal que G(k) =0
(es facil ver que los elementos positivos de K, deben ser de esta forma). Entonces

0=0C (ZT: aiSnS*na;> = i:aifna:,
i=1 i=1

1
de modo que a;I,a; = 0y a;I; = 0 para cada ¢ = 1,...,r. Como cada I, es invertible,
concluimos que es a; = 0 para todo ¢ =1,...,r y por lo tanto k = 0. ]

Podemos ahora establecer una cierta propiedad de fidelidad de G en todo A x, ¢ N.
Antes, un lema ténico. Su demostracion se puede encontrar en el articulo de Adji, Laca,
Nilsen y Raeburn [2], e involucra sélo elementos de la teorfa bésica de C*-dlgebras.

Lema 6.2.12. (Lema 1.3 de [2]). Sean B una C*-dlgebra, {B;}ic; una familia de C*-
subdlgebras tal que B = J;c; Bi, y J un ideal no nulo de B. Entonces J = J;c; J N B;.
En particular, existe © en I tal que J N B; es no nulo.

Proposicién 6.2.13. Sea a > 0 en A x4 2 N tal que G(zaz*) = 0 para todo x en U.
Entonces a = 0.

Demostracion. Recordemos que la esperanza condicional P de A x, N sobre los puntos
fijos de la accién canénica estd dada por P(w) = [;7.(w)dz, para todo w en A x4 o N.
Asi,

0 = G(zaz*) = G(P(zazx™)) = G(xP(a)x™)

para todo z en U. Esto nos permite suponer que a es un elemento de U, ya que P es fiel.

Veamos que G(xay™) = 0 para todos x,y en U. La funcién (-,-), : U x U — A dada
por (x,y)q = G(ray*) es una forma sesquilinear que satisface (x,x), = 0 para todo z en
U. La identidad de polarizacién, que permite calcular (x,y), como una combinacién lineal
de elementos de la forma (z, z)4, permite concluir que G(zay*) = (z,y), = 0 para todos
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T,y enld.
Supongamos en a # 0. En ese caso, el ideal J de U/ dado por

J={bel:G(xby*) =0 para todos x,y € U}

nen Kn, el lema anterior asegura que existen n natural y b no

nulo en J N K,,. Como G(b*b) = 0, la proposicién 6.2.11 implica que b = 0, que es una
contradiccién. Por lo tanto, a = 0. O

es no nulo. Como U = (J

6.3. Libertad topoldgica.

En numerosos trabajos de las ultimas décadas, se ha observado que la libertad topoldgi-
ca en un sistema dindmico generado por un homeomorfismo (una forma de definirla es
como en la primera afirmacién del teorema 6.0.3), o por acciones de grupos més generales,
esta fuertemente relacionada con la estructura de ideales en el correspondiente producto
cruzado. Particularmente, esta propiedad tiene como consecuencia la no trivialidad de la
interseccién de cada ideal del producto cruzado con la copia del dlgebra original que hay
en él.

Se ha comprobado también que la libertad topolédgica se vincula con la posicion del
algebra dentro del producto cruzado; concretamente, en muchos casos ella es equivalente
a que sea una subdlgebra abeliana maximal.

La nocién de libertad topoldgica para sistemas dindmicos generados por un homeo-
morfismo puede extenderse de forma natural a sistemas dindmicos irreversibles. En esta
seccion definiremos este concepto en el contexto de los sistemas clasicos, y tendremos
como objetivo obtener resultados acerca de la fidelidad de las representaciones asi como
una aproximacién hacia la estructura de los ideales del producto cruzado C(X) x4, N.
Presentamos también un resultado que puede interpretarse como una generalizacién del
teorema 6.0.3 al caso de los sistemas clésicos.

Comenzamos definiendo la principal hipdtesis a usar en esta seccién.

Definicién 6.3.1. Decimos que el sistema clasico (X, o) es topoldgicamente libre si para
todos n y m naturales distintos, el conjunto

{reX:o"(z)=0"(x)}
tiene interior vacio.

Lema 6.3.2. Sean xg en X yn,m en N tales que o™ (xg) # 0™ (xg). Entonces existe h en
C(X) tal que

1. 0<h<1,
2. h(xo) = 17
3. hS™"S*™Mh = 0.

Demostracion. Veamos primero que existe un abierto U en X que contiene a xg y que
satisface
Uno ™"(c™U)) = 0.
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En efecto, sean V, W abiertos disjuntos de X tales que 0™ (x) estd en V' y 0™ (xg) estd en
W,y fijemos U = o~ (V)No~™(W). Entonces es claro que zg estden U y "™ (U)No™(U) =
(. Ademas,

=" (c™U)Ne™U))=0c""(c™(U))No " (c™U)) DU N "(c™U)).
Sea h en C(X) satisfaciendo (i) y (ii) y tal que sop(h) C U. Entonces
|RS™S*™h||? = ||hS"S*™AZS™S* M h|| = ||ha™ (L™ (h?))S™S* A,

de modo que alcanza con probar que ha™ (L™ (h?)) = 0. Observemos que L™ es un operador
de transferencia para o', y por lo tanto

sop (a” (L™ (h?))) € o™ (sop(L™(H))) € 0" (o™ (s0p(k?))) € 7" (o™ (U).

Como o "(c™(U )) es disjunto de U, también es disjunto del soporte de h y por lo tanto
ha™ (L (4?)) = .

Presentamos a continuacién uno de los principales resultados de esta seccién.

Teorema 6.3.3. Sea (X,0) un sistema dindmico cldsico topoldgicamente libre. Entonces
todo ideal no trivial de C(X) Xq,cN tiene interseccion no trivial con C(X). Ademds, dados
una C*-dlgebra B y un homomorfismo m : C(X) Xor N — B que es inyectivo en C(X),
se tiene que m es inyectivo en todo C(X) Xq, c N.

Demostracion. Sea 7 : A x4 N — B una representacion fiel en C(X).
Afirmacioén: |G(a)| < ||7(a)|| para todo a >0 en C(X) x4 N.

. . .- t )
Basta demostrar la afirmacién para elementos positivos de la formaa = ), a;S™ S*™b;
para ciertos a;, b; en A y n;, m; en N, ya que el conjunto de los estos elementos es denso en

el cono positivo de C'(X) x4, N. Podemos asumir también que n; = m; parai=1,...,s
yquen; Zm; parai=s+1,...,t
Para cadai = s+1,...,t, el conjunto {x € X : 0™ (z) # 0"i(x)} es abierto y denso en

X, y por lo tanto también lo es su interseccién. Asi, fijado un ntimero real p con 0 < p < 1,
existe xg en X tal que G(a)(xo) > p||G(a)|| y 0™ (zo) # 0™ (zo) para todoi = s+1,...,t

Usando el lema anterior, para cada i = s+ 1,...,t obtenemos h; en C(X) con
0 <h; <1,hi(zg) =1y h;S™S*™h; = 0. Definiendo h = hgs41 - - - hy tenemos que

t s
hah = a;hS™S* ™ hb; =Y  a;hS™ S " hb; = hP(a)h,
i=1 =1

donde P : A X, N — U es la esperanza condicional sobre los puntos fijos de la accién
canénica . Si n = mdz{ni,...,ns}, entonces P(a) es un elemento de K,, por la parte (2)
del lema 6.2.6. Por el corolario 6.2.10, podemos tomar un conjunto finito {v1,...,v,} en

C(X) tal que Y ¥ jvvf=1y

G(a) = G(P(a)) = > _viP(a)v
=1
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Por lo tanto,

p

Z vzha,hv

[hG(a)h]| = |7 (hG(a) < [[7(@)]-

p
Z lwZ

Como ademas
[hG(a)h|| = h(zo0)G(a)(zo)h(z0) = G(a)(wo) > pl|G(a)]],

y p es arbitrario, concluimos que ||G(a)|| < [|hG(a)h|| < ||7(a)]|, como queriamos.

Sea ahora a en C(X) X4, N tal que 7(a) = 0. Entonces para todo b en C(X) X, N
tenemos

IG (b a*ab)|| < [|w(b*a”ab)|| =

y por lo tanto G(b*a*ab) = 0. Teniendo en cuenta la proposicién 6.2.13 concluimos que
a*a =0,y asi a = 0. Por lo tanto, 7 es fiel en todo C(X) %, ¢ N.

Probemos la afirmacién acerca de los ideales en el producto cruzado. Sean J un ideal
no trivial de C(X) Xo s Ny 7: C(X) xq s N — M el mapa cociente. Entonces 7
no puede ser fiel en C'(X) pues de lo contrario seria fiel en todo C(X) x4, N por lo que
acabamos de probar. Por lo tanto, debe ser J N C(X) # 0. O

Enunciamos a continuacién un teorema que sirve como una satisfactoria generalizacién
del teorema 6.0.3. Su demostracion es extensa y por ello la omitimos. Los detalles de la
misma se encuentran en [6].

Teorema 6.3.4. (Teorema 6 de [6]). Sea (X, 0) un sistema dindmico cldsico. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes

1. (X,0) es topoldgicamente libre.

2. Todo ideal no trivial de C(X) Xqo,c N tiene interseccion no trivial con C(X).

3. Toda representacion de C(X) xq N que es fiel en C(X) es fiel en todo C(X) x4, N.
4. C(X) es una subdlgebra abeliana mazimal de C(X) x4, N.

Observacion 6.3.5. Es claro que las afirmaciones (2) y (3) son equivalentes. Por otro lado,
el teorema 6.3.3 muestra que la primera afirmacion implica la segunda. Las restantes
implicancias fueron demostradas por Carlsen y Silvestrov en [6].

Cerramos esta secciéon con un resultado que se aproxima a una descripcién de los ide-
ales de C(X) x4, N cuando el sistema dindmico clasico (X, o) es topoldgicamente libre.

Probaremos que en el caso en que el sistema dindmico sea topolégicamente libre, los
ideales del producto cruzado generado por él estan parametrizados por ciertos subconjun-
tos abiertos de X: los abiertos invariantes por o. Comenzamos definiendo este concepto
y analizando la definicion.
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Definiciéon 6.3.6. Dados = e y en X, decimos que son trayectoriamente equivalentes,
y escribimos x ~ vy, si existen n,m en N tales que o"(z) = ¢™(y). Ademas, dado un
subconjunto Y C X, decimos que Y es invariante si las condiciones y € Y yz ~ y
implican que z es un elemento de Y.

Finalmente, decimos que el sistema dindmico generado por ¢ es irreducible si no existe
ningun cerrado (equivalentemente, abierto) invariante distinto de X y 0.

Proposicion 6.3.7. Sea Y un subconjunto de X. Entonces Y es invariante si y solo si

ol (Y)=Y.

Demostracion. Supongamos que Y es invariante, y sean y en Y y x en X tal que o(z) = y.
Entonces claramente x ~ gy, de modo que z pertenece a Y y asi 01 (Y) C Y. Reciproca-
mente, si y es un elemento de Y, entonces también es claro que y ~ o(y), de modo que
o(y) €Y y por lo tanto Y C o~ 1(Y).

Supongamos ahora que o' (Y) =Y, y veamos que Y es invariante. Observemos que
como o es sobreyectivo, también vale que Y = o(Y'). Sean x en X y y en Y tales que x ~ y.
Sean n, m en N tales que 6" (x) = 0™ (y). Como ¢y := 0™ (y) estd en Y y ademds o™ (x) ~ ¢/,
obtenemos que 0" (z) estd también en Y. Por ultimo, x € 07" (¢"(x)) Co ™(Y) =Y, por
lo que Y es invariante. O

El siguiente es el resultado anunciado.

Teorema 6.3.8. Supongamos que el sistema dindmico (X,0) es topoldégicamente libre.
Entonces para cada abierto invariante U de X, existe un ideal Jy de C(X) Xq N tal que
Ju N C(X) = Co(U)

Reciprocamente, sea J un ideal de C(X) %o, N. Entonces C(X)NJ = Co(Uy) para
algun abierto invariante Uy de X.

También se tiene que Uy, = U: la primera correspondencia es inversa a derecha de la
sequnda.

Por dltimo, si el sistema dindmico (X,o0) es topoldgicamente libre en cada cerrado
invariante, entonces también tenemos que Jy, = J para todo ideal J de C(X) X, N. En
particular, en este caso los ideales del producto cruzado C(X) o, N estdn parametrizados
por los abiertos invariantes del sistema (X, o).

Explicitamente, si U C X es invariante, el ideal J que tiene asociado es el ideal genera-

do por Co(U) en C(X)Xq,cN y satisface JNC(X) = Co(U) y M = C(X\U)»g zN.

Demostracion. Sea U un abierto de X. Probemos primero que U es invariante si y sélo
si [ = Cy(U) satisface a(I) C Ty L(I)CI.

Supongamos que U es invariante, es decir, 0 =1 (U) = U. Veamos que I = Cy(U) es in-
variante por «. Para ello alcanza con ver que, si f es una funcién de I, entonces el soporte
de a(f) = f oo estd contenido en U. Ahora, si x € sop f o g, entonces o(z) € sop f C U,
es decir, * € 0~ }(U) = U. Por lo tanto sop(a(f)) C U y a(f) estd en Co(U).

Veamos ahora que I es invariante por L. Si f estd en I, entonces el soporte de
L(f) = m > o(y)=z | (y) esté contenido en o }(U) = U, de modo que L(f) es un
elemento de 1.
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Supongamos que Cy(U) es invariante por ay £, y veamos que o *(U) = U. Da-
do y en 071(U), sean x = o(y) € U y f en I tal que f(x) = 1. Dado que a(f) € T
v a(f)(y) = f(x) = 1, se tiene que y € U, y por lo tanto o~ 1(U) C U. Reciproca-
mente, dado z en U, se tiene que el conjunto o~ !(o(z)) es finito y contiene a z, de
modo que existe f en Cy(U) = I que satisface f(z) = 1y f(y) = 0 para todo y dis-
tinto de = en o~ !(o(x)). Como I es invariante por L, se tiene que L£(f) € I y como
L(f)(o(z)) = msz@)za(w)ﬂy) = m, se tiene que o(z) € U, esto es,
U C o~ }(U), de donde concluimos que ¢~ *(U) = U.

La primera afirmacion del enunciado se debe a lo recién demostrado y a la proposicién
6.1.10: todo abierto invariante induce un ideal invariante y éste se dilata a un ideal del
producto cruzado.

Veamos la segunda afirmacién. Si J es un ideal de C(X) X4 2N, entonces I = C(X)NJ
es un ideal de C(X), y via la transformada de Gelfand, existe un abierto U de X tal que
I es isomorfo a Cy(U). Para ver que U es invariante, mostraremos que [ es invariante por
a 'y por L.

Sea f en I. Por un lado, es L(f) = S*fS € J pues J es un ideal. Como L(f) € C(X),
se tiene que L£(f) es un elemento de I, esto es, £(I) C I. Finalmente,

a(f) = a(f)1 = a(f) ZuiSS* ;= Zuia(f)SS* ;= ZuisfS*U;‘,
i=1 i=1

i=1

que es un elemento de J por ser éste un ideal. Como a( f) € C(X), concluimos que también
a(f) € I,y por lo tanto o(I) C I.

Es inmediato verificar que Uy, = U para todo abierto invariante U en X, asi que
demostremos la ultima afirmacién.

Supongamos que el sistema (X, o) es topoldgicamente libre en cada cerrado invariante
de X. Para demostrar que Jy, = J para cada ideal J de C(X) x4, N, basta con de-
mostrar que si U es un abierto de X invariante por o, y K es un ideal de C(X) x4, N tal
que KNC(X) = Cy(U), entonces K = Jy. En efecto, supongamos que tuviéramos proba-
do lo anterior, y sea J un ideal de C'(X) x4,2N. Tomando U = U; obtenemos que Jy, = J.

Afirmacién: Sean U C X, K y J = Jy como en el pdrrafo anterior. Entonces

C(X) aeN - O(X) %0 N
O

Tenemos que go(é{])) =C(X\U)C M, ysimg : C(X)XacN— M es el
mapa cociente, entonces el par (idc( x\v) S K) es una representacién Toeplitz-covariante
de (C(X \U),a,L) en M, siendo Sx = 7g(S). Esta representacién induce un
mapa ¢ : 7(C(X\U),a, L) — M que satisface ¢(f) = f para toda f en C(X \U)
y ¢(S) = Sk, por lo que ademds es sobreyectivo.

Si (a, k) es una redundancia en 7 (C(X \ U), &, L), esto es, abS = kbS para todo b en
C(X\U), entonces aplicando ¢ obtenemos que abSx = ¢(k)bSk. Por lo tanto, (a, p(k)) es
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) C(X)¥g rN . )
una redundancia en ()%. Como el producto cruzado C(X) X4, 2 N tiene cocientadas

las redundancias, resulta que a = p(k) y por lo tanto ¢ induce un homomorfismo
C(X) xar N C(X) %arc N

$:O(X\U)ngz N . - =

que también es sobreyectivo.

El mapa ®, cuando visto como mapa C(X);O"LN — C(X);“’LN, satisface ®([w]y) =

[w]k. Esto puede deducirse de la forma concreta que tienen los mapas involucrados en
la construccién de ®. Por ejemplo, si vy : C(X \ U) — C(X) es la inclusién, entonces el
isomorfismo C(X \ U) x5z N = w satisface f — [t (f)]s vy S +— Sy, para f en

C(X\U).

. . , . C(X)Xa.rN
En consecuencia, si L es el nicleo de @, entonces L es un ideal de ()% que
C(X)% g N
. —Sek L CO(X)Xa.cN ~ . .
satisface { ~ U );; £ Debe ser L & ? para un cierto ideal P de C(X) x4, N

que contiene a J, y asi

C(X)NO“EN C(X)XQ’EN
J

>~

C(X) Ao, L N ~

L C(X)%arN - C(X) XN
K L '

- P = J

(Ll

Para probar la afirmacion sélo resta observar que los isomorfismos citados son los canénicos

y que el mapa que resulta de su composicién es [w]x — [w]p, por lo que la tltima inclusién

. c(x N
vale también para ()#.

Lo que resta de la prueba consistird en reducirse al caso en que K C J o J C K,
y luego combinar los siguientes argumentos.

Argumento 1. Supongamos que K C J. Entonces

C(X) XQ,LN ~ C(X) NQLN
K N J

12

CX\U) »yz N.

Como X \ U es un cerrado de X invariante por o, el sistema (X \ U, o x\17) es topoldgica-
mente libre. Ademds, J/K es un ideal de C(X \ U) x5z N que intersecta trivialmente a
C(X \U). El teorema 6.3.3 asegura que debe ser J/K = {0}, esto es, J = K.

Argumento 2. Supongamos que J C K. Entonces K/J es un ideal de M >
C(X \U) x5z N, que nuevamente intersecta trivialmente a C(X \ U). El teorema 6.3.3
asegura otra vez que K = J.

Volvamos al caso general. Sea K’ = KNJ. Es claro que K’ es un ideal de C(X) X4 2N,
también que K' N C(X) = Cy(U) y que K’ C J. Ahora, el argumento 1 asegura que debe
ser K' = J, es decir, que J C K. Finalmente, el argumento 2 permite concluir que J = K.
O

Observacion 6.3.9. Aun cuando el sistema dindmico (X, o) no sea topolégicamente libre,
cada subconjunto abierto propio de X que sea invariante por ¢ tendréd asociado un ideal
no trivial del producto cruzado.
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6.4. Irreducibilidad y simplicidad.

Como antes, fijamos un sistema clasico (X, o) y el operador de transferencia £ antes
descrito. Nuestro objetivo en esta seccién serd encontrar una condicion en el mapa o
que sea equivalente a la simplicidad del producto cruzado C(X) x4, N. Esta condicién
es precisamente la irreducibilidad del sistema dindmico, y comenzamos por definir esta
nocion.

Definicion 6.4.1. Decimos que el sistema dindmico generado por o es irreducible si no
existe ningin cerrado (equivalentemente, abierto) invariante distinto de X y 0.

Proposicion 6.4.2. Sea Y un subconjunto de X. Entonces Y es invariante si y solo si
-1
o (Y)=Y.

Demostracion. Supongamos que Y es invariante, y sean y en Y y x es X tal que o(z) = y.
Entonces claramente z ~ y, de modo que x pertenece a Y y asi 0~ 1(Y) C Y. Reciproca-
mente, si y es un elemento de Y, entonces también es claro que y ~ o(y), de modo que
o(y) €Y y por lo tanto Y C o~ 1(Y).

Supongamos ahora que 0~ 1(Y) =Y, y veamos que Y es invariante. Observemos que
como o es sobreyectivo, también vale que Y = o(Y'). Sean x en X y y en Y tales que x ~ y.
Sean n, m en N tales que 6" (z) = 0™ (y). Como 3/ := ¢™(y) estd en Y y ademds o™ (z) ~ ¢/,
obtenemos que 0" (z) estd también en Y. Por tltimo, x € 07" (0" (x)) Co ™(Y) =Y, por
lo que Y es invariante. O

Proposicion 6.4.3. Supongamos que o es irreducible. Entonces ocurre una y sélo una de
las siguientes situactones

1. o es topolégicamente libre, o
2. X es finito y o es una permutacion ciclica de X.

Demostracion. Comencemos observando que las condiciones anteriores son incompatibles.
Si X es finito y ¢ es una permutacion ciclica en él, entonces denotando por n al cardinal
X, concluimos que o™ = idy. En este caso {z € X : 0"(z) = 0?*(z)} = X, de modo que
o no es topolégicamente libre.

Supongamos que o es irreducible y no topolégicamente libre. Sean n,m en N dis-
tintos, y U un abierto no vacio de X tales que o™ (u) = ¢™(u) para todo u en U. Como
o es abierta, U" := Uy jen o~ %(c!(U)) es un subconjunto abierto e invariante. Como no es
vacio y o es irreducible, U’ debe coincidir con X, y asi este tiltimo admite un cubrimiento
finito de la forma {o =" (o (U))}!_,.

Dado z en X, sea i € {1,...,p} tal que x € 0% (c%(U)). Entonces existe u en U tal
que o%(x) = o' (u). Por lo tanto,

i (r) = 0" (0 () = (0" (1)) = o (" (w)) = ot (o™ (w)
= o™(0"(u)) = o™ (" (x)) = i (2).
Si ahora k es el maximo de {k1, ..., k,}, entonces tenemos que " *(z) = o™ () para

todo z en X. Podemos suponer que n > m, y asisir =m+k y s = n—m, obtenemos que
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o517 (z) = 0" (x) para todo z en X. Como o es sobreyectivo, esto implica que o° = idy.
Verifiquemos que X es finito y que o es una permutacién ciclica de él. Dado z en
X cualquiera, el conjunto {z,0(z),...,0° 1(2)} es cerrado e invariante, por lo que debe
coincidir con X, que resulta finito, y en consecuencia o es una permutacién de él. Para
demostrar que es ciclica, basta observar que si ¢ tuviera un ciclo propio, tal ciclo formaria
un conjunto cerrado e invariante, lo cual es absurdo. O

Estamos ahora en condiciones de presentar el principal resultado de esta seccién.

Teorema 6.4.4. Supongamos que X es infinito. Entonces el producto cruzado C(X)Xq, N
es simple st y solo si o es irreducible.

Demostracion. Supongamos que el producto cruzado C(X) x4 2 N es simple. Entonces
X no puede contener subconjuntos abiertos (equivalentemente, cerrados) invariantes no
triviales, pues un tal conjunto tendria asociado un ideal no trivial del producto cruzado,
de acuerdo al teorema 6.3.8 y la observacion 6.3.9.

Reciprocamente, supongamos que (X, o) es irreducible. Como el espacio X es infini-
to, la proposicién 6.4.3 implica que (X, o) es topolégicamente libre. Si J es un ideal de
C(X) Xq,c N, la proposicién 6.3.8 implica que existe un abierto invariante de X, que de-
notamos por U, tal que JNC(X) = Cy(U). Como o es irreducible, debe ser U = ) 0 bien
U=X.

En el primer caso, obtenemos que {0} = Cy(0) = JNC(X), y por el teorema 6.3.3, es
J ={0}. En el segundo caso, Cy(U) = C(X) C J, y como la unidad del producto cruzado
estd en C(X), es J = C(X) xq, N. Por lo tanto, esta dltima 4lgebra es simple. O

La siguiente observacién explica brevemente el comportamiento de C'(X) x4 2N cuan-
do estamos frente al segundo caso descrito en la proposicién 6.4.3. Los detalles de este
ejemplo se encuentran en [21].

Observacion 6.4.5. Supongamos que X es finito y que o es irreducible. Entonces o es
un homeomorfismo de X y £ = a~!'. Ademds, si n es la cantidad de elementos de X y
B : C*" — C" es la transformacién lineal que permuta ciclicamente los elementos de la
base, entonces C(X) xqr N 2 C" x5 Z = M,(C(S)) 2 M,(C) ® C(S'). Mostramos a
continuacién la construccién de un isomorfismo que justifica la segunda igualdad.

Denotamos por {e1, . .., €, } ala base canénica de C"; por e, ;, al elemento de M, (C(S))
que tiene a la funcién 1 en la coordenada (j, k) y ceros fuera de él; y por v al unitario de
M, (C(S1)) dado por

00 -+ - 0 0 ides
10 00 0
0 1 00 0
00 1 0
00 01 0

Puede probarse que existe un homomorfismo ¢ : C* x5 Z — M, (C(S')) que satisface
p(er) = eg (determinando el comportamiento de ¢ en la copia de C™ en el producto
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cruzado), y ¢(u) = v, donde u es el unitario que junto con C" genera C" xg Z. Tal
homomorfismo ¢ es de hecho un isomorfismo.

Cerramos esta disgresion observando que este producto cruzado no es simple: en efecto,
M, (Co(S*\ {1})) es un ideal propio de él. Esto termina la discusién sobre la relacién entre
simplicidad de C(X) x4 2 N e irreducibilidad del sistema dindmico.

6.5. Transitividad y primalidad.

Cerramos este capitulo con una tltima comparacion entre una propiedad de la dindmica
del sistema (X, o) y otra algebraica del producto cruzado que él genera. Concretamente,
nos concentraremos en la relacién existente entre transitividad de (X, o) y la primalidad
de C(X) Ao, L N.

Definicién 6.5.1. Decimos que un sistema dindmico clédsico (X, o) es transitivo si para
todo par de abiertos no vacios U,V C X existen n y m en N tales que o™(U)No™ (V') # (.

Proposicién 6.5.2. Para el sistema dindmico cldsico (X, o), las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. (X, 0) es transitivo.
2. Para todo par de abiertos invariantes no vacios U y V, se tiene que U NV # ().

Demostracion. Veamos que la primera afirmacién implica la segunda. Como (X, o) es
transitivo, existen n y m en N tales ques o™ (U)No™ (V) # 0. Como U y V son invariantes,
o"(U)=Uyc™(V) =V, de donde obtenemos (2).

Reciprocamente, sean U y V abiertos no vacios de X. Como o es un homeomorfismo
local, es también abierta y asi Uy := J,c70"(U) ¥ Voo := Upmez 0™ (V) son abiertos
invariantes no vacios. Por lo tanto, Uy, N Vi # 0, es decir, existen n y m en Z tales que
W :=o"(U)No™(V) # 0. Si ny m son positivos, concluimos que (X, o) es transitivo.

Supongamos que n < 0 < m Asi,

o "W)=a "(a™U))No " (c™(V)) =UnNno "T™V)

es claramente no vacio, de donde se deduce que (X, o) es transitivo.
Por ltimo, sin <m <0,

o (W) =0 "(0"(U)) No M (o ((0™(V)) = U N (V)
también es no vacio, y de nuevo (X, o) es transitivo. ]

Recordemos que una C*-dlgebra B se dice prima si {0} es un ideal primo de B. Equi-
valentemente, B es prima si dados I y J ideales de B tales que I -J = InN.J = {0}, se
tiene que I = {0} o J = {0}. En otras palabras, dos ideales no triviales tienen interseccién
no trivial en una C*-algebra prima.

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.5.3. Supongamos que el sistema dindmico clasico (X, o) es topoldgicamente
libre. Entonces (X, o) es transitivo si y solo si C(X) xq,c N es una C*-dlgebra prima.
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Demostracion. Veamos la implicancia “sélo si”. Sean I y J ideales no triviales de C'(X )X 2
N. Como (X, o) es topoldgicamente libre, I N C(X) y J N C(X) son ideales no triviales
de C(X), y por lo tanto pueden identificarse a través de la transformada de Gelfand con
Co(U) y Co(V), donde U y V son dos abiertos invariantes no vacios, por el teorema 6.3.8.
Como (X, o) es transitivo, la proposicién anterior implica que U NV # (), de modo que
Co(U)NCy(V) # {0}, y por lo tanto I N J # {0}.

Reciprocamente, sean U y V dos abiertos invariantes; veamos que no pueden ser dis-
juntos. Sean I y J dos ideales de C(X) x4, N tales que INC(X) =Co(U) y JNC(X) =
Co(V). Como C(X) xq,2 N es prima, debe ser K :=INJ # {0}. Como (X, o) es topoldgi-
camente libre,

{0} # KNnCX) = (I nCX))N(JNC(X)) = Co(U) N Co(V),

por lo que U y V no pueden ser disjuntos. O
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