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Resumen

La ocurrencia de los horizontes de Cauchy, que delimitan la regién de causalidad
(y predictibilidad) del dato inicial, es uno de los fenémenos mas intrigantes de la
Relatividad General. Recientemente se ha demostrado que la presencia de un hori-
zonte de Cauchy compacto y no degenerado en el vacio implica la existencia de una
simetria especial del espacio-tiempo. Explotando la existencia de dicha simetria, en
este trabajo mostramos que en un horizonte de Cauchy compacto y no degenerado
se debe cumplir uno de los siguientes: (i) todos los generadores nulos son cerrados,
o, (ii) solo dos generadores nulos son cerrados, y los otros son densos en 2-toros, o
(iii) todos los generadores nulos son densos en 2-toros, o (iv) todos los generadores
nulos son densos en el horizonte. Como consecuencia, si se cumple (i) el horizonte
es una variedad de Seifert, si se cumple (ii) es un espacio lenticular, si se cumple
(iii) es un fibrado por 2-toros sobre un circulo y si se cumple (iv) es un 3-toro. Fi-
nalmente, si existe un generador denso, probamos que la solucién a la ecuaciéon
de Einstein en el vacio es el espacio de Kasner plano, cerrando una conjetura de

Isenberg-Moncrief.



Indice general

0. Introduccion 1
[01. Motivacionl . . . . . . . . .. 1
[0.2. Resultados . . . . ... ... . . . 3
[0.3. Organizaciondelatesis|. . . . . ... ... ... ... L 4

T Prelimi | 6

[1. Hiperbolicidad Global y el problema de Cauchy en Relatividad General 7
[1.1. Hipersuperficies de Cauchy|. . . . . . . ... ... ... . . . L. 7
[1.2. El problema de Cauchy en Relatividad General| . . . . . ... ... ... ... ... 8
[1.3. Horizontesde Cauchy|. . . . . . ... ... .. ... ... 11

[2. Hipersuperficies nulas y horizontes de Cauchy| 14
[2.1.  Campos nulos en hipersuperficiesnulas|. . . . . . ... ... ... 00000 14
[2.2.  Hipersuperficies nulas totalmente geodésicas|. . . . . . . ... ... .. ... ... 15
[2.3. Completitud geodésica y generadores nulos en hipersuperficies nulas| . . . . . . . 18
[2.4. Horizontes de Cauchy compactos como horizontes de Killing| . . . . . . . ... .. 20

[3. El espacio de Taub-NUT]| 23
[3.1. Propiedades del espaciode Misner| . . . . . . ... ... ... ... ... 24
[3.2. Propiedades del espacio de Taub-NUT|. . . . . .. ... ... ... ... ...... 29
[3.3. El espacio de Taub-NUT y la conjetura de Censura Cosmica fuerte|. . . . . . . .. 33

Il Clasificacion de los horizontes de Cauchy compactos| 35

[4. Clasificacion de 3-variedades Riemannianas compactas con simetrias continuas| 36

[4.1. Nociones basicas sobre de grupos de Lie y acciones| . . . . ... ... ... .... 36
4 Re i i etri i iemannianasl . . . . . . . . 39
41




[5. Clasificacion de los horizontes de Cauchy cosmologicos| 45

[5.1.  Simetrias nulas de horizontes de Cauchy cosmologicos| . . . . ... .. ... ... 45
[5.2. Elespaciode Kasner|. . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... 47
[5.3. Caracterizacion de los espacio-tiempos cosmologicos con horizontes ergodicos| . . 52

AD ( 57
|A. Conceptos basicos de causalidad y demostraciones complementarias| 57
[A.1. Espaciode Minkowski| . . . .. ... ..o 57
|A.2. Variedades Lorentzianas, orientacion temporal y relaciones de causalidad| . . . . . 58

|A.3. Demostracion de la Proposicion[5.1.1) . . . . ... ... ... ... L. 60




Capitulo 0

Introduccion

0.1. Motivacion

Un espacio-tiempo vacio es una 4-variedad M provista de una métrica Lorentziana g que

verifica,
Ric = 0. (0.1.1)

La ecuacion global (0.1.1) puede formularse también como un problema de Cauchy, o problema de
valores iniciales, sobre una 3-variedad Y. Dada una métrica Riemanniana g sobre X (la “posicién”)
y un 2-tensor simétrico K (la “velocidad”), el célebre teorema de Choquet Bruhat-Geroch [9]

asegura que, si el dato inicial (g, K) satisface las ligaduras de energia y momento,

R = K]~ (tr K)?,

(0.1.2)
div K = d(tr K),

entonces existe un unico espacio-tiempo (M, g), solucidn a la ecuacion de Einstein en el vacio
(0.1.1), de forma que X es una hipersuperficie de Cauchy en M (es decir: toda curva causal inex-
tendible en M intersecta a 3, y lo hace exactamente una vez) y, ademas, (M, g) es inextendible
entre los espacio-tiempos que tienen a > como hipersuperficie de Cauchy. A posteriori, g y K
son la métrica y la curvatura extrinseca inducidas por el encaje ¢ : ¥ — M respectivamente.
Los espacios que contienen hipersuperficies de Cauchy se denominan espacios globalmente hi-
perbolicos, y los inextendibles en esta clase se dicen maximalmente globalmente hiperbdlicos. Por
lo tanto, de acuerdo al teorema de Choquet Bruhat- Geroch, todo dato inicial evoluciona en un
Unico espacio-tiempo maximalmente globalmente hiperbolico.

No obstante lo anterior, se conocen datos iniciales cuyos desarrollos maximalmente global-
mente hiperbolicos pueden encajarse isométricamente en un espacio-tiempo mas grande, que
llamaremos extension, que es solucion a la ecuacion de Einstein en el vacio pero que no tiene a la
variedad inicial > como hipersuperficie de Cauchy, es decir, que contiene curvas causales inex-
tendibles que no cortan a Y. En este contexto el borde del desarrollo maximalmente globalmente

hiperbolico del dato inicial es no vacio y se denomina horizonte de Cauchy.



0.1 Motivacién

Un espacio-tiempo que ejemplifica esta situacion es la solucion de Taub-NUT [29]]. En este
espacio-tiempo, vacio y altamente simétrico, con topologia M ~ R; x S3, el dato sobre la hiper-
superficie X = {t = 0} ~ S? tiene como desarrollo maximalmente globalmente hiperbélico a la
llamada region de Taub, que esta acotada por dos horizontes de Cauchy, {t = ¢, } y {t = ¢_},
con topologia S3. Estos horizontes separan la regién de Taub de regiones con curvas temporales
cerradas (y que por lo tanto no intersectan a ). Lo que es remarcable de la region de Taub es que,
como espacio maximalmente globalmente hiperboélico, admite multiples extensiones no isométri-
cas [[10] (el espacio de Taub-NUT es una). Por lo tanto el espacio-tiempo mas alla del horizonte
de Cauchy no esta determinado a partir del dato inicial sobre ¥ = {t = 0}. En este sentido puede

interpretarse que un horizonte de Cauchy marca el limite de predictibilidad del dato inicial.

Extension de la

region de Taub « Curvas temporales cerradas

-]« Horizonte de Cauchy futuro

Region de Taub « Hipersuperficie de Cauchy
con el dato inicial para

la region de Taub

_ |« Horizonte de Cauchy pasado
Extension de la

region de Taub

Figura 1: Esquema de una extension de tipo NUT para la regiéon de Taub
a través de los horizontes de Cauchy. Las curvas negras representan las
geodésicas nulas de este espacio.

Desde el punto de vista de su estructura, los horizontes de Cauchy compactos en el vacio son
hipersuperficies nulas suaves [22] 26, 27], y estan foliados por geodésicas nulas que se conocen
como los generadores nulos del horizonte. Estos generadores pueden ser o bien geodésicamente
completos o incompletos, y se dice que un horizonte de Cauchy es no degenerado si posee al
menos un generador incompleto; en caso contrario, se dice que el horizonte es degenerado. Todos
los ejemplos de horizontes de Cauchy compactos conocidos son no degenerados, y se conjetura

que no existen horizontes de Cauchy compactos degenerados [33]].



0.2 Resultados

Recientemente se demostr6 que la presencia de un horizonte de Cauchy compacto y no de-
generado en el vacio impone restricciones grandes en la clase de espacio-tiempos a considerar:
estos horizontes solo pueden ocurrir como horizontes de Killing, es decir, debe existir un campo
de Killing del espacio-tiempo tangente a los generadores nulos del horizonte [39] 38| 41] y se
sabe que los espacio-tiempos que presentan campos de Killing no son genéricos [14} [5]. Esto va
en concordancia con la conjetura de Censura Cosmica Fuerte propuesta por Penrose [36], que
dice que genéricamente en el dato inicial, el desarrollo maximalmente globalmente hiperbolico
es inextendible y, por lo tanto, genéricamente no se formarian horizontes de Cauchy.

Existen interesantes preguntas relacionadas a los horizontes de Cauchy compactos, tanto acer-
ca de su topologia como de la estructura de sus generadores nulos. Sobre su topologia, trabajos
de Rendall [42] muestran que todo horizonte de Cauchy compacto debe colapsar con diame-
tro acotado. Esto restringe las posibles estructuras del horizonte, y en partciular implica que un
horizonte de Cauchy compacto no puede admitir una métrica de curvatura constante negativa.
Sobre la estructura de los generadores nulos, trabajos de Isenberg-Moncrief en la clase analitica
de espacio-tiempos [32,33,[19], muestran que los generadores deben ser o bien cerrados, o densos
en 2-toros, o densos en el horizonte. Los métodos analiticos de los que depende su acercamiento
fallan al existir un generador denso en el horizonte. Sobre este caso, al que denominan ergadico,

Isenberg y Moncrief plantearon la siguiente conjetura [33]).

Conjetura (Clasificacion de los horizontes ergédicos). El unico espacio-tiempo vacio analitico
que admite un horizonte de Cauchy compacto, ergddico y no degenerado es un cociente adecuado
del espacio de Kasner plano,

g = —dt* + t*da* + dy* + d2*, (t,x,y,2) € (0,00); x R3 _=: M. (0.1.3)

m7y7z

Por cocientes adecuados nos referimos a cocientar este espacio por un reticulo 3-dimensional
en las direcciones espaciales (z, y, z), de forma que para todo tg, o, zo dado, la proyeccién = +—

(to, x, Yo, 20) es densa en la superficie de Cauchy {t = ¢ }.

Esta tesis trata de una serie de resultados sobre la estructura de los generadores nulos y de
la topologia de los horizontes de Cauchy. Una descripcion detallada se encuentra en la siguiente

seccion.

0.2. Resultados

El objetivo de este trabajo es obtener una clasificacion de la estructura de los generadores
nulos para horizontes de Cauchy compactos, suaves y no degenerados. El resultado principal es

el siguiente.

Teorema. Sea C un horizonte de Cauchy compacto y no degenerado en un espacio-tiempo 3+1-

dimensonal, vacio y suave. Entonces se cumple uno de los siguientes:



0.3 Organizacion de la tesis

(I) todos los generadores son cerrados, o,

(I) solo hay dos generadores cerrados, y los otros generadores son densos en 2-toros, o,
(II1) todos los generadore son densos en 2-toros, o,
(IV) todos los generadores son densos en el horizonte.

Enfatizamos que esta clasificacion de los generadores nulos es para espacio-tiempos suaves,
refinando los resultados obtenidos en la clase analitica por Isenberg-Moncrief. Ademas obtenemos
una distincion entre los posibles comportamientos del conjunto de generadores del horizonte. Se
deduce de este resultado que, por ejemplo, si existen tres generadores cerrados deben ser todos
cerrados, y en caso de que el horizonte sea ergddico, todo generador debe ser denso en C.

Avanzando en direccion de una clasificacion topologica de los horizontes de Cauchy compac-

tos, obtenemos las siguientes restricciones para su topologia.

Corolario. Sea C un horizonte de Cauchy compacto y no degenerado en un espacio-tiempo 3+1-

dimensional, vacio y suave. Entonces, respectivamente a los casos en el teorema anterior, se

tiene que,
(1) si se cumple[(l)} C es una variedad de Seifert,
(11) si se cumple[(ID)} C es un espacio lenticular,
(u1) si se cumple[(TI)} C es un fibrado por toros T2 sobre S',
(1v) sise cumple C es un 3-toro T3,

Para cada uno de estos casos existen ejemplos en la literatura. El horizonte de Taub-NUT es
un ejemplo de|(1)] los horizontes de Gowdy son ejemplos de (11)] y [(111)] [11] , y a partir del espacio
de Kasner plano obtenemos ejemplos de

Como subproducto, obtenemos una clasificacion de los espacio-tiempos vacios y suaves que
presentan horizontes de Cauchy ergodicos y no degenerados, demostrando una version refinada

de la conjetura planteada por Isenberg-Moncrief.

Corolario. Sea C un horizonte de Cauchy ergddico, compacto y no degenerado en un espacio-tiempo

(M, g) 3+1-dimensonal, vacio y suave . Entonces (M, g) es un cociente de Kasner plano.

0.3. Organizacion de la tesis

Este trabajo esta dividido en dos partes: la Parte I corresponde al material preliminar, y la Parte
IT est4 destinada a la demostracion de los resultados de clasificacion discutidos previamente.

La organizacion de la Parte I es la siguiente:



0.3 Organizacion de la tesis

En el Capitulo 1, introducimos las nociones relevantes a la hiperbolicidad global, como domi-
nios de dependencia, hipersuperficies de Cauchy y espacios globalmente hiperboélicos. Conecta-
mos estos conceptos con el problema de Cauchy en Relatividad General, necesario para entender
el problema desde el punto de vista cosmoloégico, y concluimos con una breve discusion las propie-
dades que presentan los horizontes de Cauchy. En el Capitulo 2 enunciamos propiedades basicas
de las hipersuperficies nulas, introducimos la segunda forma fundamental nula y recordamos
definiciones basicas relacionadas a completitud geodésica en espacio-tiempos. Finalmente, dis-
cutimos resultados recientes acerca de las propiedades que presentan los horizontes de Cauchy
compactos que seran necesarios para la segunda parte de la tesis. En el Capitulo 3 estudiamos
el ejemplo de Taub-NUT, mostrando las propiedades interesantes que exhibe. Estas se usaran
para ilustrar algunos comportamientos que sirven como base para generar intuicion en el con-
texto cosmologico. Concluimos el material preliminar con una breve discusiéon de la Conjetura
de Censura Cosmica Fuerte de Penrose.

La organizacion de la Parte II es la siguiente:

En el Capitulo 4, obtenemos una clasificacion topologica para 3-variedades Riemannianas
compactas que presentan un campo de Killing sin ceros, asi como una clasificaciéon para las or-
bitas de dicho campo. Finalmente, en el Capitulo 5 demostramos los resultados enunciados en la
seccion anterior. Para esto, veremos que el problema de clasificacion desemboca naturalmente en

el problema estudiado en el Capitulo 5.



Parte I

Preliminares



Capitulo 1

Hiperbolicidad Global y el problema de
Cauchy en Relatividad General

En este capitulo enunciaremos resultados basicos sobre hiperbolicidad global y horizontes de
Cauchy, y recordaremos algunas propiedades relevantes que presentan estos objetos. Referencias
completas para estos temas son por ejemplo, [35} 17, [28]].

Se asumira cierta familiaridad con los conceptos basicos de geometria Lorentziana. Las nota-

ciones y definiciones basicas que se utilicen pueden encontrarse en el Apéndice A.

1.1. Hipersuperficies de Cauchy

Asumiremos que (M, g) es un espacio-tiempo conexo, es decir, una variedad Lorentziana co-
nexa y temporalmente orientada. Comenzamos recordando algunas nociones basicas sobre hi-

persuperficies y desarrollos de Cauchy.

Definiciéon 1.1.1. Un subconjunto S C M se dice acronal (respectivamente acausal) si toda

curva temporal (respectivamente causal) inextendible en M intersecta S a lo sumo una vez.

Definicién 1.1.2. Se dice que una hipersuperficie topologica 3 C M es una hipersuperficie de
Cauchy si toda curva temporal en M inextendible corta a > exactamente una vez. En particular,
toda hipersuperficie de Cauchy es acronal. En caso de que exista una hipersuperficie de Cauchy

en M, diremos que M es globalmente hiperbélica.
En Relatividad General, se distinguen tres tipos de hipersuperficies.

Definicidon 1.1.3. Sea ¥ una hipersuperficie de una variedad Lorentziana (), g). Entonces de-

cimos que X es:
1. Espacial (o Riemanniana) si la métrica inducida g|T s, €s definida positiva para todo z € .

2. Temporal (o Lorentziana), si la métrica inducida g’ o v tiene signatura (—,+,...,4), para
todo x € 3.
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3. Nula (o luminica), si la métrica inducida g}T 5. es degenerada con signatura 0,+,...,4)

para todo x € X.

Si M es globalmente hiperbdlica, podemos asumir que existe una hipersuperficie de Cauchy
espacial (y por lo tanto acausal, ver [Lema 14.42, [35]]) en M. Estas hipersuperficies caracterizan

los espacios globalmente hiperboélicos, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1 (Geroch, Bernal-Sanchez). Sea (M, g) un espacio-tiempo conexo. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. (M, g) es globalmente hiperbélica.

2. (M, g) es isométrica a (R x X, ), donde g = —Bdt*> + g;, con 3 : R x 3 — R™ una funcion
suave positiva y g; una familia de métricas Riemannianas en 3. que dependen suavemente de
t € R. Ademas, para todot € R, {t} x ¥ es una hipersuperficie de Cauchy suave espacial en
M.

Demostracion. Ver [Teo. 11, [15]] y [Teo. 1.1, [6]]. ]

Una nocién dual a la de hipersuperficie de Cauchy es la de desarrollo de Cauchy: dado un
subconjunto S del espacio-tiempo M, el desarrollo de S sera el conjunto de puntos que dependen

causalmente (a futuro o pasado) de S, en el sentido que precisamos a continuacion.

Definicién 1.1.4. El desarrollo de Cauchy de un subconjunto .S en un espacio-tiempo M es el
conjunto D(S) C M definido por,

D(S) = {p € M : toda curva causal inextendible que pasa por p corta a S}.
El desarrollo de Cauchy futuro (o dominio de dependencia futuro) para un conjunto .S se define,
D*(S) = {p € M : toda curva causal inextendible a pasado a través de p intersecta a S}.
Similarmente se define el dominio de dependencia pasado,
D~ (S) = {p € M : toda curva causal inextendible a futuro a través de p intersecta a S}.

Observamos que si ¥ C M es una hipersuperficie de Cauchy, D(X) = M.

1.2. El problema de Cauchy en Relatividad General

Fijada M una variedad n + 1-dimensional, estamos interesados en las métricas g en M que

son soluciones a la ecuacién de Einstein en el vacio con constante cosmologica nula, es decir,

_ 1—
Ric — S Rg = 0. (1.2.1)
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Tomando trazas, observamos que esta ecuacion se reduce a,
Ric = 0. (1.2.2)

Eligiendo un sistema de coordenadas {x'} en M, la expresion del tensor de Ricci en términos de

los simbolos de Christoflel es

Ry=0T% —oT% +T 12 —T¢ 17 (1.2.3)
J ik J+ ik

7 ip~ jk Jp— ik

por lo que forma un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para las componentes de
la métrica. De esta expresion se deduce que el tensor de Ricci es lineal en las segundas derivadas
de la métrica, y sus coeficientes son funciones racionales de las componentes de la métrica y
ademas son cuadraticos en las primeras derivadas de la métrica. Esto muestra que la ecuacion de
Einstein en el vacio es un sistema de ecuaciones cuasi-lineal para .

Sin embargo, en esta discusion asumimos que la variedad M esta dada. Este punto de vista
puede parecer restrictivo, y es natural argumentar que la ecuacion de Einstein debe ser interpre-
tada como ecuaciones tanto para la variedad M como para la métrica g. De hecho, la ecuacion de
Einstein también puede ser descrita como un problema de evolucion. A continuacion discutiremos
brevemente este enfoque y su relacion con los espacios maximalmente globalmente hiperbdlicos.
Los detalles de esta construccion pueden encontrarse en [46]].

Sea (M,q) una variedad Lorentziana de dimensién n + 1 globalmente hiperbdlica. Por el
Teorema podemos foliar el espacio-tiempo por hipersuperficies de Cauchy espaciales que
denotamos .;, parametrizadas por ¢. La métrica del espacio-tiempo g induce una métrica g (que
depende de t pero evitamos escribir explicitamente para simplificar notacion) en cada hoja >,
dada por

9(X,Y)=9(X,Y), donde X,Y € T%,. (1.2.4)

De esta forma, podemos interpretar que nos movemos de la hipersuperficie >y a >; por las cur-
vas integrales del campo 0; (o, dicho de otro modo, que ¥, evoluciona con el tiempo a ¥;). La

curvatura extrinseca IC de ¥, resulta,

K= %Eatg = —%&g. (1.2.5)
En particular, K hara las veces de derivada en direccion de ¢ para la métrica g.

Una pregunta que surge naturalmente de este planteo es: dada una terna (3, g, ), donde
(33, g) es una variedad Riemanniana y K es un 2-tensor simétrico, jexiste un espacio-tiempo
(M, q) globalmente hiperbdlico y una hipersuperficie de Cauchy difeomorfa a > en M, de forma
que la métrica inducida por g en X cocincida con g y K sea su curvatura extrinseca?

En caso de que esto se cumpla, usando las ecuaciones de Gauss-Codazzi es sencillo mostrar

que para la terna (X, g, K) deben cumplirse las relaciones,

R= |IC|2—(trlC)2,
div I = d(tr K).

(1.2.6)
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Estas restricciones se conocen como restricciones ADM [2]] o restricciones Hamiltonianas, dado
que pueden obtenerse analizando el Lagrangiano de Einstein-Hilbert. La primera ecuacion repre-
senta la restriccion en la energia, y la segunda, la restricciéon en el momento. Esto nos permite
obtener un candidato a dato inicial para nuestro problema de evolucion, que definimos a conti-

nuacion.

Definicioén 1.2.1. Un dato inicial es una terna (X, g, K) donde (3, g) es una variedad Rieman-

niana y K es un 2-tensor simétrico, tales que satisfacen las restricciones Hamiltonianas.

Puede mostrarse que dado un espacio-tiempo (M, ) existe una buena eleccion de coordena-
das (llamadas coordenadas arménicas), definidas por la ecuacién Ugz' = 0, donde [ := V*V
denota el operador D’Alembertiano, en las cuales el tensor de Ricci se expresa,

_ 1 o
Rag = —5UgGas + Fap(9, 99). (1.2.7)

Puede probarse que si las restricciones Hamiltonianas se satisfacen inicialmente y elegimos coor-
denadas de forma que [J;2* = 0 en X, estas condiciones se preservan a través de la evolucion del
sistema. La expresion muestra que la ecuacién de Einstein en el vacio es un sistema hiper-
bolico cuasi-lineal en estas coordenadas, por lo que el problmema de Cauchy para R,3 = 0 esta
bien puesto y la teoria estandar de ecuaciones en derivadas parciales nos asegura la existencia

local de soluciones. Obtenemos asi el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Choquet-Bruhat). Dado un dato inicial (%, g, KC) existe un espacio-tiempo (M, q)
que satisface la ecuacion de Einstein en el vacio y tal que Y es una hipersuperficie de Cauchy espacial

de M, con métrica inducida g y curvatura extrinseca IC.
Demostracion. Ver [Cap. 14, [43]]. O

Definicion 1.2.2. Diremos que la variedad (), g) obtenida a partir del teorema anterior es un
desarrollo globalmente hiperbolico del dato inicial. Notamos que el nombre coincide con la defini-
ciéon dada previamente, ya que la hipersuperficie X inicial es una hipersuperficie de Cauchy para

su desarrollo globalmente hiperbdlico.

Obtenemos de esta manera la existencia de una solucién a la ecuacion de Einstein, pero aun
debemos ver qué podemos decir acerca de la unicidad de estos desarrollos. Es facil ver que no hay
unicidad para el problema de Cauchy, salvo que impongamos algunas restricciones adicionales.

A continuaciéon damos un ejemplo sencillo de este hecho.

Ejemplo 1.2.1. Consideramos los espacio-tiempos (—o0, 1) x R", R x R"y (R x R")\{(1,0)},
equipadas con la métrica de Minkowski. Los tres espacio-tiempos son soluciones obvias a la ecua-
cién de Einstein en el vacio, con dato inicial ({0} x R",§,0), donde 0 es la métrica Euclidea en
R™. Los primeros dos ejemplos son desarrollos globalmente hiperbdlicos del dato inicial, pero el
tercero no lo es. Es claro ademas que estas variedades no son isométricas dos a dos: por ejemplo,

la segunda es geodésicamente completa mientras que las otras dos no lo son.

10



1.3 Horizontes de Cauchy

Si se quiere obtener unicidad, es necesario imponer condiciones adicionales sobre el desa-
rrollo. Una condicion natural es restringirse a la clase de desarrollos maximalmente globalmente
hiperbdlicos, es decir, aquellos espacios globalmente hiperbolicos inextendibles dentro de esta

clase.

Definicion 1.2.3. Un espacio-tiempo (M, G) se dice maximalmente globalmente hiperbélico si es
globalmente hiperbélico y no existe otro espacio-tiempo globalmente hiperbélico (N, h) tal que

(M,g) es una subvariedad propia de (N, k).

Un argumento de lema de Zorn dentro en esta clase junto con la existencia local descrita
anteriormente muestran que existe un espacio maximalmente globalmente hiperboélico para el
dato de Cauchy. Estudiando la ecuacion de Einstein se puede mostrar ademas que este desarrollo

maximal es Unico salvo isometrias. Se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2 (Choquet-Bruhat-Geroch [9]). Sea (X, g, ) un dato inicial en el vacio. Enton-

ces, salvo isometrias, existe un tnico desarrollo maximalmente globalmente hiperbélico (M,q) de
(2, 4,K).

Demostracion. Ver [Sec. 14.4, [43]]]. O

Estaremos interesados en una subclase de espacio-tiempos maximalmente globalmente hiper-

bdlicos, que definimos a continuacion.

Definicion 1.2.4. Decimos que un espacio-tiempo vacio (M, q) es cosmoldgico si es un espacio
globalmente maximalmente hiperbdlico con respecto a una hipersuperficie de Cauchy ¥ com-

pacta.

Terminamos esta seccién mencionando dos propiedades importantes acerca de las simetrias

de los datos iniciales. El siguiente resultado es una combinacién de [Teo. 2.1.1, [40]], y [Teo. 3,

[18]].

Teorema 1.2.3 (Extension y restriccion de simetrias). Sea (M, q) un desarrollo globalmente hi-
perbélico de un dato inicial (X, g, KC) compacto. Entonces si existe un campo de Killing X en (¥, g)
tal que LxIKC = 0, el campo se extiende a un campo de Killing X en (M,q). Reciprocamente, si ¥

es una hipersuperficie de Cauchy compacta con métrica inducida g := g|x, y R es un subgrupo del
grupo de isometrias de (M,q) que actila efectivamente y deja a ¥ invariante, la accion de R en 3

deja el dato (¥, g, K) invariante.

1.3. Horizontes de Cauchy

Dado un conjunto acronal S en un espacio-tiempo (M, g), sera util tener criterios que esta-
blezcan si S es una hipersuperficie de Cauchy para M. La nocioén apropiada para esto es la de
horizonte de Cauchy: este sera la coleccion de todos los puntos que estan en la clausura del do-

minio de dependencia futuro de S pero no preceden a ningin punto de este dominio. En otras
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1.3 Horizontes de Cauchy

palabras, el horizonte de Cauchy futuro es el “borde futuro” del dominio de dependencia futuro

de S, y andlogamente definiremos el horizonte de Cauchy pasado.

Definicion 1.3.1. Sea S un conjunto acronal en un espacio-tiempo (M, g). El horizonte de Cauchy

futuro de S es el conjunto

HT(S) =DH(S)\Z (DH(S)) = {p € D+(S) : Z*(p) no intersecta D ()},
donde denotamos el pasado y futuro cronolégico de un conjunto B por Z~(B) e Z%(B) respec-

tivamente. Dualmente se define el horizonte de Cauchy pasado H~(S),

H(S) =D (S\Z' (D (S)) ={p €D (S): Z (p) no intersecta D~ (S5)}.
El horizonte de Cauchy de S es la unién de estos horizontes,
H(S) =HT(S) UH(9).

Trabajaremos con H*(S), y los resultados se seguiran para H~(.5) revirtiendo orientacién
temporal. Para aliviar notacion denotaremos a los horizontes de Cauchy por C en vez de H*(.5)
cuando no usemos explicitamente al conjunto S.

En términos relativistas, 7 (.S) marcara el limite de la region del espacio-tiempo que es con-
trolada por S'y en particular, si H'(.S) es no vacio, el futuro de S no podra ser predicho a partir

de la informacién dada sobre S. Discutimos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.1. En la Figura 1.1, el horizonte futuro esta dado por las curvas a y 3.

--------
-----

Figura 1.1: Eliminando el punto marcado por un circulo, el dominio de
dependencia futuro de .S ser la unién de .S y la region abierta delimitada
por S, a y (3. Las direcciones horizontales se asumen espaciales, y la di-

reccion vertical se asume temporal.
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1.3 Horizontes de Cauchy

Ejemplo 1.3.2. En el espacio de Minkowski, las hipersuperficies S := {t = cte} cumplen
H(S) = 2.

Ejemplo 1.3.3. Supongamos que borramos una semirrecta del espacio de Minkowski, como se

describe en la siguiente figura.

\ | Dt (4)

Figura 1.2: Dominio de dependencia futuro, futuro causal y horizonte de

Cauchy del conjunto A en el espacio de Minkowski. La linea negra de la
que parten las lineas punteadas ha sido eliminada. El horizonte est4a deno-
tado por la linea punteada azul.

Observamos que en este caso el horizonte de Cauchy futuro separa el dominio de dependencia

futuro de A del resto del futuro causal de A.

Proposicion 1.3.1. Sea S una hipersuperficie cerrada y acausal en un espacio-tiempo (M, g). En-

tonces,

1. HE(S) = Z*(S) N OD*(S) = D*(S) — DX(S). En particular, H* (S) y S son disjuntos.
2. H*(S) es una hipersuperficie topolégica acronal si no es vacio.

3. Empezando en cada punto de H*(S) (resp. H™(S)), existe una geodésica nula inextendi-
ble a pasado (futuro) sin puntos conjugados que esta contenida enteramente en H*(S) (resp.

H~(S)). Diremos que estas geodésicas son los generadores nulos del horizonte.
Demostracion. Ver [Lema 14.53, [35]]. O

En particular, la proposiciéon anterior implica que una hipersuperficie cerrada y acausal .S en
un espacio-tiempo (M, g) es una superficie de Cauchy para M siy solamente si H(S) = &. Los
detalles de este argumento pueden encontrarse en [Cor 14.54, [35]].

Finalmente, observamos que los horizontes de Cauchy suaves son hipersuperficies nulas. Este

resultado es consecuencia de [Teo. 3.5, [4]].

Proposicion 1.3.2. Sea C un horizonte de Cauchy en un espacio-tiempo (M, g). Entonces, si C es
diferenciable en un puntop € C, T,,C es un hiperplano nulo. En particular, si C es suave, C es una

hipersuperficie nula.
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Capitulo 2

Hipersuperficies nulas y horizontes de

Cauchy

En este capitulo recordaremos las nociones y propiedades de las hipersuperficies nulas que
son relevantes para nuestro tratamiento de los horizontes de Cauchy compactos. Referencias para

los temas que desarrollaremos son [3} 21} [12} [13]).

2.1. Campos nulos en hipersuperficies nulas

Sea (M, g) un espacio-tiempo de dimensiéon n + 1 > 3y H C M una hipersuperficie nula
suave. Como la restriccion de la métrica g a T'H es degenerada con signatura (0, +, ..., +), dado
p € H existe un Unico subespacio unidimensional V,, C T,,H, al que llamaremos linea nula en p,
tal que,

g(V,X)=0paratodo VeV, y X € T,H.

Denotamos por V al fibrado de lineas nulas en H, V := U,cy V). Observamos que este fibrado es
orientable: fijado 7" un vector temporal unitario dirigido a futuro en M, definimos una secciéon K
de V declarando que g(K (p),T(p)) = —1 para todo p € H. Se sigue que K es una seccion suave,
nula y dirigida a futuro del fibrado V, por lo que define una orientacién para V.

La construccién anterior muestra que existe un campo nulo p — K(p) € V, C T, suave,
dirigido a futuro y sin ceros, Gnico en H excepto por un factor de escala. El campo K es ortogonal
a la hipersuperficie H, y se cumple

K(p):t =T,H, (2.1.1)

para todo p € H. De la restriccion en la signatura se sigue que los vectores tangentes a H en p

que no son paralelos a K (p) deben ser espaciales.
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2.2 Hipersuperficies nulas totalmente geodésicas

2.2. Hipersuperficies nulas totalmente geodésicas

Si K es un campo nulo sin ceros en una hipersuperficie H, la propiedad nos asegura
que K es ortogonal a ‘H. Esta observacion nos permitira introducir un mapa de Weingarten nulo
y una segunda forma fundamental nula en A con respecto a /X de una forma reminiscente al
procedimiento estandar en variedades Riemannianas. Sin embargo, como el campo normal a H
es nulo, no podremos distinguir entre dos campos que difieren por un multiplo de K. Por este

motivo sera conveniente definir una clase de equivalencia en los planos tangentes a H.
Definicion 2.2.1. Sean p € H y X, X' vectores en T,H. Diremos que

X'=X méd K siysolosi X' — X = \K(p),
donde \ € R. Denotaremos la clase de equivalencia de un vector X por X.

Para estudiar las propiedades de esta relacion, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sea H una hipersuperficie nula suave, y sea X un campo vectorial nulo en H que no se
anula en ningun punto, dirigido a futuro. Entonces las curvas integrales de K, llamadas generadores

nulos de H, son geodésicas nulas (bajo reparametrizacion).

Demostracion. Basta probar que Vi K = AK. Esto es equivalente a ver que para todo p € H,
VK L T,H, esdecir, (VK K, X) = 0paratodo X € T,H.Fijamos X € T, y lo extendemos

a un entorno de p haciéndolo invariante bajo el flujo generado por K,
[K,X]=VgX —-VxK =0. (2.2.1)

El campo X sigue siendo tangente a H, por lo que obedece g(K, X) = 0. Diferenciando esta

igualdad,
0=K(9(K,X))=g(VkK,X) + g(K,VgX), (2.2.2)
y entonces,
1
9(VicK, X) = —g(K,VicX) = —g(K,VxK) = = X(g(K,K)) =0. (223
O

Proposicion 2.2.2. Sean X, Y € T)H. Si X' =X méd KeY' =Y mdd K,
L g(X,Y") = g(X,Y), y
2 g(Vx K, Y')=g(VxK,Y).

Demostracion. Para la primera afirmacion, observamos que

GX +AK)Y + uK) = g(X,Y) 4+ pg(X, K) + A\g(K, Y + pK). (2.2.4)
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2.2 Hipersuperficies nulas totalmente geodésicas

Los ultimos dos términos se anulan inmediatamente, dado que K es normal a 7).
Para probar la segunda afirmacion, usando el Lema se tiene que Vi K = f K para alguna

funcién f. Entonces,
I Vxixx KY + pK) = g(Vx K, Y) + g(Vx K, uK) + A\g(V K.Y + pK). (2.2.5)

Nuevamente, el tercer término se anula inmediatamente usando que f K es normal a 7),’H. Final-

mente, como X es tangente a H,
1
§(VxE,K) = X (g(K, K)) = 0. (226)
O

Observamos entonces que para estudiar algunos objetos geométricos la informacion de lo que

ocurre en la direcciéon de K es irrelevante. Por esta razon es util trabajar con el fibrado tangente
modulo K,
T,H/K ={X: X e ,H}, yTH/K = | | T,H/K.

pEH
Cuando el espacio-tiempo tiene dimension n + 1, TH /K es un fibrado vectorial de rango
n — 1 sobre H y ademas no depende de la eleccion particular del campo K. Podemos equiparlo de
una métrica natural definida positiva h, inducida por g: para cada p € H, definimos h : T,H /K x
T,H/K — R como,
h(X,Y) = g(X,Y). (2.2.7)

La propiedad 1 de la Proposicién muestra que este mapa esta bien definido.

Definicion 2.2.2. El mapa de Weingarten nulo b = by de H con respectoa K enp € H es el
mapa lineal b : T,H /K — T,H/K definido por

b(X)=VxK. (2.2.8)

Como g(Vx K, K) = 0, observamos que efectivamente Vx K € T, y la Proposicion 2.2.2)

asegura que b esta bien definido. Ahora, para cualquier otro campo nulo K podemos escribir
K = fK,
para alguna funcién f € C*°(H) , y entonces se cumple
VK = fVxK méd K. (2.2.9)

Esto muestra que,
bk = fbxk. (2.2.10)

Se sigue que el mapa de Weingarten nulo de H es Unico salvo por un factor de escala f, con
f positiva una vez se elige una orientacién temporal para K. Probamos ahora una propiedad

importante de este mapa.
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2.2 Hipersuperficies nulas totalmente geodésicas

Proposicion 2.2.3. El mapa de Weingarten nulo b es autoadjunto respecto a h,

h(b(X),Y) = h(X,b(Y)). (2.2.11)
Demostracion. Efectivamente, se tiene que

h(b(X),Y)=g(VxK,Y)=X(g(K,Y)) — g(K,VxY). (2.2.12)
El primer término de la derecha es nulo pues K es normal a . Como la conexioén no tiene torsion,
9K, VxY) =g(K,VyX + [X,Y]) = g(K,VyX) =Y(g(K, X)) — g(Vy K, X), (2.2.13)

donde usamos que [X, Y] € TH. Como el primer término de la derecha se anula, obtenemos
g(K,VxY)=—h(X,bY)). (2.2.14)
[]

Usando el mapa de Weingarten nulo, podemos definir la segunda forma fundamental nula de H.

Definicion 2.2.3. La segunda forma fundamental nula B = By de H respecto a K es la forma
bilineal asociada a b via h, es decir, para cadap € H, B : T,H/K x T,H/K — R esta definida
por,

B(X,Y):=h(b(X),Y) =g(VxK,Y). (2.2.15)
Como b es autoadjunta se sigue que B es simétrica,
B(X,Y)=B(Y,X). (2.2.16)

Recordamos que una subvariedad N es totalmente geodésica si toda geodésica inicialmente
tangente a NV permanece en N para todo tiempo donde esté definida. De una forma similar a
la segunda forma fundamental en superficies, B mide cuanto se desvian las geodésicas de una

hipersuperficie nula H.

Teorema 2.2.4 (Teo. 30, [21]). Una hipersuperficie nula H es totalmente geodésica si y solamente
siB=0.

Demostracion. Sean X e Y campos vectoriales tangentes a /. Por (2.1.1), VxY sera tangente a
H siy solamente si g(VxY, K) = 0. Ahora,

g(VxY,K) = X(g(Y,K)) — g(Y,VxK) = —g(Y,VxK) = —-B(X,Y), (2.2.17)

lo que muestra que V define una conexién en H de manera natural cuando B se anula.
Denotemos por V a esta conexion, y sea  una geodésica para V. Entonces 7 sera una curva

que permanece en H y tal que 67/7’ es proporcional a . Como V., = 67/7’ , el vector V.,

también serd proporcional a 7/, y por lo tanto v sera una geodésica para V. La unicidad del

problema de Cauchy para la ecuacion geodésica completa la prueba. [
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2.3. Completitud geodésica y generadores nulos en hiper-

superficies nulas

A continuacion mencionaremos algunas propiedades de las geodésicas y campos nulos en una

hipersuperficie nula. Para esto, recordamos algunas nociones.

Definicion 2.3.1. Sea (M, g) un espacio-tiempo. Diremos que una geodésica v : I — M es
completa si el intervalo maximal de definicién de su parametro afin es / = R. En caso contrario,
diremos que es incompleta. Diremos que una geodésica dirigida a futuro 7y es incompleta a futuro
si el intervalo maximal de definicion I = (a,b) de su parametro afin cumple b < +o00 y que
es incompleta a pasado si —oo < a. Diremos que M es geodésicamente completa si todas las
geodésicas en M pueden definirse para todos los valores del parametro afin. Esto es equivalente

a que, para todo p € M, el dominio del mapa exponencial sea 7, M.

Cabe mencionar que, en contraste con el caso Riemanniano, el flujo geodésico en una variedad
Lorentziana compacta no es necesariamente completo. De hecho, es sencillo construir ejemplos

de variedades Lorentzianas compactas no geodésicamente completas [28,3].

Definicion 2.3.2. Sea (M, g) un espacio-tiempo y v : I — M una geodésica inextendible no
constante (parametrizada afinmente, es decir, V.4 = 0). Decimos que v es cerrada si existen

A>0ya,belcona < btales que,

va) =7(b) y 7' (b) = M (a). (2.3.1)
Si A =1, diremos que 7y es periddica.

Notamos que si 7y es periddica, debe existir un minimo 7" > 0 tal que y(¢) = (¢ + T') para todo

t. Esto implica que 7y es completa. Mostramos ahora una caracterizacion de la periodicidad.
Proposicion 2.3.1. Sea v una geodésica cerrada de (M, g).

(1) Si~y no es una geodésica nula, entonces es periodica.

(11) v es completa si y solo si es periddica.

Demostracion. Comenzamos probando Observamos que si 7 es cerrada, g(7/(b),7' (b)) =
Ag(7/(a),7'(a)) y como no es luminica, g(7',7’) # 0, lo que implica que A = 1. Veamos|(11)} Si
es periddica, es completa. Ahora, si A > 1, entonces veremos que es incompleta a futuro (analo-
gamente se prueba que para A < 1 es incompleta a pasado). Definimos b; := by T := b—a. Como
v'(b1) = M/(a), de by hasta by := by + T’/ ), la geodésica v es una reparametrizacion de 7|[q), de
forma que 7/ (b2) = A\y/(b1) = A?9/(a). Razonando inductivamente, la secuencia b;; = by + T/’
satisface,

7' (b)) = X' (a). (2.3.2)
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En cada vuelta completa observamos que la distancia afin se vuelve mas corta. En particular, v
no puede extenderse mas alla de
lim b= b+ —— < + (2.3.3)
Jm b = 1 0. 3.

]

Discutimos brevemente la relacion entre el campo nulo K y la completitud de las geodésicas
nulas en una hipersuperficie compacta nula 4. Dado K un campo nulo sin ceros en H, se tiene
que

VK = \K, (2.3.4)

donde A : M — R es una funcion suave. Fijando p € H, podemos reescalar /' de forma que en

un entorno p € U, las lineas integrales del campo K, definidas por

D)= K(e), wl0) =0 239

sean geodésicas nulas parametrizadas afinmente. Este campo K no es unico, dado que no hay
una eleccién canodnica del parametro afin para los generadores, pero puede fijarse prescribiendo
el campo en cada punto de una subvariedad transversal a los generadores nulos (ver [Sec. 4, [21]]]
y [Sec. B, [33]] ).

Sin embargo, no siempre podemos reescalar K de forma que todas sus lineas integrales sean
los generadores nulos de ‘H parametrizados afinmente: esto se debe a que en caso de poder realizar
este procedimiento, la compacidad de H asegurara que el flujo de K es completo y por lo tanto
todos los generadores nulos de A seran completos.

Esta observacion nos lleva a una ultima definicién en esta seccidon, que contiene informaciéon

geométrica de H.

Definicioén 2.3.3. Decimos que una hipersuperficie nula compacta H es no degenerada si existe

al menos un generador nulo incompleto en H.

Observacion 2.3.2. Supongamos que existe un campo K definido globalmente en H tal que
VK = —cK, (2.3.6)

donde ¢ > 0 es una constante. Reescalando K como %K podemos asumir sin pérdida de ge-
neralidad que ¢ = 1. Entonces es sencillo ver que la longitud afin a futuro de los generadores
nulos comenzando en y(0) = p con velocidad 7/(0) = K (p) sera uno: si y(s) es el generador
nulo parametrizado afinmente tal que y(0) = py v/(0) = K(p), debe ser v'(s) = f(s)K(7(s)).
Ahora,

0=V, = f(s)K((s)) = () K((s)) = (f'(s) = f2(s)) K (v(s)),  (23.7)
y por lo tanto f’(s) — f2(s) = 0. Por otro lado, como v(0) = f(0)K(v(0)), debe ser f(0) = 1,
de donde se sigue que f(s) = 1/(1 — s). Se deduce que en este caso todo generador nulo sera

incompleto.
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2.4. Horizontes de Cauchy compactos como horizontes de
Killing

Entre las hipersuperficies nulas se distinguen particularmente los horizontes de Killing: la

caracteristica que los define es que su campo normal proviene de una simetria del espacio-tiempo.

Definicion 2.4.1. Una hipersuperficie nula suave H se dice un horizonte de Killing si existe un
campo de Killing ¢ sin ceros definido en un entorno abierto U de H de forma que ¢ es ortogonal

(o normal) a H.

Observamos que el campo de Killing £ no tiene por qué ser un campo normal geodésico para
H:si V& = 0, diremos que H es un horizonte extremal. Por otro lado, si H es un horizonte de
Killing,

V€ = KE, (2.4.1)

para alguna funcién suave x : H — R. Bajo estas hipotesis ~ sera una constante, a la que
denominaremos gravedad superficial de H (en analogia con la gravedad superficial de los agujeros
negros, ver [Sec. 12.5, [46]]). Si k = =+1, diremos que el horizonte tiene gravedad superficial
normalizada.

Notando que todos los ejemplos conocidos de espacio-tiempos cosmologicos que presentan
horizontes de Cauchy compactos tienen simetrias adicionales, en 1983 Isenberg y Moncrief for-

mularon la siguiente conjetura[32]].

Conjetura 2.4.1 (Isenberg-Moncrief). Todo horizonte de Cauchy compacto y no degenerado en

un espacio-tiempo vacio suave 3+1-dimensional es un horizonte de Killing.

Los trabajos fundacionales de Isenberg y Moncrief ocurren bajo la hipotesis extra de ana-
liticidad del espacio-tiempo, a su vez que restringen el comportamiento de los generadores del
horizonte. Los resultados obtenidos en [32, 19, (18] [33] entre el 1983 y el 2020 pueden resumirse

en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 (Isenberg-Moncrief). Sea C un horizonte de Cauchy compacto, no degenerado en
un espacio-tiempo analitico 3+1-dimensional (M, g). Entonces los generadores del horizonte son ce-
rrados, densos en 2-toros o densos en C. En caso de que ningiun generador sea denso en C, C es un
horizonte de Killing. Ademas, si H es una hipersuperficie compacta nula en un espacio-tiempo ana-
litico no degenerada y todos sus generadores son cerrados, H es necesariamente un horizonte de

Cauchy.

Si bien la hipdtesis de analiticidad resulta restrictiva, varias de estas ideas se han utilizado
recientemente para demostrar la Conjetura en su total generalidad. Discutimos brevemente
los resultados que son necesarios para su demostracion, pues nos seran de utilidad mas adelante.

De aqui al final del capitulo, (M, g) indicara un espacio-tiempo vacio, suave y 3+1-dimensional,

de manera que su region globalmente hiperbolica H esta acotada por un horizonte de Cauchy

20



2.4 Horizontes de Cauchy compactos como horizontes de Killing

compacto C, que asumiremos futuro (el caso pasado se obtiene revirtiendo orientacion temporal).

Asumiremos que el horizonte C divide a M en dos componentes conexas,
M\C=ZUH.

Denotaremos por ¥ C H a una hipersuperficie de Cauchy en H, es decir, D(3) = H. Como fue
observado en la Seccion[1.3] los horizontes de Cauchy no son necesariamente suaves. Sin embargo,
los horizontes de Cauchy compactos si lo son. El teorema que enunciamos a continuacién fue
probado por Hawking [[17] bajo la hipétesis adicional de que el horizonte sea suave. Esta condicién
fue removida en trabajos independientes de Larsson [23] y Minguzzi 26| 27], donde se obtiene

como parte de la tesis.

Teorema 2.4.2 (Hawking, Larsson, Minguzzi). Sea C un horizonte de Cauchy compacto futuro
(pasado) en un espacio-tiempo n+1-dimensional (M, g), tal que se cumple la condicién de energia
nula,

Ric(L, L) > 0,

para todo vector nulo L en M. Entonces,
1. todo generador nulo de C es completo a pasado (futuro),
2. C es una hipersuperficie suave y totalmente geodésica en M.

En el vacio la condicion de energia nula se cumple trivialmente. Usando este resultado, Peter-

sen y Racz [Teo. 1.2, [39]] mostraron lo siguiente.

Teorema 2.4.3 (Petersen-Racz). Sea (M, g) un espacio-tiempo n+1-dimensional, vacio y C un ho-
rizonte de Cauchy en M, tal que existe un campo suave, nulo y que no se anula en ningun punto K
enC y cumple,

VK = —K. (2.4.2)

Entonces existe un campo de Killing suave y no trivial K en C U D(X), tal que K |c= K es nulo en
C y espacial en D(X), y toda extension suave de K a través de C al complemento de C LI D(X) es

temporal cerca de C.

Si bien esto no asegura que el horizonte de Cauchy sea un horizonte de Killing, un resultado
del 2019 por Petersen [Teo. 1.4, [38]] muestra que efectivamente todo horizonte de Cauchy que
admita un campo nulo K con la propiedad es un horizonte este tipo. Sin embargo, notamos
que en general la extension del campo al complemento de la regiéon globalmente hiperbdlica esta

garantizada unicamente cerca del horizonte. Enunciamos este teorema a continuacion.

Teorema 2.4.4 (Petersen). El campo de Killing K del Teoremapuede extenderse a un abierto
U C M del horizonte C C U, de forma que K es temporal en U \ (C L D(X)). En particular,
todo horizonte de Cauchy compacto cuya gravedad superficial pueda normalizarse es un horizonte
de Killing.
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2.4 Horizontes de Cauchy compactos como horizontes de Killing

La existencia del campo normalizado es un punto crucial para los argumentos usados en las
pruebas. Si bien esta hipotesis puede parecer artificial, todos los ejemplos conocidos los cumplen.
En particular, como fue discutido en la Observacion esta hipotesis también implica que el
horizonte es no degenerado.

Los teoremas de Petersen y Racz muestran que la conjetura es cierta en aquellos horizontes
donde existe un campo K nulo y sin ceros que satisface (2.4.2). Finalmente, la existencia de un

tal campo resulta ser equivalente a la no-degeneracion del horizonte de Cauchy [Teo. 3, [41]].

Teorema 2.4.5 (Reiris-B.). Sea C un horizonte de Cauchy compacto, conexo y no degenerado en un
espacio-tiempo vacio n+1-dimensional (M, g). Entonces todas las geodésicas nulas dirigidas a futuro
tienen longitud afin finita. Mas atin, existe un campo nulo, que no se anula en ningtn punto K enC
tal que

VK =—-K.

Ademas, el campo K es suave.

Uniendo estos tres resultados, la Conjetura queda demostrada.

Es pertinente remarcar que no se conocen ejemplos de horizontes de Cauchy compactos de-
generados: la hipotesis de no-degeneracion del horizonte cubre todos los ejemplos conocidos de
horizontes de Cauchy cosmoldgicos a la fecha. Sobre este caso, Isenberg y Moncrief conjeturan
que no existen tales horizontes [33]], y logran demostrarlo en la clase analitica de espacio-tiempos
con topologia T3 x R [Sec. IV, [32]].
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Capitulo 3

El espacio de Taub-NUT

El espacio de Taub-NUT es un ejemplo de espacio-tiempo vacio en el que ocurren muchos
fenomenos indeseables desde el punto de vista fisico. En este se observan las siguientes propie-
dades:

(1) Existe una region (llamada region de Taub) que es una solucién cosmoldgica con hipersu-

perficies espaciales de Cauchy homogéneas pero no isotropicas.

(11) La region de Taub evoluciona a la region de NUT, que no contiene hipersuperficies de

Cauchy espaciales.

(1) Existen horizontes de Cauchy suaves que separan regiones globalmente hiperbolicas de

regiones con geodésicas temporales cerradas.
(1v) Existen extensiones inequivalentes del tipo NUT del espacio de Taub.

El objetivo de este capitulo sera entender este ejemplo, que ha sido el motor de la teoria de los

horizontes de Cauchy compactos. Para esto, comenzamos definiendo el espacio de Taub.

Definicion 3.0.1. El espacio de Taub es el espacio-tiempo (M = R; X Siﬁ@, g), donde g es,

g = U (t)dt* + (20)*U(t) (dp + cos 0dp)® + (£ + 12) (d6* + sin® 0de?) (3.0.1)
2
Ut) = -1+ 2<:;t—$2l) (3.0.2)

y m, [ son constantes positivas y 6, ¢, ¢ son las coordenadas de Euler en la esfera S, por lo que
0<¢<4m,0< 0 <m0 < ¢ < 7 Observamos que existen singularidades en los tiempos
t =1ty :=m=xvm?+1[2 donde U(ty) = 0.

Puede mostrarse que el espacio de Taub satisface la ecuacion de Einstein en el vacio, Ric = 0.
Ademas se puede extender la solucion de Taub a través las superficies ¢ = t., obteniendo asi la
extension vacia encontrada por Newman, Tamburino y Unti en 1963 [34] denominada espacio de

Taub-NUT, que estudiaremos mas adelante.
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3.1 Propiedades del espacio de Misner

3.1. Propiedades del espacio de Misner

Comenzamos estudiando el espacio de Misner [29]. Este posee muchas caracteristicas simila-

res a las que presenta el espacio de Taub-NUT pero tiene una presentaciéon mas sencilla.
Definicion 3.1.1. El espacio de Misner es (M = S}, x R, g), donde g es,

g = —t 1t + tdy)?, (3.1.1)
cont € RTy0 < < 2.

Esta métrica es singular inicamente cuando ¢ = 0. Sin embargo, podemos encajar el espacio
de Misner en un espacio mas grande que no presenta esta singularidad. Para esto, definimos
M, = S}b, X R; con la métrica,
gy = 2dy)'dt + tdey)"?, (3.1.2)
donde t € Ry 0 < ¢/ < 27. Pasando al cubrimiento universal (M:, g+) de (M, g4 ), podemos
considerar ¢’ € (—00, +00). Observamos que la regién 0 < ¢’ < 27 es un dominio fundamental
para (M, g,) en (m, g+) y por lo tanto la proyeccion de las regiones {(¢,1') € M, :te€
R,y € (—7/2,3/2m)} y {(t,0)) € My : t € R0/ € (r,5/2r)} forman un atlas de M,.
La métrica es analitica en la variedad M, = Sv}b’ x R;. Ademas, es no degenerada y de
signatura constante, dado que el determinante de la métrica es constante. Definiendo una nueva
coordenada v en j/[: por,
=1 +logt, (3.1.3)
donde el dominio del cambio de coordenadas es t € R, ¢ € R, notamos que la métrica en

términos de esta nueva variable es
gy = —trdt? + tdy?, (3.1.4)

que es la métrica de Misner en el cubrimiento (R, x R}, g) obtenido al desenrollar la variable
1. Esto muestra que el espacio de Misner se encaja isométricamente en (M, g, ). De esta for-
ma, podemos considerar que (M, g, ) es una extension del espacio de Misner (M, g), el cual
corresponde a la region {t > 0} en (M, g, ).

Estudiamos ahora las geodésicas nulas de (M., g, ). Si escribimos estas geodésicas como

v(s) = (€™*),t(s)), la ecuacién geodésica resulta,
. 1
0 =i+ i0+ ti,

1
O:“——'Q.
v 2’0

(3.1.5)

La condicién g(%,¥) = 0 implica t0 + ¢0? = 0, que simplifica la primer ecuacion. Las soluciones

quedan dadas por,

ew(0) (0) (3.1.6)
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3.1 Propiedades del espacio de Misner

La primer familia esta definida para todo s € R y corresponde a las geodésicas verticales en la
Figura 3.1, donde ©(0) = 0. Si v(0) > 0, la segunda familia esta definida para s € (—o0,2/9(0)).
Si ademas ¢(0) < 0, la geodésica se aproximara a {t = 0} en espiral cada vez mas rapido, pero
no cruzara esta curva. En particular, se tiene que la extensiéon (M, g ) obtenida no es simétrica
entre las dos familias de geodésicas, sino que hay un comportamiento distinguido.

Es sencillo mostrar que las curvas {t = ¢} son: temporales si ¢ < 0, espaciales si ¢ > 0, y
¢ = 0 es una curva nula. La curva C~ := {t = 0} resulta un horizonte de Cauchy para la region
{t > 0}, pues todo por todo punto con ¢ < 0 hemos encontrado una curva temporal cerrada que

en particular no atraviesa a la regiéon {t > 0}.

4{t >0}

C = {t=0}

A{t <0}

Figura 3.1: Representacion de la extension del espacio de Misner M con
sus geodésicas nulas. La region I corresponde al encaje de la variedad M
en M. La familia roja de geodésicas es completa y continda a través de
{t = 0}, y las familias representadas en verde y violeta se enrollan en {t =
0} y son incompletas a futuro y pasado respectivamente. La naturaleza de

las hipersuperficies {¢ =cte} esta representada por sus conos de luz.

Por otro lado, también es posible encajar isométricamente el espacio de Misner en (M_ =
Szlp// X Ry, g_), donde la métrica g_ es,

g = =2dy"dt + t(d)")?. (3.1.7)

Para esto procedemos de la misma forma que con M, pero la nueva variable ) en términos de
(t,9") sera,
=" —logt, (3.1.8)
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3.1 Propiedades del espacio de Misner

y el dominio del cambio de coordenadas es t € R, ¢)” € R. Nuevamente, en coordenadas (1), t),
la métrica g” se expresa,
g = —tdt* + tdy?, (3.1.9)

por lo que la regién ¢t > 0 de (M_, g_) es isométrica al espacio de Misner (), g). La métrica
(3.1.7) es analitica, no degenerada y de signatura constante en M_, y la curva {¢t = 0} resulta un
horizonte de Cauchy para la region de Misner. En esta extension, el comportamiento de las geo-
désicas nulas se ha intercambiado con respecto al de la extension (M, , g, ): las geodésicas nulas
dirigidas a futuro comenzando en {t = 0} en la extensiéon (M _, g_), con condiciones iniciales

(0,9) y velocidad inicial (fo, 9/!) estan dadas por,

v(s) = ( g,tbs), s e R,

! . (3.1.10)
v(s) = ( o +In <$+0¢6’> ,O> , SE€ <— ()’,oo).

La primera familia son geodésicas verticales que se contintian a través del horizonte, y la segunda

familia es tangente al horizonte {¢ = 0}. Observamos que los generadores nulos del horizonte
son completos a futuro e incompletos a pasado.

Al hacer esta nueva extension hemos enderezado la segunda familia de geodésicas de M, y
ahora puede continuarse a través del horizonte {t = 0}. Sin embargo, este proceso ha enrollado
la primer familia de geodésicas y ahora no pueden continuarse mas alla de {t = 0}; es decir,
hemos intercambiado los comportamientos de estas dos familias. En particular, obtenemos dos
extensiones inequivalentes, localmente inextendibles y analiticas de la variedad (M, g). Ademas,
ambas extensiones son geodésicamente incompletas.

Para ver la relacion entre estas dos extensiones podemos ir al espacio de cubrimiento de
(M, g). Este espacio de cubrimiento resulta ser la regién contenida dentro del cono nulo futuro
de un punto p (regiéon que denotaremos por I) en el espacio de Minkowski 2-dimensional (R}, ).
Las isometrias de R} que fijan p forman un subgrupo 1-dimensional en el grupo de isometrias del
espacio de Minkowski (el grupo de Lorentz O, ;(R)), cuyas orbitas son las hipérbolas {o =cte },
con o = t? — 72, donde (%, %) son las coordenadas usuales en R. Para obtener (M, g) a partir de

R}, recordamos la siguiente definicion.

Definicion 3.1.2. Una accién de un grupo GG en una variedad M se dice propiamente discontinua

si:
(1) paratodo g € M existe un entorno U tal que h(U) NU = & paratodo h # ¢ € G, y,

(11) sip,q € M son tales que h.p # ¢ para todo h € GG, entonces existen entornos U > py
V' 3 ¢ disjuntos que cumplen k(U) NV = & para todo k € G.

La condicién (1) nos asegura que M /G es una variedad, y la condicion nos asegura que es
Hausdorft.
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3.1 Propiedades del espacio de Misner

El espacio (M, g) puede escribirse como el cociente de (I, 7) por el sugrupo discreto G del

grupo de Lorentz generado por,

AR} - R A= (C?Shﬂ Smhﬂ) (3.1.11)
sinh7m coshm
cuya accion en el espacio de Minkowski resulta en el mapa

(t,7) = (tcosh 7 + & sinh 7, & cosh 7 + £sinh 7). (3.1.12)

En el cociente, identificamos los puntos
(t cosh n + & sinh nm, & cosh nr +  sinh nr), (3.1.13)

para todo n € N, y estos se proyectan a
t= %(52 — &%), 4 =2arctanh(i/t) € M. (3.1.14)

La accion del grupo de isometrias GG en la region I es propiamente discontinua. En particular, el

cociente (I,77)/G es una variedad Hausdorff, y obtenemos,

(Ln)/G ~ (M,g).

Superficies
{o = cte}

/)

=/

S
I q Jt Puntos en una
I superficie {0 = cte}
r q equivalentes por G

7~ \\

Figura 3.2: Cubrimiento universal del espacio de Misner, I C R1. El sub-

grupo discreto G del grupo de isometrias de Minkowski (el grupo de Lo-
rentz) identifica los puntos denotados por s, y analogamente con los pun-
tos r y g. La Figura 3.1 que describe una extension del espacio de Misner
se obtiene idfentificando los puntos equivalentes por la acciéon de G en la

region I + IL.
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3.1 Propiedades del espacio de Misner

De hecho, la accion de G es también propiamente discontinua en las regiones I 4 II (es decir,
la region {tf > —2}) y I +III (que corresponde a {# > Z}). El cociente de estas regiones por G es

nuevamente Hausdorff y ademas,
(I+1ILn)/G ~ (M, g9+), (I+1Ln)/G~ (M_,g-).

Notamos en particular que esto implica que ambos espacios son planos, por lo que son soluciones
a la ecuacion de Einstein en el vacio.
Usando esta representacion se puede ver por qué una familia de geodésicas puede ser com-

pletada en la extension (M, g, ) y la otra en la extensioén (M_, g_).

<)
RAEH

NS A5
‘Vek QPQ;%Q“'

Figura 3.3: Representacion de las extensiones no equivalentes del espacio
de Misner I+II y I+IIL. Las geodésicas enderezadas en las extensiones co-
rresponden a las geodéscias azules y rojas respectivamente.

Hemos extendido el espacio I de dos formas no equivalentes. Por otro lado, la construcciéon
anterior sugiere que podria existir una posible extension a ambas regiones a la misma vez, dado
que las dos extensiones coinciden en I. Sin embargo, la accién de GG en la uniéon de las regiones
(I4 II + II0) (es decir, {¢ > —|x|}), no es propiamente discontinua, porque para los puntos ¢ en
el borde entre las regiones I y II, asi como los puntos 7 en el borde entre las regiones I y III falla
la propiedad|(11)] Por lo tanto, el cociente

(I+I+10,n)/G

no es Hausdorff, pero ain es una variedad. Este fenémeno ha sido estudiado por Hajiek [16] y
Moncrief [30], entre otros.

Finalmente, consideremos las dos extensiones de Misner,

(My, gs) := (R, x SL, £2dtdyp + tdip?).
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3.2 Propiedades del espacio de Taub-NUT

Tomamos el campo V' := 0. Observamos que es nulo en {¢f = 0}, y espacial en la region {¢t > 0}.

Ademas, V' es un campo de Killing para la métrica g. Por otro lado se cumple,

1 1
9(VyV,0;) = g(vé‘wa%at) = _g(alﬁ?vawat) = —5@9(3@&1}) = Ty

. (3.1.15)
9(VvV,8y) = g(Vo,04,04) = 5049(3y,0y) = 0.
En particular, se sigue que V V' = $%V en M. Definiendo el campo
K = F2V, (3.1.16)
observamos que,
VK =4V, V = F2V = K. (3.1.17)

Ahora, en {t = 0}, (K, K) = 4g(V,V) = 4¢(0y,0y) = 0, por lo que K es un campo nulo
tangente al horizonte en {t = 0}. En particular de se sigue que la geodésica nula v que
inicia en un punto 7(0) = (0,¢) € C~ con velocidad +'(0) = K((0,1)) debe volver sobre si
misma infinitas veces con diferentes velocidades, y entonces 7y no es completa por la Proposicion
Un célculo sencillo muestra ademas que estas geodésicas tienen longitud afin a pasado igual

a uno.

3.2. Propiedades del espacio de Taub-NUT

Volvemos ahora al espacio de Taub, (M, g), donde M = R, x S?p@ s Y la métrica g esta da-
da por (3.0.1). Como M es simplemente conexa, no podemos construir extensiones tomando un
espacio de cubrimiento como hicimos en el ejemplo de Misner. Sin embargo, podemos conseguir
resultados similares considerando M como un fibrado sobre la esfera S? con fibra R x S'. La
proyeccién del fibrado 7 : M — S? est4 definida en coordenadas por (¢,v, 60, ¢) — (0, ¢), y este
espacio es de hecho el producto del eje ¢ con la fibracién de Hopf S' — S? — S? (cuya definicién
puede encontrarse en [45])).

El espacio (M, g) admite un grupo de isometrias 4-dimensional, cuyas superficies de transi-
tividad son las 3-esferas {t = cte}. Este grupo de isometrias manda fibras de 7 : M — S? en
fibras, por lo que los pares (F, g), donde F ~ R; x Sllﬁ, cont_ <t <t,y0< Y <47 esuna
fibra y g es la métrica inducida en F por g, son todos isométricos. La la métrica g queda dada de

acuerdo a por,
g =—-U"'(t)dt* + 41*U (t)d. (3.2.1)

El espacio tangente 7, )M puede descomponerse entonces en un subespacio vertical V, tangente
ala fibra F, que estara generado por los vectores 0;, Jy, y un subespacio horizontal , generado
por los vectores dy y J,, — cos 00y, Todo vector X € T, M se descompone de forma tinica como
X = Xy + Xy, donde Xy esla componente vertical y X la componente horizontal. La métrica
en esta descomposicion esta dada por,

g(X7 Y) - gV<XV7 YV) + (tQ + ZZ)QH(W*XHa W*YH>7 (322)
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3.2 Propiedades del espacio de Taub-NUT

donde gy = §y gu es lamétrica estandar en la 2-esfera, dada por g = df?+-sin? §d¢?. Observamos
que, si bien la métrica g no es la suma directa de gy y (t*+1%) gy (dado que R x S? no es el producto
directo de R x S! y S?), siempre podemos considerarla de esta forma localmente.

En esta descomposicion, la inica parte de g que presenta singularidades es gy, por lo que con-
sideraremos extensiones analiticas del par (F, gi/). Combinando estas extensiones con la métrica
horizontal (S?, g7) como en (3.2.2), obtendremos extensiones analiticas de (M, g).

Al igual que la métrica de Taub, la métrica presenta singularidades en ¢ = ¢, donde
U(ts) = 0. Procediendo de la misma forma que en la Seccion 3.1, definimos (F' = R; x S, g1),
dondet € Ry 0 <4 < 4,y g estd dada por,

g, = 4l (IU () — dt). (3.2.3)

Esta métrica es analitica, no degenerada y de signatura constante para todo (t,v’), dado que

el determinante de la métrica es constante. Pasando al cubrimiento universal (F’, g{,) (donde

consideramos 1)’ € R) y definiendo en la regiéon ¢ < ¢ < ¢, una nueva coordenada v por,

1 dt
— ) — — - 3.2.4
la métrica gy, resulta,
gy = =U1(t)dt* + APPU (t)d?, (3.2.5)

por lo que la regién ¢t € (t_,t.) de (F', g{,) es isométrica a (F, gv). No hay cuvas temporales
cerradas en esta region, pero silas hay parat < t_yt > ¢, (basta tomar las curvas {t =cte}). Este
comportamiento es muy similar a lo que ocurre en la extension del espacio de Misner, excepto
que ahora nos encontramos con dos horizontes en vez de uno solo. Una familia de geodésicas
nulas cruza ambos horizontes, mientras que la otra familia se acerca en espiral a estas curvas y
es incompleta.

Como ocurre para el espacio de Misner, definiendo (F” = R, x S, g;), donde
gy = Ady" (IU (t)dy" + dt), (3.2.6)

obtenemos otra posible extension de la fibra (F, gy ). Nuevamente es sencillo ver que g{, es ana-

litica, no degenerada y de signatura constante para todo (¢,"). En este caso, la variable ¢ a

, 1 d

Estudiemos la relacidn entre estas extensiones. Pasando al cubrimiento de (F, gy ), que denotamos

considerar sera,

por (.7:" ,gv ),y considerando coordenadas ¢, t € (—o0, +00), la métrica gy puede ser escrita en

la forma doble nula,

gy = 4PU(t)dy'dy”, (3.2.8)

donde ¢', 9" € (—o0, +00). Definimos nuevas coordenadas (u,vy) y (u—,v_) en F como,
ug = arctan(exp(¢’/ay)), vy = arctan (—exp(—v¢" /ay)), (3.2.9)

30



3.2 Propiedades del espacio de Taub-NUT

donde las funciones o estan dadas por

ty —t_ ty —t_

_ P ek 3.2.10
Al(mt + 1?) yoa 4nl(mt + 12)’ ( )

ot

con n un entero mayor que (mt +1?)/(mt_+1?). La métrica gy, obtenida al aplicar esta transfor-

macion a , es analitica en la variedad F, y las coordenadas (u., v, ) son analiticas salvo en

t = t_, donde son al menos C? (ver [25]). Analogamente, las coordenadas (u_,v_) son analiticas
excepto en t = t, donde son al menos 8.

El espacio (F, §y) tiene un grupo de isometrias 1-dimensional, cuyas drbitas pueden verse en

la siguiente figura.

o IIL,

Superficies homogeneas
{t = cte}

érbitas temporales

Superficies homogeneas
{t = cte}

6rbitas espaciales

AN
I, . 111

Figura 3.4: Diagrama de Penrose del cubrimiento del espacio maximal-
mente extendido de una seccién 2-dimensional del espacio de Taub-NUT,
mostrando las 6rbitas del grupo de isometria de (F, jy). El espacio de
Taub-NUT y sus extensiones no equivalentes se obtienen de la identifica-
cién de partes de este diagrama por la accion discreta del subgrupo G del
grupo de isometrias. Las regiones denotadas por Il corresponden a even-

tos de Taub, y las regiones I, III1 son eventos de NUT.
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3.2 Propiedades del espacio de Taub-NUT

Cercade los puntos p, p_ laaccién de este grupo es similar a la accion del grupo de Lorentz en
el espacio de Minkowski 2-dimensional visto en la Figura 3.2. Consideramos ahora G el subgrupo
discreto de isometrias generado por un elemento no trivial A del grupo de isometrias de (F, /).
El espacio (F, gy ) es el cociente de una de las regiones (IL;, gy ) por G. Los espacios (F', gi,) y
(F", gi,) estan dados por los cocientes

(‘Flag{/) ~ (I— + H+ + IH—L@{/)/G? (‘F,/vg</> ~ <I+ + H-I- + III+)/G

También pueden obtenerse variedades Hausdorff tomando el cociente de las regiones (I, + 11 +
I_),lo que corresponde a extender (F, g{,) en la superficie {t = ¢, } como se hace para la exten-
sion (F”, g{,) en la superficie {t = t_} (ver [25]).

-
- -

————————————————————

Jcr={t=1}

o
-

Figura 3.5: Representacion de una posible extension del espacio de Taub
t_ <t < t;.En esta extension, una familia de geodésicas se enrolla en
el horizonte C™ y atraviesa C~, mientras que la otra familia atraviesa C*
y se enrolla en C~. La hipersuperficie ¥ ~ S? es una hipersuperficie de
Cauchy para la regién delimitada por los horizontes C*. Esta extensiéon
corresponde a un cociente de la regiéon Iy +1II; +1_ en el cubrimiento del
espacio de Taub-NUT.
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3.3 El espacio de Taub-NUT y la conjetura de Censura Cosmica fuerte

Combinando las extensiones de (,) con las coordenadas (6, ¢), obtenemos las extensiones
correspondientes del espacio 4-dimensional (M, g). En particular las dos extensiones (F’, g,)
y (F”,g\,) obtenidas previamente dan dos extensiones diferentes, localmente inextendibles y
analiticas de (M, g), y ambas son geodésicamente incompletas.

Consideremos una de estas extensiones, por ejemplo la obtenida a partir de (F, g{,). Usando
el Teoremall.1.1] vemos que laregion (¢_, ¢ ) es globalmente hiperbdlica. Las superficies de tran-
sitividad {¢ =cte} son hipersuperficies de Cauchy espaciales dentro de esta region, y las hipersu-
perficies {t = t.} son los horizontes de Cauchy para su desarrollo maximalmente globalmente
hiperbdlico: para probar esto observamos que las curvas que cumplen ¢, 0, ¢ =cte, 0 < ¢p < 47
son curvas temporales cerradas sit € R\ (¢_, ¢, ) y por lo tanto no cruzan a la region (t_,¢,).

La region del espacio-tiempo dada port_ < ¢t < ¢, es compacta, y sin embargo, existen gedo-
désicas temporales y nulas que permanecen en ella y son incompletas. Ademas, en el horizonte
se observan propiedades similares a las del horizonte del espacio de Misner: los generadores son

incompletos y existe un campo nulo K en el horizonte tal que
VK =K,

que es la restricciéon de un campo de Killing K de la region de Taub y con las mismas propiedades

que fueron discutidas para el ejemplo de Misner.

3.3. Elespacio de Taub-NUT y la conjetura de Censura Cos-

mica fuerte

Analicemos ahora el ejemplo de Taub-NUT en el contexto del problema de evolucion en Re-
latividad General. La discusion del final del capitulo anterior nos muestra que la region de Taub
dada por t € (t_,t;) es una regién maximalmente globalmente hiperbdlica. Los horizontes de
Cauchy t = t.. separan esta region maximalmente globalmente hiperbolica del resto del espacio,
y a través de estos horizontes se tienen multiples extensiones inequivalentes.

Cabe observar que a partir de cualquiera de las dos extensiones anteriores es sencillo obtener
una cantidad no numerable de extensiones diferentes del espacio de Taub. Para esto, conside-
ramos una de las extensiones del espacio de Taub discutidas anteriormente, que denotamos por
(M, g). En la region que viola la causalidad, removemos conjuntos U de forma que M \ U no
sea simplemente conexo. Tomando cualquier extension maximal analitica vacia del cubrimiento
universal de (M \ U, g) podemos conseguir una cantidad no numerable de extensiones maxima-
les, analiticas y vacias de la region de Taub que son no isométricas dos a dos. Los detalles de esta

construccion pueden encontrarse en [10]. Resumimos esta discusion en el siguiente teorema.
Teorema 3.3.1. Consideramos el espacio de Taub (M(t,,mr), g). Entonces,

1. (Mq_+,), g) es maximalmente globalmente hiperbélico.
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2. Existe una familia no numerable de extensiones de (M,_,.),g) que son analiticas, vacias,

simplemente conexas y no isométricas dos a dos.

Observamos entonces que las ecuaciones de Einstein no pueden considerarse “predictivas” para
un dato inicial de Taub.

Este ejemplo muestra cuéles son las limitaciones del Teorema de Choquet-Bruhat-Geroch: la
unicidad para la evolucion del dato inicial solo se obtiene dentro de la clase de espacios global-
mente hiperboélicos, y a veces estos espacios pueden extenderse a espacio-tiempos mas grandes.

Sin embargo, ha sido sugerido por Penrose que esta no-unicidad ocurre inicamente en cir-
cunstancias muy especiales. Esta conjetura se conoce como la Conjetura de Censura Cosmica
Fuerte, y una formulacion matematica de la misma, debida a Chrusciel [40] y basada en ideas

de Eardley, Moncrief y Penrose [36, [31]] es la siguiente.

Conjetura 3.3.1 (Conjetura de Censura Coésmica Fuerte, caso vacio). Para un dato inicial gené-
rico (X, g, K) de la ecuacion de Einstein en el vacio, el desarrollo maximalmente globalmente

hiperbdlico es inextendible.

Si un desarrollo maximalmente globalmente hiperbdlico fuese un subconjunto abierto propio
de un espacio-tiempo mas grande, podria ser extendido a través de un horizonte de Cauchy. Por
lo tanto, resulta crucial entender si la existencia de estos horizontes impone alguna restriccion

en la geometria del espacio-tiempo.
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Parte 11

Clasificacion de los horizontes de Cauchy

compactos
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Capitulo 4

Clasificacion de 3-variedades
Riemannianas compactas con simetrias

continuas

Como adelantamos en la Introduccion, el estudio de los horizontes de Cauchy compactos
desemboca naturalmente en el estudio de 3-variedades Riemannianas compactas que presentan
simetrias continuas. Para clasificar dichos horizontes, clasificaremos primero estas variedades.

Recordamos que si K es un campo de Killing en una variedad compacta (M, g) podemos

definir o : M x R — M como la solucidn a la ecuacion diferencial ordinaria,

% = K(p(p,2)), «(p,0)=p,

donde z es el parametro de las curvas integrales de K. Definiendo ¢, : M — M como el difeo-
morfismo ¢.(p) := ¢(p, 2), dado que @, s = @, 0 Ys = @5 0 ¢, y K es un campo de Killing,
{¢. : z € R} es un subgrupo abeliano del grupo de isometrias de M. Este hecho justifica el estu-
dio de la estructura de los subgrupos abelianos de isometrias de /. Recordamos primero algunas

nociones de grupos de Lie y acciones en variedades Riemannianas.

4.1. Nociones basicas sobre de grupos de Lie y acciones

Comenzamos fijando notacién y recordando algunas propiedades basicas sobre la estructura

de los grupos y subgrupos de Lie. Una introduccién a la teoria de grupos de Lie puede encontrarse

n [24]]. Enunciamos a continuacién el Teorema de Cartan, cuya prueba puede encontrarse en
[Teo. 1.42, [1]].

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cartan). Todo subgrupo cerrado H de un grupo de Lie G es un sub-

grupo de Lie, y por lo tanto una subvariedad de G.

Usando este teorema se prueba la siguiente clasificacion, cuya demostracion puede hallarse
en [Teo. 1.41, [1]].
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Teorema 4.1.2 (Clasificaciéon de grupos de Lie abelianos). Todo grupo de Lie abeliano conexo es
de la forma T" x R, donde T" = S' x --- x S! es el toro r-dimensional.
—_———

r—veces

Fijamos ahora la notacion para las acciones de grupos y los mapas inducidos por éstas, y

recordamos también algunas definiciones relacionadas.

Definicion 4.1.1. Sea GG un grupo de Lie y M una viariedad suave. Un mapa suave /' : G X M —

M se dice una accion (a izquierda) de G en M si:
1. F(e,x) = x paratodo z € M,
2. F(g1,F(g2,7)) = F(g192, ), paratodo g1,92 € Gy x € M.

Denotaremos F'(g, ) por g.z. Existen dos mapas naturales asociados a una acciéon F': el mapa
evaluacion en x € M, definido por ev,(g) = F(g,x) = g.x y el mapa ¢ : G — Diff(M) dado
por ¢(g)(z) = F(g,x) = g.x. Denotaremos también ¢, := ¢(g).

Consideraremos unicamente acciones suaves a izquierda. Recordamos que una accion de G
en (M, g) se dice isométrica si ¢, es una isometria para todo h € G. La o6rbita por p € M del
grupo G sera denotada por G.p o O¢(p) indistintamente (eligiendo segun sea conveniente), y es

el subconjunto
Oc(p) ={g9p:9€ G} =Gp
El grupo de isotropia en p € M se denotara por G, y es

G,={9€G:gp=n}

Dados p,p’ € M en la misma orbita, entonces claramente se tiene que G.p = G.p'. Por lo
tanto, podemos descomponer M en una unién disjunta de G-6rbitas. Observamos que para todo
geGypeM,G,,=gG,g ", por lo que los grupos de isotropia en una misma orbita estan en

la misma clase de conjugacion.

Definicion 4.1.2. Una accién de un grupo de Lie G en M se dice propia si el mapa
K:GxM—MxM, (g,m) (g.m,m),

es propio, i.e., la preimagen de todo conjunto compacto es compacta.
Usaremos repetidamente el siguiente resultado sobre 6rbitas de acciones propias.

Teorema 4.1.3 (Teo. 3.41, [1]]). Supongamos que G actua propiamente en M. Entonces toda orbita
Oc(p) es una subvariedad encajada cerrada de M.

Sobre el espacio de drbitas de estas acciones, podemos decir lo siguiente.

Proposicion 4.1.4 (Af. 3.36, [1]). Si G actia propiamente en M, el cociente M /G es Hausdorff.
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4.1 Nociones basicas sobre de grupos de Lie y acciones

Sobre el grupo de isometrias de una variedad compacta se conoce el siguiente resultado, cuya
prueba se encuentra en [Sec. VI, Teo. 3.4, [20]].

Teorema 4.1.5 (Myers-Steenrod). Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta. Entonces el

grupo de isometrias Z(M ) de (M, g) es un grupo de Lie compacto.

Este teorema permite ademas mostrar una importante relacion entre acciones propias y ac-

ciones isométricas.

Proposicion 4.1.6 (Prop. 3.62, [1]]). Sea (M, g) una variedad Riemanniana y G un subgrupo ce-
rrado del grupo de isometrias Z(M). La accion F' : G x M > (g,x) — g.x € M es propia.

Estaremos particularmente interesados en la estructura local del espacio de érbitas dada una
accion de un grupo de Lie sobre una variedad. Para el estudio de esta estructura local, definimos

a continuacion las secciones y entornos tubulares de las drbitas por la accion del grupo.

Definicion 4.1.3. Sea [’ : G x M — M una accion. Una seccion en p € M es una subvariedad

encajada S, 3 p que satisface las siguiente propiedades:
1. T,M =d(ev,)g ®T,S, y T,M = d(ev,)g + T.,S, para todo = € S,,.
2. S, es invariante bajo G, ie,siz € S,y g € Gp, g.x € S,

3. Siz € S,y g € G son tales que g.z € S, entonces g € G,,.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la accién de SO(2) x R — R? definida por
(A, b).(l’l, X, ZL’3) — (A(Il, 1'2), b+ $3).

La 6rbita G.x de un vector z € R? con r* = 27 + 23 > 0 es un cilindro redondo de radio r
cuyo eje de rotacion es el eje z, y su grupo de isotropia es G, = {e}. La orbita de un vector
x = (0,0,z3) es el eje z, y su grupo de isotropia G, = SO(2) es el grupo de rotaciones alrededor
del eje z. Una seccidén para esta acciéon en un punto z € R3 serd entonces un segmento recto
Sy = {tzy,tre, x3) : [t — 1< €} sir? = 23 + 23 > 0,0 un disco S, = {(y1, 92, 23) : Y} +y5 < €}
sir? = 22 + 22 = 0. Notamos que las secciones son invariantes bajo los correspondientes grupos

de isotropia G, = {e} y G, = SO(2).

Sobre la existencia de estas secciones, se tiene el siguiente teorema, cuya demostracion puede

encontrarse en [Teo. 3.49, [1]]].

Teorema 4.1.7 (Teorema de la seccion). Sea F' : G x M — M una accion propia yp € M.

Entonces existe una seccion S, en p.

Definicion 4.1.4. Sea I’ una G-accion propia en M y dado p € M, sea S, una seccién en p. Un

entorno tubular de la 6rbita O (p) es la imagen de de una seccién S, por la accion de G, es decir,
Tub (Og(p)) :== G.5,.

Notamos que por la Proposicion [4.1.6] las secciones y entornos tubulares también existen para

acciones isométricas de subgrupos cerrados del grupo de isometrias.
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4.2 Resultados sobre acciones isométricas en variedades Riemannianas

4.2. Resultados sobre acciones isométricas en variedades Rie-

mannianas

A partir de ahora, estamos interesados Unicamente en acciones isométricas sobre variedades
compactas. Dada una G-accidén isométrica en una variedad Riemanniana (M, (-, -)), nos refe-
riremos a las direcciones tangentes a las 6rbitas como direcciones verticales, y las direcciones
normales a las orbitas seran las direcciones horizontales. De esta manera, el espacio vertical que-
da,

nxOG(aj) = TxOG(x)a (4~2~1)

y entonces el espacio horizontal queda,
v,0q(z) = {v € T,M : (v,X), = 0 paratodo X € T,0q(z)} = T,Og(x)". (4.2.2)

Obtenemos asi unna desomposicion ortogonal 7, M = 1,O¢(x) & v,O¢(x). Observamos que las
dimensiones de 7,O¢(z) y v,O() pueden variar con x € M, por lo que no son necesariamente
distribuciones en M. Esta descomposicion del fibrado tangente nos permite obtener una eleccién

canonica de seccion para cada punto z € M, como vemos a continuacion.

Definicion 4.2.1. Sea I’ : G x M — M una accién isométrica. Dado € > 0, S, = exp (B(0)) es
una seccion en x llamada seccién normal, donde B.(0) C v,Og(x) es una bola abierta de radio €

en el espacio horizontal a Og(x).

Definicién 4.2.2. Sea F' : G X M — M una accién isométrica y S, la seccion normal en x € M.

La representacion de seccion de GG, es la representacion lineal (ortogonal) dada por
Gy 29— d(gg)s € O (1,0¢(z)) C GL (1,0¢(x)) .

Aplicaremos las definiciones anteriores al estudio de las orbitas de una accion isométrica a

izquierda. Estaremos interesados inicamente en acciones por grupos GG compactos.

Definicion 4.2.3. Sea I : G x M — M una accidn isométrica a izquierda. Decimos que O ()
es una Orbita principal si existe un entorno V' de € M tal que paratodoy € V, G, C Gy,
para algin g € G. Observamos que esta condicion es equivalente a que localmente el grupo de

isotropia G, sea minimal.

Proposicion 4.2.1. Sea F' : G x M — M una accién isométrica a izquierda y G < Z(M) un

subgrupo cerrado. Entonces las siguientes son equivalentes:
1. O¢(x) es una orbita principal,

2. S5i S, es una seccion en x, entonces G, = G, para todoy € S,.
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Demostracion. Probamos que 1] implica [2| Usando la definiciéon de seccion, para todo y € S, se
tiene que G, C G, dado quesig € Gy, g.y = y € S, y por lo tanto g € G,. Por otra parte,
si Og(x) es una oOrbita principal, existe un g tal que gG,g~" C G, C G,. Como la accién es
isométrica y G es cerrado, la Proposicion nos asegura que la accion es propia. En particu-
lar, se tiene que, usando la notacién de la Definicién G, = m (K~ !(z x x)), por lo que
los subgrupos de isotropia son compactos. Esto implica que las inclusiones anteriores deben ser
igualdades. Entonces G, = G|,
Para probar que[2|implica[l] debemos mostrar que para todo z en un entorno tubular Tub (O¢(z))

de z, existe g tal que G, C gG.g~'. La 6rbita Og(z) intersecta la seccién S, en al menos un pun-
to, que llamaremos y. Como y y z estan en la misma Orbita, existe g tal que y = gz y entonces

G, =G,. = gG.g~ " Entonces G, = gG.g~ ', y por lo tanto G(z) es una orbita principal. [

Observamos que esta equivalencia implica que, si /' : G X M — M es una accion isométrica
y S, una secciéon normal en x, Og(z) es una Orbita principal si y solo si la representacion de
seccion de G, es trivial.

Acerca de la existencia de drbitas principales para acciones isométricas, enunciamos el si-

guiente resultado cuya prueba puede encontrarse en [Teo. 3.82, [1]].

Teorema 4.2.2. Sea ' : G x M — M una accion isométrica, donde G < Z(M) es cerrado y M
es conexa y compacta, y sea Mpyinc el conjunto de puntos de M contenidos en una orbita principal.

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. Mpyinc es abierto y denso en M.
2. El subconjunto Myyin./G C M /G es una variedad conexa.
1

3. SiO¢(z) y Ocl(y) son orbitas principales, existe g € G tal que G, = gG,g~".

Las orbitas principales son uno de los posibles tipos de orbita para acciones isométricas vy,
como afirma el teorema, son genéricas. Observamos que la dimension de las orbitas principales
es maximal entre las orbitas para la accion de G, dado que su grupo de isotropia es localmente
minimal. Definimos ahora los otros posibles tipos, a los que haremos referencia en la siguiente

seccion.

Definicién 4.2.4. Sea F' : G x M — M una accion isométrica en una variedad compacta M.

Decimos que una 6rbita O¢ () es:
1. Regular, sila dimension de Og(x) coincide con la dimension de las drbitas principales.
2. Excepcional, si es regular pero no principal.
3. Singular, sino es regular.

Todas las definiciones se usan equivalentemente para puntos: un punto es regular si su orbita es

regular, singular si su 6rbita es singular y excepcional si su orbita es excepcional.
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4.3. Clasificacion de 3-variedades Riemannianas con sime-

trias continuas

Denotamos por cl(A) la clausura de un subconjunto A en una variedad.

Proposicion 4.3.1. Sea H un subgrupo conexo abeliano de un grupo de Lie compacto GG. Entonces
cl(H) es un subgrupo de Lie abeliano, compacto y conexo de G y por lo tanto isomorfo a T", para

alginn > 1.

Demostracion. Como la clausura de un conjunto conexo es conexa, cl(H) es conexa. Como G es
compacto y cl(H) es cerrado, cl(H) es compacto.
Sea g = lim; ,, g;, y h = lim;_, h;, con g;, h; € H. Entonces, como el grupo es abeliano y

la multiplicacién es continua,
gh = lim g;h; = lim h;g; = hg.
71— 00 71— 00

Luego cl(H) es un subgrupo abeliano de G. Por lo tanto cl(H) es un subgrupo abeliano, conexo

y compacto de (&, de donde se sigue que es un grupo de Lie, isomorfo a T". [

Proposicion 4.3.2. Supongamos que H es un subgrupo compacto, conexo y abeliano del grupo de

isometrias Z(M) que actiia en (M, g) transitivamente. Entonces (M, g) es un toro plano.

Demostracion. Primero notamos que H, = H, para todo p,q € M:si h.p = py h.q = g,
entonces h.q = h.(9.p) = (g9.h).p = g.(h.p) = g.p = ¢, porlo que h € H,. Por lo tanto H, C H,,
y revirtiendo las etiquetas obtenemos la igualdad. Entonces H/H,, actda libre y transitivamente
por isometrias en (M, g). Como H/H, es compacto, se sigue que es un subgrupo de Lie, y como
ademas es conexo y abeliano, es isomorfo a T" para alginn > 1. Escribiendo T" = Sj x--- xSy |

tenemos una accién por isometrias del toro.

Sea ahora © := (6,...,0,). Fijado ©, el mapa p — ©.p es una isometria, y entonces los
campos vectoriales X;, dondez = 1,...,n en M dados por,
X;(p) = 4q (4.3.1)
i) =35 00| 3.

son campos de Killing. Tenemos entonces,

L 0p= X(09) = d,O(X.(p)). 432

Luego, si X;(p) = 0 en algun punto p, X; debe ser idénticamente cero en todo M por la ultima
igualdad. En este caso, el mapa 6; — 6;.p es constante por la primer igualdad (es decir, 6;,.p = p
para todo 6;), lo que concradice que la accion sea libre. Moviendo ahora p por X; un tiempo 6,
y luego por X una cantidad 6;, obtenemos 6;0;.p, y haciéndolo en el orden opuesto obtenemos
¢;0;.p. Como T" es abeliano, los campos de Killing X; y X; conmutan para todo 7, j. Nuevamente
usando (4.3.2), se deduce que los campos X(p), ... X, (p) son linealmente independientes para
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todo p. En particular, deben definir un sistema de coordenadas Euclideo, y por lo tanto (M, g) es
plana. Finalmente, el mapa T" — M dado por © — ©.p es biyectivo y no singular, por lo que M

es difeomorfa a T". [
La proposicion anterior nos permite mostrar la siguiente propiedad.

Proposicion 4.3.3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta y suave. Sea H un subgrupo
deZ(M) yp € M. Entonces,

Oa(m)(p) = cl (Ou(p)) - (4.3.3)

Mas atin, si H es conexo y abeliano, para todo puntop € M se tiene que O (s (p) es un punto o un

toro plano encajado. Finalmente, para todo q € Oc(m)(p), la orbita O (q) es densa en Oy (p).

Demostracion. Oqmy(p) es cerrada porque cl(H ) es compacta y la accién del grupo es continua.
Luego, como Oy (p) C Oam(p) se sigue que cl(Ox(p)) C cl(Oamy) = Oa(m)(p). Para probar
la otra inclusion, fijamos ¢ € Om)(p). sea o € cl(H) tal que o(p) = qy 0; € H tal que
lim; , 0; = 0. Como la acciéon de Z(M ) en M es continua, se tiene que 0;.p — o.p = ¢. Por lo
tanto ¢ € cl(On(p)).

Si H es conexo y abeliano, entonces cl(H) es compacta, conexa y abeliana y por lo tanto
isomorfa a un toro T". Ahora, para todo p € M, cl(H) actia en Oqg)(p) por isometrias y
transitivamente, por lo que usando la Proposicion O.(m)(p) es o bien un punto o un toro
plano encajado.

Finalmente, si ¢ € Oq ) (p), entonces existe o, € H tal que 0;.p — ¢, por lo que a[l.q — D.
Por lo tanto, p € cl(Og(q)) = Oucm)(q) y entonces Our)(p) C Oaay(q) C Oaicay(p). O

Teorema 4.3.4 (Teo. 2.4, [8]). Sea (M, g) una 3-variedad Riemanniana suave, compacta y conexa.
Supongamos que K es un campo de Killing no nulo en todo punto. Entonces se cumple una de las

siguientes:
(I) toda orbita es cerrada, o,
(II) existen solo dos orbitas cerradas, y toda otra orbita es densa en un 2-toro encajado, o,
(IlT) toda orbita es densa en un 2-toro encajado, o,
(IV) toda orbita es densa en M.

Demostracion. Sea H el grupo abeliano conexo generado por K. Definimos G := cl(H), que
sabemos que es isomorfo a T" para algun n > 1. Considerando la acciéon de G en M, nos encon-
tramos en las hipotesis del Teorema Ademas, como K no tiene ceros, toda G-6rbita tiene
dimension al menos uno en M.

Sila dimension de las G-6rbitas principales es uno, todas las G-6rbitas tienen dimensiéon uno
y son difeomorfas a S*. Por lo tanto las H/-6rbitas son cerradas y estamos en el caso|(I)

Sila dimension de las G-6rbitas principales es dos, entonces el Teoremal4.2.2|nos asegura que

Myine/G es una 1-variedad conexa, y por lo tanto difeomorfa a (0,1) o a S'. Ademas, es densa
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en M /G. Por otro lado, usando la Proposici()nlas fibras principales son 2-toros. Si Min./G
es difeomorfa a S! entonces cada G-6rbita es principal, y por lo tanto toda H-6rbita es densa en
un 2-toro, y estamos en el caso

Supongamos que Min./G es difeomorfa a (0, 1). Veremos que en este caso toda 6rbita no
principal debe ser difeomorfa a S! (y por lo tanto singular) y debe haber exactamente dos de ellas.
Supongamos que O¢(p) es una G-Orbita excepcional. Usando la Proposicién observamos
que Og(p) es un 2-toro encajado en M. En particular, se puede tomar ¢ > 0 suficientemente
pequeno de forma que el conjunto de puntos a distancia € de la 6rbita Og(p) son dos 2-toros
encajados, T, y T, uno a cada lado de O (p). Asumimos que, ademas, ¢ es elegido de forma que
uno de los toros contiene un punto ¢ cuya G-6rbita es principal (podemos hacerlo pues M, €s
abierto y denso). Entonces, una tal 6rbita debe ser T, o T"_. dado que 7. UT"_. es preservada bajo
la accion por isometrias de GG, y G es conexo. Podemos asumir entonces que 7. es principal. Sea
7 un segmento geodésico minimizante entre O (p) y 7., comenzando en un punto r € Og(p)
(que sin pérdida de generalidad podemos asumir » = p) y terminando en s, € T.. Como Og(p)
no es principal, la representacion de seccién de p no es trivial, y por lo tanto existe un g € G,
que induce una isometria no trivial d(¢,), : 1,Oc(p) = 1,0z (p). Como 1,0c(p) ~ R, debe
ser d(¢,), = —id. La accién de g € G induce entonces un mapa que envia 7'(0) a —(0), y
por lo tanto g envia s a s_ € T_.. Entonces, 7, no puede ser una (G-6rbita, llegando a una
contradiccion. Esto implica que toda drbita no principal es singular y por lo tanto difeomorfa al
circulo S!. Veamos ahora que debe haber exactamente dos de ellas.

Sea O (p) una orbita difeomorfa a S'. Sea ¢y > 0 suficientemente pequefio tal que para todo
€ € (0, o) el conjunto de puntos a distancia € de O¢(p) es un 2-toro encajado 7. Supongamos que
€o es tal que T, es principal. Entonces, para todo 0 < J < ¢y sea y una geodésica minimizante
entre 7., y T.—,—s, empezando en r € T, y terminando en s € 7. A medida que el punto r
recorre 1, bajo la accion de G, el punto s recorre 7. Por lo tanto, la 6rbita de s es 2-dimensional
y entonces es principal. Se sigue que cerca de Og(p) toda orbita es principal. En particular, el
cociente por G del ¢y- entorno tubular Tub (Og(p)) es naturalmente difeomorfo a [0, ¢). Con-
cluimos que M /G debe ser difeomorfo a [0, 1] y que hay tinicamente dos 6rbitas singulares por
la compacidad de M, una en {0} y la otra en {1}. Estamos entonces en el caso (II)

Si la dimensién de las G-6rbitas principales es tres, M,in./G es una variedad conexa de di-
mension cero y por lo tanto debe ser un punto, Myin./G = {p}. Como Min./G es densa en
M/G, se sigue que M /G = Min./G = {p} y por lo tanto toda H-o6rbita es densa por la Propo-
sicién [4.3.3] Estamos entonces en el caso [IV) O]

Como consecuencia de los argumentos expuestos en la prueba, la topologia de estos espacios
queda clasificada inmediatamente. Para la definiciéon de variedad de Seifert, espacio lenticular y

fibrado por toros ver por ejemplo [44].
Corolario 4.3.5. Bajo las hipétesis y notacion del Teoremal[4.3.4, se obtiene la siguiente clasificacion,

() Si se cumple[(T)} M es una variedad de Seifert.
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4.3 Clasificacion de 3-variedades Riemannianas con simetrias continuas

(II') Si se cumple[(I)} M es un espacio lenticular.
(IIl’) Si se cumple|(II), M es un fibrado por toros T? sobre S',
(IV’) Si se cumple|(IV), M es un 3-toro T3,

Demostracion. Los casos para los que se cumplen [(T)] y [III)] son inmediatos. Si se cumple la
Proposiciénaplicada acl(H) donde H es el grupo abeliano conexo generado por K implica
que M es un toro T?. Finalmente, si se cumple M debe ser el pegado de dos toros sélidos
71([0,1/2]) y #'([1/2, 1]) por sus bordes y por lo tanto es un espacio lenticular. O
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Capitulo 5

Clasificacion de los horizontes de Cauchy

cosmologicos

En este capitulo demostraremos la clasificacion topoldgica y nulo-orbital de los horizontes
de Cauchy compactos anunciada en la Introduccion. Concluimos este trabajo caracterizando los

espacio-tiempos que presentan horizontes de Cauchy ergodicos.

5.1. Simetrias nulas de horizontes de Cauchy cosmologicos

De aqui al final del capitulo, (M, g) indicara un espacio-tiempo vacio, suave y 3+1-dimensional,
de manera que su region globalmente hiperboélica H admite una hipersuperficie de Cauchy com-
pacta X y esta acotada por un horizonte de Cauchy compacto, conexo y no degenerado C, que

asumiremos futuro. Asumimos ademas que C divide a M en dos componentes conexas,
M\C=TUH.

Por el Teorema|2.4.2] C es una hipersuperficie nula suave y totalmente geodésica. Por otro lado,
el Teorema [2.4.5| nos permite considerar un campo K tangente al horizonte, nulo y sin ceros tal
que,

VK = —K. (5.1.1)

Como C es totalmente geodésico, el Teorema asegura que para todo par de campos X, Y

tangentes a C se debe cumplir
§(VxK,Y)=B(X,Y)=0, (5.1.2)

es decir, V x K debe ser colineal con K. Esta observacion nos permite definir una 1-forma wg en

C como,
wr(X)K := VxK. (5.1.3)

Proposicion 5.1.1. La 1-forma wy es cerrada nula, es decir,

dwK(K, ) = 0.
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5.1 Simetrias nulas de horizontes de Cauchy cosmolégicos

Demostracion. La demostracion original de este hecho se debe a Isenberg-Moncrief y puede en-
contrarse en [Sec. E, [33]]]. En el apéndice damos una prueba en su version invariante, debida

a Petersen. ]

Ademas, notamos que K es una simetria nula del horizonte de Cauchy.

Proposicion 5.1.2. El campo nulo K en C es una simetria para la métrica degenerada h := g|c, es
decir, Lich = 0.
Demostracion. Sean X e Y campos tangentes al horizonte. Calculamos,
Lh(X,Y)=g(VxK,Y)+ g(X,VyK) =0, (5.1.4)
donde usamos (5.1.2). O
Definimos ahora un 2-tensor simétrico o en C por,
0:=h+wkg ®wg. (5.1.5)

Por construccién, o es una métrica Riemanniana en C. Veamos que esta métrica presenta la misma
simetria K que la métrica degenerada h. Este hecho fue observado por Petersen y puede encon-
trarse en [Teo. 1.14, [37]]. A continuaciéon damos una prueba mas corta usando la formula de

Cartan.
Proposicion 5.1.3 (Petersen). El campo vectorial K es un campo de Killing de (C, o).

Demostracion. Sean X e Y campos en C. Entonces,

,CKO'(X, Y) = EKh(X, Y) + LK (LUK ®wK) (X, Y)
= [EKWK & WK] (X, Y) + [(JJK X ,CKUJK] (X, Y)

= | ((tk o d)wi + (d o ti)wi) @ wik + wi @ ((ti © d)wi + (d o L )wi) | (X,Y)

= [dwr (K, X) + d(wi (K))(X)]wx (V) + wk (X) [dor (K, Y) + d(wi (K))(Y)]
=0, (5.1.6)

donde la segunda igualdad se sigue de la Proposicion[5.1.2]y la ultima igualdad de las propiedades
de la 1-forma wy y la Proposicién O

Considerando ahora la 3-variedad Riemanniana (C, o), podemos aplicar los resultados del Capi-
tulo 5.

Teorema 5.1.4 (Clasificacion orbital de los horizontes de Cauchy compactos). Sea C un horizon-
te de Cauchy compacto y no degenerado en un espacio-tiempo 3 + 1-dimensional, vacio y suave.

Entonces se cumple uno de los siguientes:

(I) todos los generadores son cerrados, o,
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5.2 El espacio de Kasner

(I) solo hay dos generadores cerrados, y los otros generadores son densos en 2-toros, o,
(IT) todo generador es denso en un 2-toro, o,
(IV) todo generador es denso en el horizonte.

Demostracién. Sea o la métrica Riemanniana en C definida por (5.1.5). Entonces (C, o) es una 3-
variedad Riemanniana suave, compacta y conexa. La Proposicion muestra que (C, o) admite
un campo de Killing K en la direccién de los generadores de C que no se anula en ningin punto

y por lo tanto estamos en las hipotesis del Teorema [4.3.4, de donde se sigue el resultado. [
Aplicando el Corolario[4.3.5, obtenemos ademas una clasificacién topologica de estos horizontes.

Corolario 5.1.5 (Clasificacion topologica de los horizontes de Cauchy compactos). Sea C un
horizonte de Cauchy compacto y no degeneraado en un espacio-tiempo 3 + 1-dimensional, vacio y
suave. Entonces, respectivamente a los casos|(I) en el Teorema se tiene que,

(1) si se cumple[(D)} C es una variedad de Seifert,
(11) si se cumple[(I)} C es un espacio lenticular,

(u1) si se cumple[(IID)}, C es un fibrado por toros T2 sobre S,

(1v) si se cumple|(IV), C es un 3-toro T?.

5.2. El espacio de Kasner

Resta probar la clasificacion de los espacio-tiempos que presentan horizontes de Cauchy ergé-
dicos. Para esto, ser4 ttil clasificar los datos iniciales sobre R? con métrica y curvatura extrinseca
invariantes por traslaciones. Una discusion (con un enfoque diferente y mas general que el que
presentamos a continuacion) acerca de la clasificacion de datos iniciales en grupos de Lie puede

encontrarse en [43].

Teorema 5.2.1. Sea (R?, g, K) un dato inicial vacio, donde consideramos a R® con su estructura de
grupo de Lie dada por la suma. Supongamos ademas que g y K son invariantes por traslaciones en

IR3. Entonces el desarrollo globalmente hiperbélico (RT x R3, g) sera:

1. la métrica de Minkowski,

3
g=—d’+> da}. (5.2.1)

=1

47



5.2 El espacio de Kasner

2. una métrica de Kasner,

3
g=—dt’ + Y tda}, (5.2.2)
=1

donde las constantes p; satisfacen

3 3
dom=1, > =1, (5.2.3)
=1 i=1

y forman una familia uniparamétrica de soluciones. Las 1-formas dx; son las duales la base canonica

de R3.

Demostracion. Notamos que las simetrias del dato inicial nos permiten escribir la métrica como
g = —dt* +
g Gt

donde g; es una familia de métricas en R (ver [Sec. 20.1, [43]]]). Dado (¢, z) € RT x R?, denotamos
por g(t,x) y K(t, z) ala métrica y la segunda forma fundamental en (¢, x) respectivamente (notar
que no es una evaluacion de vectores, sino que indica la evaluacion de g en el punto (t,x)).
Consideramos {¢;(t)} una base canénica de TyR* que diagonaliza simultaneamente a g(¢,0) y
K(t,0) (ver [Cor. 19.14, [43]]). Comenzamos estudiando la evolucién de g y K en TyR3, es decir,
la evolucién de las formas bilineales simétricas g(¢,0) y K(¢,0) en ToR3.

Como estamos considerando R? con su estructura de grupo de Lie, se sigue que Ric = 0y
R = 0 (ver [Lema 19.11, [43]]). Entonces, la restriccion en la energia dada en implica,

IK|?= (tr K)2. (5.2.4)
Por otro lado, un célculo directo (ver [Ap. B, [43]]]) resulta en la ecuacion de Ricatti,
Ric(9y,0;) = (tr K) — |K|%, (5.2.5)

donde Ric es la curvatura del espacio-tiempo. Como Ric(d;, d;) = 0, combinando esta ecuacién
con (5.2.4), se obtiene,
(trk) = (tr k)2 (5.2.6)

Escribiendo la condicidn inicial para la curvatura media,
tl"(lC(to, O)) = tr(’Co) = k’o, (5.2‘7)

tenemos dos posibilidades:

tr(K(£,0)) = 00 tr(K(t,0)) = ———, (5.2.8)

t—a

donde a = 1/kg + t¢. La segunda funcion tiene una singularidad en el tiempo a, que depende
del signo de ky. Aplicando una traslacion en el tiempo podemos asumir a = 0 sin pérdida de

generalidad, especificando si consideramos ¢ < 0 ot > 0.
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5.2 El espacio de Kasner

Supongamos que tr(KC(¢,0)) = —1. En la base {¢;(t)}, la representaciones matriciales de la

métrica g y la segunda forma fundamental /C son,

Git) 0 0 Ki(t) 0 0
gt,0)=1 0 G(t) o |yKwo)=| 0o K@ o |. (5.2.9)
0 0 Gs(t) 0 0 Ks(t)

En particular, en esta base la inversa estd dada por las entradas inversas. Usando (1.2.5) y la
ecuacion de Gauss para dos vectores horizontales en R? junto con la condicién Ric = 0 el sistema

a resolver se lee,

g/ = _2’C7
(5.2.10)
K = (trK)K — 2.2,
donde .#*(X,Y) = g(Vx0;, Vy0;). En la base elegida, el sistema queda dado por
(5.2.11)
K] =tr(K)K; — 2G; ' K2,
para¢ = 1,2, 3. La derivada de la funcién inversa es
(G7Y = -GG, (5.2.12)

Consideramos ahora la cantidad G; ' K;. Usando las ecuaciones (5.2.11) y (5.2.12), se tiene

(GK) = (G K+ GUK]
= -G 2GK; + G; Y (tr(K)K; — 2G71K?)

(5.2.13)
=2G K} + tr(K)G; 'K, — 2G;°K?
Con tr(K) = —1, encontramos que
d (Gi'K;) = 1G—1K (5.2.14)
A -
por lo que existen constantes s; € R coni = 1, 2, 3 tales que
-1 S
Usando la primera ecuacion del flujo, esto equivale a
2s;
G = —TsGi, (5.2.16)
y finalmente, obtenemos,
G =cipt™1, >0, (5.2.17)
Gi=ci(—t) >, t<0, (5.2.18)
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5.2 El espacio de Kasner

con constantes ¢;;,¢;— € Ryt > 0siy solositr(K) < 0.La segunda forma fundamental queda,

1
K; = _§G; =cipsit T >0, (5.2.19)
1 ! —25;—1
K;, = _iGi = —ci_s;(—t)7 7, t <. (5.2.20)

Las constantes s; y ¢; estan sujetas a restricciones: para la curvatura media se tiene,

3 3
1 .
- o= tr(K) = E G 'K; = E % (5.2.21)
i=1 i=1

que vale en ambos casos y por lo tanto,

D si=-1 (5.2.22)

En estas coordenadas, la restriccion en la energia (5.2.4) se escribe,

3 3 2
> GKE = <Z Gf’@) : (5.2.23)
=1 =1

que en términos de s; es equivalente a,

3 3 2
D s = (Z si) . (5.2.24)
] i=1

Podemos reescalar la base sin perder la diagonalizacion simultanea para la métrica y la forma
fundamental. Elegimos entonces nuestra base {¢é;} de forma que sea ortonormal ent = 1 o

t=—1,sit > 00t < 0respectivamente. Haciendo esto, fijamos
1= Gi(:lzl) = Ci+,

que es la dltima de las restricciones en estas constantes. Definimos finalmente p;, := —s; para

obtener la expresion deseada. Obtenemos de esta manera los productos escalares en 7{; ¢yG dados

por
3
glt,0) = —dt* + > t*idaf, >0, (5.2.25)
=1
3
g(t,0) = —dt* + > (—t)™ida}, t<0, (5.2.26)
i=1

donde p; cumple las restricciones previamente mencionadas, y dx; denota las 1-formas duales a
la base reescalada {¢;}. Observamos que estas dos métricas difieren inicamente por el cambio de
coordenadas ¢ — —t, por lo que podemos ignorar la segunda solucién.

Estas métricas fueron construidas de forma que satisfacen las restricciones Hamiltonianas y
la evolucién Un calculo directo muestra que satisfacen las dos condiciones en Esto
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5.2 El espacio de Kasner

implica los espacios de Kasner son los tnicos espacios en las hipotesis del teorema que satisfacen
estas condiciones con tr(K(¢,0)) # 0.
Para el caso tr(K(¢,0)) = 0, usamos nuevamente la base que diagonaliza g(¢,0) y K(t,0)

simultaneamente para todo tiempo. La cantidad G ' K; satisface ahora,
(G7'Ky) = tr(K)G K, = 0, (5.2.27)

y por lo tanto, G; ' K; = ¢; con constantes ¢; € R parai = 1,2, 3. Usando que la evolucién de G;

esta dada por (5.2.11)), esto es equivalente a G, = —2¢;(;, de donde se sigue que
G; = d;e 2, (5.2.28)

donde d; € R, y nuevamente por (5.2.11), obtenemos

K; = d;qe %4t (5.2.29)
Como la curvatura media se anula,
3 3
0=1tx(K) =) G 'Ki=> aq. (5.2.30)
i=1 i=1

La restriccion en la energia (5.2.4) implica,

3 3 2
> GUKY = (ZGi1K¢> : (5.2.31)
=1 =1

que por (5.2.30) se simplifica a,

3 2 3
0= (; G;lKi> = Z_; ¢, (5.2.32)

y por lo tanto ¢; = 0 para todo 7, lo que en particular implica que la segunda forma fundamental

se anula. Tomando la base ortonormal en ¢ = 0 (y por lo tanto en todo t), nos fija

y obtenemos la métrica de Minkowski,
3
g(t,0) = —dt* + > " da?. (5.2.34)
i=1

Como la segunda forma fundamental se anula, las restricciones Hamiltonianas también se
satisfacen, por lo que el espacio de Minkowski es una solucién al problema de valores iniciales.
Finalmente, como estamos trabajando en R? con la suma, todos los espacios tangentes se identi-
fican trivialmente y usando la invariancia por traslaciones obtenemos férmulas idénticas en todo
punto de R, [
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5.3 Caracterizacion de los espacio-tiempos cosmologicos con horizontes ergédicos

Estaremos particularmente interesados en el espacio de Kasner plano, que definimos a continua-

cion.
Definicioén 5.2.1. El espacio de Kasner plano es,

g = —dt* + t?da* + dy* + dz*, (t,2,y,2) € (0,00), x R (5.2.35)

x?y7z :

0 una permutacion de z, y, z en la expresién anterior. Observamos que tomando un cociente de

R3 por reticulos de dimensién 3 obtenemos espacios de Kasner planos cosmologicos.

El espacio de Kasner plano puede escribirse como (N x S, g + h), donde (N = R;” x R,, g) es el
cubrimiento del espacio de Misner y (S, h) es el plano R;Z con su métrica plana. En particular,
se sigue que la curvatura de Riemann del espacio de Kasner plano es idénticamente cero. La dis-
cusion del Capitulo 3 implica ademas que este espacio presenta una singularidad en el sentido de
incompletitud de geodésicas causales que no es una singularidad de curvatura, dado que el espa-
cio de Misner admite una extension sin singularidades de curvatura. Esta observacion, sumada
a la existencia de singularidades de curvatura para geodésicas causales en los otros espacios de

Kasner, resultan en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.2. En las condiciones del Teorema|5.2.1, el iinico espacio que admite un horizonte de

Cauchy es el espacio de Kasner plano.

Demostracion. Ver [Teo. 24.12, [43]]. ]

5.3. Caracterizacion de los espacio-tiempos cosmologicos con

horizontes ergodicos

Consideramos nuevamente un horizonte de Cauchy C en un espacio tiempo (M, g), con K

y wg definidos como en la Seccién 6.1. Observamos que la propiedad que caracteriza al

campo K nos asegura que wg (K) = —1, y por lo tanto wk no se anula en ningun punto de C.

Si E := ker(wg), se sigue que E es un fibrado vectorial y obtenemos una descomposicién del
fibrado tangente del horizonte,

TC=RK @ FE. (5.3.1)

Observamos ademas que la restriccion de g al fibrado vectorial £ es definida positiva. Usaremos
este fibrado para obtener coordenadas en un entorno del horizonte dentro de la region global-

mente hiperbolica de M.

Proposicion 5.3.1 (Petersen [37]). Existe un entorno abierto (futuro si C es un horizonte pasado
y pasado en caso contrario) U C C LI D(X) que contiene a C y una funcién suavet : U — R tal que
(U, glu) es isométrico a

[0,¢) x C,
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5.3 Caracterizacion de los espacio-tiempos cosmologicos con horizontes ergédicos

donde t es la coordenada en [0, €) y la métrica se escribe,

0 1 0
guo=11 —¢v 0], (5.3.2)
0 0 §

con respecto a la desomposicion
T([0,€) x C) = RO, ® Rgrad(t) @ E.

La funcion » € C([0,¢) x C) es tal que Oyp(t,-) > 0 y(t,-) > 0 para todot € (0,¢) y
O(0,-) = 2,9(0,-) = 0 y la métrica inducida dependiente del tiempo § en el fibrado vectorial E
es definida positiva. Mas aiin, 0; es un campo vectorial geodésico nulo y {t} x C son hipersuperficies

de Cauchy espaciales en D(X) para todot € (0, €), y en particular, difeomorfas a ¥.

Notamos que la funcion ¢ es una generalizacion natural de la funcién de tiempo nula que apa-
rece en espacio de Misner al considerar las geodésicas verticales. En particular, esta proposicion
muestra que podemos ver a los horizontes de Cauchy compactos y no degenerados como una
hoja de una foliacion donde el horizonte es localmente la Gnica hoja con métrica degenerada.

Antes de probar la proposicion, es pertinente hacer algunas observaciones: como J; es nulo
y g(grad(t),0;) = 1, se sigue que J; y grad(t) son linealmente independientes. Esto explica la
descomposicién T'([0,¢) x C) = RJ; @ Rgrad(t) @ E. Definamos,

C,:={t} xC C[0,¢) xC,

paratodot € [0, €). El teorema nos brinda entonces un difeomorfismo canénico entre el horizonte
dado por Cy y las hipersuperficies de Cauchy C; para t € (0, ¢). Considerando £ C TC; como
subfibrado de la forma canodnica, extendemos también el campo K como un campo suavey K &€

TC, para todo t € [0, €), mediante la ecuacion [K, 9;] = 0. Se sigue que
TC, = RK @ Elg,,

para todo t € [0, €).

Demostracion de la Proposicion[5.3.1 Sea K el campo nulo dirigido a futuro tal que Vg K = — K.
Podemos reparametrizar las curvas de K a geodésicas tangentes a K y, como C es un horizonte
futuro, las propiedades del campo K y el Teorema aseguran que que éstas seran completas
en la direccién negativa e incompletas en la direccién positiva. Como E' C T'M | es un subfibrado
Riemanniano, se sigue que 7'C = E® E*. Usando la orientabilidad temporal de M, consideramos
ahora un campo temporal 7" no nulo en M dirigido a futuro. Como C es nulo, T'|¢ es transversal
a C. Proyectando T'|c a E+, obtenemos un campo 7T'|¢ no nulo y linealmente independiente de K.
Como E* es un subfibrado de rango 2 y K € E*, E* debe ser un fibrado trivial generado por
K y T|c. Como ademas E* es un subfibrado Lorentziano, concluimos que existe un inico campo
nulo dirigido a pasado L € E* tal que g(L, K) = 1.
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5.3 Caracterizacion de los espacio-tiempos cosmologicos con horizontes ergédicos

Siguiendo las geodésicas nulas de L, consideremos ahora el mapa f; : C — M, dado por
x +— exp,(Ls), para aquellos s € R sobre los cuales esté definido. Usando la compacidad de
C, existe un € > 0 uniforme tal que f; estd definido para todo s € [0,¢) y tal que el mapa
f:]0,€) x C — M dado por (s, ) — f,(z) es un difeomorfismo a su imagen.

Mostramos ahora que podemos achicar e de forma que f((0, ¢) xC) C D(X): paracadaz € C,
la curva s — fs(z) es nula y dirigida a pasado. Como C LI D(X) es una variedad suave con borde
Cy L es transversal en C, o bien fs(x) € D(X) para todo s negativo cerca de cero o para todo s
positivo cerca de cero. Supongamos que ocurre para todo s negativo cerca de cero. Se sigue por
continuidad que hay una curva dirigida a futuro y temporal 7 tal que y(0) = x y y(s') € D(X)
para todo s’ negativo cerca de cero. Como D(3) es globalmente hiperbdlico, podemos extender
7 a una curva temporal dirigida a futuro que intersecta ¥.. Esto implica que = € Z~(X). Por otro
lado, usando la Proposicién[1.3.1 obtenemos que = € C C Z*(X). Esto contradice la acausalidad
de X y concluimos que f;(z) € D(X) para s positivos pequefios. Se sigue de la compacidad de C
que podemos achicar € tal que f((0,¢) x C) C D(X). Definamos entonces U := f([0, €) x C).

Denotamos la coordenada en [0, €) por t. Por construccion, se sigue que Vy,0; = 0, i.e., 0; es
un campo vectorial geodésico. Por otro lado, como 9;|c= L, 0, es un campo vectorial nulo. Sea
entonces X € E C TC, y extendamos X a T'([0,¢€) x C) por (0, X) (que denotaremos también
X haciendo un pequefio abuso de notacion). Se sigue inmediatamente que [ X, 0;] = 0. Mas atn,

observamos que
1
atg(atu X) = g(vatat7X) + g(atv VatX) = §<at7 vatX) = 58}(@((%, 8t) = 0. (533)

Como §(0, X)|oyxc= g(L, X) = 0, de se sigue que (8, X) = 0 en f([0,€) x C). Co-
mo grad(t)|oyxc= K, notamos que J; y grad(t) son linealmente independientes en [0,¢) x C,
achicando ain mas ¢ de ser necesario. Mas atn,

g(grad(t), X) = dt(X) = Oxt =0,

para todo X € E extendido como antes, y g(grad(t),d;) = 1 en todo punto. Esto implica que

X, 0y y grad(t) son linealmente independientes en todo punto. Mostramos entonces que

G(0, 0y) = 0,
g(atagrad(t)) =1, (5 3 4)
30, X) =0, -

g(grad(t), X) = 0.
Definimos ¢ := —g(grad(t), grad(t)), lo que completa la forma de la métrica definida en (5.3.2).
Como grad(t)|(oyxc= K, se sigue que 9(0, -) = —g(K, K) = 0. Para calcular 0;3(0, -), extende-
mos primero K por (0, K') y lo denotamos nuevamente por K. Se tiene entonces que [K, 9;] = 0.

Entonces,
o(0, ) = —2g(V, grad(t), K)|(o1xc
= —20,g(grad(t), K)|101xc+29(K, Vo, K)| {01 xc (5.3.5)
= 29(K, V)| oxe= —29(V K, 0) |0y xc= 2,
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Donde usamos que [K, J;] = 0 para pasar de la segunda a la tercer linea. Achicando nuevamente
¢ de ser necesario, podemos suponer que 9;¢(0,-) > 0 para todo t € [0,€), y ¢(t,-) > 0 para
t € (0,€).

Como ) > 0, vemos que grad(¢) es temporal en (0, ¢) x C y entonces las hipersuperficies
{t} x C son hipersuperficies espaciales compactas en la regiéon globalmente hiperbélica D(X)
del espacio-tiempo, para todo ¢ € (0, €). Finalmente, un resultado de Budic-Isenberg-Lindblom-
Yasskin [Teo. 1, [7]], muestra que los conjuntos de nivel {¢t} x C son hipersuperficies de Cauchy
para todo ¢ € (0, ¢). O

Es importante observar que el campo de Killing K definido como la extension del campo K
del horizonte en la proposicién anterior coincide con el campo K del Teorema Para ver esto
notamos que, como se cumple [0y, K]|c= [0;, K]|c= 0, el campo nulo d;|c es invariante bajo la
accion del grupo de isometrias a un parametro o, generado por K. Como las geodésicas nulas
V7" = 0 que emanan de los puntos de C con tangente J; estan inicamente determinadas por
la métrica p,-invariante g en [0,€) X C, se sigue que el campo tangente 0, a estas geodésicas
es también invariante, di,(9;) = 9, en [0,€¢) x C. Esto muestra que [J;, K] = 0 que, junto con
[0, K] = 0y K|¢c= K]|c, implica que K = K. Como K es tangente a las hipersuperficies de

Cauchy C,, también debe serlo K. En particular, las 6rbitas de K |c, permanecen en C;.

Corolario 5.3.2. Sea C un horizonte de Cauchy ergédico, compacto y no degenerado en un espacio-

tiempo vacio 3 + 1-dimensonal (M, g). Entonces (M, g) es un cociente del espacio de Kasner plano.

Demostracion. Usando el Teorema extendemos el campo K a un campo de Killing K para
la métrica g en la region globalmente hiperbdlica de M \ C. La observacion anterior muestra que
K es tangente a las hipersuperficies de Cauchy espaciales {t} x C dadas por la Proposiciénm
Fijamos un s € (0, €) cualquiera y denotamos C; := {s} x C a la hipersuperficie de Cauchy
espacial en t = 5. Como K |c. es espacial y deja C, invariante, se sigue que K |c. es un campo de
Killing para la métrica Riemanniana g := g|c,. Por construccion, sila accién de K tiene una 6rbita
densa en C, la accion de K|¢, tiene una érbita densa en K|c,. De este hecho deducimos que T?
actua libre e isométricamente en (Cy, g) y la Proposicién[4.3.2]asegura que (Cs, g) es un toro plano.
Como la accion proviene de la simetria del espacio-tiempo inducida por K, el Teorema de
restriccion de simetrias muestra que la segunda forma fundamental K de C, es también invariante
bajo la accién de T?. Obtenemos asi un dato inicial vacio y T?-invariante (C; ~ T3, g, K). El
Teorema implica que (M, g) debe ser un espacio de Kasner y, como presenta un horizonte
de Cauchy, el Teorema [5.2.2) asegura que debe ser el espacio de Kasner plano. [
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Apéndice A

Conceptos basicos de causalidad y

demostraciones complementarias

A.1. Espacio de Minkowski

Sea V' un espacio vectorial real n-dimensional. Un producto escalar Lorentziano en V' es una
forma bilineal simétrica (-, -) no degenerada de indice 1. En particular, puede hallarse una base
E ={ey,...,e,} de V tal que

-1, sii=j5=1,
(Bi,Bj) =41, sii=j=2,..n, (A.1.1)
0, sii # J.
El ejemplo prototipico de producto escalar Lorentziano en R" es el producto de Minkowski, de-
notado 7, dado por n(X,Y) = —X'Y'! + X?Y24+. . +X"Y" donde X = (X', ..., X"),Y =

(Y1, ..., Y™). Este es el ejemplo basico, dado que de la definicién anterior se sigue que todo espa-

cio vectorial n+ 1-dimensional con producto escalar (V, g) es isométrico al espacio de Minkowski
(RY, 7).

Denotamos la forma cuadratica asociada a una forma bilineal b por,
Q: VR, 9WX):=bX,X).

Definicion A.1.1. Sea Q una forma cuadratica asociada a una forma bilineal (-, -). Un vector
X € (V,(,)) se dice temporal si Q(X) < 0, espacial si Q(X) > 0y nulo (o luminico) si
Q(X) = 0.

Si X es temporal o nulo, decimos que es causal. Si X es un vector nulo se tiene,
(X2 = (X7 + -+ (X,

y por lo tanto esta en un cono. Este cono se conoce como el doble cono nulo. Observamos también

que la estructura de los conos no depende del multiplo de 7 elegido. Los vectores temporales
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estan en el interior del cono, que para n > 2 es disconexo. Denotando por Z(0) a los vectores
temporales, podemos elegir una orientacion temporal en V, simplemente declarando que una
de estas dos componentes es dirigida a futuro, o positiva. Llamando a esta componente Z*(0),
sus elementos se diran dirigidos a futuro. A partir de esta definicién, definimos 7+ (0) := Z+(0),
C*(0) := 0Z%(0),y denotando por Z~ (0) la otra componente del cono, obtenemos las respectivas

definiciones para el pasado.

A.2. Variedades Lorentzianas, orientacion temporal y rela-

ciones de causalidad

Definicién A.2.1. Una variedad Lorentziana es un par (M, g), donde M es una n-variedad y ¢
es una métrica Lorentziana, es decir, g es una seccioén suave g € ['(T'M* @ T'M*), tal que para
todop € M, g, := g(p) € T, M ® T M es una forma binileal no degenerada de indice constante
1.

En coordenadas locales, dada # = (z!,...,2") : U — V,donde U C My V C R" son
conjuntos abiertos, y para cualquier ¢, 7 = 1,...,n, las funciones g;; : V' — R" definidas por

- o 0 .
Gij = g(a—zi, %j) son suaves. De este modo, se escribe

g= Zgijdxi ® da?,
2
que usando la notacién de Einstein y omitiendo el simbolo de producto tensorial se denota g =
gijdatda’.
Sea (M, g) una variedad Lorentziana de dimensién n > 2. Entonces, tal y como en el espacio
de Minkowski, en cada punto p € M el conjunto de vectores temporales en el espacio tangente
T, M consiste de dos compententes conexas, indestinguibles entre si intrinsecamente. Para resol-

ver esto, fijamos una orientacion temporal.

Definicion A.2.2. Una orientacion temporal en M es una eleccion Z1(0) C 7, M de una de estas

componentes conexas, que depende continuamente de p.
Se tiene entonces la siguiente proposicion.

Proposicion A.2.1. (M, g) es orientable temporalmente si y solamente si existe un campo vectorial
suave T en M, tal que g(T,T) < 0.

Definicién A.2.3. Dada una variedad Lorentziana ()M, g), diremos que M es un espacio-tiempo

si es temporalmente orientada, es decir, hay una elecciéon de 7" dada.

Observacion A.2.2. Toda variedad Lorentziana tiene un cubrimiento doble temporalmente orien-

table. Una prueba de esto puede encontrarse en [Teo. 4.1.2 [3]].
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Observacion A.2.3. Cabe notar que, en contraste con la nocién de orientancion de topologia dife-
rencial que sélo depende de la topologia de la variedad subyacente, el concepto de orientabilidad

temporal depende de la métrica Lorentziana.

Dado p € (M, g), podemos definir la forma cuadratica Q, asociada a la métrica g, donde si
X eT,M,
Qp(X) = g(X, X).
Aligual que en el espacio de Minkowski, distinguiremos vectores temporales, causales, luminicos,

etc., segun si Qp sea negativo, no positivo, nulo, etc.

Definicion A.2.4. Una curva continua y C! a trozos en M se dice temporal, luminica, causal,
espacial, dirigida a futuro o dirigida a pasado si todos sus vectores tangentes son temporales,
luminicos, causales, espaciales, dirigidos a futuro o dirigidos a pasado, respectivamente. Diremos
que una curva y : I — M es extendible si existe una curva de C! a trozos 7 : J — M tal que

I C Jyn|;=~.Diremos que v es inextendible si no es extendible.
Esto nos permite definir las siguientes relaciones de causalidad en M.
Definicion A.2.5. Dados p, ¢ € M, decimos que:
(1). p < ¢ si existe una curva temporal dirigida a futuro en M de p a g,
(11). p < ¢ si existe una curva causal dirigida a futuro en M de p a g,
(). p<gsip<qop=gq.

Observamos que estas relaciones son transitivas, dado que si existe una curva causal (resp.
temporal) en M uniendo py ¢, y otra curva causal (resp. temporal) que une g y 7, podemos unirlas

para obtener una curva C' a trozos causal (temporal) de p a 7.

Definicion A.2.6. El futuro cronolégico Z*(x) de un punto z € M es el conjunto de puntos

y € M para los cuales existe una curva temporal C'! a trozos 7 : [0, 1] — M, tal que v(0) =z y
(1) =,
It (x) ={ye M: x <y}

Similarmente, el futuro causal J*(x) de un punto x € M consiste de aquellos puntos y € M

para los cuales existe una curva causal C'! a trozos 7 : [0, 1] — M, tal que v(0) = z y (1) =,
T (x)={ye M:z <y}

En este caso, x € J T (z).

Estas dos definiciones nos permiten definir el futuro cronolégico de un subconjunto A C M,

IHA) = | T (a),

z€EA
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y el futuro causal de A,
THA) = | 7).
weA
Analogamente se definen los pasados cronolégicos T~ (), Z~(A), asi como los pasados causales
J (z) y J(A), reemplazando curvas a futuro por curvas a pasado. También, para A C M,

usaremos la notacion

J(A) =T (A)UT (A).
Observacion A.2.4. Para todo A C M se tienen las inclusiones A C JT(A)y AUZT(A) C
T (A).

Proposicion A.2.5. En un espacio-tiempo M la relacion ” < 7 es abierta, es decir, para todo
p,q € M, con p < q, existen entornos abiertos U y V' de p y q respectivamente, tal que para todo
peUyq €V,setienep < (.

Corolario A.2.6. Para todo A C M, el futuro cronolégico T+ (A) y el pasado cronolégico T~ (A)

son conjuntos abiertos en M.

Demostracion. La proposicion anterior muestra que para todo p € M, Z7(p) es abierto, y por lo
tanto Z*(A) = (J,c 4 7 (p) es abierto en M. O

A.3. Demostracion de la Proposicion (5.1.1

Para demostrar esta proposicion, es necesario hacer algunas observaciones previas. Conside-
rando primero el horizonte como subvariedad (C,h) C (M, g), como M es un espacio-tiempo
tenemos que existe un campo temporal que no se anula 7" definido en M. Podemos asumir sin
pérdida de generalidad que g(7',T) = —1. Por otro lado, la signatura de h nos muestra que 7'|¢
es un campo definido sobre C transversal a C. Como K es un vector nulo, debe ser g(K, T)p # 0
para todo p € C (de lo contrario K seria espacial en algiin punto de C). Es sencillo probar ademas
que si K es un campo nulo, podemos tomar T tal que ¢(T, K)|c= —1y g(T,T)|c= —1. Esta

observacion nos permite escribir la forma wx (X) dada por Vx K = wg(X)K como
wK(X) = —g(VXK, T)‘c

Por otro lado, si T"es otro campo temporal con las mismas propiedades, g(Vx K, T) = g(Vx K, T),
por lo que wy no depende del 7" elegido.
Calculamos en C,
dwg (X, K) = Oxwi (K) — Ogwi (X) — wk ([X, K])
=—g(VxVgK,T)— g(VkK,VxT)+ g(VkVxK,T)
+9(VxK,ViT)+ g(Vix.x K, T) (A.3.1)

= R(K, X, K,T) + wi(X)g(K, VKT) — wg(K)g(K, VxT)
=R(K,X,K,T) +wg(X)g(K,VkT) — wi(K)g(K,VxT).
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A.3 Demostracion de la Proposicion

Tomando {es, e3} una base ortornormal en £ C TC tal que g(e;,T) = 0 (que en particular
implica que son linealmente independientes de K para todo i, y usando la que (M, g) es un

espacio-tiempo vacio, obtenemos en C,

3
0=TRic(X,K) = —R(K,X,K,T)+ Y R(e;, X, K, ¢;).

1=2

Como C es totalmente geodésico, g(Vy K, W) = 0 para todo V, W en C. Reescribiendo la curva-

tura obtenemos,

R(eiv X7 K7 ei) = g(veivXKa ei) - g(vae¢K7 ei) - g(v[ei,X]Kv ei)
=0.,9(VxK,e;) —g(VxK,V e;) —0xg(Ve, K. e;) + g(Ve, K, Vxe;) (A3.2)
=0.

Luego R(K, X, K,T) = 0. Expandiendo las expresiones obtenidas,

wr(X)g(K,VkT) = wi(X)g(K,—g(VkT, T)K — g(VgT, K)T + ZQ(VKT, ei)e;)

=2

(A.3.3)

—wi(K)g(K,VxT) = —wg(K)g(K,—g(VxT,T)K — g(VxT, K)T + Zg(VXT, ei)e;)

= wr(K)g(VxT,K)g(K,T)
= wi(K)g(T,VxK)
= —WK(K)WK(X)
(A.3.4)

Uniendo lo anterior, obtenemos la igualdad deseada.
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