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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la alternativa de Tits en el contexto de superficies de
Riemann compactas. En contrecto, estudiar qué ocurre con las acciones quasi conformes.

En el primer capitulo introduciremos el problema, y motivaremos las hipétesis adicionales en
comparacién al problema en dimensién 1, ademéas de algunos ejemplos sencillos en dimension 2.

En el segundo capitulo estudiaremos las acciones K quasi conformes en superficies distinguien-
dolas por su género. Concluyendo que estas son conjugadas a acciones conformes.

En el tercer capitulo probaremos la herramienta fundamental en la que se basa el capitulo 2
(solucién a la ecuacién de Beltrami).

Palabras claves: Quasi conforme, ecuacién de Beltrami.
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Capitulo 1

Definiciones y conceptos basicos

1.1. Alternativa de Tits y acciones de grupos

Fijemos primero los siguientes puntos, que se utilizardan durante toda la tesis:
= La identificacién estandar de C con R? pasando de uno a otro de forma conveniente.
s Sea 7: G — Hom(X) una accién fiel, se identificard 7(g) con g para todo g € G.

s Cuando se hable de medidas, o medidas invariantes en una variedad, siempre seran sobre la
o-algebra de Borel de la misma.

La alterntativa de Tits muestra una dicotomia en subgrupos finitamente generados de GL,, (R).

Teorema 1.1.1 (Alternativa de Tits [Tits]) Sea G < GL,(R) un subgrupo finitamente generado.
Entonces o bien G es virtualmente soluble, o bien tiene un subgrupo libre a dos generadores.

Existen otras versiones de este resultado, por ejemplo en [BG] se da una versién topoldgica. La
definicién de grupo libre puede encontrarse en [Mi], usamos ademds la notacién habitual para el
grupo libre con dos generadores, es decir Fs.

Esta dicotomia es excluyente, pues Fy no es virtualmente soluble y si G es virtualmente soluble,
entonces todo subgrupo H < G también lo es.

El hecho de que un grupo sea virtualmente soluble se ve reflejado en las acciones del mismo.

Proposicién 1.1.2 ([T}, [G]) Sean G un grupo virtualmente soluble y M un espacio métrico com-
pacto. Entonces toda accion de T : G — Hom(M) admite una medida de probabilidad invariante.

Los grupos que verifican la tesis de esta proposicion se llaman promediables.

Definicién 1.1.3 Un grupo G es promediable si para todo espacio métrico compacto M, toda
accion T : G — Hom(M) admite una medida de probabilidad invariante.

Existen otras definiciones equivalentes, por ejemplo la de amenablidad [G], que es intrinseca
al grupo. Sin embargo, en esta tesis se trabajard con acciones y por tanto utilizaremos la de
promediable.

Tenemos asi que la alternativa de Tits implica el siguiente resultado.

Corolario 1.1.4 Sea G < GL,(R) un subgrupo finitamente generado que actia en un espacio
métrico compacto M. Entonces existe una medida de probabilidad invariante o tiene un subgrupo
isomorfo a Fs.

Las acciones de un grupo, de hecho, pueden utilizarse para identificar subgrupos isomorfos a
Fs.

Lema 1.1.5 (Lema del Ping Pong) Sean G un grupo, X un espacio topoldgico y 7 : G — Hom(X)
una accion. Si existen dos subconjuntos no vacios X1, Xs C X, y dos elementos f,g € G tales que
XiNXe=0, 7(f™)(X2) C X1 y 7(¢g")(X1) C X2 para todo n € Z\ {0}, entonces (f,g) = Fs.



Demostracién: Basta probar que cualquier palabra p en las letras f, g, no trivial e irreducible
verifica que 7(p) # id. Notar que si 7(p) # id, entonces 7(f"pf~") # id, por lo que podemos
suponer que p es de la forma p = fme+1g™* f7e g™ f™1 donde ng, my # 0.

Si k = 0, dado « € X, tenemos que 7(f")(x) € Xy y en particular 7(p)(z) # . Luego
7(p) # id.

En caso de que k > 0, dado = € X5, aplicando induccién se tiene que 7(g™* f™...g™ f)(x) €
Xy y por tanto 7(p)(x) = 7(f™+1) o...o7(¢g"™ f™)(x) € X1, de donde se concluye la tesis. O

Este lema nos permite encontrar un subgrupo libre dentro de GLy(R), y por tanto, incluyendo
a éste en GL,(R), también dentro de GL, (R).

Ejemplo 1.1.6 Sea 7: GLy(R) — Hom(S?) la accién por mapas de Moebius.
Notemos f1 = (é }), es decir f1(z) =2+1, V2 Cyh = <(1) é), es decir h(z) = 1/z,Vz €
C\ {0}.

Afirmacién: Ezisten n,m € N tal que las funciones f = fI' y g = hfi*h~! generan un grupo
libre.

Para probar esta afirmacion encontraremos m,n tal que f, g estén en las hipétesis del lema del
Ping Pong.

Notar que oo es el dnico punto fijo de fi. Mds aun, dado U entorno de oo y C' compacto tal
que oo ¢ C, existe n € N tal que ff"(C) C U para todo k € Z \ {0}.

Fijemos asi Xo = C = B(0,1) y X1 = U un entorno compacto de oo tal que X1 N X5 = (). Sea
n tal que f = f* verifica que f*(Xs) C X1 para todo k € 7.\ {0}.

Como hfih™! es conjugado a fy, verifica las mismas propiedades dindmicas, en particular 0 es
su tinico punto fijo. Luego existe m € N tal que (hfh™1)*™(X1) = hf*™h=Y(X1) C X4 para todo
k € Z\{0}. Tomando asi g = hfi*h~", tenemos que f y g verifican las hipdtesis del lema de Ping
Pong.

La dicotomia del Corolario 1.1.4 no es excluyente incluso aunque la accién sea fiel. Por ejemplo,
si existe un punto fijo global en la accién, ésta admite una medida de probabilidad invariante de
forma trivial.

Ejemplo 1.1.7 La accién candnica por transformaciones lineales T : GLa(R) — Hom(R?) es fiel
y se puede extender por continuidad a una accion 7 : GLa(R) — Hom(R? U {oo} = S?). Como 0
1 si0eN
0 si0¢N
embargo, GLa2(R) contiene un subgrupo isomorfo a Fy. como vimos en el Ejemplo 1.1.6.

es un punto fijo de la accidn, la medida de probabilidad 5o(N) = { es invariante. Sin

Surgen asi las siguientes preguntas, ;Es vélida la alternativa de Tits para cualquier grupo
finitamente generado?

En caso de no ser asi jExiste un andlogo al corolario 1.1.47, es decir jFijado un espacio métrico
M, existen familias, no triviales, de acciones 7 para las si vale 1.1.47

Tenemos respuestas a ambas preguntas tomando M = S'. El grupo de Thompson, definido
explicitamente a partir de su accién en S', no es un grupo virtualmente soluble ni contiene ningiin
subgrupo isomorfo a Fy. Luego la alternativa de Tits no es véalida para grupos generales [N].

Sin embargo se verifica una versién debil de la alternativa de Tits en S'.

Teorema 1.1.8 (Alternativa de Tits débil [N]) Todo subgrupo G < Hom.(S') admite una medida
de probabilidad invariante o tiene un subgrupo isomorfo a Fy.

De nuevo, surge la pregunta de si el resultado anterior vale para cualquier grupo y cualquier
espacio métrico compacto. La respuesta a esto es no [M], incluso cuando el grupo es finitamente
presentado [L-M].

Trataremos entonces en esta tesis el problema del Corolario 1.1.4 para grupos numerables y M
superficie riemanniana cerrada. Sin embargo, daremos hipétesis adicionales a la accién. Pediremos
que la accién sea K-quasiconforme donde K es una constante uniforme en todo el grupo (Capitulo
2, seccién 1).



1.1.1. Acciones C'* en variedades riemaniannas

Veremos ahora algunos ejemplos de acciones C°° para motivar y entender como funciona la
hipotesis de K quasiconformidad.

Definicién 1.1.9 Sean M wuna variedad diferenciable cerrada orientable y f : M — M wun difeo-
morfismo C' que preserva orientacion. Decimos que f es un difeomorfismo K quasi conforme si
para todo a € M se verifica que

sup{[ldfa(z)|| : # € TaM y |lzf =1} _ [l dfal <K
f{(|dfa(z)] - w € ToM y |[zf| =1} Wf{|[dfo(2)]| : 2 € ToM y |lzf =1} —

Decimos que una accidn 7 : G — Dif (M) es K quasiconforme si 7(g) es un difeomorfismo
K quasiconforme para todo g € G.

Notar que si f,g : M — M son difeomorfismos K; y K5 quasiconformes entonces fog y
g o f son difeomorfismos KKy quasiconformes. Ademés f~' y ¢~ ! son difeomorfismos K; v Ko
quasiconformes respectivamente.

Observacion 1.1.10 Si M es una superficie riemanianna y g : M — M un difeomorfismo K
quasiconforme, entonces para todo a € M se tiene que df,(S*) es una elipse, y el cociente entre la
longitud del eje mayor y la del eje menor es menor igual a K.

Observar que si M es cerrada, cualquier difeomorfismo C*, g : M — M que preserve orientacion,
es K quasiconforme para algin K. Sin embargo, esta cota podria no ser uniforme en todo un grupo,
en particular {g"}, ez podria no ser K quasiconforme para ningin K.

Ejemplo 1.1.11 Sea G < Dif(R?) el grupo generado por el difeomorfismo g : R? — R? definido
por g(x,y) = (%,y) La accion inducida no es K quasiconforme para ningun K.

dgo dgo

Figura 1.1: Primeros iterados de dgo(S!)

Notar que este mapa se puede extender como difeomorfismo a S?, por lo que incluso aunque la
variedad sea compacta el grupo Z podria admitir una accion no quasiconforme.

Para motivar la hipdtesis de quasiconformidad nos apoyaremos en la prueba del Teorema 1.1.8
dada en [N]. Esta utiliza como resultado clave la siguiente dicotomfa en Hom (S!).

Proposicién 1.1.12 Sea I' < Hom (S') tal que las érbitas son densas. Entonces se tiene una de
las siguientes propiedades

1. La accidn es equicontinua: Para todo € > 0, existe § > 0, tal que si d(x,y) < 0 entonces
d(g(x),g(y)) < € para todo g € T.

2. La accion es expansiva: Para cada x € S', existe un entorno abierto I de x y una sucesion
gn €T tal que la longitud de los intervalos g, (I) tiende a 0.

Idea de la demostracién: Si la accién no es equicontinua, existen una cota € € (0, %), un par
de sucesiones de puntos x,,y, € S' y una sucesién de funciones f,, € T, tales que d(z,,y,) < % y
d(fr(xn), fn(yn)) > €. Notar que long(fp([Zn,¥yn])) > €. Luego, tomando subsucesiones, podemos
suponer que



Como d(b,c) > ¢, existe a € S' y ng € N tales que @ € fn([zn,yn]) v ademds B(a, $) C
fn([n, yn]) para todo n > ny.

Fon) * Falun)

Dado = € S!, como las érbitas son densas, existe un elemento g € I' tal que g(z) € B(a, £)
Sea I = g~ (B(a, %)), tenemos que = € I y la sucesién de funciones g, = f1 o g verifican que
gn(I) C [Tn,yn], de donde la accién es expansiva.

Sin embargo, un resultado andlogo (redefiniendo expansividad) no es véalido en superficies,
incluso actuando por difeomorfismos lineales.

Definicién 1.1.13 Sean G un grupo y M una variedad riemanianna. Decimos que una accion
7: G — Homy (M) es expansiva si para cada x € M, existe un entorno abierto I de x y una
sucesion g, € G tales que

lim  diam(7(gn)(I)) = 0.

n—-+oo

Veamos un contraejemplo a la dicotomia presentada en la proposicién 1.1.12 tomando como

. 2
superficie T? = D%?.

t
Ejemplo 1.1.14 Sean g,h : T? — T? definidas por g(x,y) = [(i 1) (;)} yh(z,y) = (z,y)+

(%, %) El subgrupo de Dif, (T?) dado por T' = (f,h) tiene drbitas densas. Sin embargo, la

accion no es equicontinua ni expansiva.

s La accion tiene orbitas densas.

1

Basta notar que h™(zg,y0) = (zo,y0) + n (ﬁ’ ) es denso en T2.

S

= La accion no es equicontinua.
Sean vy, ve vectores propios normales de g asociados a los valores propios \1 < 1 < Ag. La
accidn por g deja invariante la recta r,, = {tve : t € R} y el punto (0,0) es un punto fijo
repulsor en ésta, ya que Ao > 1. Concluimos asi que la accion de T' no puede ser equicontinua.

= La accién no es expansiva.

Observar primero que cualquier elemento de I' se descompone como T o g" donde T es una
traslacion y n € Z. Como las traslaciones preservan distancia, tenemos que la accion de
T es expansiva si solo si la accion de (g) lo es. Veamos que no se verifica la condicidn de
expansividad en (0,0).

Sea I entorno abierto de (0,0) tal que B((0,0),6) C I C B((0,0),1). Dado k > 0 se tiene
que 7o, NI C g*(I), ya que (0,0) es un punto fijo repulsor de glr,, - De forma andloga, si
k < 0 tomando r,,, la recta asociada al valor propio \1, se tiene que r,,, NI C g*(I). Por lo
tanto la accién de (g) no es expansiva, luego la de T' tampoco.

Las razones por las que no se puede adaptar la proposicién 1.1.12 son basicamente dos:
= La relacién de los ejes de las elipses dg?o 0) (S') no estan acotados uniformemente.

» Los conjuntos B((0,0),d) Nr,, no son entornos de (0,0).



Para adaptar la primera basta pedir que la accién sea quasiconforme. La segunda en cambio es
un poco mas delicada. Busquemos entonces alguna relacion entre d(f,, (), frn(v)) v d(fn(2), frn(2))
cuando d(z,y) = d(x, z). Para esto observemos algunos resultados bdsicos del cdlculo diferencial.

Observacién 1.1.15 Sea f : R™ — R" localmente un difeomorfismo de clase C* y K -quasiconforme.
Entonces ||dfq(v)] € [W, dea||||v|\} para todo a € R™.

Lema 1.1.16 Sea f : R® — R" localmente un difeomorfismo de clase C* y K-quasiconforme.
Dado x € R™, existe §; > 0 tal que dado ¢ € (0,0,], para todo pary,z € 0B(x,d) se tiene que

A(f(2), F(w))
to (d(f(o:), 7(2)

donde Ly 5y = sup{||d(log(||df||))c|| : ¢ € B(x,9)}.

) < log (vnK) + 26L(, s),

Idea de la demostracién: Aplicando valor medio en el segmento [z,y| a la coordenada i-ésima,
tenemos |f(z);—f(y)i| = |(dfa, (x—y))i| < ||dfa, |6 donde a, € [z,y]. Luego, como ||df || es continua,
existe a € B(z,d) tal que ||f(z) — f(y)|| < n|ldf.||0.

De forma andloga |f(z); — f(2)i:] = |(dfs.(z — ));| solo que ahora, aplicando la observacién
1.1.15 se tiene que |f(xz); — f(2);| > 140zl

Dado que |jw||2 > % para todo w € R, existe b € B(z, ) tal que || f(z) — f(2)| > \/ﬁw&

Sustituyendo estas desigualdades, se concluye que

A )W) _ (VK]
‘o <d<f<x>,f<z>>) = log < 1]

Aplicando valor medio a la funcién log(||df||) en el segmento [a,b], se obtiene que existe ¢ €
[a,b] C B(z,0) tal que

log([ldfall) —log(lldfs|]) = d(log(l|df[)c(b — a) < 26]|d(og([|df )|

de donde se concluye la tesis. O

) — log(vK) + log(dfa ) — log([|dfs])-

Notar que si f es un difomorfismo C°°, entonces L, s) es finito para todo par x y d. Sin
embargo, {L(Iy(;) :x € R",§ > 0} podria no estar acotado superiormente.

Corolario 1.1.17 Sea f : R® — R" localmente un difeomorfismo de clase C* y K-quasiconforme.
Dados x,y € R™ con d(z,y) = > 0, se verifica que

W@ SO ¢ (Gos ;
5 (). SHETD ) 1 (BGd)) € B (7o) ok dlF ). F).

Este dltimo resultado se puede obtener también en variedades riemannianas a través de cartas
recordando que la longitud de curvas puede definirse mediante cartas.

Corolario 1.1.18 Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C? y K -quasiconforme. Dado € > 0,

para todo x € M, existe 0, > 0 tal que para todo y € B(x,d,), se verifica que

d(f(x), f(y))
B (f(w), K el

donde 6o = d(z,y).
Si ademds nos restringimos a una compacto, o M es cerrada, existe un & uniforme.

) c FB@.5)) € B (J (), ynKP s d([ (), f(3)))

De esta forma obtenemos la dicotomia 1.1.12 en variedades.

Proposicién 1.1.19 Sean G un grupo, M una variedad riemanianna de dimension m cerrada,
y7:G — Dif (M) una accion C? y K-quasiconforme con drbitas densas, tal que 36 >0 para
el cual el conjunto {L;5)(7(g)) : g € G} estd acotado. Entonces la accion es equicontinua o
eTpansiva.



Demostracién: Supongamos que la accién no es equicontinua. Dado § como el Corolario 1.1.18,
existe una cota € € (0,4), un par de sucesiones de puntos Z,, ¢, € M, y una sucecién de funciones

fn € 7(G), tales que nh_)rrgo A(Zn,Tn) =0y d(fn(Zn), fu(Un)) > €

Tomando subsucesiones podemos suponer que lim Z, =a = HI—F Un- Luego, por continui-
—>+00 n—-+0oo

n
dad existen z,, Yn CON Ty, € [aajn] Y Yn € [aagn] tal que d(fn(xn)v fn(yn)) =€
De nuevo, tomando subsucesiones, podemos asumir que

Jim fu(@) = @ d(fu(@n), fu(@) < d(fulya). Fal@)), d(fula),@) < 5
y
d(xp,a) < %, d(yn,a) < %

Por desiguladad triangular tenemos que

d(frn(xn); fu(a)) + d(fu(yn), fn(a)) = d(fu(zn), fn(yn)) =€

de donde d(fn(yn), fu(a)) > §. Aplicando el Corolario 1.1.18, podemos deducir las siguientes
inclusiones

€

o (B (05) ) > 8 (5000 5 e ) > B (10 g ) > B (5 gy - %n)>
1.1

- w(B(o 5)

B(% 5n)

fn(yn

Figura 1.2: Bosquejo de la situacién de las inclusiones 1.1, con € = d(f,(yn), fn(a)) > 5y

’
" € €
€ 2 vmKeel > 2y/mKeel*

€

Concluimos asf que existe un entorno U de @ y un ng tal que f, 1 (U) C (B (a, %)) En
particular, el punto a verifica la condicién de expansividad.
Para el resto de los puntos basta aplicar el hecho de que la accién tiene érbitas densas. O

Notar que solo la hipétesis sobre dlog(||df]|1), y no quasiconformidad, no es suficiente, pues en
el ejemplo 1.1.14 ||df|| es constante.

1.1.2. Acciones conformes de Z y medidas invariantes en S?

Como Z es abeliano, aplicando la Proposiciéon 1.1.2; cualquier accién por homeomorfismos en
un espacio métrico compacto admite una medida de probabilidad invariante. Veremos aqui el caso
sencillo de acciones de Z en S? por difeomorfismos conformes. Este ejemplo serd de utilidad en el
Capitulo 2, Seccién 2.

Todo difeomorfismo conforme h : S — S? que preserve orientacién es conjugado a uno de estos
tres mapas:

» Es parabdlico: f1(z) =241, Vz € C;
» Es hiperbdlico: fa(z) = rz, Vz € C, donde r > 1;
» Es eliptico: f3(z) = Az : |\ =1, VzeC.

Por tanto, tomando pull back, basta estudiar las medidas invariantes para estos 3 ejemplos.



Casos parabdlico e hiperbdélico

Proposicién 1.1.20 Sea 7 : Z — Dif,(S?) una accién conforme, tal que 7(1) = f1. Entonces la
unica medida de probabilidad invariante es do.

Demostracién: Sea p una medida de probabilidad invariante en S?. Dado p # oo, existe un
entorno de p, méds concretamente W = Bc(p, i), tal que fi*(W) N fi"(W) = 0 para cualquier par
n,m € Z tal que n # m. Por tanto u(W) = 0. Tenemos as{ que la dnica opcién para p es p = dso.
Como ademads f1(0c0) = 00, se tiene que es una medida invariante. O

Proposicién 1.1.21 Sea 7 : Z — Dif (S?) una accion conforme tal que 7(1) = fo. Entonces si
u es una medida de probabilidad invariante, I\ € [0, 1] tal que = Ao + (1 — X\)doo-

Demostracién: Como fix(fy) = {0,00}, para todo A € [0,1] la medida de probabilidad g
definida por iy = Mg + (1 — A\)dso es invariante por fo. Dado z ¢ {0, +00}, existe un entorno W,

més concretamente W, = Bg(z, ‘2%‘), tal que f3'(W,) N f3*(W,) = 0 para cualquier par n,m € Z

con n # m. Por tanto p(W,) = 0.

1 Fd p|
R e ny
A A,

fzil(P)

Figura 1.3: Iterados del mapa fa(z) = 2z

Deducimos asi que la tnica posibilidad para p es gy = Adp + (1 — A)doo donde A € [0,1]. O

Caso eliptico, A no periédico

Este caso es distinto dado que los puntos fijos no son atractores ni repulsores locales. Consi-
derando S? como subconjunto de R? la funcién f3 es una rotacién. Luego se tiene que u = %
se preserva. Sin embargo describir todas las medidas de probabilidad invariantes es un poco mas
delicado.

El caso de A periédico es méds complejo ya que se pueden definir medidas a partir de conjuntos
periodicos.

Para calcular todas las posibles medidas p, calcularemos primero restricciones en un generador
de la ¢ algebra de Borel y luego definiremos a partir de estas u. Recordar que si dos medidas son
iguales en un generador entonces son iguales.

Notar que los tnicos puntos periédicos de f3, que ademds son fijos, son co y 0, de donde p(p) = 0
para todo p € S?\ {0, o0}

Los conjuntos S, = rS! son invariantes por g, y restrictos a ellos la funcién es una rotacién de
dngulo irracional. Por tanto ps, = krlebyg: con k, € [0,1].

Se puede deducir de forma ansloga una igualdad para rectdngulos polares. Dados I C RT y
J C S' medibles, definimos C(; 5y = {z = re ¢ C:r € 1,0 € J}. Como f3 es una rotacién
irracional en 7S' con el mismo éngulo para todo r € R*, se verifica que u(C(z,5)) = m(I)lebs: (J),
donde m es una medida en R*. Como {C(;, ;) : I C R*,J C S! medibles }U{0, 00} es un generador
de la o algebra, basta definir p en ellos.

Tenemos asi que u restricta a S? \ {0,00} = R* x S! es una medida producto, por lo que

p= p({0})dg0y + ({00} )df00} + ma X lebst + ma X lebs: (1.2)

con my << lebg+, mo singular y p(S?) = 1.
Estas son todas las posibles medidas p invariantes por fs. En particular, Lebesgue es de esta
forma, es decir, dm; con M1 << lebp+ << 1My tal que lebgz = My X lebg:.



1.2. Mapas Quasiconformes

En esta seccién desarrollaremos las propiedades basicas que se utilizardan en todo el trabajo
sobre la hipétesis de quasiconformidad.
Fijemos algunas notaciones y consideraciones que apareceran en toda la tesis.

= Se denominara con la letra U a un abierto no vacio de C y ademss se utilizara la identificacién
estdndar de C con R? pasando de uno a otro de forma conveniente.

= Dados un punto p € E en un espacio métrico y r € RT, tomaremos una notacién estandar
para sus entornos centrados, B(p,r) = {q € E : d(p,q) <r}y B(p,r) ={q € E : d(p,q) <r}.

La forma de trabajar con funciones quasiconformes varia segun el contexto. Por ejemplo asu-
miendo que f es de clase C! [D-S], o teniendo en cuenta solo la métrica del espacio y no su
estructura diferenciable. Aqui usaremos la definicién de [Ah]. Para eso necesitamos unos pasos
previos. En cualquier caso la idea intuitiva es la misma.

Definicién 1.2.1 Sea f : U C C — C, decimos que f es absolutamente continua en lineas (ACL)
si para cada rectangulo cerrado R =1 x J C U se tiene que f es absolutamente continua para casi
toda linea horizontal, y para casi toda linea vertical.

Observar que cualquier funcién diferenciable es (ACL).

Como f es una funcién compleja se puede escribir como suma de dos funciones reales f(z) =
flx+1iy) = u(z,y) + iv(z,y), donde u,v : U — R. Tenemos asi que si f es (ACL), existen las
derivadas parciales de las funciones u, v para casi todo punto de U [R].

Definicién 1.2.2 Sea f : U — C definida por f(z,y) = u(x,y) + w(z,y) con u,v : U — R, tal
que existen las derivadas parciales de u y v en un punto p € U. Entonces definimos

fo(p) = uz(p) +iv:(p) ,  fy = uy(p) + ivy(p). (1.3)

Ademds definimos las derivadas con respecto a z y a Z como

([ug + dvg] — i[uy +ivy]) = % (uz + vy + i(va — uy))

1 . 1
fzzi(fac_zfy)zi

fiz (fm‘Fny):

(1.4)

1 ) ) ) 1 )
3 ([uz + ivz] +i[uy +ivy]) = 3 (ug — vy + (Ve +uy)).

N | =

Para fijar conceptos calculemos f, y fz en algunos ejemplos lineales. Estos ademés simplificaran
luego el estudio de la K quasiconformidad en el caso general.

Ejemplo 1.2.3 Transformaciones lineales.
La rotacion de dngulo 0, que notaremos Ry, cuya matriz asocada en la base candnica es

<cos(9) — sin(6)

sin()  cos(0) ) cumple que

(Rg). = cos(0) +isin(f) y (Rp)z = 0.

. . . . ) . 1 0
La reflexion de eje Oz, que notamos Sim, cuya matriz asociada en la base canonica es <0 _1>

cumple que
Sim, =0 y Simz = 1.

La composicion de estas transformaciones verifican que
(Simo Rg), =0 = (Rgo Sim),, (Simo Ry)s = cos(0) —isin(f) = (Ry o Sim)s.
Veamos ahora la definicién de K quasi conformidad con la que se trabajard en esta tesis.

Definicién 1.2.4 Una funcién f : U — C abierta, es K quasiconforme, con K € [1,400), si

s fes ACL en U;

v | fz(p)| < K|f:(p)|, para casi todo punto en U, donde k = ﬁ—__&



Observar que la relacién entre k y K es biyectiva.

Notamos U = {z € U : 3£.(2), f=(2) ¥ |£:(p)| < kI£.(p)]}-

Antes de ver algunos ejemplos, empecemos a estudiar como identificar los parametros K, k
a partir del diferencial de f en caso de que exista. Emplearemos una notacién especifica para el
diferencial de f, que facilite esta identificacion. En particular K deberia coincidir con el relativo a
la Definicién 1.1.9. Luego veremos que la hipdtesis de diferenciabilidad se tiene ctp a partir de la
quasiconformidad (Proposicién 1.2.17).

Proposicién 1.2.5 Sean f: U — C yp € U tal que f es diferenciable en p, df, es invertible y
preserva orientacién. Entonces existen a,b € RT cona > by a, B € [0,27] tales que

a+b a—b .
dfy = <2> Royp (IdJr CH_bR—wS””) : (1.5)

Demostracién: Primero, notar que dfp(Sl) es una elipse, dado que es un conjunto de nivel de
h=go df_1 con g(z,y) = 2% + y?, de donde h es una forma cuadratica definida positiva

Podemos componer con una rotacion, digamos R_a, para que la elipse sea de la forma 7> Sy b2 =
1y que a > b > 0. Luego componiendo con 2 ((7 ) Id + (7 — 7) SIIH) obtenemos de nuevo Sl

2
Concluimos asi que

1 a+b b—a\ ..
2(( b )Id—l—( o )Slm)oR_aodfP

es una rotacién, digamos R, dado que deja invariante S y preserva orientaciori por ser composicion
de 3 transformaciones lineales que también la preservan.
Deducimos asi que

1 a+b b—a\ .. \
dfp:Rao<2 (( = )Id—l—( 7 )Slm> )oRg

a+b

=R, o0 (;) ((a+b)Id + (a — b)Sim) o Rg = ( ) Rosp (Id + Z_T_ZR_QBSim>

dado que Ry o Sim = Simo R_y. O

A partir de esta forma de notar el diferencial, resulta sencillo obtener f, y fs, y por tanto k y
K. En particular, se tiene el siguiente resultado.

Observacién 1.2.6 Sea f : U — C yp € U tal que [ es diferenciable en p, df, es invertible y
dfp = ‘”‘bR(HB(Id—i— bR ,58im), cona > b € RY. Entonces f, = (a+b)(cos(a+/3’)—Hsm(a—i—ﬂ))

a+b
y f= = (%52)(cos(a — B) + isin(a — B)). Tenemos ademds que k = y K =

a—i—b E'

Notar que en el caso de que a = b (K = 1, fz = 0) obtenemos que el diferencial es df, =

('ITH’) Ro4p- Es decir, verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann, de donde se deduce el siguiente

resultado.
Comentario 1.2.7 Sea f : U — C diferenciable y 1-quasi conforme, encontes f es holomorfa.

En este trabajo se necesitard una versiéon mas fuerte de este resultado, que se probara en el
Capitulo 3, mds precisamente en el Corolario 3.2.8.
Tenemos ademds que la relacién entre |f,| y |fz| determina si df preserva orientacién.

Corolario 1.2.8 Sean f:U — C yp € U tales que f es diferenciable en p. Entonces:
» df, preserva orientacion si solo si|f.(p)| > |fz(p)l;
» dfy, no es invertible si solo si |f.(p)| = |fz(p)|;
» df,, invierte orientacion si solo si |f.(p)| < |fz(p)|.

Veamos a partir de la Observacion 1.2.6 algunos ejemplos lineales.
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Ejemplo 1.2.9 Transformaciones lineales de R>

» Las transformaciones lineales 1Ry : R2 — R? son I1-quasi conformes V0 € S',r € Rt
= La transformacion lineal Sim no es K—quasi conforme pues no preserva orientacion.

s Sea T una transformacion lineal con 2 wvalores propios positivos distintos, y con vectores
propios asociados ortogonales. A partir de la prueba de la Proposicion 1.2.5, y recordando
que los valores a y b son los semi ejes mayor y menor de la elipse T(S'), podemos concluir
que a = A, b = Xy donde X\; son los valores propios distintos de T con Ay > Ay. Tenemos
ast que K = i—

2
Veamos ademaés un ejemplo de funcién que no sea quasiconforme pero preserve orientacién
Ejemplo 1.2.10 La funcion f : R? — R? definida por f(z,y) = (z,3?) no es K— quasi conforme.

Siguiendo en hipétesis de diferenciablidad la férmula 1.4 permite vincular f; con f.. En parti-
cular, se obtiene el siguiente resultado.

Observacién 1.2.11 Dada f : R? — R2 diferenciable se cumple que

(720 = sy iy = 02)) = 3+ 0y — iy + 02)) = (7).

z

Si bien la definicién de K quasi conforme depende solo del médulo de %, muchas de las pruebas
se basardn en conocer su valor.

Definicién 1.2.12 Sea f : U — C tal que exzisten sus derivadas parciales en p y f.(p) # 0.
Definimos g (p) como py(p) = ;‘%

Comentario 1.2.13 Dada f : U — C diferenciable en p tal que fs(p) # 0, entonces se verifican
las siguientes igualdades

Nf(p)z(Z;Z) (cos(—28) + icos(—28)) = (_b

a+b) e 2Py Jug(p)| = k.

Comentario 1.2.14 Notar que kR_»5 es una rotohomotecia, es decir corresponde a la multipli-
cacion por un complejo, que es de hecho p. Podemos entonces decir, con un abuso de notacion,

que pg(p) = kR_2p.

Adaptando el Comentario 1.2.7 a la definicién de y, tenemos que si f : U — R? es diferenciable
y pg = 0, entonces f es holomorfa.

Una de las propiedades de p que necesitaremos en el Capitulo 2 es saber como se relaciona con
la composicién.

Proposiciéon 1.2.15 Sean f : U C C - Cyg:V C C — U funciones y p € V tal que g es
diferenciable en p y f en g(p). Si ambos diferenciales preservan orientacion, entonces

~ pg(p) + (g (Iz))e( 2on—21)i (16)

1) T ey e

5) podemos escribir los diferenciales como

Demostracién: Tomando la notacién de la férmula (
2 )Ra2+52(ld—|— kQR_Q/[—}QSZ'm).

dgp = (alJQFbl )Ral"l'ﬁl (Id+ k1R_2ﬁ1 Szm) y df‘](P) = (
Aplicando regla de la cadena, tenemos que

1.
+

ai + by
2

az + bo
2

(dfog)p = dfg(p)odgp = ( ) Ras+8 (Id + k2 R_2p, Sim)o( ) Ra, 45, (Id—i—klR*?Bl Szm)

(a1 + b1)(az + b2)
4
donde 71 = Id+ k1kaR_28,—20, ¥ T2 = kaR_28,—-20,—28, + k1R_23,. Esto iltimo se deduce de
RySim = R_pSim y Sim o Sim = id. Ademads, como ki1ko < 1, se tiene que T} es invertible y por
tanto

) Ra1+a2+51+ﬁ2 (TlId + TQSim)7

a1 +by)(az +0b . _ .
dfogp = (( - 1{4( 2 2)) Ra1+a2+51+52T1(7’d+T1 1T257’m)'
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Veamos ahora que esta es la descomposicién del diferencial d(f o g) de la Proposicién 1.2.5.

Observar que T y T3 son sumas y productos de rotohomotecias, por lo tanto son rotohomotecias,
y més atn T} ' Th es una rotohomotecia. Por lo que solo falta verificar que det(T; *Ty) < 1. Pero esto
se deduce del hecho de que d(f og) preserva orientacién, concluyendo asf que era la descomposicién
de la ecuacién 1.5.

Por el Comentario (1.2.14), tenemos que

k2R, 20,28, + k1R25, _ pg(p) + ps(9(p))el 2121
Id + k1kaR_2p, 24, L+ p1g(p) g (g(p))e2r—20a)i

Bfog(p) =T ' T =
O
Corolario 1.2.16 Sean f y g en las hipdtesis de la Proposicion (1.2.15). Entonces f es conforme

en p si solo si fyoq(p) = pg(p); y st g es conforme entonces |froq(p)| = |1er(g(p))].

Para concluir esta seccién veamos que si f es quasi conforme entonces es diferencible ctp.

Proposicién 1.2.17 Sea f : U — R? una funcién localmente homeomorfa tal que existen sus
derivadas parciales ctp. Entonces es diferenciable ctp.

Demostracion: Fijamos R C U rectdngulo acotado tal que f: R — f(R) es un homeomorfismo.
Notar que como ser diferenciable es una propiedad local, si obtenemos el resultado en cualquier
rectangulo R bajo las hipdtesis anteriores, entonces hemos probado la proposicién.

Definimos las funciones g(g n), h(rn) : R = RT U {0} como

_ [supoccan [LEETD — 1) s B 1/m) cUy 2 €T
girm(2) = 0 si no

B (2) = 4 SUPO<IHI</n deidl die fy(Z)‘ si B(z,1/n) CUyz€eU
(i) = 0 si no

Notar que ambas funciones, g(r ) ¥ h(r,n), convergen puntualmente a 0. Aplicando el Teorema
de Egoroff ([S]), se tiene que dado m € NT existe un conjunto medible R, ,,) C R tal que
leb(R\ Rgm)) < ﬁ Y 9(Rr,n) converge uniformemente a 0 en Ry ). De forma andloga podemos

definir R ). Luego notamos R, a la interseccion Ry, = Ry m) N Ripm) N U. Tenemos entonces
que g(r,n) ¥ N(r,n) convergen uniformemente a 0 en R, y

N |
leb(R\ Ry,) = leb(R\ [Rg,m) N Rn,m) NU) < leb(R\ R(g,m)) + leb(R\ R(,m)) +leb(R\U) < —.

m

o
Veamos ahora que f, es continua en R NR,,, el caso de f, es anélogo.

Fijo z 6& MR, tomamos 6 > 0y ng € N tal que B (z7§0 + %) c R.

Para todo w € B(z,d9) N (10-".{ NR,,), se cumple que

1 *fm(Z)Jr

T = fa(w) 1 1

‘f(ZJr ) — f(2)

flw+5) = f(w) +|f(z+,jo) —f(z) flw+ &)= f(w) .

no no no no

Dado € > 0 arbitrario, como g(g ) converge uniformemente a 0 en R,,, se tiene que existe
ny > ng tal que

Fe+ ) - 56) fw+ ) - f(w) :
| 11 _fx(z) + 11 _f:c(w) < )
ny ny
3 . . y f(=47) 1)
Fijado n1, como f es uniformemente continua en R, la funcién s,, () = =——3—— lo es en

B (z, dg + n%) Por tanto existe §; < &g tal que Yw € B(z,41), se cumple que
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de donde podemos concluir que Yw € B(z,01) N Ry, se tiene que |fz(2) — fz(w)| < €. Como € era
arbitrario, probamos la continuidad de f, en z. De forma analoga se tiene la continuidad de f,.

Notar que si ]O% NR,, 21(12, entonces f diferenciable. Sin embargo, este no tiene por que ser el caso.

Observar que casi toda recta horizontal interseca a R,, en un conjunto medible, con respecto a

la medida de Lebesgue en esa recta. De la misma manera se cumple para las rectas verticales, en

caso contrario R,, C R? no serfa medible. Estudiemos ahora las rectas r, horizontales y verticales,
para las cuales

leby(Ry, N1r) >0, (1.7)

donde leb, es la medida de Lebesgue asociada a r. No perdemos generalidad con esto, ya
que si definimos Ep, ) := {r : (r N Oz = 0y leb. (R N7) > 0}, By :={r : (rN0y =

0y leby (R N1) >0} y By = (UTGEM) Ry 0 r) N (UTGE@,M) Ry 0 r),
tenemos que

Ep C Ry v leb(Ru \ En) = 0.

Dada r € E(j, ), casi todo punto de r N R, tiene densidad lineal 1 en leb,., esto es, el conjunto

Wirm) = {w crnR,, : lm [LrCNEn 0w =twtt) 1}
) t—0t 2t

verifica que leb, ([r N Ry, \ W m)) = 0 [S].

Notemos EA’(;Lm) = {z € R, : tiene densidad lineal horizontal 1 en Ej}. De forma andloga
podemos definir EA(W,L) para densidad lineal vertical 1 y E,, = EA'(W”) N EA'(W,L). Ademas, tenemos
que leb(Ey, \ Em) =0. R

Supongamos que [ es diferenciable en Ej, para cualquier m. Observar que si tenemos este
resultado para m y m’, entonces es valido para E,, U Eyy. De donde que f es diferenciable en
R = UpenFEr. Como se tiene la cadena de inclusiones F,,, C B, C R, C R,y

. 1
leb(Ep \ Er) = leb(R \ Epn) = 0 y leb(R\ Rp) < —,
m
deducimos que leb(R\ E‘m) < % Concluimos entonces que f es diferenciable ctp en R y por tanto

ctp en U. Probemos entonces que f es diferenciable en Ep.

Sea z € E,m podemos asumir por comodidad que z = 0. Notar que no hay pérdida de genera-
lidad en esta asuncién.

Veamos ahora que f es diferenciable en 0. Es decir, dado ¢ > 03§ > 0 tal que, V(z,y) € B(0,0)

se tiene que |f(z,y) — f(0) — 2f2(0) — yfy(0)] <€l (z,y)l|.
Supongamos que x € R,,, entonces por desigualdad triangular

|f(@,y) — f(O) — 2 f2(0) — yfy(0)] <
|f(z+iy) — f(x) —yfy(@)| + | f(z) = F(O) —2f(0)] + [y(fy(z) — £, (0))].
Acotemos asi cada término.

= Recordando la convergencia uniforme de h (g, ,,) en R,, se tiene que 3n; € N tal quesi [y| < n%
Entonces f(z +iy) — f(z) —yfy(2)] < 51yl < 5ll(z, ).

» De forma andloga existe ny > n; tal que si |z] < n% Entonces

[f(z) = £(0) = 2f-(0)] < 5l[(z, ).

= Como f, restricta a R,, es continua en 0, se tiene que 392 > 0, Jp < 7%2 tal que
[(fy(@) = fy(0))] < 5, luego [y(fy(z) — fy(O)] < 5ly| < 5l (z, v

Podemos concluir asi que
|f(z+iy) — f(0) = 2f2(0) — yfy(0)] <

@+ iy) — F@) = yfy @) + 1F@) — F0) = 2fo0)] + ly(Fy@) — £, ()] < clo+iyl.  (18)

Un razonamiento analogo nos permite concluir que | f(z,y) — f(0) —2f2(0) —y £, (0)] < €|z + iy
si iy € R,,. Estudiaremos ahora el caso en que « ¢ R, v iy ¢ R,y,.

Supongamos para simplificar notacion que = + iy estd en el primer cuadrante, el resto de los
casos son analogos.
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Sea Iy (x) = leb (R N (—z,2) x {0}). Como 0 es de densidad lineal 1, tenemos que

lim lgﬁ = 1. Existe as{ d3, con 0 < 3 < s, tal que Iy (z) > §+€x Va < d3. Por tanto el intervalo
z—0t x te

(5<, ) interseca Ry, ya que

leb ([—x,x] \ (116,:3))) < iiix <bL(2).

Sea x que verifica z(1 + €) < d3, tenemos entonces que existen x1, x5 € Ry, tal que

o < <zr< <(1+ )
x r<x €)x.
1 1 2

Realizando el mismo procedimiento en y, existen y;,ys tal que iy; € Ry, v

liﬂ<y1<y<y2<(1+e)y-
Concluimos asi que se cumplen las desigualdades de 1.8 en el perimetro del rectangulo C' =
[z1,m2] X [iy1,iya].
Para terminar utilizaremos el hecho de que f cumple el principio del médulo méximo. Dado
v € C, el méximo de la funcién f,(z) = |f(z) — v| restricta a C se da en su perfmetro. Por lo
que 3(z, + iy,) € OC tal que |f(x, + iy,) — v| > |f(2) —v|. Fijamos z = z + iy € C' y tomamos
v = f(0) — zfy(0) — yf,(0), de donde existe z, + iy, € IC tal que

|f(z +iy) — f(0) = 2f2(0) = yfy (0)] < [f(zv + iyy) — F(0) — 2f2(0) — yfy (0)].
Aplicando la desigualdad triangular en —x, f5(0) — v, f,(0) tenemos

< |f(93v +iyv) - f(O) - Ivfz(o) - yvfy(o)‘ + |(I - xv)fr(0)| + |(y - yv)fy(0)|
Como (zy,y,) € OC, se tiene que |z — z,| < zmax{e,1 — 4~} = ze y de forma andloga
|y — yu| < ye. Tenemos asi que |(x —x,) fz(0)] < ze|f(0)]; ¥ la desiguadad andloga para y. Ademas
podemos aplicar la ecuacién 1.8 en (z,,¥,), y por tanto

|f(xv + iyv) - f(O) - .’L‘fw(O) - yfy(o)‘ < €|‘TU + 7;yv| + $€|fz(0)| + y6|fy(0)| <
< el(M 4 €) + [f2(0) + [£y (O)]|2 + 7yl.
Como € es arbitrario, y [(14€)+|f2(0)|+]f,(0)]] esta acotado para € < 1, se tiene la desigualdad
1.8 con € =€[(1+€) + |f=(0)| + | fy(0)|] para cualquier (z,y) € D(0,d3). Luego f es diferenciable
en R,,. Por ultimo f es diferenciable en R = U,,,cnR, de donde se obtiene la tesis.
0

De la prueba anterior, en particular de la continuidad ctp de f,, f,, se puede deducir el siguiente
resultado.

Observacién 1.2.18 Si f : U — R? es K-quasiconforme, entonces fz, fy, [z, fz, iy son medi-
bles.
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Capitulo 2

Acciones quasi conformes en
superficies riemaniannas

En este capitulo aboradermos el problema central de la tesis, es decir estudiar cémo se com-
portan las acciones quasi conformes en superficies de Riemann cerradas. Para esto, primero gene-
ralizaremos las definiciones del capitulo anterior, luego centraremos nuestro estudio en la esfera, y
a partir de ello obtendremos resultados en el resto de las superficies.

Concluiremos que este tipo de acciones en realidad provienen de acciones conformes, y por
tanto basta con estudiar éstas.

2.1. Acciones quasiconformes en superficies de Riemann

Fijaremos la notacion del género de una superficie cerrada como subindice.

Notacién 2.1.1 Dado n € NU {0}, notamos S, a la superficie orientable y cerrada de género n.
Recordemos que el género es una caracterizacion topologica de éstas.

La propiedad de K quasiconformidad de una funcién f (Definicién 1.2.4) utiliza entre otras
nociones, f. y fz,lo queredundaen f; y f,. Para adapatarla a una superficie riemanianna, debemos
o bien fijar dos campos X e Y ortonormales, o bien mostrar que no depende de éstos.

La Definicién 1.1.9 en cambio, si es valida para cualquier difeomorfismo f : .S — S, por lo que
podriamos tomar ésta. Mds atn, esta propiedad se preserva por congujacién de difeomorfismos y
en particular, se tiene la siguiente obresevacién.

Observacién 2.1.2 Dadas S y S superficies orientables cerradas y f : S — S un difeormorfismo
que preserva. Entonces existe K tal que f verifica la Definicion 1.1.9 para ese K.

Dados G un grupo y 7 : G — Dif(S) una accion tal que 7(g) verifica la Definicion 1.1.9
para K1, Vg € G, entonces la accion 7 : G — Dif(S) definida por 7(g) = fr(g)f~" verifica la
Definicion 1.1.9 para K, K>

Sin embargo, para las pruebas de este capitulo y el siguiente necesitaremos el valor uy. Surge
asi el problema sobre como definir f, y f.

Daremos la definicién de jif, y por tanto de K quasiconforme, fijando una métrica riemanianna,
y en particular, un cubrimiento universal.

Género 1

Para S; tomaremos el cubrimiento canénico, de donde S; = T? = R?/Z2. En particular la
métrica en S es de curvatura constante igual a cero.

Definiremos p a partir de un levantamiento, ya que diferentes levantamientos de un mismo
mapa f :S; — S preservan la estructura que deseamos.

Observacion 2.1.3

w Sea f: 51 — 51 una funcidn tal que existe un levantado f :R? = R? que es K quasiconforme,
entonces todos los levantados lo son (con el mismo K ).

s 57 fl Yy fg son dos levantados de f : S1 — Sy, entonces Pj =M, En particular, I, (2) =
t, (2 + (n,m)) para todo (n,m) € /A
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Podemos asi definir mapas y acciones K quasiconformes en S; a partir de los levantamientos.

Definicién 2.1.4 Diremos que una funcion f : S1 — S1 es un mapa K-quasiconforme si existe
un levantamiento f : R? — R? que lo es (esto no depende del levantamiento).

Definimos la dilatacion pi(z) como py(z) = py(2), donde f es un levantamiento de f ym(2) = z
para 7 : R?2 — S, la proyeccion candnica.

Una accidn 7 : G — Hom(S1) es K quasi conforme si cada mapa 7(g) lo es.

Veamos ahora una pequena modificacién de la Observacién 2.1.2. Més en concreto, observar
para un caso especifico como afecta a la definicion de K quasiconforme el hecho de conjugar por
un difeomorfismo.

Supongamos que en S; damos otra métrica de curvatura constante, digamos Sy = R?/A, con A
un latice. Podemos definir que un mapa sea K quasiconforme si su levantado lo es. Esta definicién
es equivalente a 2.1.4.

Observacién 2.1.5 Sean A un ldtice en R? y T : R? — R? una transformacion lineal con T(Z?) =
A. Notemos g : S1 — S el difeomorfismo inducido por T en los cocientes. Observar que T es K
quasiconforme para algun K.

Mads aun, dado un mapa f : S1 — S1, K quasiconforme, aplicando el Corolario 1.2.16, cualquier
levantamiento de go fog~!: Sy — Sp es KK? quasiconforme.

Tenemos asi que la propiedad de ser K quasiconforme, para algun K, se preserva por difeomor-
fismos para los cocientes de la forma R?/A.
Para finalizar veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 2.1.6

» La accion 7 : R? — Hom(S) definida por 7(g9)(v) = 7(0 + g) donde 7 : R? — S; es la
proyeccion candnica y w(0) = v, es una accion 1 quasiconforme (conforme).

= La accion del Ejemplo 1.1.14 no es K quasiconforme.

Género n > 2

En esta situacion tomaremos como cubrimiento D con la métrica hiperbdlica y como cociente
uno simétrico, es decir, que admita como dominio fundamental un 2n-agono regular.

Figura 2.1: Dominio fundamental e identificaciones para n = 2.

Como en el caso anterior, podemos definir K quasiconforme a partir de levantamientos.

Definicién 2.1.7 Una funcion f : S, — S, es un mapa K -quasiconforme si uno/cualquier levan-
tamiento f :D? — D? lo es.

Definimos juy(z) como py(z) = ps(2), donde f es un levantamiento de f y w(2) = z para
m: 1D — Sy la proyeccion candnica.

Una accion 7 : G — Hom(S,) es K quasi conforme si cada mapa 7(g) lo es.
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Géneron =0

Para este caso, dado que el cubrimiento universal es la propia esfera, tomaremos la métrica
de la inclusién en R3. Podriamos asi tomar p de un mapa a partir de las coordenadas en R3. Sin
embargo, utilizaremos las coordenadas en las proyeccién estereogréfica.

Figura 2.2: Representacién del mapa ¢n : R?2 — S?\ {oc}.

Definicién 2.1.8 Un homeomorfismo f : S? — S? es K quasiconforme si la funcion
dn o foon i R2\ {(ox' o f (o)} — R? lo es, donde ¢y' : S\ {0} — R? es la proyeccion
estereogrdfica.

En caso de que f sea quasiconforme, definimos ps(z) para z ¢ {oo, f~*(c0)}, como pg(z) =
Ho=tofosy (0N (2))-

Decimos ademds que una accion 7 : G — Hom(S?) es K quasi conforme si cada mapa 7(g) lo
es.

Estudiaremos el problema de la definicién de p para distintas métricas, més en profundidad en
la seccién correspondiente a cada caso.

2.2. Acciones en $?

En esta seccién estudiaremos todas las posibles acciones de grupos numerables en abiertos de S?
por homeomorfismos K quasiconformes, y probaremos que son conjugados a acciones conformes.
En particular, las acciones en S? son conjugadas a un subgrupo de Moebius, y por tanto de
GL3(C) C GL4(R), de donde vale la alternativa de Tits. Para esto tomaremos como base el
trabajo de P. Tukia en [Tul.

Teorema 2.2.1 Sea G un grupo numerable actuando de forma K -quasiconfome en U C S?. En-
tonces existe un homeomorfismo K -quasiconforme, h : U — V tal que la accion proveniente de la
conjugacion hGh™! es holomorfa en V.

Ademds, h es la restriccion de un mapa f:S? — S? tal que s se anula ctp en UC.

En particular, cuando la accién es sobre S?, podemos concluir que es conjugada a una accién
por transformaciones de Mdoebius.

Notacion 2.2.2 Trabajaremos en esta seccion con algunas retricciones y notaciones especificas.

w El grupo G es numerable. Recordar que si G es finitamente generado es numerable.

v La accion 7 : G — Homy(U) es fiel y K quasiconforme. Para simplificar, utilizaremos
g =7(g). Notar que si la accion no es fiel, esta induce una accion de G = G/Ker(t) que si
lo es, por lo que no se pierde generalidad al agregar esta hipdtesis.

» En caso de que U # S?, fijaremos oo ¢ U. Dado z € U \ {oo}, denotaremos también z a su
preimagen por ¢n (la proyeccion estereogrdfica).

= Definimos U = {z € U : Vg € G Jug(2) y |pg(2)| < k}. Recordar que por definicion de fiq,
se tiene que oo ¢ U.
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» Po(D)={X CD: X #0 y X estd acotado con la métrica hiperbdlica }

Observacién 2.2.3 Dado g € G, el conjunto U, = {z € U : Fuy(2) y |pg(2)| < k} es medible.
Mids ain, m(U \ Uy) = 0. Como G es numerable se tiene que m(U \ UgeqUy) = m(U \ U) = 0.

Dado z € U, como G es K quasiconforme el conjunto M, = {1,(2) : g € G} esta acotado, es
decir M, C Py(D).

Definiremos ahora un par de mapas auxiliares, P : Py(D) C P(D) - D, y rx : D — Rt U {0}
donde X € Py(D). La propiedad que buscamos en P es la siguiente: P(T(X)) = T(P(X)) para
toda isometria T de ID. Recordar que las isometrias de ID son las transformaciones de Moebius tal
que T(D) = D.

Definicién 2.2.4 Dado X € Py(D), definimos la funcion rx : D — RT U {0} como rx(z) =
infilr e Rt : X C B(z,r)}.

Observaciéon 2.2.5 Se cumplen las siguientes propiedades:
1. La funcion rx es continua y propia, por lo tanto tiene minimo.

2. Dado X € Py(D), se tiene que X C B(z,rx(2)). Si ademds X es compacto, existe x € X tal
que d(z,z) = rx(2).
3. Dados X,Y € Py(D) tal que X C Y, entonces min(rx) < min(ry).

4. Dada g : D — D isometria, Vz € D se tiene que r4(x)(g(2)) = rx(z).

Proposicién 2.2.6 Dado X € Py(D), la funcion rx tiene minimo y éste se realiza en tinico punto,
que notamos zx.

Demostracién: Sea r el minimo de rx. Supongamos que existen dos puntos distintos z; # 2o
que realizan el minimo.

Sean t el segmento geodésico entre z1 y 2z, z el punto medio de ¢t y s la geodésica por z tal que
t 1 s. La geodésica s es, de hecho, la mediatriz entre z; y 2o y divide a D en dos regiones, que
notamos D1, Dy donde z1 € D1y 29 € Ds.

Notar que mediante una isometria, podemos suponer z =0y {0} & ¢ & (—1,1).

S

D,

Zf

Figura 2.3: Visualizacion de elementos auxiliares de esta proposicion.

Observar que, como X C B(z;, ), se tiene que el conjunto C' = B(z1,r) N B(z2,7) contiene a
X y por tanto 7 = min(rx ) < min(r¢).

Veamos ahora que r¢(0) < r, lo cual es absurdo. Para esto basta probar que Vy € C, se tiene
que d(0,y) < max{d(z1,y),d(z2,y)} < r, ya que C es compacto.

Afirmacién: Dado y € s se cumple que d(0,y) < d(z1,9).

Si y = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces que y = ik con k > 0 (el caso k < 0 es
andalogo).

Sea v la geodésica que une z; e y parametrizada por y(h) = (y1(h), h). Tenemos asi que

/||w o ydh = / (o (), D)y dh > / 10, 1)l iyl =

2 2
= ———dh > / ———dh = / (0,1) dh > d(0,y
/0 1— [P P 160, )l co,n) 0,9),
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la dltima desigualdad es, de hecho, una igualdad.

Estudiemos ahora los puntos que no estan en la geodésica s.

Sea y € C tal que d(z1,y) < d(z2,y), es decir y € Dy, veamos que d(y, z2) > d(y,0). Sea v la
geodésica entre y y z3. Notar que como y € D se tiene que 7y interseca a s y tomamos yg € yN s.
Tenemos entonces las siguientes desiguladades

d(z2a y) = d(’227 yO) + d(y07 y) > d(07 yO) + d(y()a y) Z d(oa y)

Figura 2.4: Representacién del caso y ¢ s.

De forma andloga, para y € C' N Dy se tiene que d(z1,y) > d(0,y). Podemos concluir asi que
ro(z) < rx(z1) =r, lo cual es absurdo.
]

Dado que el minimo de rx se realiza en un tinico punto, digamos zx, podemos asociar a X ese
punto.

Definicién 2.2.7 Definimos la funcidn P : Po(D) C P(D) — D dada por P(X) = z si solo si el
minimo de rx se realiza en z.

Comentario 2.2.8 La funcion P cumple que:

1. rx(P(X)) = min(rx) y por tanto X C B(P(X),rx(P(X))).

2. Para toda g isometria de D, se tiene que P(g(X)) = g(P(X)).

Podemos redefinir P para el caso particular donde X es finito.
Definicién 2.2.9 Definimos la funcién P, : D™ — D como Pn(21,...,2n) = P({21, .-, 2n}).
Comentario 2.2.10 Las funciones P, son continuas y medibles Lebesgue.

Demostracion de 2.2.1:

Primero buscaremos condiciones para la funcién f, de forma que de cumplirlas sea una solucién
a nuestro problema. Estas condiciones, ademéas del hecho de ser un homeomorfismo, vendran dadas
POr fif.

Veamos primero que si fiyo407-1 = 0 ctp en U para todo g € G entonces se cumple la tesis.

Para el caso U & S2. Como la funcién (;S]:,l ofogo f'o ¢y es un homeomorfismo y
Hy=lofogof—topy = Mfogof=t = 0, aplicando el Corolario 3.2.8 es holomorfa. Este corolario sera
probado de forma independiente en el Capitulo 3.

Como ¢n y ¢X,1 son diferenciables y conformes, tenemos que f o g o f~! también lo es, luego
es holomorfa.

En caso de que U = S?, solo falta estudiar el problema en 2 puntos aislados A = {co, (fogo
f~1) 71 (c0)}. Es decir fogo f~! es holomorfa salvo en a lo mas A. Como fogo f~! es continua,
la singularidades en A son evitables, y por lo tanto fogo f~! es holomorfa en S?, concluyendo asi
la tesis.

La propiedad jtfog0p-1 = 0 ctp para un g fijo aplicando el Corolario (1.2.16) es equivalente
a pp(z) = ppgr-10f(2) ctp. Como a su vez figsr-107(p) = prg(p), basta encontrar f tal que
tr(p) = pyqe(p) para casi todo p, para todo g € G.
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Aplicando la férmula del resultado (1.2.15), tenemos que se verifica ctp la siguiente ecuacién

— g (p) + ,uf(g(p))e(*%qf%l)i
L+ Ng(P)#f(g(p))e(Qﬁlfml)l

115 (p) = fifog(p) (2.1)
Definimos la transformacién de Méebius asociada a la igualdad anterior, tomando como variable

wr(g(p)),
7204172ﬁ1)i

_ pg(p) + zel
Ty(p)(2) = 1+ zpy(p)eBi—201)i”

Notar que para cualquier ¢’ € G, se verifica que
720&172[31)1;

_ 1g(p) + p1gr (9(p))el
Tg(p)(ng (9(p))) = L+ 11y (9(0) g (p)e@Pr 200

= Hg'og(P)- (2.2)

Veamos que T, (p)(D) = D. Para esto recordemos que i4(p) = k1e=2%1%, de donde

,Ufg(p) + 26(720517251)7; kle(alfﬁl)i + 26(70417B1)i

Ty(p)(2) = 1+ zpu(p)e2P1—201)i el tB)i 4 g e(—art+B1)i

(2.3)

Es decir T(z) = gigj donde |a| < 1y |b] =1, y por tanto T preserva D.

Dado p € U, los conjuntos M, = {114(p) : g € G} estdn acotados uniformemente en D, y ademds
se tiene que

Ty(p)(Myipy) = {Tg(0) (g (9(p))) : ¢ € G} = {pgry(p) : ¢’ € G} = M,, (2.4)

donde la segunda igualdad se da por la ecuacién 2.2.
Definimos la funcién ~
() = P(M.) sizeUs
e = 0 sizeUC.

Observar que dadoge Gy p € U, aplicando la ecuacién 2.4 y el Comentario 2.2.8, se tiene que

u(p) = P(Mp) = P(Tg<p)(Mg(p))) = Tg(p)(P<Mg(P))) =T,(p)(1(g9(p)))-

Si jup = p entonces pu(z) = Ty(2) (15 (9(2))) = fioq(2) para todo z € U, de donde se verifica la
tesis.

La existencia de una funcién f : C — C cuya dilatacién py sea una funcién dada u, donde u es
medible y |||l < k < 1 estd garantizada por la existencia de soluciones a la ecuacién de Beltrami
(Capitulo 3). Adem&s, podemos pedir a f que sea un homeomorfismo y lim f(z) = oo (solucién

Z—00

normal).
Basta entonces probar que p es medible.
Sea g, una numeracién de G, definimos las funciones g, : S — D como

— Pn(:ush (Z)v "'7/’('_1771(2)) si z € U;
pin(2) = { 0 si 2 € UC.

El mapa P, es medible, y por el Corolario 1.2.18, cada p,, también lo es. Se deduce que puy, es
medible. Veamos ahora que p,, tiende puntualmente a p, de donde se obtiene que p es medible y
que estd uniformemente acotada.

Afirmacién: Dado z € U, se tiene que ju,(z) = u(2).

Supongamos que 3z € U tal que p,,(2) no converge a u(z). Notemos X,,(2) = {p1g, (2), ..., pig,, (2)}
y X(2) = UpenX,,. Recordar que P(X) = pu(z).

Como X,, C B(0, K), se tiene que i, (z) estd acotado. Luego, existe una subsucesién convergente
tn, (2) = p # u(z). Sea d la distancia entre ellos, es decir 0 < d = d(p, u(z)).

Sea 1, la sucesién dada por r, = rx, (P(X,)). r, es monétona y estd acotada por k, luego
tiene limite. Como ademés X,, C X, se tiene que r,, = r < rx(P(X)).

Notar que X,,, C B(P(Xy,),rx,,(Xn,)) C B(p,7x,,(Xn,) +d(p, P(X»,))), como ademéds se

tiene que P(X,,) = py Xp, C X, sil <I', entonces para todo [ se tiene que X,,, C B(p,r).

Dado que X, es una subsucesién de X,,, que es a su vez una sucecién encajada de conjuntos,
entonces X = UX,,, y por tanto X C B(p,r). Como r < rx(P(X)), tenemos que r = rx(P(X)) y
p = P(X) lo cual es absurdo.
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Concluimos asi que p, converge puntualmente a p y por tanto ésta es medible y esta unifor-
memente acotada. Es decir, existe K < 1 tal que |u| < K.
O

Tenemos entonces que en el caso de acciones de grupos numerables en S? K-quasiconformes,
son conjugadas a acciones holomorfas. Pero las tinicas funciones holomorfas biyectivas en S? son
las transformaciones de Moebius. Luego si la accién es fiel, se tiene que G ~ H C SLy(C). Tenemos
asi que en este caso podemos aplicar la alternativa de Tits.

Corolario 2.2.11 Sean G un grupo finitamente generado y 7 : G — Hom(S?) una accion K-
quasiconforme. Entonces la accion admite una medida invariante o G tiene un subgrupo libre a
dos generadores.

Podemos preguntarnos ahora como identificar cada caso. Es decir, encontrar alguna medida
invariante o determinar que no exista ninguna.

Como la accién es conjugada a una holomorfa, basta estudiar esas acciones, y por lo tanto las
posibilidades para G son similares a la seccién 1.1.2.

Observacién 2.2.12 Sea 7: G — Hom (S?) una accién holomorfa.

» Si 7(G) tiene un elemento hiperbélico, entonces existe x € S? tal que #orbg(z) < 2 0o G
contiene un subgrupo isomorfo a Fs.

» Si 7(G) tiene un elemento parabdlico, entonces la accidn admite un punto fijo global o G
contiene un subgrupo isomorfo a Fs.

Resta entonces estudiar el caso en que todos los elementos son elipticos.

Acciones elipticas

Fijemos ahora una accién holomorfa 7 : G — Dif(S?) tal que 7(g) es eliptica para todo g € G.
Estudiaremos aqui condiciones para la existencia de medidas de probabilidad invariantes. Em-
pecemos con algunos casos secillos.

Observacion 2.2.13

» Siord(t(g)) < oo, Vg € G, entonces no existen subgrupos isomorfos a Fo en G. Luego la
accion admite medidas de probabilidad invariante.

» Si G es abeliano (no existen subgrupos isomorfos a Fy), entonces la accion admite medidas
de probabilidad invariantes, mas aun, si G ~ Z la accion admite como medidas invariantes
las descritas en la subseccion (1.1.2).

Ademaés hay otros ejemplos donde podemos dar explicitamente las medidas invariantes.

Ejemplo 2.2.14

v Si la accion admite un punto fijo global, digamos p, entonces 6, es una medida de pro-
babilidad invariante. Si la accidn admite una orbita finita, digamos {p1,...,pm}, entonces
W= % it Op, es una medida de probabilidad invariante.

. ., . leb, . .
» 5i G < SL3(R) y la accién es la candnica en S?, entonces 72 es una medida de probabilidad
. . . ., . . .. lebga
invariante. Si la accion es conjugada a una de esta forma, la conjugacion de — = es una

medida de probabilidad invariante.

Falta entonces estudiar los ejemplos en los que no se cumplen las hipétesis de 2.2.13 y 2.2.14.
Es decir, podemos pedir para la accién las siguientes hipdtesis:

s Existe un elemento g € G de orden infinito. Mediante conjugacién podemos suponer que
g(z) = Az, con A irracional (mapa f3 de la seccién 1.1.2).

» Para todo z € S? se cumple que #orbg(z) > 3. De hecho, se podria exigir que no existan
orbitas periodicas, pero es suficiente con la restriccién anterior.

Proposicion 2.2.15 Bajo las hipdtesis antes mencionadas existe una funcion h € G conjugada a
g tal que fix(g) N fiz(h) = 0.
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Procedimiento: Como no hay 6rbitas de orden menor a 3, existe un mapa g; € G tal que
91(0) ¢ fix(g). Si ademds gy (c0) ¢ fix(g), entonces el mapa h = g; o go gy * tiene orden infinito y
fix(g) N fix(h) = 0.

En caso de que g1 (00) € fix(g), de nuevo, como no hay dérbitas de orden menor 3, existe go € G
tal que gz 0 g1(00) ¢ fix(g). De forma andloga al caso anterior si go 0 g1(0) ¢ fix(g), tenemos que
h=(g20g1)0go(g20g1)""! tiene orden infinito y fix(g) N fix(h) = 0.

Si por el contrario g2 o g1(0) € fix(g), lo que haremos sera precomponer con g. Esto es porque
91(0) ¢ fix(g), se tiene que #orby(g1(0)) = oo, y por tanto existe m € Z tal que g2 0 " 0 g1(0) ¢
fix(g). Por otro lado, como g;(c0) € fix(g), tenemos que gz o g™ o g1(00) = g2 0 g1(00) ¢ fix(f).
Concluimos asf que h = (ga0g™ogi)ogo (ga0g™ogy)~! tiene orden infinito y fix(g) Nfix(h) = 0.

g

92

g20g1(o0) = g20g™ 0 g1(c0)

g209™ o g1(0)

920 g1(0)

Figura 2.5: Representacién del procedimiento de la construccion de h.

Comentario 2.2.16 Si existen h,g € G como en las condiciones de la proposicion anterior en-
tonces G no es abeliano, ya que hay conjugaciones no triviales.

Para saber si la accién preserva una medida, separaremos en dos casos. Si g y h admiten un
circulo invariante o no. Es decir, si existe z € C\ {0} tal que orby(z) = orby(z).

Para z € C, se tiene que orby(z) = rS' donde r = |z|. Ademds Vz’ € orb,(z) se verifica que
orb,(z) = orbgy(2’).

Como h es conjugado a g, se tiene que ThT~!(z) = Az, para todo z € C, donde T es una
transformacion de Mdoebius. En particular, si co ¢ T(rS!) se tiene que h(T(rS')) = T(rS') y
h|p(rsty tiene drbitas densas.

Notacién rS' = T(rSh).

Observar que para r > 0, el conjunto rS! es un circulo en C, pues es la imagen de un circulo por
una transformacién de Moebius y oo ¢ T(rS'). En el caso que oo € T(rS!), entonces T'(rS') N C
es una recta.
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Tenemos asi que la condicién orby (z) = orb,y(z) es equivalente a que existan r, s € RT tales que
rSt = sSt.

Caso 1: Los mapas g y h no admiten circulos invariantes comunes

Proposicion 2.2.17 Si r§t £ sS' para todo par r,s € RY, entonces la érbita de z es densa para
todo z € S°.

Demostracién: Como la accién no tienen o6rbitas de orden menor a 3, basta probar la tesis para
todo z € §?\ {0, c0}.

Dado z € C\ {0}, tenemos que orby(z) = |z|S'. Luego orb(z) = orb(|z|S'). Definimos my, M;
como

my = inf{|h"(w)|: w € |2|S*,n € Z},

M. — sup{|h"(w)| : w € |2|St,n € Z}  si {|h"(w)] : w € |2|S*, n € Z} esta acotado;
e +00 en otro caso.

Dado w € |2|S!, tenemos tres posibilidades para orby (w):
1. orbp(w) = w;

2. orby(w) N C es una recta;

3. orbp(w) N C es un circulo.

Las condiciones 1 y 2 se dan en a lo sumo 4 puntos. En el caso de la condicién 3 recordando
que orby(w) = soSt para algin sg, y que no hay circulos comunes a g y h, hay dos posibilidades
para orbp (w):

3.1. soS! es tangente |z[S;
3.2, #(s0S' N z[SY) = 2.

Para el caso 3.1. como 7S! # sS1, se tiene que (soS! N |2|S') = {w}. Luego como las cir-
cunferencias sS! son encajadas, se tiene que existe s’ > s, arbitrariamente cerca de s tal que
#(soSt N |2|SY) = 2.

Concluimos asf que existe w tal que #(soS' N ]z|S!) = 2. Por tanto m; < |z| < M.

'I’SI

i
\

Figura 2.6: Sitauacién rS* y sSt tangentes.

Como orb,(z) es denso en |z|S* y |orby(|z|S')| es denso en [mq, M;] se tiene que
orby(orbp(orby(2))) = Apm, a)- En particular, la érbita de z es densa en el anillo Ap,,, az,]-
Definimos por induccién m; 1 y M;11 como myyq = inf {|h”(w)\ neZywe A[mi,Mi]} y

Mo, — Jsup {In(W)|:n€Zywe Ay, vy} si {|h"(W):n€Zywe Ay, ;) esta acotado;
e +00 en otro caso.

De forma andloga al paso base, como no hay circulos comunes a h y g se tiene que my,41 <
My < My, < Mp4q.

Las sucesiones m,, y M, son monétonas y por tanto tienen limite. Probaremos ahora que
my, — 0y M, — +0c0, de donde se concluye que la 6rbita de z es densa.

Supongamos que m,, — m > 0.
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Repitiendo el procedimiento de 7S' para mS!, tenemos que orb(mS!) > A[ml,Ml] con My > m.

Como m, — m, existe n’ tal que m,, < M, y por tanto existen f € (g,h) y w € rS! talque
|f(w)] < M. Luego existe k € Z con |h¥ o f(w)| < m, lo que es absurdo. Concluimos asf que m = 0.
Miés atin, como 0 ¢ fix(h) = per(h), se tiene que sup{|h¥(0)| : k € Z} > 0, y por lo tanto existe
ng tal que my,, = 0.
El procedimiento para ver que existe n; tal que M,,, = +0o es andlogo.
g

A partir de este resultado y asumiendo que la accién de G preserva una medida, veamos qué
condiciones debe cumplir ésta.

Sabemos, por la seccién (1.1.2), que p es de la forma 1.2. De la demostracién anterior se puede
concluir la siguiente observacion:

Observacién 2.2.18 Dados r >0 y w € rS!, se tiene que p(rS') = p(Jh(w)|S?).
Por tanto la medida p no puede tener circulos singulares. Es decir, u(rS') = 0 para todo r € R*
ya que dado z € C\ {0} el conjunto {|h™(w)| : w € |2|St,n € Z} es infinito.

Como la accién tiene 6rbitas densas, u(U) > 0 para todo abierto U. Luego, recordando la
descomposicién de i de la seccién 1.2, tenemos que

w=mq X lebst,

donde m; y lebg+ son equivalentes.
Existe as{ un homeomorfismo ¢ : RT — Rt diferenciable ctp tal que ¢ x Id : Rt xS — R+ xSt
verifica (¢ x Id)*(u) = <22

A7
. , . . leb
Concluimos asi que, en el caso 1, la medida p es conjugada a Zf{z .

Como ejemplo de grupo en estas condiciones basta tomar la accién de subgrupos de SL3(R?)
finitamente generados sin puntos periodicos.

Caso 2: Los mapas g y h admiten algin circulo invariante comiin

Observacion 2.2.19 Los mapas g y h solo tienen un circulo en comun.

Idea de la demostracién: Si se preserva rS! y tambien se preservan las componentes de S?\ rS!, ya
que son rotaciones irracionales.

Asumiendo que r = 1 tenemos que preservan D, y como son transformaciones de Mdoebius, son
isometrias de ID. Luego, si el mapa h preserva algin otro circulo rS' con r < 1, deberia ser una
rotacion, sin embargo como 0 ¢ fix(h), esto es absurdo.

El caso general se puede adaptar facilmente desde las asunciones anteriores.

Sea 7o tal que h(roS') = roS!. Observar que p no es singular para este cfrculo, es decir,
wu(roSt) = 0. Ya que de otra forma h deberia preservar Lebesgue, es decir, ser una rotacién, lo cual
es absurdo pues h(0) ¢ {0,00}.

El conjunto S? \ rS! tiene dos componentes conexas. Como h es conjugada a g, es decir, una
rotacion irracional, preserva estas componentes.

Por la descomposicién hecha en la seccién 1.2, tenemos que fi,,s1 = [ lebgi. Sil > 0, entonces
hlnyst deberfa ser una rotacién, pero como h(0) # 0 esto es absurdo.

Reproduciendo la demostracién de (2.2.17), tenemos que g y h actA°an por érbitas densas
B(0,79) v S?\ B(0,79), y en cada componente de S? \ roS! .

De forma anéloga a la conclusién del caso g y h sin circulos comunes, se tiene que p es conjugada
a % en cada una de las componentes.

De nuevo de forma andloga al caso 1, u es equivalente a lebg2. Es decir

w4 = [ du= [ 1) diche,

para todo A boreliano, donde f es una funcién medible positiva ctp.
Dado g € G, como es un difeomorfismo tenemos que

uGA) = [ F(=)dlebg: = / F(§()17(9)(2)]] diebss.
g(4) A
Liego 1(2) = F§NIIG] Iebe ctp.
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s la érbitas de (g, h) son densas;
= g, h son isometrias en D;
= f constantes ctp en 7S*;

se tiene que existe ¢ > 0 tal que f(z) = cﬁ ctp, lo cual es absurdo pues p no serfa una medida
finita.

Concluimos as{ que (g, h) no pueden tener medidas de probabilidad invariantes si tienen un
circulo en comtun.

2.3. Acciones en S; = T?

En esta seccién estudiaremos el problema para T? = R? /Z?2. Para ello adaptaremos los resulta-
dos de la seccion anterior llegando a conclusiones analogas. Es decir, que las acciones quasiconformes
son conjugadas a conformes, lo que en este contexto es més restrictivo. En particular, no existen
acciones 7 : Fy — Hom, (T?) fieles y K quasi conformes.

Partimos asf de una accién 7 : G — Hom (T?) fiel y K quasiconforme, donde G es un grupo
numerable.

Para adaptar la prueba de 2.2.1 estudiaremos el levantamiento de la accion.

Definicién 2.3.1 Definimos el grupo G como todos los levantamientos de 7(G). Notamos Z al
subgrupo normal de los mapas de cubrimiento, que en este caso son g(z) = z+(n,m) con n,m € Z,
en particular Z ~ 72.

Notamos ademds la accion 7 : G — Hom (R?) como 7(g) = g. Observar que esta accion es K
quasiconforme.

Los grupos Gy 7(G) estan relacionados de la siguiente forma.
Observacién 2.3.2 Dado que la accidn 7 es fiel, se tiene que G ~ 7(G) ~ G/Z.
Para poder aplicar el teorema 2.2.1 conjugamos por la proyeccién estereografica.
Definicién 2.3.3 Sea 7, : G — Hom, (S*\ {o0}) la accién definida por 71(g) = ¢n 0 go o' (2).

Observar que la accién 7 es fiel y K quasiconforme. Podemos ahora aplicar el Teorema 2.2.1 a
la accién 7.

Corolario 2.3.4 Exziste un homeomorfismo h : R> — R? tal que la accion 71 : G — R2 definida
por 71(g) = h#1(g)h~! es conforme.

Si condieramos la extensién de la accién 7; a S?, ésta tiene a oo como punto fijo global. De
donde 54 es una medida de probabilidad invariante, pero ésta no se adapta a R2. Por lo que, a
priori, no sabemos si preserva alguna medida en S;. Para probar que si hay medidas invariantes
en T2, usaremos la estructura de los homeomorfismos conformes de R2.

Corolario 2.3.5 El grupo Tl(é) es un subgrupo de los mapas afines del plano

Affin(C)={g:C—C:g(2) =az+b con a,b € C}.

Notar que Affin(C) es soluble, y por tanto 71(G) también lo es. por ser un subgrupo de éste.
Como G ~ 71(G), G es soluble. Por ltimo, como los cocientes de un grupo soluble son solubles,
tenemos la siguiente observacién.

Observacién 2.3.6 El grupo G es soluble y por tanto la accion 7 : G — Hom, (T?) admite una
medida de probabilidad invariante.

Dada h como en 2.2.1, el subgrupo A = hZh~! es conforme e isomorfo a Z2. M4s ain se tiene
que el conjunto orby (0) = h(Z?) es infinito y discreto, de donde se tiene que es un latice.

Observacién 2.3.7 Dado un mapa g € A, se cumple que g(z) = Az + b, con |A| = 1.

Esta observacion se debe a que, en caso contrario, g tendria un punto fijo atractor o repulsor.
Luego orb,(h(Z?*)) no serfa discreta ya que h(Z?) es infinito.
Por otro lado, A no puede tener rotaciones, ya que sino se da una de las siguientes situaciones:
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m Sige€ Acong(z) =Az+b, |A\] =1, A # 1y de orden finito, entonces ¢ tiene orden finito.
Pero esto es absurdo pues A ~ Z2.

» Sige Acong(z) =Az+b, |\ =1, X de orden infinito, entonces orb,(h(Z?)) no es discreto,
ya que el conjunto h(Z?) es infinito y ¢ es una rotacién irracional.

Concluimos asi el siguiente resultado.

Observacién 2.3.8 El grupo A estd generado por dos traslaciones: A = (z + w1,z + wa), donde
{wi,wa} es un conjunto LI en R.

El hecho de que {wy,ws} sea LI en R se debe a que si no lo fueran, o bien son LI en Q, y por
tanto orby(h(Z?)) no seria discreta, o bien no son LI en Q y A no seria isomorfo a Z?, ya que
habria otras relaciones entre los generadores.

Consideremos entonces la accién conjugada en el espacio cociente Tp = R?/A. Que también es
un toro.

Observacion 2.3.9 La conjugacion por h es un isomorfismo de grupos (h(?h_1 ~ G ). En
particular, el latice A es normal en hGh™! y por tanto induce una accion 7' : G — R?/A = Ty.
Como la accion 7' es holomorfa y preserva un ldtice, entonces para todo g € G, se tiene que
71(9)(2) = Az +w con |A| = 1. En particular, 71(G) preserva lebgz. Luego, 7' preserva la medida
estandar en Ty.

Tenemos entonces que, salvo conjugacion, las acciones quasiconformes son conformes, preservan
isometrias.

Antes de culiminar veamos una propiedad mas de 7/(G).

Dados g € G y 21, 22 tales que g(z) = Az +w y 21 — 22 € A(0), se tiene que g(z1) — g(22) =
A(z1 — z2) € A(0). Es decir, el mapa z — Az es una rotacién que preserva A(0), y por tanto
ref{l,i,—1,—i}.

Podemos resumir asi los resultados de esta seccién en el seguiente teorema.

Teorema 2.3.10 Dado G un grupo finitamente generado y 7 : G — Hom(T?) una accion K
quasiconforme, existen A un latice y f : T?> — Ta un homeomorfismo quasiconforme tales que la
accion 7' : G — Hom(Ty) definida por 7/(g) = fr(g)f~!, es conforme y preserva lebr, .

Ademds, si la accion T es fiel entonces G es soluble. Mds ain G es isomorfo o bien, a un
subgrupo de

(C/A) x Zy donde (wa, 22)(w1,21) = (wz + em%whzle) :
o bien, es un subgrupo de

(C/A) x Zy donde (wa, z2)(w1,21) = (wz + €i7rz2wl,211212) .

2.4. Acciones en superficies de genero n > 2

Fijemos primero el género de nuestra superficie, digamos n. Al igual que para T2, para cualquier
superficies S,, tenemos un cubrimiento simétrico.
Para adaptar la prueba de 2.2.1 estudiaremos el levantamiento de la accién.

Definicién 2.4.1 Definimos el grupo G como todos los levantamientos de 7(G). Notamos Z al
subgrupo normal de los mapas de cubrimiento.

Notamos 7 : G — Hom.y (D) a la accién 7(g) = g. Observar que esta accién es K quasiconforme.
Los grupos G y 7(G) estén relacionados de la siguiente forma:

Observacién 2.4.2 Dado que la accion 7 es fiel, se tiene que G ~ 7(G) ~ G/Z.
Para poder aplicar el Teorema 2.2.1 conjugamos por la proyeccion estereogréfica.

Definicién 2.4.3 Sea 71 : G — hom (S?\ {o0}) la accion definida por #1(g) = ¢n © g o o' (2).
Esta accion es fiel y K quasi conforme.

Podemos ahora aplicar el teorema 2.2.1 a la accién 7y.
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Corolario 2.4.4 Sea G un grupo finitamente generado y 7 : G — Hom4 (D) una accién K quasi-
conforme. Entonces existe un homeomorfismo h : D — D tal que la accion 71 : G — D definida por
71(9) = hryh™! es conforme.

Si bien el resultado 2.2.1 no fija el dominio, podemos suponer que h : D — D ya que, en
cualquier caso, h(ID) es simplemente conexo y distinto de S? \ {p} para cualquier p. Por tanto
podemos aplicar el teorema de Riemann.

Los tnicos homeomorfismos conformes de D son las transformaciones de Mdéebius que lo fijan,
pero estas, son ademas las isometrias de D.

Como la conjugacién por h es un isomorfismo de grupos, hZh™! < hGh1, y en particular,
D/hZh~! es un n toro.

Por tltimo, como la cantidad de automorfismos de una superficie hiperbélica es finitos [N A]
podemos resumir toda la informacion en el siguiente resultado.

Teorema 2.4.5 Sean G un grupo finitamente generado y 7 : G — Hom(S,) una accion K
quasiconforme. Entonces existe f : D — D un homeomorfismo quasiconforme tal que la accion
7' G — Hom(S,) definida por 7'(g) = ht(g)h~! es conforme. En particular, actia por iso-
metrias, de donde preservan la medida en el espacio cociente D/fZ f1. En particular, como son
automorfismos de una superficie hiperbolica cerrada, si la accion es fiel, G es finito.
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Capitulo 3

Existencia de soluciones a la
ecuacion de Beltrami

En este capitulo probaremos la existencia de soluciones a la ecuaciéon de Beltrami. Es decir,
dada una funcién medible p : C — D tal que ||p|lec <k < 1, encontrar f : C — C homeomorfismo
K quasi conforme tal que f: = puf,. Esto es lo que resta en la prueba del Teorema 2.2.1. Para esto
seguiremos los pasos dados en el texto [Ah].

El mapa f resultard como punto fijo de un operador lineal contractivo, para llegar a éste,
pasaremos por dos operadores auxiliares (P y T).

Notaciones a lo largo del capitulo:

= A menos que se explicite lo contrario, un nimero p cumple que p > 2 y en general estara
asociado a un espacio LP.

= Denotamos Cy(K,K’), donde K, K’ € {R,C}, al conjunto de funciones continuas con soporte
compacto, y C§ (K, K’) a las funciones de clase C™ con soporte compacto. Dada una funcién
f € Co(K,K'), notamos Ry € RT a cualquier nimero que verifique Sop(f) C B(0, Ry).

» Fijaremos p : C — C una funcién medible tal que ||pl]lcc = k& < 1. En ciertos resultados
pediremos hipétesis adicionales para p.

3.1. Definicion y propiedades de los operadores Py T

Definicién 3.1.1 Sea p > 2. Definimos el operador lineal P : LP(C) — C® como

Ph(¢) = f%//h(z) (zic - i) dady.

El operador P estd bien definido pues f(z) = (zig — %) € L1(C,C) para todo g € (1,2). En

particular, para gy con % + q% =1.

Proposicién 3.1.2 Sea h € Cy(C,C). Entonces ¥¢ ¢ B(0, Rp,) se cumple que

1 h(z) LA
Ph(¢) + f// drdy| < =22
T JJil<rn  * I¢l — R,
Demsotracién: Notar que si [{| > Ry, la funcién g¢(z) = Z(—Zc) verifica que g¢ € Cy(C, C), pues la

singularidad de Z—ic no pertenece al soporte de h. Ademas Sop(h) = Sop(g¢). Acotando el médulo

Rl oo
de g¢ tenemos que |g¢(2)] < ‘g‘_”Rh, Vz € Sop(ge).

Tenemos asi que
1 h 1

Ph(¢) + — // hiz) dxdy = // gc(z) dzdy
T JJlz|<Ry # T JJ\z|<Rp

En particular, tenemos el siguiente resultado:

2
< l// 1Al oo dudy — Ryl|hlloc
7 JJjz1<r, 1C] = R ¢l = Ry

O
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s z

1
Corolario 3.1.3 Sea h € Cy(C,C). Entonces Ch’m Ph(¢) = —— // h(z)
— 00 ‘<Rh

Proposicién 3.1.4 Sea h € LP(C,C). Entonces la funcién Ph es continua y a-Holder para el
exponente o = 1 — 2

P
Demostracién: Sea ¢ tal que %—i—% = 1. Como f(z) = (zig — %) = ﬁ cumple que
f € LY(C,C), aplicando la desigualdad de Hélder tenemos que
Iq 1
Ph(¢ hflli < |l —_
PRI = Zlingh < 10l 2 |

q
Acotemos ahora H ﬁ“ . Aplicando el cambio de variable z = (Z, tenemos que
q

[ 12 = o1 aedy = [ [ ¢t = 1 1cP dadg = ioP-2 [ [ 161 = )17 i

2(1—q)

Como ﬁ € L1(C,C), tenemos que Hﬁ“q = [(] , y por tanto

z(z—1) ‘ q

1

[
|Ph(C)|STp\C| at -1

q

1.1 _ - 2-2q —_2_ _q1_2
Comop—l—q—l,setleneque 7 —i—l—q 24+1=1 p,luego

1
z(z = 1),

ﬁ“ solo depende de ¢, o lo que es igual de p. Tenemos asi la desigualdad de
q

Ph(c)] < 1l
T

Notar que

Holder entre 0 y ¢, ya que Ph(0) =0, y por tanto

_
z(z = 1),

Veamos que el caso general se remite al anterior. Por definicién tenemos que

- = - (- 2) [ (12~ 2) o] -
// ( :— Q) (Z—1C2)> dmdy‘ - H//’“”@) (_;H 1) dady|,

donde la tltima igualdad se obtiene aplicando un cambio de variable lineal, de hecho una traslacién.
Llamamos h; : C — C a la funcién hq(z) = h(z + (3). Tenemos que hy € LP(C,C), y més atn,
|h1]lp = ||R]lp- Podemos vincular h con h; mediante las siguientes igualdades

1
P~ i) = -+ [[ e+ ) (=~ 1) oy =

1
:,,// <z—(1+C2 z> dzdy = Phy (1 — C2),

de donde se sigue que

1—2
I3

|Ph(0) — Ph(¢)| = |Ph(¢)| < IIF;IIp

IPR(G) ~ PR(G@)] = [Pha(G — &) <~ — Gl FKyllally = 16— Gl 3Ky ).

Por tanto Ph es 1 — 127 Hélder. En particular, Im(P) c C°(C,C).
O

El operador T lo definiremos para funciones en C§(C, C). Probaremos que es un encaje isométri-
co de CZ(C,C) en L?, y en particular es Cauchy continua. De esto, vemos que podemos extenderlo
a L2, pues C3(C,C) es un conjunto denso. Probar que T pertenece LP para p > 2, es més técnico
y se realizard en la Seccién (3.4).
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Proposicién 3.1.5 Dado h € CL(C,C), se tiene que existe el limite

h
lim // (2)
e—0t |z|>e¢ z

Demostracién: Notar que dado € > 0, la integral [ fl g Mz) dxdy converge pues h es continua

con soporte compacto. Mas atin
h
dxdy = // g dzxdy.
Ryp>|z|>e #

I

Sea h(z) = h(0) + h,(0)z + hz(0)Z + r1(2) el desarrollo de Taylor de h de orden 1 en 0. Basta
probar que para cada término t(z) el limite

t
lim // (722) dzxdy
e—0t Ry >|z|>e€ ¥4

existe.
s La funcién g(z) = hZ(S) cumple que g(z) = —g(iz), de donde tenemos que

h(0) _ h(0) _

// Ry, >|z|>e€ 22 dxdy - Ry >|z|>e€ 22 dxdy B

arg(z)elo,m/2) arg(z)e([n/2,m)
h(0 h(0)
// B>l e 22 dxdy - // Ruslelse o2 0y,
arg(z)e(n,3w/2) arg(z)e[3n/2,2m)

y por tanto 61_1>T(I)1+ fth>\z\>e g(z) dxdy = 0.

h=(0)z (0)

= Las funciones g1 (z) = =2~ = y go(2) = 22 hz(0)z°

7 = . cumplen que g;(z) = —gi(—2).
Luego, de forma anéloga al caso anterlor, se tiene que 61_1)1(1)1+ fth>|Z|>E gi(z) = 0.

ri(z)

» La funcién ¢(z) = es continua en C\ {0} y cumple que lim, ¢ g(z) = 0. Luego g se

puede extender continuamente en 0. Como 2 S € L} ., el limite EE%Lr fth>\Z\>€ t%) dxdy =

lim fth>|z|>e 9G) drdy existe.

e—0t z

Notar que la proposicion anterior se puede extender a un punto arbitrario. Dado ( € C, el
limite EEI(I)lJr / flz— CI>e Gom C))z dzxdy existe. Podemos asi definir el operador 7'

Definicién 3.1.6 Definimos el operador T : CZ(C,C) — C® como

Th(¢) :hmff// —— dxdy.
e—0Tt |z—C|>e Z—

Veamos ahora una cota anédloga a la de la Proposicién 3.1.2 para el operador T

Lema 3.1.7 Sea h € C3(C,C). Entonces V¢ € C con |¢| > Ry, se cumple la desigualdad
R3 ||hllss
(Th(Q)| < Al

Demostracién: Fijemos ¢ ¢ B(0, Ry,). Se tiene que

o) = tim — ff el ( z—(<)> vty = [ . <zh—(zg>2dxdy’

pues la funcién g(z) = % no tiene singularidades.
Acotando factor a factor para todo z € B(0, Rp,), tenemos que

L
(z—-¢)?

1

hlloo < ———
flloe < e R0 2

19(2)] < ] ll.
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Luego, podemos acotar Th(¢) por
/= B
sl<R (2 — 2| <Rp

Estudiemos ahora la regularidad de Ph a partir de la regularidad de h, y vinculemos ambos
operadores.

h — e =
ITh (L

O

Proposicién 3.1.8 Dada h € C3(C,C), la funcién Ph es de clase C*. Ademds, se cumplen las

iqualdades
(Ph)z = h, (Ph), =Th. (3.1)

Demostracién: Calculemos las derivadas parciales de Ph, empezando por la derivada con res-
pecto a x. Por definicién

Ph r)— Ph
Phx(():}fg% e i = _rli%mﬂ(// (z— C+T)zi§>dxdy>'

Dado que h tiene soporte compacto, si ¢ ¢ B(0, Ry,), tenemos que Ph,(¢) = —% [[ h(2) (Z

<)

Luego Ph, es continua en C\ B(0, Ry). Sin embargo, esta igualdad no es cierta en B(0, Ry).
Como h tiene soporte compacto, tenemos que

- _Ma) h(z)
Phal0) = }1_% o <// |[<Rn+1 % = C 2= (C+7) ey = //Z<Rh+1 z=C dxdy> ’

ya que ambos convergen. Si |r| < 1, aplicando el cambio de variable lineal z — r = %, en la primer
integral obtenemos

Pha(o) (715%//<RH1 z+r2 h(z) <zic> dxdy>-

Recordemos que existen u,v : C — R tales que h(z) = u(z) + iv(z) con u,v en C'. Por valor
medio tenemos que existe 0,,0, : (0, Ry + 1) x [0,1] — [0,1] tales que

Ph hm—// U$Z+0 (ZT))+“}1¢(Z+0U(Z T))
. |z|<Rp+1 ’

—¢

Dado un par de suceciones a.,, b, — 0, podemos aplicar convergencia dominada, es decir

Y // (2 + bu(z; an)an) +ivz(z + 0u(2,b0)bn) =1 // he(2)
notee T JJjz|<Ru+1 z=¢ ™ sy 276

Como ésto es valido para cualquier par de sucesiones, repitiendo el argumento en Ph, obtenemos

las férmulas . i) -1 et 0)
Phw(C):W//lZKRhZ_://;

Phy(o:;//mzy—z 4// Neaas)

Por tanto deducimos que Ph, y Ph, son continuas, y que Ph € C’O((C, C).

Verifiquemos ahora las igualdades (3.1). Para eso veamos otra expresién para Ph, y el resultado
andlogo en Phy,.

Primero separemos el dominio en 5 regiones, en funcién de un parametro dg € (0, 1):

» Ci50.0) = {(z,9) €C:||(z,9)| <o}
2 Cso1) = {(2 €[00, 0],z € [\/&3 — y?, Ry + ¢ + 1]}

(z,9)
» Cioo2) = {(z,9) 1y €[00, 0], € [-(Bn + (I + 1), —/05 — v°]}
(#,y) sy €[00, Ry + (| + 1], € [=(Rn + (] + 1), B + [¢| + 1]}

(3.2)

Y

2 Clso3) = {(z,y
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» Cooy = {(z,y) sy € [=(Ry +[¢[ +1), =bo], 2 € [=(Rn + || + 1), R + [C] + 1]}

C(50.3)

Cs0,2) Q )

C50,4)

Figura 3.1: regiones C(do, ).

Notemos C' = U? 0C 50,0y ¥ Csy = '\ Cl50,0) = Ui—1Cs,.i)- Observar que h(z+() =0Vz ¢ C

—wPhy( // Z+Cddy—2//

Aplicaremos ahora partes en la variable  en cada dominio C; con i > 0, ya que 0 ¢ C5, ;)

Z+< dzdy.

En el dominio C(5, 1) se tiene que

do Rp+|¢]+1
// Mdmg:/ / he(2 Q) 1) ay =
Clso.1) Z —do V62 —y? Z

do . ) 2,2 o
:/ (h(Rh+|C| +1+zy+<)> dy_/ h(\/%ziyﬂ?ﬁo dy_// h(z+C) <1> dzdy =
5 Rp+ ¢l +1+1y —do Vo5 —y?+ iy 2€C(50.1) 2/
do 2 _ .2 y
:_/ h(mﬂyﬂ“) dy—// h(z +¢) (1) dzdy,
—do V 6(2) —y? +iy 2€C(s50,1) e
donde la ultima igualdad es debido a que (Rp, + |¢| + 1+ iy + () ¢ Sop(h) para todo par y, { donde

€ (—d0,d0) y ¢ € C.
Razonando de forma andloga en el resto de los C(s, ;), y recordando que

2
(%)x = (m‘i”)x = - (Ijzy> , obtenemos
—TPh( // holz+ ) faay + // h(zijqudﬁ
z1<d0  Z 2> Z

+/50h —V% *y +iy+)) /‘Soh\/ ¢~y tiy+Q))
do VAl —y +1y o V0, _y +1y
Aplicando el cambio de variable y = §yp7, tenemos que
/5°h —\/62 —y +iy+Q)) /‘5°h\/62 y2 +iy+Q))
do —/9 _y +1y do V6 —y? +iy
_ /1 h(=00/T = 9% +idof + ) h(doy/1 =32 +idoi + ¢)
—1 (50(—\/1—:&24—2@) 50(\/1—Z22+Z':l))

Como g : [-1,1] — C definida por g(y) = ﬁ es continua, h también lo es.
—y2+iy

hm +00+/1 — §2 + 16p7) + ¢ = (, tenemos que
604)
do/1 — g% +idoy + C ! 1
lim =h ———d
do—0% /1 \/1— 2ty © —1—y/1—y?+1iy Y

8o dj.

Como
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1 _ 1 _ —
Dado que e et 24/1

1 h(

D /ﬁﬂy :—2h<<>[1@dy=—wh(c>

Como h, es continua y 3 Lell

12, tenemos

Tocs S€ tiene que

lim // holz0) _y,
60%0*’ 0(60,0) z

—m(Phs(¢)) =
i [ BV T3 +ib0g +¢)  h(=bo/T— G2 + idog + Q) di+ // L;dedy -
C(50.0)

Obtenemos asi que

So—0* )4 —/1—=92+1iy V1I-92+1iy

—mh(¢) + lim // nz ;FC dxdy.
do—0t |2 <50 z
Por definicién

—nTh(¢) = lim // = lim // h(zijodxdy,
6o—0F lz— C|>50 So—0Tt |2|>60 z

de donde podemos concluir que Ph,(¢) = h(¢) + Th(¢).
Para Ph, se puede reproducir todo el argumento de Ph,, salvo que (T jvy)
donde Ph, = —ih({) + ¢Th(¢) obteniendo asi la tesis.

de

= T
0

Corolario 3.1.9 Dada un funcién h € C3(C,C), la funcién Th es continua.

Antes de probar que T es un encaje isométrico en L2, necesitamos verificar algunas igualdades
mas con respecto a las derivadas de P y T. Mas en concreto, vincularlas con las derivadas de h.

Corolario 3.1.10 Sea h € C3(C,C). Entonces se cumple que
P(h:)(¢) = Th(¢) = Th(0) y P(hz)(¢) = h(C) — R(0). (3:3)

Demsotracién: Tomando la expresién 3.2 para Ph, y Ph,, tenemos que

Ph.(¢)=-1 ff\ZKRh h.(z2) (Tig) dxdy. Luego por definicién

P)© =1 [[ 0o (g - 1) dedy =Pt - P = THO) - ThO)

El resultado en P(hz) es anélogo.

Observacién 3.1.11 Sea h € C3(C,C), entonces P(h) € C*(C,C) y T(h) € C*(C,C). Ademds,
se verifican las igualdades

(Th)i = P(hz)i = h., (Th)z = P(hzz) + T(hz)(o) (34)

A partir de la ecuacién 3.3 obtenemos que (Th)s = P(h,); = h, y (Th), = P(h,), =T(h,) =
P(h..) +T(h.)(0).

Teorema 3.1.12 El operador T : C3(C,C) — L? es un encaje isométrico y se puede extender de
forma continua a un operador T : L? — L?. Ademds, esta extension coincide con la Definicion
3.1.6 en CZ(C,C).

Demostracién: Calculemos explicitamente las igualdades. Por la ecuacién 3.1 y la observacién
(1.2.11), tenemos que

[[1rnp sty = [ [ pn.oRC e = [ [Ph).(c) (PR, ©) dea
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Estudiemos la integral en el cuadrado Cr = [-R, R] x [—R, R], ya que

i [ [ PO s = [ @m-© @), ) aza

(Ph)=()(Ph)a(C) +i(Ph)=(C) (Ph)y(C)
2 )

Como

(Ph)=(¢)(Ph)=(¢) =

calcularemos la integral de cada término.
Aplicando partes, tenemos que

/ [ Pha(c) (PRa(0)) deav =

R
= / Ph.(R+iv)Ph(R+iv)dy— / Ph.(—R+iv)Ph(—R+iv)dy— // (Ph) Ph(¢))dédv.
_R Cr

Acotemos ahora f_R Ph,(R +iv)Ph(R + iv)dv, el caso de f_R Ph,(—R+iv)Ph(—R + iv)dv
es analogo. o

Aplicando 3.1.3, existen m y Ry tal que |Ph(R 4+ iv)| < m para todo R > Ry. Luego aplicando
el Lema 3.1.7 se tiene que

R R
‘ / Ph.(R + iv)Ph(R + iv)dv| < / Th(R + iv)Ph(R + iv)|dv <
R -R

R 2 2
g/ thmthmkd 9RmmR ||h||oo.
» (R—Rp)? (R — Ry)?

Tomando limite en R, se tiene que

= lim
R—+o00

[ Pt @haiongar = - [[ (hoyuc)Phcdgan

/ / Ph.(C) (Phy (C))dédv = — / (Ph-)y(C)(PR(C))dédv.

lim

R
/ Ph.(R + i) Ph(R + iv)dv
R—+o00 R

/ Ph.(—R +iv)Ph(—R + iv)dv| = 0.

Obtenemos asi que
y de forma andloga

Por lo tanto

/ / Ph.(¢)(Phs(¢))dédy = / (Ph.):(C)(PR(¢))dédv.
Como Ph es de clase C3, tenemos que (Ph.):(¢) )2(¢) = h.(¢), de donde

//\Th Q)dgdy = — // ¢) dédv.

Aplicando partes nuevamente, y recordando que h tiene soporte compacto, obtenemos que

//h dgdu—//h ¢) dédv. B

Por 1iltimo, aplicando (1.2.11) y la ecuacién (3.1), se tiene que Ph,(¢) = Phz(¢) = h(z), de
donde concluimos que

//ITh |2d€dv—// dfdz/—/ |h(¢)|? dédw.

Por lo tanto T : C3(C,C) — L? es un encaje isométrico. En particular, como C3(C,C) C L? es
denso, podemos extender la definicién de T de forma continua a L?(C,C).
U

Desafortunadamente el operador P no se puede extender a L2, por tanto probaremos que el
operador T esta en LP para p > 2. Més adn, se tiene el siguiente teorema que serd probado en la
Seccién 3.4.1.
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Teorema 3.1.13 (Desigualdad de Calderon-Zygmund).

El operador T : C3(C,C) — LP conp > 2 estd acotado, es decir, existen constantes C,, tales que
|Th|l, < Cpllh|lp- En particular, la definicion del operador T se puede extender de forma continua
al espacio LP para p > 2. Ademds, se puede tomar C, de forma que pli/f% Cp=1.

También necesitaremos resultados andlogos a los que hemos visto pero para funciones en LP
y no solo en CZ(C,C). Para esto trabajaremos con igualdades en distribucién. Las propiedades
bésicas que necesitamos se trataran en la Seccién 3.2.

Veamos ahora la ecuacién 3.1 en una versién més general.

Lema 3.1.14 Dada h € LP con p > 2, las igualdades
(Ph): =h, (Ph).=Th (3.5)
se dan en distribucion.

Demostracién: Debemos probar que

[f@emo.=— [[orn s [[mo. =~ [[on (3.6)

para toda ¢ € C}(C,C).

Para ver la igualdad tomaremos limites a partir de funciones ¢ en C2(C,C) C LP, ya que para
tales funciones la tesis es valida por la ecuacién 3.1 y la Proposicion 3.2.3.

Probaremos asi la primer igualdad, la segunda es analoga.

Sea h,, € CZ(C,C) sucesién de funciones tales que nEIJIrloo ||hn, — h|, = 0, notar que

[[(Phy)p. = — [[ ¢Thy, Vn.

Como P es un operador lineal tenemos que

‘//(Ph)@ — Phno:

y aplicando la Proposicién 3.1.4, tenemos que

< //\(P(hfhnmn,

_2
Kol % [[h = hnllp
- .

[P(h = hn)(Q))] <

Por tanto P(h — h,,), converge uniformemente a 0 en Sop(¢). Luego

n—-+oo

lim \ [ s~ oy <o

Por otro lado, aplicando 3.1.13 y la desigualdad de Holder, tenemos que

‘ / / 6(Th) — ¢Th,

Como ¢ € CZ(C,C), en particular estd en L4, de donde podemos deducir que

< / (T (h — h))| < [8llaCollh = Binllp-

lim ‘// S(T(h) — T(hn))‘ ~0.

n—-+o0o

Por dltimo, aplicando la desiguldad triangular con h,, dado que el resultado es valido para
esta, tenemos

‘ [[ pno.+ m' < ’ [[@mo.— Phoo.

de donde se concluye la tesis.

n ‘ [ om -] ~o.
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3.2. Derivadas en distribucion

Para poder probar la existencia de soluciones a la ecuaciéon de Beltrami, necesitaremos trabajar
con derivadas en distribucién.
Aunque la definicién puede variar segun el contexto, aqui usaremos la siguiente.

Definicién 3.2.1 Dada f : C — C, decimos que tiene derivadas en distribucion si existen
a,b: C — C tales que para toda funcién ¢ € C3(C,C), se verifica que

[[10.==[[ao. [[10,=~ [[ s (3.7)

Observar que para todo cuadrado K, existe una funcién ¢ € C3(C,C) tal que ¢(x,y) = x para
(z,y) € K, de donde (¢,)|x = 1. Luego f es medible. Mds atin, f € L}, .. De forma andloga, existe
¢ € C}(C, (C) tal que ¢(x,y) =1, por lo cual a y b son medibles y estan en L] .

Observacion 3.2.2 Sea f : C — C una funcion con derivadas en distribucion, entonces sus
derivadas son unicas ctp.

Esta definicién, en esencia, nos estd diciendo que podemos aplicar el método de integracién
por partes. De hecho, si f tiene derivadas parciales, por ejemplo f € C'(C,C), entonces f tiene
derivadas en distribucion. Més especificamente, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.3 Sea f : C — C tal que tiene derivadas parciales, entonces a = fr y b= fy

Demostracién: Probemos la ecuacién a = f,. La prueba para b = f, es andloga.
Fijemos K = [-Rg, Rg] X [—Rgy, Ry), como sop(¢) C B(0, Ry), se tiene que

[f 0= [ [ ro. - / i( Z f(@ + ig)u(a + i) dx) dy.

Aplicando partes en la variable z, obtenemos

Ry

Ry
/ / foe= [ F(Rotig)(Ry-tiy)dy—

—Rg —Ry

Ry Ry
f(—R¢+iy)¢(—R¢+iy)dy—/ ( fo(x +iy)o dw) dy.

—Rg —Rg

Luego, como Sop(¢) C B(0, Ry), tenemos que
Re
e = — - y)pdr | dy = — 0.
[[s0=-[" N ( BRCERE x) v=-[[ .0

Tenemos asi que las derivadas en distribucién son realmente una generalizacién de las derivadas
parciales. Ademds, muchas de las propiedades de éstas se siguen cumpliendo.

O

Notacion 3.2.4 Sea f: C — C tal que es derivable en distribucion.
Decimos asi que a = f, yb = f, en distribucion. Notamos ademds f. = %(a—ib) y fz = 3(a+ib)
en distribucion.

Otras de las propiedades necesarias para la préxima seccién vienen dadas por relaciones de
igualdad de derivadas en distribucién. En particular, una generalizacion de la ecuacién de Cauchy
Riemann.

Definicién 3 2 5 Sean f,g C — C. Definimos, en caso de que ezista, la funcion fxg:C — C
como (fxg)(¢) = [[ f(2) — z)dxdy. Llamamos a esta operacion, convolucion de f con g.

Notar que ese operador cumple algunas propiedades bésicas.
1. La operacion de convolucién es conmutativa y asociativa.
2. Dadas f € C§ y g de clase C", entonces f * g es de clase C" 1.

) € Ctyse

) = (fy )(p)-

3. Dadas f € C? tal que tiene derivadas en distribucién y g € C§, entonces (f
verifican las ecuaciones (f*g). = (fxg2)(p) = (fax9)(P) y (fxg)y = (f*gy)(p

36



Lema 3.2.6 Sean g € C° tal que existen sus derivadas parciales en distribucion y 5. : C — C
1 s <
definida por §.(z) = {762 silz] <e

silz] > e entonces h’m+ (g%9¢)(C) = g(¢€). Mds ain, la convergencia
e—0
es uniforme en compactos.

Demostracién: Dado | > 0, existe © > 0 tal que si |¢ — ¢’| < r entonces |g(¢) — g(¢)] <.

Tenemos asi que dado € < r
// —2 dxdy = 1.
B(0,e) T€

‘//5 (¢ — 2) dwdy — g(¢ ‘// _Z— 2dd
B(0,e) me? TE

Como [ era un numero arbitrario, obtenemos que Hm+ (g % ¢)(€) = g(¢). Por tltimo, como
e—0

g es uniformemente continua en compactos, podemos tomar r de forma que no dependa de ¢, de
donde se tiene la convergencia uniforme.

O

Proposicion 3.2.7 Sean p,q: C — C funciones continuas tales que existen las derivadas parciales
en distribucién y ademds pz = q. en distribucion. Entonces existe una funcion f € C*(C,C) tal
que f2=py fz=q.

Demostracién: Por el teorema de Morera, tenemos que si 7 : C — C es una funcién continua que
cumple que para todo rectdangulo R se verifica fw rdz = 0 donde v = OR, entonces 7 es holomorfa,

y por tanto existe h tal que h, =7y hz = 0. De hecho, podemos tomar h como h = fol zr(z)dt.
De forma anéloga, para funciones s : C — C tal que % sdz = 0, se cumple que 5 es holomorfa,

de donde existe h tal que h,=35s y h: = 0. Luego la funcién h = h verifica que h,=0 y hs = s.
Adaptando la prueba de Morera, basta probar que para todo rectangulo R se tiene que f pdz+

gdz = 0 donde v = JR, ya que en ese caso, la funcién f(z fo zp(tz) + zq(tz)dt verifica la tesis.
Esto dltimo se deduce de que f,(z) = p(z )+q( )y fy(z ) ip(z) —iq(2).

Veamos primero el resultado en condiciones de p,q € C*.

Sean g una funcién y R un rectangulo, v = R, donde g(z) = u(z) + iv(z) con u,v € C*(C,R)
y (a,b),(c,d) € R? los vértices opuestos de R, con a < ¢y b < d. Por definicién se tienen las
siguientes igualdades

c d a b
f{ gdz — / ot + ib)dt + / ig(e +it)dt + / gt +id) + / ig(a+ it)dt.
¥ a b c d

Podemos llevar la integral de g a integrales de funciones reales. Para las funciones g1, g2 : R —
R? definidas por g1 (z,y) = (u(x,y),v(2,9)) ¥ g2(z,y) = (v(z,y), —u(x,7)), se da la igualdad

jg / 91+l/ g2.
12297 O

Aplicando Stokes a g;, obtenemos que

/ g1 = // Vv X g1 dzdy = // v (2, y) — uy(w,y) drdy,

[ok% v v

/ go = / YV X g2 dxdy = // _uw($7y) - U?J(:E7y) dmdy
oy ¥ ol

Por tanto, concluimos que

. 1
]{Q(Z)df = // V X (g1 +ige) dxdy = f// g- dzdy,
v ¥ vJJy
-1
]{g(z)dz = — // gs dxdy.
v v o

Aplicando ésto a las funciones p y ¢, obtenemos que

%dequdzf// Pz — q) dxdy = 0,
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de donde se concluye la tesis para el caso p,q € C.
Para el caso general, suvizamos p y ¢ mediante convoluciones.

L sz <¢
Dado € > 0, definimos la funcién §. : C — C como J.(z) = {”6 i |2] > 6’

La funcién de convolucién § = §, * § cumple que

//5 C—z da:dy—// M 0 (€= 2) 1dy = 1eb(B(0,6) N B(C, €) (W;)Q,

y por tanto, es continua como funcién de (.
Definimos ahora la funcién § = 4, *...xd,. Observar que § € C}(C,C) y por tanto px§+g*4 €
C?(C,C).

Tomando la conclusién anterior para p* § y ¢ * 4, obtenemos

fip*édz—l—q*édz:/[yi[(p*cS)z—(q*é)z]dxdyz//yi[(pz*é)—(qz*é)}dxdyz().

Por ultimo, tomemos limites iterados en ¢; desde €4 a €;. Aplicando 3.2.6, concluimos la pro-
posicién.
O

En particular, las ecuaciones de Cauchy-Riemann en distribucién garantizan la propiedad de
ser holomorfa, y la funcién f de la proposicién anterior es tnica salvo constantes.

Corolario 3.2.8 Sea f € C°(C,C) tal que existen sus derivadas parciales en distribucion y fz = 0.
Entonces f es holomorfa.

Por tltimo mencionemos una propiedad que vincula derivadas en distribucién con las funciones
quasiconformes.

Observacion 3.2.9 Sea f: C — C continua tal que tiene derivadas en distribucion. Entonces es
ACL. [Ah]

Ademds, si f es diferenciable en un punto p, entonces fr(p) y fy(p) son sus derivadas en
distribucion.

Esta observacion nos permite deducir que si una funcién continua tiene derivadas en distribucién
y verifica que |fz| < k|f.|, entonces es K quasi conforme.

3.3. Soluciones al problema de mapeo

Buscamos una funcién f que cumpla f, = ufz. Recordemos que u es medible y ||u|lco = k < 1.
Fijemos ademas p > 2 tal que
Cpk <1, (3.8)

donde C), es la constante del Teorema 3.1.13 (desigualdad de Zygmund-Calderon).

Esta funcién f sera en esencia un punto fijo de un operador lineal contractivo.

Lo probaremos primero para el caso en que p tenga soporte compacto, y luego a partir de este,
realizaremos la prueba general.

Teorema 3.3.1 Dada p con soporte compacto, existe una unica funcion f : C — C continua
solucion al problema tal que f(0) =0y f, —1 € LP.

Demostracién: Empecemos por la unicidad, esto dard una idea sobre la existencia.

Dada f una solucién, estudiaremos la expresién asociada a ésta dada por F' = f — P(fz).
Necesitamos asi que fz € LP.

Dado que f.—1 € LP, se tiene que f, € L} . Luego, como |fz| < k|f.|, tenemos que f5 también
estd en LY . Por ultimo, dado que fs tiene soporte compacto, concluimos que fz € L?, de donde
estd bien definido P(f3).

Notar que la funcién F' es continua. Luego aplicando el Lema 3.1.14, tenemos que F; = 0 en
distribucién y por el Corolario 3.2.8 es holomorfa. A partir de esto podemos dar una expresiéon a
F.

Por el Lema 3.1.14, se tiene que F' = F, = f, — T(f.) en distribucién. Como f es solucién a
nuestro problema, se tiene que f, — 1 € LP. Ademés f; € LP, por lo que T(fs) también lo esta.
Concluimos as{ que F' — 1 € L? y por tanto F(z) = z + a.
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Como f(0) = 0 = P(f7)(0), tenemos que a = 0, y por tanto f(z) = P(fz)(z) + z. Ademds
f. =T(pf.) + 1 en distribucién.

Supongamos que existe g : C — C una solucién distinta a f. Derivando con respecto a z tenemos
que f, —g. = T[u(f. — g.)] en distribucién. En particular, se cumple que f, — g, € LP.

Sif. — g, # 0, aplicando la desigualdad de Zygmund-Calderon y la ecuacién 3.8, tenemos

1fz = gzllp = IT10(fz = g)llp < Cpkll f= = gzllp < [1f= = gzllp,

lo que es absurdo. Luego la igualdad f, = g, se da en casi todo punto. Como ademds, ambas
verifican la igualdad de Beltrami f; = gs casi todo punto, obtenemos asi que f — gy f — g son
holomorfas, y por tanto f — g es constante. Como normalizamos en 0, concluimos que f = g.

Probaremos ahora la existencia. Sea S : L? — L” el operador lineal definido por S(g) = T'(ug).
Notar que |S(9)ll, = 1T (rg)ll, < Cokllgll, < llgllp, es decir, S es una contraccién, cuya constante
de contraccién es menor igual a Cpk. Definimos el operador S : LP — LP como una traslacién
de S dado por S(g) = T(ug) + T(1) = S(g) + T(x). En particular el operador S también es una
contraccién.

La sucesion h, = S’"(O), es una sucesion de Cauchy en LP, de donde tiene limite. Notemos

h = lim h,. Como S es una contraccién, h es el tnico punto fijo de S,
n—oo

Veamos ahora que f = P[u(h + 1)] + 2z es una solucién a la ecuacién de Beltrami.

Debemos verificar que u(h+1) esta en LP. Para esto basta con notar que, como h € LP, entonces
h+1 e L} . Luego como yu tiene soporte compacto, y [|pt]|s < 1, entonces u(h + 1) € LP.

Tenemos asi que P[u(h + 1)] es continua, de donde f lo es. Por el Lema 3.1.14, tenemos las

siguientes igualdades en distribucion
fo=uh 1), fo=Tlu(h+ 1)) +1 = T(uh) + T(n) +1 = h+1, (3.9)

de donde f, —1=h € LP.
O

La funcién f es denominada como la solucién normal del problema f; = pf..

Para que la soluciéon normal f sea la solucién buscada en 2.2.1, necesitamos ademés probar que
es un homeomorfismo.

Para esto seguiremos los siguientes pasos:

= Propiedades bésicas de la solucién normal f.

= Ver como se relacionan soluciones normales para p cercanos.

= Vincular la regularidad de p con la de f.

= Tomar aproximaciones con pu, regulares a la funcién p que deseamos.

El procedimiento de tomar aproximaciones lo repetiremos para el caso en que p no tenga soporte
compacto.

Observacion 3.3.2 La funcion h definida en el teorema anterior cumple que

C.
1All, < KCyllhlly + Collually, y por tanto |[h]], < S2iede.

Corolario 3.3.3 La solucion normal f cumple

4]l

1£llp = I(Pluath + DDzllp = luth + Dllp < llehllp + llully < Eliblp + el < 17— 5
p

Observacién 3.3.4 Aplicando el Corolario 3.1.3 a la solucion normal f = P(u(h + 1)) + z,
tenemos que lim f(z) = co. Ademds, de la demostracion de la Proposicidn 3.1.4, se tiene que
Z—00

KPHMHP

f(G) = f(G)] < (1 — kCy) G = G' P + 16— Gl

Notacion 3.3.5 Fijemos ahora como motacion u y i, a los coeficientes de Beltrami, f y g, a
sus respectivas soluciones normales. Como estudiaremos el caso de p, — 1, podemos suponer que
sup{||tinlloc; tlloc} < k para algin k < 1.

Comparemos soluciones normales para dos funciones p y v. En particular, ver como se realcionan
en funcién de ||p — v||p.
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Observacién 3.3.6 Sean p y v coeficientes de Beltrami con soporte compacto, tales que max{||pt| oo-||V|loo } <
k <1y f,g sus soluciones normales respectivamente.
Entonces se verifica, en distribucion, que

f:—g.= T(fé) +1- (T(gi) + 1) = T(Mfz - ng)v
y por tanto

1z = gzllp < NTWw(fz = g2)lllp + IT[(n = ) fa]llp < KCpllfz = gzllp + Cpll (e = v) flp-
A partir de la observacion anterior obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.3.7 Sean p, y i en las hipotesis del Teorema 3.3.1 tales que existe M compacto con
Sop(pn) C M y pn — p ctp. Entonces ||(gn): — fz|lp = 0 y por tanto aplicando 3.3.4 se deduce
que gn — f uniformemente en compactos.

Probaremos ahora que f es un difeomorfismo si p tiene derivadas en distribucién.

Lema 3.3.8 Si u es continua y tiene derivadas en distribucion, con p, € LP para algin p > 2,
entonces f, la solucién normal, cumple que f € C*(C,C) y es un homeomorfismo.

Demostracién: Intentemos determinar A : C — C tal que el sistema f, = Ay f: = u) tenga
solucién. Imponedremos ademas hipdtesis adicionales a esta funcién. Si A es continua y cumple que

Az = () = Ao+ Ay, (3.10)

aplicando la Proposicién 3.2.7, obtenemos que f € C'(C,C).
Si A # 0 podemos cambiar la ecuacién (3.11) por la siguiente
)\2 >\z
Az Nz 3.11
Notar que el hecho de que A # 0 es de cierta forma es esperable, dado que buscamos que f sea un
homeomorfismo. Bajo esa hipotesis, el diferencial, en caso de existir es no nulo.
Si ademads A tiene derivadas en distibucién, obtenemos que la ecuacion

(log(N))z = p(log(N))= + pe (3.12)

implica la ecuacién (3.11). Notar que esta tltima ecuacién es independeinte de la rama de log que
se elija.

Busquemos asf una funcién 6 tal que A = e’ verifique las condiciones deseadas.

En la prueba de 3.3.1 se ve que el mapa g — T'(ug) es una contraccién, por lo que existe g € LP
tal que ¢ = T(uq) + T, Fijemos asi 8 = P(uq + p,) + k1. donde k1 es una constante de forma
que ZILH;O 0(z) = 0. Dicha constante k; existe por el Corolario 3.1.3.

Tenemos asi que 6 es continua y 0 = pug+ p, y 0, = T(ug + p.) = g en distribucién. Y
por tanto, como 6 = log(\) localmente, se verifica la ecuacién (3.12). Concluimos asi que existe f
solucién a nuestro problema con f, = Ay f(0) = 0. Sin embargo, necesitamos que sea la solucién
normal, es decir verificar que f,—1 € LP. Como 0 = P(uq+p,)+k1, 0 es continua, y Zl;rgo 0(z) =0.

Aplicando la Proposicién 3.1.2, obtenemos que 6 € LP. Luego, como e’ —1 ~  en oo tenemos que
e —1 e LP. Como f, —1 = e’ — 1 en distribucién, y ambas son continuas, se concluye entonces
que f, — 1€ LP,

Recordando que A # 0 se tiene que el jacobiano de f es |f.|?> — |fz|*> > 0, de donde f es
localmente un difeomorfismo. Como ademas, Zlggo f(2) = oo, por ser la solucién normal, es decir f

es propia, se tiene que I'm(f) es cerrada. Concluimos asi que f es sobreyectiva.
Para verificar la inyectividad, basta con notar que C es simplemente conexo y recordar que f

es un difeomorfismo local.
O

Para probar que f es un homeomorfismo cuando p tiene soporte compacto, utilizaremos algunas
propiedades de f~! en el caso ya visto.

Bajo las hipotesis del lema anterior, en donde la funcién f es un difeomorfismo, tenemos que
£~ también es un difeomerfismo K quasi conforme, y por tanto es solucién del problema para
alguna fi. Notar que |puys(2)| = |ps-1(f(2))| por lo que fi también tiene soporte compacto.
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Recordando la ecuacién de la observacién 3.3.4 y aplicandola a f~! en los puntos f((;) obte-
nemos obtenemos la ecuacién

6= Gl = PR IFG) = F@I 1) ~ 1@ (313)

por lo que solo resta acotar de forma uniforme |||, en funcién de ||y,

Sea fi = pg-1, utilizando la igualdad |ps(2)| = |pus-1(f(2))|, podemos estimar ||fi]|,. Aplicando
el cambio de variable z = f(2) se, tiene que

// ()P dedy = / A PLG —[f(5)[?) didg = / P ()2~ £:(2)?) divdg <

< [[weriser /m P2 ()2,

-1
Aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz para p’ = £ en |f2| vq = (1 — 7) = -5 en

|uP~2|, obtenemos que

[[1a@r < [[m@r-1meF < o)., 121, -
~(Jfure) T ([ i) = g s

Luego por la desigualdad del Corolario 3.3.3, tenemos que |/i, < (1 — ka)%2 Il p-
Probemos ahora que f es un homeomorfismo cuando y tiene soporte compacto.

Teorema 3.3.9 Sea p con soporte compacto tal que ||p]loo < k < 1, entonces la solucion normal
a la ecuacion de Beltrami es un homeomorfismo quasi conforme con py = fi.

Demostracién: Sea i, € C! sucesién de funciones medibles tales que |[p, — |, — 0, ||pn oo <
oo = k < 1y existe L compacto con Sop(p,) C L para todo n. Como ||, — p||, — 0, aplicando
el Lema 3.3.7 a las soluciones normales f,,, se tiene que f,, = f en compactos. Por tanto, como f,
verifica la ecuacién (3.13), la funcién f también, luego es inyectiva. Recordando ademés que f es
continua y propia, se tiene que es cerrada, de donde es sobreyectiva. Concluimos asi que f es un
homeomorfismo.

Culminemos con el teorema que prueba la existencia de soluciones para cualquier funcién de p,
de nuevo aproximando por las de soporte compacto.

Teorema 3.3.10 Para cualquier funcion p : C — C medible con ||p)lec < 1 existe una inica
solucion normal quasi conforme f* con dilatacion compleja i, que fija 0, 1 y co.

Demostracién: El caso en que p tiene soporte compacto se vid en el teorema anterior.

Sip = 0 en un entorno de 0, definimos i = u(%)g—z Tenemos asi que [ tiene soporte com-
pacto, de donde existe solucién normal, digamos f#. Sea f : C — C definida como f(z) =
{fﬂé) siz=#0

0 siz=0

% es un difeomorfismo sobre su imagen, se tiene que

f= (f“(lb) 57(2), f(f(l))l '(2)

de donde f = f* es solucién a nuestro problema.
Para el caso general, busquemos dos funciones medibles 1 y po tales que

Como g(z) =

 [lpilleo < 1.
= 111 =0 en un entorno de oo y e = 0 en un entorno de 0.

= fF2 o0 fF1 sea solucién al problema.
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Notar que en estas condiciones, f* es un homeomorfismo por ser composicién de ellos. Fijemos
1 tal que sea 0 en un entorno de oo y ademds p1 = p en un entorno de 0. Mdas especificamente,
1 = XM, con x una funcién chichén. Sea f#* soluciéon normal de p1. Busquemos entonces qué
condiciones tiene que cumplir g para que se cumpla que o1 = p. Aplicando la férmula (1.6),
se tiene que

_ () + pg(f1 (p))e 2ot
Lt pa (p) g (f1 (p)) et P)e
Si igualamos a p(p) y despejamos fi4, obtenemos que

o et (P)

e 20t — (p)pa (p)e2eti e 2841 — [u(p)[2x(p)e*?)

Concluimos asi que fi4(p) = 0 para todo p ¢ (f**)~*(Sop(1 — X)), y por tanto, como fH! es

continua f#1(0) = 0, tenemos que py = 0 en un entorno de 0. Ademds se tiene que |y (f* (p))| <
%. El méximo de la funcién h : [0,1] x [0,1] — R definida por h(u,v) = 1{(_1;;;) se da en
el segmento u = 1 donde h es constante 1, por tanto ||yl < 1.

Tomando asi
p((F") M)A = x ()" )

2 = T () D P

obtenemos las propiedades del caso anterior, de donde podemos concluir que f#2 o f#* cumple la
tesis.

1y (P71 (p)) = p(p) — pa(p) p(p)(1 = x(p))

O

3.4. Desigualdad de Calderon-Zygmund

Para probar ésta desigualdad utilizaremos un argumento de convexidad dado en la ultima
seccion, para el cual basta con probar que para algun p > 2 el operador T tiene norma acotada en
LP_ sin embargo esto tltimo es bastante técnico.

Veamos primero una versién andloga en dimensién 1. Veamos as{ un lema andlogo a (3.1.6).
Lema 3.4.1 Sea f € Cj(R,R), eziste el limite lim | 1) g,

ot Jlzl>e =

Demostracién: Es claro que f\zl e

@dm estd bien definida para cualquier € > 0, pues el inte-
grando es continuo. Adem4s flx\>e @dw = fRf>‘x|>e @dw pues Sop(f) C B(0, Ry).

Tomando el desarrollo de Taylor de orden 1 de f en 0, esto es f(z) = f(0) + f'(0)x 4+ r1(x),
tenemos que

f(z) f(0) / ri(z)
——dr = —z 0)d —2dx.
/Rf>z>e T v /Rf>|rc|>e T +/Rf>|r>ef( ) x+/Rf>m|>e z v

Veamos que cada término tiene limite en ¢, de donde se concluye la tesis.

» El término fRf>\a;|>e O — 0 pues @

- es impar en x y el dominio es simétrico.

» El término fRf>‘z|>E f/(0)dz tiene integrando constante.

= La funcién # “T(I)

es continua fuera de 0 y como h'n% = 0, se puede extender continua-
r—r

ri(z)
x

mente. Tenemos asi que |’ Ry>lal dx converge pues su integrando es continuo.

Luego, como los tres terminos convergen, tenemos que lim f %daz existe.

e—0t |z[>e

Esto nos permite definir el siguiente operador, analogo a T en dimensién 1.

Definicién 3.4.2 Definimos el operador lineal H : C3(R,R) — R® como

H()(E) = HF(€) = - 1 @) 4o

T e—0t lz—¢|>e T 75

f(=@) .
fRf+\5\>|I—€|>e o—¢- Ademds de la

demostracion de (3.4.1), se tiene que Hf(§) = L (fL>‘I_£‘ 1)+ fL>|m_£| Tlg(f:f)) para todo L
tal que sop(f) C (€ —L,£+ L).

Notar que dada f € C}(R,R), se tiene que Hf(£) = % HH(I)
e—
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Veamos ahora que el operador H toma su imagen en LP.

Proposicién 3.4.3 Para toda f € CL(R,R), se tiene que la funcion Hf es continua y Hf € LP
para p > 1.

Demostracién: Veamos primero que H f es continua en & € R. Fijemos Jy > 0 se tiene que

[H f (&) — Hf(E)] =

, o s 1], J@) = @+ (€~ &0)|
Egrél+ ~/|:v—£o|>e r —&o /90—€>6 =g i -/a:—éo|>e ’

T e—0t xr — fo
1 f(@) — flz+ (€ —&)) f(@) — flz+ (£ —&))
/50>1—50>€ * /|27—Eo|>5o ‘ .

- .’E—f() 1'_50

1

™

™
lim
T |e—0+

Aplicando valor medio tenemos que

/ ﬂ@—f@+@—&m’:
do>lz—Eo|>e

x — &o

lim
e—0t

)

e—0t L= 50

lim / f(&0) + f'(&o + (z = §0)01(2))(z — &) — [f(§) + (€ + (z — &)0a(x)) (z — &)
So>|z—E&o|>e€

donde 6;(z) € [0,1]. Por paridad, tenemos que

[ f@) — fz+ (- &)
do>|x—Eo|>e€ I*ﬁo

lim
e—0t

e—0t

1m1/ F(6o + (@ — €)01(2)) — F(€ + (x — £0)0a(x))
So>|xz—E&o|>e€

Como fy f’ son uniformementes continuas, dado ¢’ > 0, existe 6; > 0 tal que |f(x)— f(y)| < w€

y 1f (x) = f'(y)l < me’ si |z —y| < b1
Tomando §y = d1/2, para todo £ tal que |€ — &y| < dp, tenemos

. f(z) — f(@ 4 (€ — %))
ht /50>l“§0|>6

x —&o

1

™

S 2506’

e—0t

dado que [(§o + (z — §0)01(x)) — (£ + (x — §0)02(2))| < € — Lol + |z — ol < 1.
Por otro lado, como fijamos dg y f tiene soporte compacto, aplicando de nuevo valor medio
tenemos que

‘/‘ ﬂ@—f@+@—&»‘
|x—E&o|>d0

x —&o

/ f(@) = flz+ (£ =)
Ry+380+|€0]>|z—€o| >0 z —&o

< 2(Ry + 00 + [&|)€

Utilizando de nuevo la continuidad uniforme, existe § < §; donde para todo z,y € R, se
verifica que |f'(z) — f'(y)| < m. Luego concluimos que para £ € B(§p,0), se cumple
que |Hf(&) — Hf(&)] < €. Como € es arbitrario concluimos que H f es continua.

Recordemos que fge(—K,K) |Hf(€)|P < oo para todo K, por ser Hf continua. Para &; tal que
|&1| > Ry+T, donde T' > 0, se tiene que |H f(&1)] = fre(—Rf,Rf) % dac‘. Dado que la singularidad
x = & esta fuera del soporte de f, podemos acotar entonces |H f(&1)] por

LEOVESY /@)

ZL‘E(—Rf,Rf)

1 - 1
wst | e g Lor,. (3
T Jee(—Ry,Ry) [z — & T

r =&

P
Por tanto, se deduce que f\f\>Rf+1 |Hf(&)Pde < f|T|>1 ‘2Rf”fH°°‘ dT, y que converge para

T
todo p > 1. Concluimos asi que H f € LP.
O

Definiremos ahora otro operador auxiliar, en cierta medida una extension de H, con dominio
para H(f) el plano H2.
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Definicién 3.4.4 Definimos el operador lineal F : CL(R,R) — CE* como F(f)(¢) = L 3 i=) zda.
Para verificar que F est4 bien definida, basta con notar que V¢ € H2, la funcién f (@ C) es continua
y con soporte compacto para la variable x.

Proposicién 3.4.5 Dada f € C}(R,R), la funcion F(f) es holomorfa en H? y se puede extender
de forma continua a R.

Demostracién: La funcién F(f) es holomorfa en H? pues i (_x() lo es en la variable ¢ y tiene

soporte compacto en x, por tanto, para verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann, basta aplicar
la férmula de Leibnitz.
Estudiemos ahora cémo extender F' a R. Separando en parte real e imaginaria, tenemos que

I g VAR O CEL A L

(5—’_%”) ™ 700(:”_5)24_1/2 ™ 700(‘T_£)2+V2
Notamos u(§,v) = Re(F({+iv)) = = [% ’;(g”é(iﬁz yu(&v)=Im(F(¢+iv)) =2 [7 = féﬁ):,ﬂ
Podemos suponer, sin perdida de generahdad que £ > 0.
Veremos ahora que los limite de u y v existen en R. Mds aiin " ) (5 (5, v)=Hf() y
14 *) (],

€ )HH?E )v(f, v) = f(€£). Como ademds f y H(f) son continuas en R, la extensmn
2v)—(&0,0

o) 2 Edr siv>o;
F(f)(fv )_{H(f)(§)+lf(§) siv =0,

es continua.
Para calcular el limite de v, separamos la integral en 2 regiones

1t a1 fapy 1 f(a)
ven=_ [ CETIEERZ /w_% (R /m_ﬂ«so CEGET

para cualquier dg > 0.
Fijemos dy > 0, aplicando convergencia monétona se tiene que

f(x)v o 1 fx)v _
lim 5 Sdr = lim 5 sdr =
() —+(€0.0) T lo—g|>8, (T —&)2+v (€1)=(£0:0) T JR;1|g|+1>|z—€]>00 (z—&*+v

Para el término |z — £| < dp, tomaremos valor medio en ¢, esto es f(z) = f(¢) + f/(6(x)x —

(1 =0(x)¢)(xz—&), de donde
1 faw
N el

_1 _ Qv (0@ — (1= b)) —v
T (‘/|w—f|<5o (x_€)2+y2d +/|w—5<6o (x—&)%+ 12 ‘ ) .

Como (x(_“g% < 1, podemos acotar en funcién de &y el término
f'(0(z)r — (1 —6(x))§)(z — v
/ Lo <801l
lz—£| <o (x—&)2*+v
Dado que

1 f@v dx  f(§) do —%
p /;c—5<50 (:r — 5)2 T2 (arctan (1/) — arctan (1/)> s

como dy > 0 es un valor fijo y f es continua, se tiene que

{ & T 1 5£ — ar n ;50 —
(571’)11)11(150,0) ™ (a cta (V) arcta ( v )) _f(€0)

Tomando ahora limite en §y — 07, se tiene que

im  v(,v)= lim l/ LV_

(&) (€0,0) (E)=(€0,0) T ) oo (= &)

[N
+T
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Veamos ahora Re(F).
Tomamos K > 1 tal que Sop(f) C (& — (K —1),& + (K —1)) y dp € (0, K) fijo. Si | —&| <1
se tiene que,

_1 f@)@-¢§ 1 f(@) (@ = §) fz)(x —=¢§)
ulbv) = T /z§|<K (@—¢*+v? « </50<z£|<K (x — &) +v? i /z§|<60 (z—&)?%+ V2> '

Para el término |z — £| < dp, aplicando valor medio en £, tenemos que

f@)(z-§ f) (= -8 F0@)E+ (1 = b(x)z)(x - §)?
/x gl<s, (T — &) +v2 _/z gl<sy (T — &) + 02 +/|m £1<50 (x—&)?+v? .

Como (’;(fé()iﬁ;% es impar en &, se cumple que

[
lo—g|<s, (T — &) + 12 ’

f'0()§ + (A = b(x))z)(x — &)

mientras que

< !/
($—§)2+V2 —”f ||oo
Luego
FO@)E+ (1 =0x)(x—E))(x—&)?
G SR L P
le—£]<8o (x—=&)*+v
y entonces | [, o5 % < 2601 /" lloo-
Para el término restante, como se da la desigualdad ‘ (z 16)2 (]; @) y o es un valor fijo,

aplicando convergencia dominada, se tiene que

) 1 fl@)(z-¢§ 1 f(@)
1 — _— — — .
(E) s (60.0) 7 /60<|r£<K (x—=&2+v?2 m /50<|m£0<K (x — o)

Por ltimo, tomando limite 6y — 01, podemos concluir que € )11’Ir(15 )u(f, v)=Hf(&)-
2v)—(&0,0

O

Comentario 3.4.6 De forma andloga a la Proposicion 3.4.3, se tiene que g, (§)
es continua y estd en LP Yyy > 0. Para el caso de v = 0, la funcion go(§) =
H(f)(&) +if(&) esta en LP pues su parte real e imaginaria lo estdn.

= F( )(57”0
F(f)(&,0)

~—

Proposicién 3.4.7 La funcion F(f) cumple que
‘ P P

Demostracién: Por la Proposicién 3.4.5, sabemos que 11'r%+ F(f)(& ) =F(f)(,0), es decir, hay
vo—r

convergencia puntual. Como ademéds F'(f) es continua, la igualdad de la tesis es vélida en cualquier
compacto. Mas en concreto, dado K > 0, se tiene que

lim [F(f) (&, v)|PdE = [E(f)(&, 0)["de.

v=0t Jig| <k lel<K

Dado € > 0, como F(f)(&,0) € LP, 3K’ € R tal que f\§\>K’ F(f)(&,0)PdE < 5
Afirmacién: Basta probar la existencia de vg > 0y K > K’ tales que fl€\>K |E(f)(&,v)|PdE <

para todo v < 1.
Por la desigualdad triangular, se tiene que

’/EE]R —|F(f)(£,0) |pd§’

[ r@enr - F@Eor] +
[€]<K

£
3

< <

[E(F)E )" = [F()(E 07

[§1>K
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< /|£|<K |[F(f)(& )P = |F(f)(&0)|P +/|€|>K |F(f)(§7y)|p+/§>K |F(f)(£0)]P <
. o 2
<| [ PP - IR o + 5

si v < vy. Mientras que ll'rn+ ’f|€I<K |[F(f)(&v)|P — |F(f)(£,0)|P’ = 0, de donde concluimos que
v—0

dv; tal que

<€

| 1r@enr - FneEop
£ER

para todo v < vy, de donde se deduce la tesis.

Probemos asi la existencia de vy y K.

Sea g una funcién tal que g € C} v |f(z)] < g(z). Como antes se tiene que F(g) es continua.
Observar que sop(f) C sop(g), podemos tomar asif Ry < R,.

Fijemos M > Ry, 4+ 1 > Ry + 1 y estudiemos la integral imporpia f§<_M |F(f)(& v)[PdE. EL

razonamiento para £ > M es analogo.
1
L/ @
T \Jjaj<r, (@ —&) +iv

Por definicién
[ g |
e<—M E<—M
Como v > 0 y para todo par z, £ tal que x € Sop(f) vy £ < —M < —Ry, se tiene que (z —§) > 0,
obtenemos la desigualdad

p

dg.

_ @ |f(@)|(z — &) f@)lr
/mszzf g §/|ng,« -7+ w-gp i

Podemos concluir asi que
P

/£<—M </x|§Rf (ﬂf—fglwdl) “= /£<—M <‘/93|§Rf (w|_fg)"||'wdx>

Recordando que |f(z)| < g(x) ¥y que £ < —Rg, tenemos que

fends )

/5<M U= e - /6 LI

Dados v y € > 0, como F(g) € LP, existe K, > R, tal que f£<7K |F(g)(&, v)Pde < €/6. Pro-
baremos ahora que podemos elegir K independiente de v. Notemos ug4, v, la parte real e imagi-

p

de.

P
d¢ <

naria de F(g), esto es, ug(§,v) = Re(F(9)(§,1)) = [ucp, irer ¥ v5(&v) = Im(F(g)) =
f\z\<Rg (gx(f)é()iﬁ;%. Como F(g) = ug + ivy, tomando norma p, tenemos

( | . IF(g)(f,V)pdff <( [ . |ug<5,u>|pds); +( [ e V)pd£>; |

Acotemos ahora los términos de ug y vy.
= Acotacion de ug:

Para { < —R,, la funcién &(f)g()iﬁ;% es no negativa y decreciente en v € R* N {0}. Como

ademds hay convergencia puntal h’Ingug (&,v) = Hg(£), por convergencia monotona se tiene
1 g

J ([ e ) = ( L. IH(g)(f)l”dEY .

Como H(g) € LP, existe K1 > R, tal que f£<7K1 |H(g)(&)Pd¢ < 5 y por tanto Jvy tal que

([, Imtenra) <5

que

para todo v < vy.
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= Acotacion de vy:

Sea l(z¢) : RT — R la funcién definida por I, ¢)(v) = (wfé)% Notar que ! es no negativa.

La derivada de [, ¢) es

;@) = 9) = 2@ gla)((@ - €~ )
(=0 (o= &7+ (o€ +77

de donde, si § < —(Ry +1) y v € (0,1), se tiene que lzm,f) > 0. Es decir, la funcién I, ¢ es
no decreciente en v.

Tomamos vy = min{%, v1}. Existe K > max{K1, Ry, + 1} tal que f5<_K lug (&, v0)|PdE < 5.

Como ZEI g)(V) > 0 para todo £ < —K, y v < 1y tenemos que

€
[ mempacs [ uempas< 5

de donde se concluye la desigualdad deseada.

Comentario 3.4.8 Las funciones u = Re(F) y v = Im(F) son armdnicas en H>.

Lema 3.4.9 Dadosp > 2y f € C3(R,R) se verifican las siguiente formulas para F(f), u = Re(F)
yv=Im(F)

1. Al = p(p = DulP~?(u2 + u?)
2. AlplP = p(p — 1)v[P~?(u3 +uj)
3. A|F|P = p?*|FIP~2(ul + u3)

Demostracion: Empecemos por u,
(Jul”)z = p‘ulp_lum ([ul”)ez = p(p — 1)|u|p_2ui +p|u|p_1umx
(lul”)y = plulP uy,  ([ulP)yy = p(p — 1)|ulP~2ug + plufP~ uy,.
Como u es armonica, Uy, + Uyy = 0, por tanto
Alul? = (Jul)za + (lul")yy = plp = D"~ (g +ug).

Procediendo de forma andloga en v y recordando que F' es holomorfa, es decir se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (u, = vy, u, = —v,), se tiene que

AlofP = p(p — 1)|v[P 7% (uf + uj).
Por ultimo, para F' tenemos que

(IFP)e = [(v* + 02)%]1 =p(u® + UQ)g_l(uuw + vug),

(NS

2wty + vvp)? 4 pu? 4+ 02T U2 + Utgy + V2 + VUgg) =

(IF[P)za = p(p — 2)(u® + 0?)
= 2p(p — 2)(u® +v°) 2> (waipvv,) + p(p — 2) (U +0°) 2> (WPl + v*03)+
p(u® + v2)%_1(ui + Ulgy + V2 + V).
Analicemos ahora término a término, con su correspondiente en |F'[F,
= Los términos p(p — 2)(u? + v?)% 2 (uuzvv,) v p(u? + v2) %~ (Utlys 4 VU,,) e cancelardn con

el correspondiente en |F'[V | por ser F' holomorfa.

= El término p(u? + v?)% 1 (u2 + v2) es simétrico en las variables, luego el correspondiente en
|[F'[P, es el igual.
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= El término correspondiente a p(p — 2)(u? + v?)% ~2(u?u2 + v?v?2) en |F'|P, es
p(p — 2)(u? +v%) 2 ~2(uu2 + v?v2), luego como F holomorfa (ug = vy, uy = —v,), se deduce
" p(p = 2)(u® + %) 572 [(WPud + 0%0f) + (P + 0%0)] =
= p(p = 2)(u® +0*) E (W’ + 0%)(uf + uy) = p(p — 2)(u® +0°)E TN (Ul + ).

Podemos concluir asi que que
p_ P __ —
AR = p(p — 2)(w® + v*) 271 (W2 + up) + 2p(u® +0%) 27 (ud + ul) = p?FIP72(u + ).

Corolario 3.4.10 Se cumple la siguiente desigualdad

p _ _
A (1917 = E P ) = AR = P + ) 20,

Proposicién 3.4.11 Eziste una funcién A : [2,00) — R tal que, Vf € C}(R,R), se tiene que
IH fllp, < A fllp-

Demostracién:
Dejaremos A(p) como pardmetro positivo hasta obtener mds informacién sobre esta funcién.
Recordemos que [|[H f|[} = [; [u(&,0)[PdE y [|f[Ih = [ [v(€,0)|PdE, por tanto sustituyendo tene-

mos que probar que
[u(&,0)[" ;. \*? v
(/R A(p)Pdg) < (/R |U(570)|pd§) .

Si elevamos al cuadrado, esto es equivalente a probar

2]
(% ya
5 12l
Alp2 = v Hg
Dado que [[u?|[g + [[v*|[g > [|u® +v*||z = || |F|?||g, es suficiente con ver que

> 0.

b

1 1
et = (1 ) Il =12 = | (1 )

Sea B(p) = (1 + ﬁ)? probemos que [, |F(£,0)|” — B(p)|u(¢,0)[Pdé > 0. Esto wltimo, por
la observacién (3.4.7), es equivalente a probar

v—0+

lim / F(€.0) — Bp)u(¢, v)Pde > 0.

Para eso veamos que [, |F(&,v)[P — B(p)|u(&, v)|Pdé es mondtona decreciente en v y que lim

v——+oo
JrIF & V)P = B(p)[u(&, v)[Pd§ = 0.
Estudiaremos el decrecimiento en la variable v a partir de compactos, ya que dados vy < v, si

Ko tal que [ [F(6,00)7 = B@)u(€, vo)Pde > [ |F(E [P — B(p) u(&, 1) Pde para todo
K > K, entonces

/ F(€00) P — B(p)[ulé,vo)lPde > / F(€ )P — B(p) ul6, m)Pde,

de donde la expresién es mondétona decreciente en v.
Esto se puede deducir derivando en v, es decir, verificando la desigualdad

0 . e
ov </E<K [E (& )I" = B(p)|u(&, v)] d§> <0.

Por Leibniz es igual a probar
[ 1P, - Bo)uEnP), & <o,
l¢]<K

Para verificar esta desigualdad, aplicaremos Stokes en un semicirculo Cy, con base el segmento
(—K,K) x {r}, a un campo cuya primer coordenada sea (|F(&,v)[?), — B(p)(|u(&, v)|P),.
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Definimos asi G : H? — R? el campo vectorial dado por

G(&v) = (IF(E )Py = B)[[ul& v)[ly, =([1F(E v)[Ple = B@)[|u(€, v)[*]2)) -

Afirmacién: La integral del campo G en el arco de circunferencia de Cj, que notaremos Cg,
tiende a 0 cuando K tiende a infinito.

Acotaremos ( [ulP)s para K > Ry, el resto de los casos es andlogo.

Como u(&,v) fR G tgggﬁ} dt, por Leibniz se tiene que

f(t)( —(t -+ ) +20t -9 |
lug (&, v) |_‘~/15<Rf8§ ((t—f) —|—l/2 dt ‘/t<Rf dt| =

(Gl
HO0P - -9 | 2Rlflle
|/t|<Rf (- &7 +7) ‘”’S € R+ 7

Podemos acotar ademds |u|, cuando |(§,v)| = K, por

_ QIGES) K2Ry || flloo
|’U/(£7y)| - ‘~/|t<Rf Wdt‘ < W

Aplicando ambas desigualdades y la igualdad (|u|P), = p|u[P~ u,, tenemos

/c (|ulP) < 2 Kmaxg(|u(K cos(d), K sin(6))[2) <

K2Ry flloe \"™" (_2Rs]flo » (K
<27nKp (M‘W) <(§—Rf)2—|—l/2> < 2m2P(Ry|| fllo0) ((K—Rf)2> :

Concluimos asi que

lim (lul?)z = 0. (3.15)
K—oo Cr

De forma andloga se puede probar para (|ul?),, y por tanto, para las derivadas de v, donde
también se deduce para (|F|?), y (|F|P),

Notar que por (3.4.10), se tiene que 9G = —A(|F|P — B(p)|u|) < 0 si tomamos como B(p) =
—£+. Ademds OG = 0 en un conjunto de medida nula, pues F' es holomorfa no constante. Por tanto
existe ¢ < 0 tal que

/ 0G(&,v)dédv < ¢ < 0. (3.16)
Ch
Aplicando el teorema de Stokes al campo G en Cg, por (3.15) y (3.16), existe Ky > 1 tal que

0 P u v)|P = )P — U )P E
o </|§|<K |[F'(&v)|P — B(p)|u(§,v)] df) /|£I<K(F(§, )IP)y = B(p)(Ju(&, v)[P), dé < : <0

para todo K > Ky, y por tanto

/R [F(E )] — B)|u(e.v)Pde

es decreciente en v.
Para concluir que

lim / F(& 0P — B(p)[ulé,v)Pde > 0

v—0t Jr

basta con aplicar convergencia monétona a |F (&, v)|P — B(p)|u(&, v)|P, v que

Jin ([ Irenr - o) =o

Esto ultimo se debe a que

‘(/R [FEv)IP = Bp)lu(€, u)f’d&)’ < B4/l

7T|V‘ —Rf
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para todo v > Ry.
Terminamos asi la demostracién de la desigualdad para dimensién 1. Observar que

O

Definiremos ahora otro operador auxiliar similar a 7. Para eso veremos unas observaciones
previas.

Extenderemos la notacién Ry a funciones f € Cy(C, C), esto es, notamos Ry a cualquier real
positivo tal que Sop(f) C B(0, Ry).

e—0+ 2T

Observacién 3.4.12 Dada f € C}(C,C), existe el limite lim — // P \ 2 |
[2|>e

Demostracién: Notar que como f tiene soporte compacto, se cumple la igualdad

[ = | Joo I daay

Basta con tomar el desarrollo de Taylor de f en 0, esto es, f(z) = f(0)+ f.(0)z+ fz(0)Z+71(2),
como en (3.1.6), y verificar que en cada termino es convergente.

» La funcién g(z) = ggl) es impar, de donde hm+ 3= ffRf|Z|>6 Z‘(o‘) dxdy = 0.
e—0
» Las funciones g1(z) = fZ(lo) y g2(2) = fZ(lgf estan acotadas por |g;(z)| < || = §(z) donde

M = max{|f.(0)], | fz(0)|}. Como §(z) es absolutamente convergente y g; son continuas salvo
en a lo mas 0, se tiene que existe el limite 6£r(§1+ = ffRf>‘Z‘>€ gi(z)dxdy.

= Por tltimo, la funcién g(z) = TII(T) es continua en (C\ {0} y se puede extender continuamente

_ 9(z)
a 0 como ¢(0) = 0. Por tanto, existe el limite 615& 5= ffRf>|Z‘>€ dedy ya que la integral

If Rys el Ldxdy converge absolutamente.

Concluimos asi la tesis.

Podemos ahora definir T

Definicién 3.4.13 Definimos el operador lineal T* : C}(C,C) — C€ como

T*(£)(C) = — 1fm //||>e FE+0 hray

27 e—0t z|z|

Probaremos ahora que 7*(C3(C,C)) C LP y extenderemos su definicién a un operador lineal
T*: LP — LP. Para esto seguiremos los siguientes pasos:

» Para toda f € C3(C,C), la funcién T*(f) es continua.
» Para toda f € C3(C,C), la funcién T*(f) € LP.

» Existe una funcién C : [2,00) — RT tal que para toda f € C3, se cumple que |[|[T*(f)||, <
C(P)|f]lp- Podemos asi extender T* a LP de forma continua y ademds Vf € LP se cumple la

desigualdad [|T*(f)||, < \/@Ilf\lp

Por tltimo, probaremos que —T* o T*(f) = T(f) para toda f € CZ(C,C), de donde T se
puede extender continuamente a LP. Ademds, a partir de esta iguadad, y |[7*(f)|l, < C@)|fllp,
obtendremos la desigualdad de Calderon-Zygmund.

Observacién 3.4.14 Dada f € C}(C,C), la funcién T*(f) es continua.
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Demostracién: Imitaremos la prueba de (3.4.3), es decir, fijado {y, € C, veamos que T*(f) es
continua en (o, a partir de una separacién en el dominio de integracién. Notemos f1 = Re(f) y
f2=1Im(f).

Recordar que como f € C§(C,C). el operador df verifica que |df (p)(v)| < ||df]leo|v| < +00, ¥
como ademds df = df; + idfa, se cumple que [|df;llco < [|df oo < df1]l00 + |df2]|co-

Dado 69 > 0, tenemos que

T*(f)(Co) = T*(N)O] =

2 m f(z+6) = fz+Q)
K //| T ddy) <

27 e—0+
Lo // flz+G) — f(Z‘f'C)dd 1// f(Z+C0)—f(Z+C)dxdy
21 0% J Jso> 2> z|z| 210 J J 121> 60 z|2|

dxdy lo haremos por términos. Veamos primero en

I (z4C0)—f(2+C)

2|z

<

Para acotar lim
S0+ ff60>\ |>e

f(z+ (o). Aplicando valor medio, existen 6, : C — [0, 1] tal que
f(z 4 o) = f(Co) + (df1[Co + 01(2)z](2) + idf2[Co + 02(2)2](2)) -

Tenemos asi que

// [l // () ., (dfilCo + 01(2)2)(2) + idfalCo + GQ(Z)z](Z))dxdy =
So>¢1[>e J

z|z] 0>z >e P z|z]

_ // (df1[Co + 01(2)2](2) + idf2[¢o + QQ(Z)Z](Z))dxdy,
So>|z|>e€

z|z]

donde la tltima igualdad se da por paridad.
Podemos acotar el término en df; por

‘ [ et )
do>|z|>€ Z|Z| o

dfi[Go + 01(2)2](2) lldf Il o
dxd dxdy.
//50>z|>0 vy = //50>z>0 |2 o

z|2|
El término en f(z + {) se puede acotar de forma andloga. Tenemos asi que existe el limite

) fz+6) - f(z+Q)
1 dzdy.
fi%lJr //60>z>6 Z|Z| o

Luego existe dg € (0,1) tal que

// f(Z+Co)—f(Z+C)dxdy<
So>|2|>e |z

f(z+¢0) = f(2+C)
z|>do Oz|z| d.’Edy

Dado ¢ tal que |¢ — (o] < dp < 1, se tiene que f(z+ () =0si |z| > Ry + |¢| + 1. Entonces

1 f(Z-f—Co)—f(Z'i‘C)’dd 1 fz+G) = f(z+¢)
27 //z|>6o z|z| 2 //Rf+1+<0>z>6o

z|z]
Dado §p > 0 fijo, como f es uniformemente continua, existe d; € (0, dp) tal que si |wy —w| < d1,

7 //
S 2
‘Z‘>(50

f(Z+C0)f(Z+C)‘

22|

lim
e—0t

Acotemos ahora el término % I
m JJ|

dxdy.

entonces |f(w) — Luego

&) < e

1 o4 Co) — fz 40
o //5 BE dady

: //
Q0 Ry+1+[Co|>]2]>60

fz+6) = fz+9)

z|z|

dxdy <

dxdy.
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Acotando por el supremo de las diferencias obtenemos

1 f(z+ o) = f(z+¢)
m //Rf+1+<o>z|>6o

z|2|
6058 // i < ﬂ
27T(Rf+1+|C0 Rp+1+|Co|>|2>80 ‘ | -2
(¢

Podemos concluir que si |p — ¢| < 61, entonces |T*(f)(Co) — T*(f)
es continua.

drdy <

)| < €0 y por tanto T™(f)

O

En particular, obtenemos que T*(f) € L

loe- Veamos ahora que estd en LP. Para probar esto
redefiniremos H para C}(C,C).

Comentario 3.4.15 El operador H puede extenderse a C}(C,C) como

fr+Q, /+°° fr+Q-fC=m)
0

r

H(f)(¢) = lim

e—0t Ir|>e T

Notando Hy = Re(H), Hy = Im(H), f1 = Re(f) y fo = Im(f), entonces Hi = H(f1) y
= H(f2)-

Deduciremos una cota similar a la de (3.4.11) para esta extension de H.

Proposicién 3.4.16 Dada f € C§(C,C), se cumple la desigualdad ||H(f)|l, < 2A(p)| f|lp, donde
A(p) es la funcidn definida en (3.4.11).

Demostracién: Como |H (f)(¢)| < [H1(Q)| + |H2(¢)| = |H(f1)(C)] + |H(f2)(¢)], basta acotar la
norma p de H(f;).

Fijado ¢ € C, dado que f; € C3(C,R), podemos aplicar la Proposicién (3.4.11) para la funcién
gi : R — R definida como g;(§) = fi(§ + (), de donde se verifica la desigualdad

(/ H(f) <+5>|Pd£> < Afp (/ |fl<+£|”d£)

Por tanto, se tiene que

/(/ [H(f:) €+w)|Pd£>du<A /(/ |fl£_|_w)|pd€) v,

Concluimos asi que H(f;) esta en L? y se da la desigualdad ||H(f)|l, < A®)|fillp-
Recordando que fi = Re(f), fo = Im(f), concluimos que

Nl < IH FOllp + 1H (F2) 1l < A)(Lflly + [ £21lp) = 2A@) [ Fllp-

Corolario 3.4.17 El operador H se puede extender continuamente a LP(C), y ademds ||H f]|, <
2A(P) £ lp-

Veamos ahora que T*(f) € LP para f € C3(C,C).

Proposicién 3.4.18 Dada f € C3(C,C), la funcion T*(f) estd en LP. Ademds, se tiene que

lim 7*(£)(C) = 0.

(—o0

Demostracién: Como T*(f) es continua, entonces T*(f) € L
R > 0 tal que ff\C\>R [T*(f)(C)|P estd acotado.

Realizando el cambio de variable z = x + iy = 7e*’ en la definicién de T*(f), tenemos

loe- Li1€ZO basta probar que existe

10
T*(£)(¢) = — lim FCHreT) par =
0
r>e re

27'[' e—0t
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2 f(Cret®) = (¢ = re?) o)

1 iy
— lim (/
0 € r

27 e—0+

Definiendo la funcién fy como fp(z) = f(ze'), tenemos que
+00 0y _ il 4

lim f(C+r€ ) f(C re )dr:Hf0(6—19<)7

e—0t+ J, T

por tanto
(N0 = 57 [ Hhole "0,

Observar que dado R € R tal que R > Ry, entonces H fo(Re~") = 0 para todo
R
! ) ,7T:| U {O,arctan (Rl—%fRf>] .

R— Ry

6 ¢ 1 donde I = [w — arctan (

ﬁf
-

Podemos asi acotar T*(f) por
1 —i0
|H fo (Re™*)| db <
eI

1 (" )
T () < = [ | (Re) a0 = 5

2Ry arctan (7% ) 1/
m(R — Ry)

)

g/ sup{|H fo(Re=)[} o <
ocI 0

donde la dltima desigualdad se obtiene al aplicar la ecuacién (3.14).
El mismo argumento vale para probar que la desigualdad
2Ry arctan (725 ) |1 fllse
il (3.17)

7O s

vale para todo ¢ con |(| = R > Ry, yaquesi ( = Ret | entonces H fy(¢e~%) = 0 para todo dngulo
0—060, ¢ |:7T — arctan (R]ijf> ,77} U {O,arctan (RI—%fRf)} csh

0 tal que

Notar que la ecuacion 3.17 nos permite deducir que
lim 7*(£)(C) = 0.

(—o0

Falta entonces probar que la integral impropia
2Ry arctan (7Rf ) Kl
I ICI— Ry >

//|<|>Rf+1 (¢l = Ry)

converge.
Notar que
<2Rf arctan(CRfRf)|f|oo>
m([¢[—Ry)
Jim, 2R/ =1
w|¢|?
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P
es decir, son equivalentes, y como la integral fl§\>Rf+1 (ICP) converge para todo p > 1, entonces
la integral fIC|>Rf+1 |T*(f)(¢)|P también, concluyendo asi la tesis.

]

Daremos ahora una cota para ||T%(f)||, en funcién de ||,
Lema 3.4.19 La funcién (0,¢) — H fa(Ce %) es continua.

Demostracién: Esta prueba es similar a (3.4.3). Separaremos el dominio de integracién a partir
de un valor §y > 0.

Fijado (¢, #) definimos f1, f2 : R — R como fi(r) = Re (f (¢ +1e')) y fo(r) =

Tomando valor medio en f;(r) — fi(—r), tenemos que existe s¢ g : RT — [—1,

m(f (C—Fre ))
1] tal que

Hfo(Ce ") =

/+°° J(C+re) = F(C—rei®)

0 r

Ry+|¢] , .
dr = 2/ J1(8(¢,0,0) (1)) +ifa(s(c,0,2)(r)) dr.
0

Dado € > 0, como || f/|lco < ||df||co, tomando dp = W > 0 tenemos que

+oo 0\ _ —r 70
‘Hfg(ceie)_/ f(<+7'6 ) f(C € )

5o r

2 | f1( 5(¢,0,0) (1) +ifs(s(c0,2)(r)) dr| <

€
< 4doldflloo < 3-

Notar que g es independiente de (¢, ) y por tanto basta estudiar la funcién
f6+oo f(Ctre’®)— —f(e- re’”) dr.

Fijado (CO,QO) la funcién G : [6g, Ry + [(o| + 1] x B((p, 1) x [0, 7] — R definida por G(r,(,0) =
f(¢Hre’®)—f(¢=re*)

T

Ryp+|Col+1 Ryp+|Col+1 Ry+|Col
i [ G(ri¢.0)dr = [ GriGo.bo)dr = [ G(r, o, Bu)ir
(€,0)—(C0,60) J 5, )

0 do

es uniformemente continua. Tomando limite, tenemos que

Existe asi ¢ con 0 < d < min{1,dp} tal que si ||(¢,0) — (o, 00)|| <, entonces

Ry+|Col+1
/ G(r,C.0) — G(r, o, 60)dr| +

do

|H fo(¢e™) — H fo, (Goe™*™)| <

de donde se concluye la tesis.

Teorema 3.4.20 La norma p de T* esta acotada por |T*(f)|, < AP flp-

Demostracién: Dado € > 0, como T*(f) € L?, existe R € R tal que

1T (N)lp < <// T (f Pdgdu> +§. (3.18)

Notemos TR*(f) a la funcién definida por TR*(f)(¢) = {T*(é)(() Zi Ig{ § g’

La funcién H : [0,7] x B(0, R+ 1) — R definida por H(¢,0) = Hfy(Ce "")e~" es continua,
podemos asi aproximar la integral de % foﬂ H fo(Ce™ e d§ = T*(f)(¢) por sumas de Riemann
a partir de una equiparticién. Es decir, existe n € N, tal que

€

H i _ =2 H fr (Ce P )e ™5 —_—.
27r/ fol¢ 27rnz fk e < (27TR2)%

Como ademds H es uniformemente continua, existe un n uniforme en ¢ para ¢ € B(0, R).
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Por desigualdad triangular

ITR |, < % +Z (//<R pdﬁdu>;.

Aplicando el Corolario (3.4.17) y tomando supremos en k, existe ko tal que

7T _ i km
E J(C@ )

1
27

" e 1
ITR (D)llp < 5+ 5 ||Hfaz || <

< =

€
S+ AWl

Sustituyendo en 3.18
IT*(F)llp < e+ AD)| £,

para e arbitrario, de donde se deduce la tesis.
O

Para concluir la desigualdad de Calderon-Zygmund, daremos otras féormulas para el operador
T*. Podemos definir T por extension continua a LP.

Proposicién 3.4.21 Dada f € C}(C,C), se verifican las igualdades

T*(f)(C) 6grg+//>€ 2+ ()5 (| I) dody = = / fz £ gy —
-2 ([0 (2 - ) o).

Demostracion: Veamos igualdad por igualdad.

1- Basta calcular %(ﬁ)

1 ) 1 1
— 1 —_— = .
var+y? ) vatty? ) 2z

2- Esta prueba sera similar a la de 3.1. Fijado ¢y € (0,1), como f tiene soporte compacto, se
da la igualdad

D[ sero (a2 L sero (L)

donde R > Ry + 1+ (]
Recordar que para probar una igualdad en %, basta hacerlo en derivadas parciales.

Probemos entonces que

lim // z—|—C)< ) drdy = // z+<d33dy.
€«0=0" JJR>|2|>¢0 |z R>|z| |2

Notar que como la funcién (‘ TC) € L', basta probar

1
lim // fz+0Q () dzdy = lim // 2+ ¢) S drdy.
€0—=0t J JR>|2|>e0 |2| €o—0+ R>|z|>e0 |Z|

Para caluclar la integral, separaremos en las regiones

» C1 ={(z,y) € B(O,R) :y > €,z € ( —\/R2—y2 VR —y2)}

= Cy ={(z,y) € B(O,R) : y € (=€, €0), 7 € (—/R? —y?, —\/€] —

= O3 ={(z,y) € BO,R): y € (—60760)7956 \/60—y Ry )}
= Ci={(z,y) € B(O,R) : y < —ep,x € (—/R? — 4%, \/R? — y?)}
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Aplicando el metodo de partes en C3, obtenemos

/Cgf(z-FC) (Q)xdxdy:/j:o </Tf(z+§)<| |> )dy:

(v R?* — y? +C © f(Ves— +C (2 + ()
LR A L2 TS dedy =
/—60 VR2 — 92 —eo Ve —y? v //R>|z|>eo |2 e

_ éofq/eo +C // fo+C)d dy
R>|z[>e0 ’

—eo e - y |2|
donde la dltima igualdad se deduce de que \/R? — y2 4 ¢ Sop(f) para todo y € (—¢,€).

De forma andloga se puede aplicar partes para el resto de los C;, de donde deducimos que

//R>z>e0 fz+¢) <|i|>z dxdy =

// L+Q) dy + CIVE-P O - VG- 40,
R>|z|>¢€o

|Z‘ —eo €2 — y?

Falta entonces probar que

GV AR Y (VG R
—€g \/6 —y

Realizando el cambio de variable 3’ = %, tenemos que

VG- +O - IVE -+,

lim
e—0t

—€o 6%) 7y2
:/1 f(*ﬁox/lf(’QJrC fleoy/1—(y +C60d( .
-1 1= (y')?
Como la integral
1dy ! 1dy’

V-2 JaJO-y)+y)

es absolutamente convergente y f cumple que

lim, | (ieo\/1—7+ c) ) vy e [-1,1],

eo—0

podemos concluir que

Ifm // z—i—C)( )da:dy— // foE4 Q) by
€«0=0" J JR>|2|>¢0 |2| R>|z|>e0 |2

Como el caso de la derivada parcial en y es andlogo, se obtiene asi la igualdad para 6 . Luego

ff f= Z+C).
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3- Fijamos €9 > 0y R > Ry + |¢| + 2. Tomando un cambio de variable lineal tenemos

//R>|Z|>6 % (| |) ey = //R>|z—(|>s f(z)% <zlg|> dady.

Notar que - 9 (—

)_a%(\ ! ):%(Izi —gﬂ),portanto

Q|

4 \

q
0 1 0 1 1
= dxdy = 9 =L dedy =
//R>z(>ef(Z)aZ (|Z_<|> o //R>|ZC>6 f(Z)a< ('Z_d |Z|) o
1
s (//R| ! @ (a1 |>d“’”dy>

donde la 1ltima igualdad se da por la regla de Leibnitz y de que IJZC (*ZC)\ e LP.

Q

Sea G : C — C la funcién definida por

1 1
0= [ () 2o
R>|z— c\ |Z—C‘ |2
probemos que

(016D = Jim 5o (//R Gl |i|>dxdy>2”*<f)(o'

Calculemos ahora las derivadas parciales de G con respecto a x

G (¢) lim M:

r—0

B }13(13; [/AMZ (<+r)| <|Z —(C+n)| ) dardy - //R>|z ¢l (|Z i q |i|) dxdy] .

El caso en y es andlogo.

Como R > Ry + |¢| + 2, se tiene que si |r| < 1, entonces

[ (e e = U R (e B
//R>z—<| |2—f(CZ)+7"dmdy a //R>z_< f|(;|)dxdy =
//R>ll z+|§|+’" ey _//R>|z q \Zl

m (z+¢+7) — f(z+<)< )
+(6) _LO//R>|| r |2 dady.

Sean fi1, fo : B(0, R) — R las funciones definidas por f1(z) = Re(f(z4()), fo = Im(f(z+()).
Aplicando valor medio, existe 0; : [0,1] x B(0, R) — [0, 1] tal que

//R>< < f1)a(z+ 4+ 0u(r, 2)r) + . (fQ)x(Z+C+62(Tvz)T)> dady.

Tenemos asi que

Como (f;)z € Co(B(0, R),R) se tiene que (fi)(z + ¢+ 0(r, z)r) converge uniformenente con
ra (fi)a(2+ Q) y 1 € Lj,, se tiene que

Cal¢) _//R> TZTC ey,

concluyendo asi la tesis.

o7



Notar que para f € C}(C,C), se tiene que

voe 10 (g ) ) = 2 () ).

Sin embargo, para funciones f € LP con p > 1, la funcién % puede no estar en L', en cambio

f(z) (ﬁ — ﬁ) s lo esté.

Veamos ahora que la igualdad

00 = g ([0 (g - 1) o)

también se da para g = T*(f), donde f € C§.

Lema 3.4.22 Sea f € CZ(C,C), entonces T*(f) € C*(C,C). Ademds Clim dT*(f)(¢) = 0.
—00

Demsotracion: Para probar que T*(f) € C'(C, C), basta con verificar que T*(f), y T*(f), son
continuas.
Fijemos ¢ € C y calculemos T*(f).(¢):

Ry+|¢+1>|z|

r—0 r r—>0 s

Dadas f1, fo : C — R la parte real e imaginaria de f,, respectivamente, aplicamos valor medio

y obtenemos que
()¢ +r) = T"(f)(C)

iy DD TG
— lfm = // (fl)Tz(Z+§+01( ) )T)+i(f2)xz(z+C+92(zvr)r)d$dy.
r—0 T Ry+[¢|4+1>|2] |Z|

Como f € C?y 6; € [0,1], se tiene que (fi)ez(z + ¢ + 0:(2,7)r) = (fi)zz(z + ¢), de donde

podemos concluir que
e S
Ry+I¢I2]2] \Z| Ryl IZ+C|

Como f,.. € CJ(C,C), obtenemos que T*(f), es continua.
De forma andloga, obtenemos que 7*(f), es continua. Luego T™*(f) € C*(C,C).
Por dltimo, para ¢ tal que |¢| > R, podemos dar una cota para T*(f), en funcién de . Més

precisamente
R2 TZ|[[OCO
Ry>|z |\2+C| ¢l = Ry

De forma andloga se tiene una cota para 7%(f),, de donde concluimos que

lim dT"(£)() = 0.

T*(f)2 ()] =

Lema 3.4.23 Sean f € CZ(C,C) y g = T*(f), entonces la funcién

o= (ff ot (-2~ 157) o)

es de clase Ct. Mds ain, se tiene que

:B’lgnoo//<R |z—C| Rﬁw//||<R |z — C|'
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Demostracién: Notar que la integral ( I 9(2) (‘zi q- ﬁ) dxdy) converge absolutamente pues

g€L”y(|ziq ||>€Lqparaq€(1 2).
Calculemos ahora el limite de la derivada parcial en x para un ( fijo, es decir

hi%// <z €+l |z|) // (Izc Ii>

El caso en y es andlogo.
Para calcular este limite separaremos los dominios de cada integral en 3 regiones. Fijos r &
(—1,1), R > 2|¢| + r, sean C;, D; las regiones definidas por

» Cy = B(r,R), D; = B(0,R),

« Co=B(0,R+7r)\ B(r,R), Do =B(0,R+r)\ B(¢,R),

» C3=B(0,R)" =

Dado que los C; NCj =0sii#jy CrUC,UCs = R? tenemos que

= = m) 2L )

De f()rma anal()ga7 tenem()S que
( )
| 2 C‘ | 2|

15 (a0
L =) S5 )

Analicemos ahora para cada i la expresion
tomando luego limite en 7.

(Casoi=1) Como C; y D; son acotados y cada término esta localmente en L!; podemos reagrupar los

o //c <|z—<+r |z|> //D (|z—<| |i>:
v (//c |79<T>| - //D |zgzc|) T (//c g|zz| ‘//D g|(|)> |

Tomando como cambio de variable la traslacién z — r — z, tenemos que [/, o % =

I D, g‘(z”q Por lo que tomando valor medio en g1, ¢s, parte real e imaginaria de g respec-
tivamente, tenemos que

(//olrz—g+r //Dlr|z—<|) //D m_q(Z):

_ // (91)2(z + 01 (2,7)7) + 1(92)2 (2 + O2(2, 7))
D |z =l ’

donde 6; € [0, 1].

Como g, es uniformemente continua en compactos, se tiene que

}%//;1 (gl)x(z—kﬁl(z,r)r)z—tiégg) (24 02(z,7) //D1

El término restante lo acotaremos en médulo. Como el integrando es igual, tenemos que

L LD

R—r -
9 o sup{lg(z)|: 2z € Ct A Dy} 2n(2R —r)sup{|g(z)| : z € C1 A D1}
<27(R* = (R—1r)%) TR = o, .

< drea(Cy Dy 29

59



Dado que g es continua, se tiene que

lim 27 (2R —r)sup{lg(2)| : z € C1 A Dy}
r—0 R -

= dmsup{lg(2)| : z € OD1},

y por tanto, dado € > 0, existe dg > 0 tal que para todo r con |r| < dg, se cumple que

<//c ol //D H )‘<47rsup{lg( )|z €0D1} +e

Rercordando la proposicién 3.4.18 tenemos que lim g(z) = 0, luego existe Ry tal que para
Z—r00

todo R > Ry, existe un §y > 0 para el cual

(//01 iED //131 K >‘

(Caso i = 2) Para este caso realizaremos un estudio similar al de la dltima parte del caso i = 1. Dado que
los dominios de integracion estan acotados, podemos separar por términos. Acotemos asi el

término [ fC2 %. El resto es andlogo.

para todo r con |r| < dp.

Al igual que el caso anterior tenemos que

‘//CQTZ_ C+r|’ (R+7)? (;?;&Tﬂg:;)lrzecg}:

m(2R + r)sup{lg(z)| : z € Ca}
(B — (<[ +7))

Dado que g es continua, tomando limite en r, tenemos que

<27 (2 + %) sup{|g(2)| : z € Ca}.

hm 2m (2 + %) sup{|g(2)| : z € Ca} = 4dmwsup{|g(z)| : z € Da}.

r—0

De forma anéloga al caso anterior, existe Ry > Ry tal que para todo R > Ry, existe d; € (0, dp)

tal que )
[ =

— b

para todo 7 con |r| < ;. El resto de términos se acotan de forma andloga.

(Caso i = 3) Para este caso trabajaremos de nuevo con valor medio como en i = 1.

Dado que en este caso C3 = D3, tenemos que

[@3 (v—-<+r uo tﬁés (v—q ;>:
//D <|z— 2+r>|‘zi<|>'

Aplicando valor medio a la funcién

tenemos que
=i !

//D3 <|Z— €+l |Z—C|> //D3 (Iz— C+19(z r)r ))I);

Recordando que

< 1 > _ Re(z—((+0(z,r)r))( 1 )2
2= (C+ 0z ), 2= (C(+0(zm)r)| \|z=(C(+0(z,m)r)])

podemos dar la siguiente acotacién a la integral

’//Dg. (Iz— C+19(ZT ) (2 = 1¢I - 1) IC\—l)

Dado que D3 C B(0,R)¢, que esta ultima cota no depende de r. Como g(z) € LP y
> € LI(B(0, |¢| + 2)°) existe Ry > Ry tal que

UCI)K@B 2w = (gl =
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Juntando todas las acotaciones, tenemos que existen R y 5>0 para los que

‘// (IZ— (C+7) |2> //zeD1 IZ—CI

Por lo tanto si existe el limite
i // 9x(2)
im
R—+o00 |Z‘
G es de clase C!, y se da la igualdad

G()y = lim //
R—+o00 |z|<R |Z—C|

Dado Ry > 2|¢|+1, notar que la integral [ f ) converge, por lo que basta acotar _lim

9a(2)
|z|<Ro IZ ¢l R 400
ff gz (2)
Ro<|z|<R [z—(C|"

Aplicando partes como en (3.4.21), tenemos que

// gx(Z):/R" 9CVR — P riy) 9By tiy)
Roglz\<R\Z*C| —RUI—\/W—Hy—q [v/Ro —y? +iy — (|

+/R gWR =P +iy)  g(—/R* = +iy) der//
r VR =y +iy—¢| |- VR =2 +iy—(| Ro<|z|<R

esta en LY para todo ¢ mayor que 1 y g € L?

g\z
|Z_C‘a:

2T, | converge pues |

g(v/ R?—y2+1iy)

Para acotar f R \/ﬂ+zy m basta tomar el cambio de variable u = %, de donde

1
z—Cla
para p > 2.

[fASEF )y, [ AR i
R |WVR?2—y?+iy— (| -1 |VR? —u?R? +iuR — (|

donde la ultima igualdad se da por que 2|(] < R.
De nuevo usando que lim g¢(z) = 0, tenemos que
Z—r00

lim gWR -y +iy)  g(=VR*—yP+iy) =0
Rotoo JoR [V R? —y? +iy — | \/Rny +iy — CI '

Concluimos que G, existe. Ademds como G,(¢) = = lm J)ioi<r I; c\ es continua, deducimos
— 00

Rdu < 2sup {lg(z)| : |2| = R},

que G es de clase C*.
O

Proposicién 3.4.24 Dados p € [2,0), f € CZ(C,C) y g =T*(f), se tiene

0O = g ([0 (2 - ) ae)

Demostracién: Por el lema anterior sabemos que la funcién G(¢) = [[ g(z) (ﬁ - ﬁ) dxdy

es de clase C! y tenemos un férmula para sus derivadas parciales.
Aproximemos ahora la funcién g por funciones f,, € Ci(C, C), donde por la Proposicién 3.4.21,
si verifican la igualdad de la tesis. Sean f,, € C3(C,C) definida como

_ 9(¢) si |¢] < n;
fn(Q) = {g<<>w<<|c —n)) s

st [¢] > n,

donde 9 es una funcién chichén. Notar que Ry, <n + 1.
Como f, — g, en LP aplicando 3.4.20 tenemos que T*(f,) — T*(g) también en LP. Por tanto

teb ({¢:3 1im T*(£)O}\ {C e € tim T (£)(Q) = T ()} ) =0.
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1
Probemos ahora que V¢, lim T*(f,)({) = —=G¢(().
n—o00 e
Dados ¢ € Cy € > 0, aplicando el lema anterior, existe Ry > 2|¢| tal que para todo R > Ry, se

189G 1 g¢(2)
cumple que ‘?67{ —fffIZKR | <35

Dado n > Ry tenemos que

// |z|<n |Z - C| // |z|<n |Z—C| //n<| |<n+1 |z — 2| O = //n<z|<n+1 |£szg|’

y por tanto

|//<” Iz =l S ' //n<| |<n+1 Iz CI //n<| j<n+1 |2 sz( 2 <

sup{lge(2)] + [[¥¢lllg(2)] « 2] € (. n + 1)}

<2r(2n +1)

Como lim g(z) = lim g¢(z) = 0, existe ng tal que para todo n > ng se verifica la desigualdad
Z—r 00

|//|| S (1)

de donde se concluye que [T*(f,)(¢) = 2G¢(¢)| < e
Como € es un ntimero arbitrario, obtenemos que lim 7*(f,)(¢) = £G¢(¢).
n— oo

<

)

[\ e

Obtenemos asi que T*(g)(¢) = %GC (¢) casi todo punto, lo que basta para nuestro caso, pues
el operado T* esta definido en el espacio LP. Notar ademds que T*(g) es continua.

O
Lema 3.4.25 Para w € C fijo, la funcién G(z [ff =a ( m— %) dgdu} tiene derivadas
parciales para todo z ¢ {0,w}, y ademds %G T (ﬁ — %)

La demostracién de este lema es similar a la del Lema 3.4.23, basta asi adaptar esa prueba.
Demostracién: Calcularemos primero G, el caso de G, es andlogo. Veamos primero que, en
caso de existir G, se cumple que

aaac(//zim(|<iw|‘|é|>>:$fl“ooai<//m<3zi<| (|<iw|‘|i|)>’

y para ésto basta reproducir el argumento del caso 3 del Lema 3.4.23. Es decir, dado € > 0 existe
Ry > 0 tal que para todo |r| <1y R > Ry, se cumple que

‘(//.OR |z+71“—€| (cim - |é|>> - (//KRid (Ié—lwl - |i|))

. P ) 11
Calculemos ahora la derivada con respecto a z de cada término, empezando por 5~ (fflz—<|<R = ﬁ) ,

< |rle.

el otro caso es andlogo. Aplicando el cambio de variable ¢/ = $

//<|<R|Z—C|C| //<<R| |Z|2 IIZC’ //,<|R |1—C’|\C’|'

Realizando ahora el cambio de variable polares ¢’ = pe?’, tenemos la igualdad

1 1 / /2” 1
T = —— dbdp.
//|<’|<f;I L= Jpep Jo 1 —pe®

Como el limite de integracién en dp depende solamente de la varialbe z, aplicando el teorema
fundamental del calculo, obtenemos

27 1 27 R
——— dd — / L —
m(/ / ”) H 1 Bl
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Por tltimo, tomando limite en R se obtiene que

RETooaga<//<|<R [z =] |<) RWL J/ ﬂda:m

2|

De forma andloga se puede calcular ( / f lo—¢|<R To=C] CI IS 1w‘) v las correspondientes derivadas

con respecto a y. Podemos concluir asf que G(z) es C*, y ademds
oG 1 1
el _z
0z z—w oz
O

Podemos ahora probar que el operador T esta acotado en LP, a partir de la igualdad T*T*(f) =

=T(f)-
Proposicién 3.4.26 Sea f € CZ(C,C), entonces T*T*(f) = —T(f).

Demostracion: Aplicando la Proposicién (3.4.24), se tiene que

) Waw// (ICi | Iél)dgdy

Luego, aplicando la Proposicién (3.4.21), tenemos

[T <|wa, |§|> - //(//—CI >(|<i| |§|)d5d”
-]/ U/ |z—C|<C a |§|>‘“dy} e

Como la funcién Ifzzﬁ?‘ (Icflwl — m) estd en L'(C2, C), podemos aplicar Fubini. Por lo tanto

e =g ] ]y (eha g ] dean =
= o [ =[]t (et - i) o] e

Fijado z ¢ {0,w} aplicando partes en la variable x, y dado que existe la derivada con respecto
a x de la funcién [ff ﬁ (ﬁ — %) dgdz/} por el Lema (3.4.25), obtenemos que

[ [ g (2o - ) acav] o=
= J[ro ] i ta (et - ) o] v

De forma andloga se puede realizar la derivada con respecto a y, obtenemos asi que

T = g [[ 165 W|z—<|(|< o |<|)d€d”}dxdy

Luego aplicando (3.4.25)

T*T*(f) 6w7r//f ( i>=ai—Pf(W),

y por 3.1.14 concluimos que

T*T*(f)(w) = ~T())w)  u ctp.

Obtenemos asi el siguiente corolario.
Corolario 3.4.27 El operador T tiene norma finita el LP.

Para finalizar el capitulo, y por tanto la desigualdad, veremos algunos resultados que tienen
interés por si mismos, por lo cual estdn en un subseccién propia.
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3.4.1. Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin

Este resultado de desigualdades en normas LP es interesante méas alld de la aplicacién en este
trabajo, por eso lo vemos en una seccién aparte.
Si bien las normas LP no son equivalentes, si hay resultados para una combinacién convexa.

Lema 3.4.28 (Desigualdad de Lyapunov). Sean po,p1 € [1,400] y f € LPeNLP:. Fijemos § € [0, 1]
y sea p tal que % = 1;—9 + %. Para toda f € LPo N LPY | se cumple que f € LP. Mds ain, se verifica
la desigualdad en norma dada por la ecuacion

1£llp < 1A 1R O F s,

Demostracion:

El caso para 0 € {0, 1} es trivial, fijemos as{ § € (0,1).

Notar que para cualquier ¢ > 1 se tiene que ||g|lq = ||(|g])|lq, por lo que podemos suponer que
f:K—=RTU{0}.

Aplicando la definicién de norma p para f, tenemos que || f|[b = || f7||:.

Sean a, b tales que é = (1;7:)1’ y % = z—’;. En particular % + % =1.

Separemos f? en dos factores fP = fP0=9 P9 Ta funcién fP1=9 estd en L, ademds podemos
acotar su norma por

Po
a

170 = (7 1)+ = (1 o) # = (171560

De forma andloga se tiene que fP? € Ly || f7?(|, = || ||
Aplicando la desiguldad de Hélder, obtenemos que

11, = (=257 ) < (0= 10,)* = nrisnsie,

Necesitamos ahora otro resultado basico, esta vez de anélisis complejo.

Lema 3.4.29 Sean S = {z € C: Re(z) € [0,1]} y F : S — C tal que F esta acotada, continua
y analitica en S°. Para 0 € [0,1], definimos My(F') = sup,cp{|F (0 + iy)|}. Entonces se tiene la
desigualdad My(F) < [Mo(F)|*=0[M;(F))°.

Demostracién: Notar que si F' = 0, la tesis se cumple de forma inmediata.
Probemos primero para el caso en que My(F) = M;(F) = 1, en donde basta con probar que
My(F') < 1. Definamos ahora una funcién auxiliar F, a partir de F' presente un méximo en 05.

F(z)

Dado € > 0, definimos la funcién F, como F.(z) = e

Notar que F, estd en las hipotesis del

lema y que ademds lim|y|_,o [Fe(2 + iy)| = 0 uniformemente en x, ya que |F(z +iy)| < ’ IF oo ‘

Por tanto F, tiene maximo.
Fijado z € S, la funcién € — |F¢| es decreciente. Tenemos asi que My(F,) < My(F') para todo
€, ademds lim+ F.(z) = F(z).
e—0

Como F; analitica en S°, podemos aplicar el principio del médulo maximo a un dominio de
la forma [0,1 — ¢] x [—r,7]. Dado que F. es continua en S, tomando limite § — 0 tenemos que
z.(e) con Re(z.(e)) = {0,1} tal que max{|F.(z)| : z € [0,1] x [-r,r]} = Fc(2,). Luego como
| lll’m |Fe(z + iy)| = 0 uniformemente en x, existe z. con Re(z) € {0,1} tal que max(F.) = F.(z).
Y|—o0
Deducimos asi que My(F.) < max{My(F.), M1(F.)}.

Notemos Mg . (F') = sup{|F'(0 + iy)| : y € [-7,7]}.

Dado ¢y > 0, como F' continua y acotada existe un r € R tal que My(F) — M,)(F) < ¢

2
Como F, converge uniformemente en compactos a F, 3¢ tal que Mg ,)(F) — Mg ) (Fe) < 2. Como

ademds Mg ,)(Fe) < Mg)(Fe) < max{My(Fe), M1(Fe)} < max{My(F), M;(F)} =1, teneQmos que
se verifica la desiguladad My(F) — 1 < €.

Dado que ¢y es un nimero arbitrario, se concluye la tesis para el caso My = M; = 1. Veamos
ahora como pasar del caso general a este.

Dada F' en las hipétesis del lema, tanto My como M; son distintos de 0, ya que F' también

cumple médulo méximo y no es identicamente nula. Luego, la funcién G definida por

F(z)
ez log(( ))—Hog(JV]O)




también las verifica.

Para z = iy se tiene que |G(z)| = 5!

—, por lo que My(G) = 1, mientras que para z = 1 + iy

F(z)
(i) los((7h ) +Hlos(Mo) |
Dado que G esta en el caso anterior, se tiene que MQ(G) < 1. Dado z = 0 + iy, el médulo de
G(z) cumple que

se tiene que |G(1 +iy)| = = ‘F(z)l de donde M;(G) = 1.

F(Z)
€(9+iy) log(( Mo ))'HOg(MO)

__IF()
MOMmp’

G0 +iy)| =

de donde se deduce que My(F) = Mp(G)My = M{ < My~ M/, concluyendo asf la tesis.
g

Por tltimo, antes de ver la demostracion del Teorema, veamos una propiedad de los espacios
LP.

Comentario 3.4.30 Sean p y q conjugados, es decir 1 = % + % entonces para toda f € LP se
verifica la igualdad | f|l, = supyerq [ fg

Veamos ahora la prueba del teorema de interpolacion de Riesz-Thorin, para el caso p > 1.

Teorema 3.4.31 (Interpolacidn de Riesz-Thorin) Sean po,p1,qo,q1 > 1 y 6 € [0,1]. Definimos p

yqcomol=2120420 L _ 1-6 (z. Sea T es un operador lineal tal que T : LPi — L% tiene

P po ;7 q
norma finita dada por ||T|| e e = Ni. Entonces se tiene que |Tf|lq < Na ' N?| f|l, para toda
f € LP(C) N L7 (C).

Demostracién: Como las funciones simples son densas en LP° N LP* basta con probarlo para
dichas funciones. A su vez, por el comentario anterior, es suficiente probar que

| / (Tf)g‘ < NEONY (3.19)

para todo par de funciones simples f, g tales que || f|l, = |lgll¢ = 1 donde % + % = 1. Notamos
ademds (¢;)" al conjugado de g;.
Tomemos asi f = ijl ajxa;, y 9= ch{:l brx B, funciones simples de norma 1, es decir

K

Hfll”*Z\ag\p =1y lall? —Zlbqu (Br) =1,

donde p es Lebesgue en R™ y los conjuntos Ay son disjuntos 2 a 2, de igual forma los conjuntos
B;.
Definimos ahora p y ¢ como funciones de w de la siguiente forma: dado w € C,

1 1—w w 1 1—w w 1 1—w
—_ = + - — = + —, = +

/

p(w) Do p1 q(w) o ¢ (w) 40

w
7/.
q1

Tenemos asi que p(0) = po, p(1) = p1 vy p(6) = p, de igual forma para ¢, ¢(0) = qo, ¢(1) = ¢1 v
a0)=aqyd. /

Notando la convencién J = 0, definimos las funciones f,, = |f|P<w) Y 9w = |g\%%.

Las funciones f, y g, son funciones simples con soporte compacto. Luego f, € LP° N LP*, lo
que implica que T'(f,) esta bien definida.

Finalmente, definimos la funcién F : C — C como F(w) = [(Tf.,)g.- Por linealidad tenemos
que

K
by,
F(w) = ZZMJ’M” | ||bk|Q(w)7 T(XAJ)

o] J B,

Dado que W 70 + w(%), obtenemos asi que F' es una combinacién lineal de términos
de la forma o con a > 0y u € R. Luego F es analitica y satisface las hipdtesis del Lema 3.4.29,
ya que cada funcién v* estd acotada en S por |y*T%| = |v*| < max {1,v} Vo +iy € S.

Estimemos ahora |F(iy)| v |F(1 + 4y)|. Aplicando la desigualdad de Holder tenemos que

[E(iy)| < T fiyllgo llgiyllay < Noll fiyllpo l9iyllas -
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Dado que Re | £2% ) = Re ( pop U= 4 iv)) = p, podemos acotar f;, y tenemos que
4 p(iy) Po P1 Yy

J J
PI"O
W Fiallzg = D7 |lasl 75| (Ag) = D laslPua(Ay) = I -
Jj=1 j=1

De forma analoga ngyngé =1
0

Utilizando la notacién de 3.4.29, obtenemos que My(F) < Ny, y repitiendo para 1 + iy, obte-
nemos M (F) < Nj.
Finalmente aplicando el Lema 3.4.29, tenemos que

/ T(f)g| = F(8) < My(F) < NION?,

de donde concluimos la tesis.
O

Apliquemos ahora este teorema a nuestas condiciones.
Demostracién de 3.1.13: Por el Corolario 3.4.27 sabemos que T : LP — LP es un operador

acotado Vp > 2, Notemos C3 = ||T||3 y ademds T es una isometria en L? (teorema 3.1.12) Cy =
T2 =1.
Notar que para todo niimero p € [2, 3], existe un tdnico 6(p) € [0, 1] tal que % = %%p) + @.

Ademds lim,, _,5+ 0(p) = 0. Definimos ahora C),, como C), = Cg(p)Cél_e(p)) = Cg’(”).

Aplicando el teorema de interpolacién, se tiene que |||, < Cg ®) v ademés lim,,_,o+ Cp = 1.
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