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Introduccion

En el contexto de un espacio topoldgico, un continuo es un compacto conexo. En
este trabajo estudiaremos continuos planares, para lo cual aplicaremos dos teorias
poderosas: la de Carathéodory y la de indescomponibilidad. Buscamos relacionar
resultados de ambas teorias para luego aplicarlos al estudio de continuos dindmi-
camente definidos por cubrimientos ramificados de la esfera. Estos tltimos son una
clase de mapas que definiremos més adelante.

Si un continuo planar J es el borde de una regién simplemente conexa U, esta
regién es conformemente equivalente al disco I gracias al Teorema del Mapa de
Riemann. La teoria de Carathéodory, introducida en 1913 en [2], surge en respuesta a
la pregunta acerca de en qué circunstancias este mapa ¢ : U — I se puede extender a
un homeomorfismo de la clausura de U en el disco compacto. Carathéodory encontré
que una condicion equivalente a que exista tal extension es que J sea una curva de
Jordan. Por otra parte, la teoria provee una manera natural de extender la topologia
de U a otro espacio mayor, llamado la completacion de Carathéodory de U, al que
notaremos U, para el cual se cumple que todo mapa de Riemann ¢ : U — D
se extiende a un homeomorfismo de U en D. En grandes lineas, la completacién
de Carathéodory se obtiene “afiadiendo” convenientemente una copia de S a U,
de manera que la frontera de U es topologicamente un circulo. Los puntos de esta
frontera OU se denominan fines primos de U y su definicién formal, que expondremos
en el Capitulo 1, se hace a partir de sucesiones de arcos simples dentro de U cuyos
diametros tienden a cero con la distancia usual en el plano. Llamamos la impresion
de un fin primo a la interseccién de las regiones de U delimitadas por los arcos que
lo definen. Se puede ver que la impresion de un fin primo siempre es un subcontinuo
de J.

Decimos que un continuo es indescomponible cuando no es unién de dos sub-
continuos propios. En otro caso, el continuo es descomponible. Observemos que un
segmento, un poligono, cualquier continuo con interior, son descomponibles. El pri-
mer ejemplo de continuo indescomponible no trivial fue construido en 1922 por B.
Knaster en [6]. En la siguiente figura se puede ver una representacién del continuo
de Knaster.
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FicuraA 1. El continuo de Knaster.

En el Capitulo 1 estudiaremos algunas propiedades de los continuos indescom-
ponibles.

En el Capitulo 2 estudiaremos un teorema de E. Rutt, que fue demostrado en
1935 en [11]. En ese articulo, Rutt prueba que, si J es el borde de un abierto U
simplemente conexo del plano, y es indescomponible, entonces U tiene un fin primo
cuya impresién es todo J. El reciproco de este resultado, sin embargo, no es cierto.
De hecho, Rutt prueba un segundo teorema, que serd para nuestro trabajo uno de
los resultados centrales, segtin el cual, si J es el borde de U y existe un fin primo
de U cuya impresion es J, entonces o bien J es indescomponible o bien es unién
de dos subcontinuos indescomponibles. Uno de los objetivos de esta monografia es
presentar la prueba de este teorema usando un lenguaje mas accesible y actual que
el del articulo original.

Si f:82 = S2? es un polinomio complejo de grado mayor o igual a 2, se llama
conjunto de Julia de f a la frontera de la cuenca de atracciéon de oo, que se puede
probar que es una region simplemente conexa si y solo si el conjunto de Julia es
un continuo. Una pregunta que permanece abierta hasta el momento es si existen
conjuntos de Julia indescomponibles. En 1993!, C. Mayer y J. T. Rogers probaron
que, si f es un polinomio complejo de grado mayor que 1, J(f) es el conjunto de
Julia de f y R es la cuenca de oo, entonces J es indescomponible si y solo si hay un
fin primo de R cuya impresion es J.

En el Capitulo 3 relacionaremos los resultados vistos con conceptos definidos
dindmicamente por cubrimientos ramificados de la esfera. Un cubrimiento ramificado
de la esfera es un mapa de grado mayor que 1, cuyos puntos criticos son equivalentes”
a los puntos criticos de funciones holomorfas, aunque son mapas apenas de clase C°.
Asi como en el caso polinomial, bajo ciertas condiciones un cubrimiento ramificado
deja completamente invariante un continuo J que constituye el borde de una region

(18], Theorem 3.2.
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simplemente conexa que contiene a 0o, a la que llamaremos R. En tal caso diremos
que f es polynomial like. Una pregunta que nos haremos serd cuiando un mapa
polinomial like puede tener J indescomponible. En particular, conjeturamos que
para f polynomial like de grado d > 2, se cumple que f es indescomponible si y solo
si existe un fin primo de R cuya impresién es J. Otro aporte de esta monografia serd
demostrar un resultado en esta direccién, al que llamaremos Teorema J.

Dado un continuo X definimos la composant de un punto z € X como la unién
de todos los subcontinuos propios de X que contienen a x. A mediados del siglo
XX, J. Krasinkiewicz estudié las propiedades de las composants de continuos indes-
componibles®. En [9] introdujo el concepto de composant interna y probé varias de
sus propiedades, entre ellas que la unién de las composants internas de un continuo
indescomponible X es un conjunto residual en X. En 1993 Mayer y Rogers atribuyen
a Krasinkiewicz un resultado® que usaremos en la demostracién del Teorema J, al
cual llamaremos Teorema K. Sin embargo, este teorema no se encuentra explicita-
mente en los articulos citados de Krasinkiewicz. En la tultima parte de este trabajo
brindaremos una prueba detallada del Teorema K, apoyandonos en los resultados
de Krasinkiewicz.

2Ver [9] v [8]
3[13] , Theorem 3.1.






Capitulo 1

Preliminares

1. Teoria de Carathéodory

El objetivo de esta seccién es introducir la nocién de fin primo de un abierto
simplemente conexo de la esfera. Si bien en la literatura es posible encontrar maneras
ligeramente distintas de definir los fines primos, aqui seguiremos la construccién del
libro [1]. En lo que sigue U serd un abierto simplemente conexo de la esfera cuyo
borde consiste en més de un punto. Denotaremos por D al disco abierto

D={zeC:|z| <1}.

El Teorema del Mapa de Riemann garantiza que existe un isomorfismo conforme
de U en D. En algunos casos, este mapa se puede extender a un homeomorfismo de
U en el disco compacto, de modo que la frontera de U es homeomorfa a S' = 9D.
Més atin, vale el siguiente resultado’.

TEOREMA 1.1. (Carathéodory) Un isomorfismo conforme ¢ : D — U se extiende
a un homeomorfismo de D en U si y solo si QU es una curva de Jordan.

La compactificacién de U a través de sus fines primos consistird en anadir conve-
nientemente a U un circulo, de modo que en este nuevo espacio el mapa de Riemann
si se extienda a un homeomorfismo en D.

DEFINICION 1.2. (Crosscut) Por crosscut nos referiremos a un subconjunto de
U homeomorfo al intervalo (0, 1), cuya clausura es homeomorfa al intervalo cerrado
y corta en exatamente dos puntos al borde de U.

LeEMA 1.3. Todo crosscut de U separa U en dos componentes conexas.

DEMOSTRACION. Sea H un crosscut de U. Se cumple que el cociente U/OU,
donde identificamos todo el borde de U con un punto, es homeomorfo a la esfera?.
Sea 7 : U — U/OU ~ S? la proyeccién al cociente. La proyeccién 7(H) es una curva
cerrada simple en la esfera, de modo que, por el Teorema de la Curva de Jordan, esta
separa la esfera en dos componentes. Por otra parte, la restricciéon de m a U es un
homeomorfismo sobre su imagen, de modo que U — H es homeomorfo a S? — 7 (H).
Es decir que H también separa U en dos componentes conexas. O

Llamaremos entorno crosscut a cada una de tales componentes conexas.

1[1] §17, Theorem 17.6.

2En efecto, llamemos p al punto con el que identificamos el borde de U en el cociente, y fijemos
¢ : U — S? — {oo} cualquier homeomorfismo. Definimos la funcién f : U/0U — S? de modo que
f(p) = co y para todo x € U vale f(z) = ¢(x). Se cumple que f es continua e inyectiva y su dominio
es compacto, con lo cual f es un homeomorfismo.

7
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DEFINICION 1.4. (Cadena fundamental) Una cadena fundamental en U serd una
familia {R;};en de entornos crosscut de U, junto con la familia {A;}en de sus
respectivos crosscuts, con las siguientes propiedades:

= Para cada i se tiene Riv1 CR;.
= Las clausuras A; de los crosscuts son disjuntas dos a dos y su didmetro

diam(A4;) tiende a cero con la distancia usual en la esfera.

Diremos que dos cadenas fundamentales {R;} y {R}} son equivalentes si para
cada indice ¢ existe j tal que R;- C R; y reciprocamente.

DEFINICION 1.5. (Fin primo) Llamaremos fin primo de U a cada clase de equi-
valencia de cadenas fundamentales de U.

() (d)

FicurA 1. Discos topoldgicos en el plano y algunos de sus fines primos.

DEFINICION 1.6. (Completacién de Carathéodory) Llamaremos la completacion
de Carathéodory de U al espacio U = U U {e : € fin primo de U} con la siguiente
topologia. Dado un entorno crosscut R de U, sea R C U la unién de R con todos
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los fines primos de U que tienen alguna cadena representante {R;};en con cada R;
contenido en R. Una base de la topologia que buscamos consiste en estos entornos
R junto con los abiertos de U.

Una posible motivacion de tal construccion se resume en el siguiente resultado.

TEOREMA 1.7. 3 Todo isomorfismo conforme ¢ : D — U se extiende de manera
Unica a un homeomorfismo del disco compacto D en U con la topologia definida
antes.

DEFINICION 1.8. Llamaremos impresion de una cadena fundamental, o del fin
primo que esta representa, a la interseccién N;R; de las clausuras de sus regiones
crosscut.

PROPOSICION 1.9. La impresién de cualquier cadena fundamental en U es un
compacto conexo no vacio contenido en OU.

DEMOSTRACION. Sea {R;}; una cadena fundamental en U y {H;}; su cadena
de crosscuts asociados. Afirmamos que la interseccién M; R; es vacia. Para ver esto,
fijemos un punto p € U. Tomemos un punto pg € U — Ry y un camino v C U
que una py con p. Sean § la distancia de « al borde de U y j un indice tal que
el didmetro de H; es menor que 4. Es claro que H; no corta vy, de modo que p y
po estan en la misma componente de U — H;. Como pg no estd en R;, p tampoco.
Esto prueba que la impresién M;R; es un subconjunto de OU. Al ser interseccién
de compactos conexos encajados no vacios, también tenemos que es un compacto
conexo no vacio. O

En la Figura 1 podemos ver las fronteras de cuatro abiertos simplemente conexos
del plano y cadenas de crosscuts representantes de algunos de sus fines primos. Como
en el caso del ejemplo 1.(a), siempre que el borde de U sea una curva de Jordan,
la impresién de todo fin primo de U serd solamente un punto. En 1.(b) tenemos un
caso en que dos fines primos distintos tienen la misma impresion, mientras que los
ejemplos 1.(c) y 1.(d) muestran fines primos cuyas impresiones son segmentos.

Diremos que una cadena de crosscuts { H;}; de U converge a un punto p € U si,
dado cualquier entorno N de p, existe j tal que H; estda contenido en N para todo
i> 7.

DEFINICION 1.10. (Conjunto principal) Dado € un fin primo de U diremos que
su conjunto principal es el conjunto de aquellos puntos p € JU para los cuales existe
una cadena de crosscuts representante de € que converge a p.

Observemos que el conjunto principal del fin primo representado en la Figu-
ra 1.(c) es solo un punto, a pesar de que su impresién es mas grande, mientras
que, en el caso del ejemplo 1.(d) el conjunto principal es un segmento contenido
estrictamente en la impresion.

PROPOSICION 1.11. # Para todo ¢ fin primo de U, el conjunto principal de ¢ es
un compacto conexo no vacio contenido en su impresion.

31] §17, Theorem 17.12.
4[3] §15, Corollary 15.
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2. Continuos indescomponibles
En el contexto de esta seccién X serd un espacio topoldgico cualquiera.

DEFINICION 1.12. (Continuo) Diremos que un conjunto C' C X es un continuo
si es compacto y conexo. A todo continuo K contenido en C' le llamaremos un
subcontinuo de C, y diremos que un continuo K es un subcontinuo propio de C' si
estd estrictamente contenido en C.

DEFINICION 1.13. (Continuo indescomponible) Diremos que un continuo C' es
indescomponible si no es unién de dos subcontinuos propios. En caso contrario,
diremos que C' es descomponible.

Observamos que un conjunto con solo un punto es un continuo indescomponible.
Para evitar inconvenientes, en ocasiones diremos que un continuo es no degenerado
si tiene al menos dos puntos.

A continuacién haremos la construccién de un continuo indescomponible que
servird de ejemplo para ilustrar los resultados que veremos mas adelante. Este fue
descrito por primera vez en 1922 por B. Knaster en [6]. En la Figura 2 hay una
representacion de los primeros pasos de su construccion inductiva, que también se
puede describir de la siguiente manera.

Sea C C [0,1] x 0 el conjunto de Cantor ternario estdndar en R?. Construimos
el continuo de Knaster siguiendo este procedimiento.
I. Unimos todo par de puntos de C simétricos con respecto a (%,0) por una
semicircunferencia en el semiplano superior centrada en (%, 0).
II. Para cadan > 1, unimos todo par de puntos de C en el intervalo [, 2] x {0}
a través de una semicircunferencia en el semiplano inferior con centro en

(5570).

)

F1GURrA 2. Primeros pasos de la construccion del Continuo de Knaster.

Una prueba de que este es un continuo indescomponible se puede encontrar en

[4] (Cap. V).

Veamos ahora algunas propiedades sobre indescomponibilidad que usaremos en
el dltimo capitulo.
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PROPOSICION 1.14. Supongamos que C' C X es conexoy K C C es un continuo.
Si C — K es disconexo, entonces existen C,Cy C C' conexos, no densos en C', cuya
union es C.

DEMOSTRACION. Sean A, B abiertos no vacios disjuntos cuya unién da C' — K.
Es claro que BUK = (C — A) UK.

Afirmamos que K U B es conexo. Para probarlo supongamos por absurdo que
{A;, A2} es una particién abierta de K U B. Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que K N A; # (). Hay dos posibilidades: Si K estd contenido en Aj, entonces
Ay estd contenido en B, de modo que AN Ay =0, conlo cual (AUA;)NAy =0y
AUA1UAy = C. Es decir que en ese caso C' seria disconexo. La alternativa seria que
KN As # 0y, entonces {A; N K, Ay N K} particiona K, o sea que K es disconexo.
Esto prueba la afirmacion.

Por otra parte, como A es abierto no contenido en K, y K es compacto, existe
un abierto U C A — K. Luego UN (BUK) = (), de modo que BU K no es denso en
C.

Concluimos que C; = AU K y Cy = B U K son conexos no densos en C' cuya
unién da C, como buscidbamos. O

COROLARIO 1.15. Si C' C X es un continuo y Kj,..., K, son subcontinuos
disjuntos dos a dos, tales que C —U?Zl K; es disconexo, entonces C' es descomponible.

DEMOSTRACION. Sea i el primer indice para el cual C — Uj’:l K es disconexo, y
sea A = U;;ll K. Por la proposicién anterior, como C'— A es conexo pero (C—A)—K;
no lo es, existen C1 y C2 dos conexos no densos en C — A, cuya unién es C — A.
Luego (' y Cs son subcontinuos propios de C'y se cumple que AUC; UCy = C, de
modo que C' es descomponible. O

PROPOSICION 1.16. Dado C' C X un continuo y K un subcontinuo propio de C,
si K tiene interior en C, entonces C es descomponible.

DEMOSTRACION. Sea K un subcontinuo propio de C' con interior no vacio en
C. Si K separa C, entonces C es descomponible por la proposiciéon anterior. Si no,
el complemento C' — K es conexo y no es denso en C, de modo que C' — K es un
subcontinuo propio de C. Asi que C es descomponible por ser C' la unién de K y
C-K. O

En particular, ningiin continuo indescomponible en la esfera S? tiene interior.

DEFINICION 1.17. (Irreducibilidad) Dados C' C X un continuo y A un subcon-
junto de C, diremos que C es irreducible con respecto a A si ningin subcontinuo
propio de C contiene a A.

La siguiente propiedad sera de utilidad en el siguiente capitulo. Su demostracion
se puede encontrar en [7], p. 433.

PROPOSICION 1.18. Dado un continuo C C X y un subconjunto A C C cual-
quiera, existe un subcontinuo C’ de C irreducible con respecto a A.
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3. Cubrimientos ramificados

En esta seccién hablaremos por primera vez de nociones dindmicas. En el Capitu-
lo 3 relacionaremos conjuntos dindmicamente definidos con los conceptos topolégicos
estudiados en secciones anteriores.

3.1. Definiciones.

DEFINICION 1.19. (Cubrimiento) Dados X e Y espacios topoldgicos, se dice que
un mapa f : X — Y es un cubrimiento si para todo y € Y existe un entorno abierto
V CY dey tal que f~! es unién de abiertos disjuntos en cada uno de los cuales f es
un homeomorfismo sobre V. Diremos que tal entorno V' es un abierto bien cubierto.

DEFINICION 1.20. (Cubrimiento ramificado) Dados A y B abiertos de la esfera,
un mapa f : A — B es un cubrimiento ramificado si existe un conjunto finito X C A
tal que
flaexA—X —- B — f(X)
es un cubrimiento, y para cada y € f(X) existen un punto ¢ € X, un entorno U C A
de ¢, un entorno V- C B de y = f(c), y un entero k, tales que f restringido a U — {c}
es un cubrimiento k a 1 de V — y. Diremos que tal punto ¢ es un punto critico de f.

Notaremos por Crit(f) al conjunto de puntos criticos de f, y llamaremos valores
criticos a las imagenes de estos. Los valores que no son criticos se llaman regulares.
Para cada ¢ € Crit(f), definimos el orden de ¢ como ord(c) = k — 1.

Un primer ejemplo de cubrimiento ramificado de la esfera son los polinomios
complejos. Si f : 2 — S? es un polinomio de grado n, entonces sus puntos de
derivada cero son sus puntos criticos como cubrimiento ramificado. Ademas, oo es
un punto critico de orden n — 1 y el orden de cualquier otro ¢ € Crit(f) es la
multiplicidad de ¢ como raiz de f’. En general, toda funcién racional f = p/q,
donde p y ¢ son polinomios, es un cubrimiento ramificado. Notemos que si d es el
méximo entre el grado de p y el grado de ¢, entonces todo valor regular de f tiene
d preiméagenes.

Para construir un ejemplo de cubrimiento ramificado que no sea racional pode-
mos considerar cualquier mapa ¢ : [0,4+00) — [0,+00) creciente y sobreyectivo. Si
definimos en coordenadas polares f(re?) = ¢(r)e’??, resulta que f es un cubrimiento
ramificado con dos puntos criticos de orden 1.

Mencionemos algunas propiedades utiles de estos mapas. Una primera observa-
cién es que todo cubrimiento ramificado es una funcién abierta.
Para el caso en que f es cubrimiento ramificado en la esfera tenemos lo siguiente.

PROPOSICION 1.21. Para todo cubrimiento ramificado f : S? — S? existe un
entero positivo d tal que todo valor regular tiene exactamente d preimagenes.

Decimos que el niamero d de la proposicién anterior es el grado del cubrimiento
ramificado.
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Dado U C S? abierto tal que S? — U tiene finitas componentes conexas, decimos
que la conectividad de U es la cantidad de componentes de S?2 —U. Si U y V
son abiertos de la esfera cuyo complemento tiene finitas componentes, se cumple la
siguiente férmula.

TeEOREMA 1.22. ° (Riemann-Hurwitz) Si f : U — V es un cubrimiento ramifi-
cado de grado d, entonces

2—n=d(2-m)— Z ord(c),

ceCrit(f)

donde n es la conectividad de U y m la de V.

Una consecuencia del teorema de Riemann-Hurwitz es que, si f : S — 5% es un
cubrimiento ramificado de grado d, entonces la suma de los érdenes de los puntos
criticos de f en toda la esfera es 2d — 2.

Retomando el ejemplo que consideramos antes, si f es un polinomio de grado d,
entonces el orden de oo como punto critico es d — 1 y la derivada de f tiene d — 1
raices contadas con multiplicidad, donde el orden de un punto critico coincide con
su multiplicidad como raiz de f’. De modo que f verifica la férmula anterior.

Por otra parte, si f es un cociente de polinomios, digamos f = g, entonces su
grado como cubrimiento ramificado es el maximo entre el grado de p y el grado de

q.

Dado un mapa f en S?, decimos que un conjunto K C S? es f-invariante si
f(K) C K,y que K es completamente f-invariante si f~1(K) = K. Observemos
que f~1(K) = K es equivalente a que f~1(S? - K) = $? — K.

Otra consecuencia del Teorema de Riemann-Hurwitz es que, si f : S — S?
es un cubrimiento ramificado de grado d y R € S? es una regién completamente
invariante y simplemente conexa, entonces

(1) Y ordg(e) =d-1,

ceCrit(f)NR

donde ords(c) es el orden de ¢ como punto critico de f.

Sea f un polinomio complejo de grado d > 2. Para N € N, si definimos Vy =
{2 : |2] > N} U {oc}, entonces Vi es entorno de oo en S? y se cumple que existe
Ny tal que, para todo N’ > Ny, se tiene f(Vyr) C Vanr. Definiendo f* = fo fF=1,
tenemos que f¥(2) ? oo siempre que z € V. En otras palabras, cualquier punto

cercano a oo tiende a co cuando se lo itera por f sucesivamente. Se dice que oo es
un atractor y se define su cuenca de atraccion como

Buo = {2 f¥(2) - o0}.

SVer [10].
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De lo anterior se obtiene que Boy = |J,,~ f~"(Vn), de lo cual se sigue que By es
una regién completamente invariante. Algo no tan inmediato es que el complemento
de By en la esfera es un compacto no numerable. Ademds es facil ver que By, es
simplemente conexo si y solo si el inico punto critico de f en Boo es 00b.

En el caso polinomial descrito arriba el conjunto de Julia de f es J; = 0B . Para
f racional en general, el Julia se define como el conjunto de los puntos inestables a

futuro. Resulta que J; es un compacto completamente invariante no numerable”.

Por otra parte, cuando f es apenas un cubrimiento ramificado, las propiedades
de las funciones holomorfas no se cumplen en general. El concepto de polynomial
like, que definiremos a continuacién, fue introducido por Douady-Hubbard® y ha sido
usado extensamente para el estudio de las propiedades topoldgicas de los polinomios
complejos.

DEFINICION 1.23. (Polynomial-like) Sea f : S? — S? un cubrimiento ramificado.
Diremos que f es polynomial like si existe una regién R C S? simplemente conexa
completamente invariante, con co € R, co punto critico fijo de orden d — 1, y tal que
su complemento S%2 — R es no numerable.

Si f es polynomial like, se denota J o Jy al borde de R, y J se llama el Julia
de f. El complemento de R en S? se llama el Julia relleno de f y se denota J.
Observemos que, de la ecuacién 1 se sigue que hay d — 1 puntos criticos de f en J
contados con sus ordenes.

Cabe mencionar que no es realmente importante que co € R en la definicién de
polynomial like. Lo pedimos tnicamente por la posibilidad de que hubiese mas de
una regién completamente invariante y asi asegurar que el Julia esté bien definido.

PROPOSICION 1.24. Si f : S — S? es polynomial like, entonces el Julia de f es
un continuo completamente f-invariante.

DEMOSTRACION. Sea J el Julia de f. Es claro que J es conexo, ya que R es
simplemente conexo, asi que J es un continuo. Al ser f continua y abierta se cumple
que

FUT) = fYOR) = df Y (R) = R = J.

3.2. Geometria de los cubrimientos ramificados.
Consideremos f : S? — S? un cubrimiento ramificado de grado 2. En este caso
f tiene exactamente dos puntos criticos y sus imagenes son distintas”. Esto implica

6Recordar que f tiene exactamente d — 1 puntos criticos aparte de oo.

Ver [1], Lemma 4.8 y Corollary 4.14.

8Ver [12].

9Como la suma de todos los érdenes debe ser 2d — 2 = 2 y los valores regulares tienen dos
preimagenes, necesariamente hay dos puntos criticos, cada uno de orden 1. Si las imagenes de
ambos puntos coincidieran, digamos f(c1) = f(c2) = z, entonces habria un entorno de = donde los
puntos tendrian 4 preimégenes.
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que f~1(f(Crit(f))) = Crit(f). Llamemos c; y c2 a los puntos criticos de f, y sea
a una curva simple en la esfera que conecta f(c1) con f(cz). Si & es la imagen de
« sin sus extremos, entonces f1(&) tiene dos componentes conexas, ay y az, cada
una de las cuales debe tener un extremo en c; y el otro en cz. De modo que f~!(a)
separa la esfera en dos componentes.

Como cada una de las componentes conexas de S? — f~1(a) es simplemente
conexa y no contiene puntos criticos de f, resulta que la restricciéon de f a cada una
de tales regiones es un homeomorfismo sobre S? — a.

En el dltimo capitulo usaremos el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.25. Sean f : S? — S? un mapa polynomial like y ¢ # oo un
punto critico de f. Dado L # S? un continuo que no separa la esfera y que contiene
a f(c) e oo, se tiene que f~1(L) separa la esfera y cada punto de S% — L tiene al
menos una preimagen en cada componente conexa de S? — f~1(L).

A modo de ejemplo consideremos un mapa f : S? — S? polynomial like de grado
3, con tres puntos criticos: co, ¢y d, de érdenes 2, 1 y 1 respectivamente.

Mientras que oo tiene una sola preimagen, f(c) y f(d) tienen dos preimdgenes
cada uno. Sean d y d' las de f(d). Si a es una curva simple que conecta f(c) con oo
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sin pasar por f(d), entonces f~!(a) separa la esfera en dos regiones. Sin embargo,
una de ellas contiene a d, con lo cual cada valor regular de f fuera de « tendra dos
preimégenes en esa regién. Por ejemplo, si z es valor regular cerca de f(d), z tiene
dos preimégenes cerca de d y una cerca de d’.

DEMOSTRACION. (Proposicién 1.25) Sean U y V entornos de c e oo, yUyV
entornos de f(c) e 0o, tales que U — {c} cubre ka1 a U —{f(c)} y V — {oo} cubre d
alaV —{oo}. Para cada punto z € L — {00, f(c)}, sea W, un entorno bien cubierto
de x. Luego L' = L — (U UV) es compacto y estd cubierto por | J,;, We, de modo
que con finitos de tales W, también se cubre L’. Llamémosles W1, ..., W,,.

Sea i tal que W; N U # . Como f|5 es cubrimiento k a 1 de U, y W; es bien
cubierto, existen dos'® abiertos disjuntos, A; y B;, tales que f|a, : 4; — W; y
flB, : Bi = W; son homeomorfismos y ademas A; N U # 0+ B;N U. A continuacién
tomamos algin j # i tal que W; N (U U W;) # 0. Entonces definimos A; y B
abiertos disjuntos que se mapean 1 a 1 a Wj, de modo que A; N (ﬁ UA) #0y
B;n(UUB;) # 0.

Inductivamente, para cada nuevo indice k tal que Wy intersecta U o alguno de
los W; que ya consideramos, encontramos dos abiertos disjuntos, Ay y By, donde
f es un homeomorfismo sobre W, tales que A intersecta U o alguno de los A4;
anteriores, y B} intersecta Uo alguno de los B; anteriores.

AFIRMACION 1. (Ui, 4i) N (Ui, B;) = 0.

Para probar la afirmacién, supongamos que, para dos indices i, j, A; corta a B;.
Luego f(A; N B;) = W; N W; # (). Pero entonces, dado un punto y € W; N W, hay
dos preimégenes de y en A;, una en A; N A; y otra en A; N B;. Esto contradice que
feslalenA;.

105 el orden de c es mayor a 1, habrd méas de dos abiertos que cumplan las condiciones que
pedimos para A; y B;. Sin embargo, no necesitaremos considerar mas de dos de tales entornos para
concluir que f~'(L) separa SZ.
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Definamos

yLp=f""L)n@uvVul]B).

=1

Se cumple que L4 y Lp son conexos, ya que L es conexo. Sea L= LaULpg.
AFIRMACION 2. L separa S2.

En efecto, tenemos que ni L4 ni Lp separan S2, y ambos son conexos. Asf que su
unién L separa si y solo si su interseccién L4 N Lp no es conexa. Por la Afirmacién 1
sabemos que L4 y Lp se intersectan solo en U y ‘7, con lo cual L 4N Lp es disconexo,
probando la afirmacién.

Es claro que L podria no ser todo f~1(L), como es el caso en el ejemplo anterior,
donde f es de grado 3. Sin embargo, si K = f~1(L) — L, K no puede contener
completamente una componente conexa de S? — E, ya que, por ejemplo, K no toca
A; ni B; para ningtin i. Con esto concluimos que f~1(L) separa la esfera.

Por tltimo, dada una componente R de S? — f~!(L), es claro que su borde OR
estd contenido en f~1(L). Se cumple que df(R) C f(OR), de manera que df(R) estd
contenido en L. Asf que df(R) = L, conlo cual f|g : R — S?— L es sobreyectiva. [J






Capitulo 2

Teorema de Rutt

En este capitulo U serd un abierto simplemente conexo de la esfera cuyo borde
consiste en mas de un punto. Nos basaremos en el articulo de E. Rutt [11], en el
que se da una condicién necesaria para que el borde de U sea indescomponible, y
luego una condicién necesaria para que U tenga un fin primo' cuya impresién es
todo su borde. En particular nos interesara el segundo resultado, del que veremos
una demostracién en detalle.

1. Segundo Teorema de Rutt

TEOREMA 2.1. (Segundo Teorema de Rutt) Sea I' = 9U. Si existe un fin pri-
mo de U cuya impresion es I', entonces I' es indescomponible o es unién de dos
indescomponibles.

)€

Figura 1. Un fin primo cuya impresion es el Doble Knaster.

Un ejemplo de que las hipdtesis de este teorema no son suficientes para que I’
sea indescomponible es el de la figura 1, donde podemos identificar dos subconti-
nuos propios, cada uno homeomorfo al continuo de Knaster, cuya unién da todo el
continuo.

Es facil construir un ejemplo que muestre que no vale el reciproco del teorema
anterior. En la figura 2 se muestra un continuo que es unién de dos subcontinuos
indescomponibes, pero su complemento en la esfera no tiene ningtin fin primo cuya
impresién sea todo el borde.

Iyer Capitulo 1. §1

19
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FiGcura 2

Antes de demostrar el teorema anterior probaremos algunos lemas que seran de
utilidad.

LEMA 2.2. Sean I' = QU y ¢ un fin primo de U cuya impresién llamaremos P C T'.
Supongamos que ¢ estd definido por una cadena de crosscuts { H;}; . Entonces, dado
@ C P cualquier subcontinuo propio de P, hay infinitos puntos que son extremos

de algin H; y no estéan en Q. Es decir, el conjunto (I' — Q) NJ, H; es infinito.

DEMOSTRACION. Haremos la prueba por absurdo. Supondremos que el conjunto
r-Q)nN U, H; es finito. De hecho, a menos de tomar una subsucesién de crosscuts
con ambos extremos en @, podemos suponer que (I' — Q) N U; H; es vacio. Es decir
que nuestro supuesto serda que todos los extremos de los crosscuts H; estan en Q).

Sea & la componente conexa de S? — @Q que contiene todos los crosscuts H;.
Al ser () compacto, se cumple que 0 es abierto, y ademés es simplemente conexo
pues su complemento en la esfera es conexo. Ademas se tiene que el borde de § estd
contenido en @ y, como los extremos de todos los H; estdn en @, resulta que {H;};
es una cadena de crosscuts de d cuya impresion estd contenida en (). Veremos que
esta impresion contiene a P, lo cual es absurdo.

De las dos regiones crosscut en que Hy separa ¢, sea dy la que contiene H;. Si
{R;}i son las regiones crosscut de U definidas por { H;};, entonces Ry estd contenida
en dg. Inductivamente, habiendo definido §,_1, tenemos que H,, es un crosscut de
dn—1. De las dos componentes de §,,_1 — H,,, sea d, la que contiene H,,; (Ver figura
3).
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FiGgura 3

Por construccién, {d;}; junto con {H;}; forman una cadena fundamental en 0,
de modo que su impresién es N;d; C Q.
Luego, como cada R,, estd contenida en §,,, tenemos que

P=n;R; Cni6; CQ.
O
LEMA 2.3. Sean I' = QU y ¢ un fin primo de U con P y P, su impresién y su

conjunto principal respectivamente. Entonces, dado cualquier Q C P subcontinuo
propio de P contenido en P, se cumple I' =T — Q.

DEMOSTRACION. Solo hay que probar que Q C I' — Q. Sea q € @ cualquiera.
Como ¢ € P,., existe una cadena de crosscuts { H;}; representante de € que converge
a q. Como @ estd estrictamente contenido en P, estd en las hipdtesis del Lema 2.2,
de modo que el conjunto (I' — Q) N U;H; es infinito. Como los H; convergen a g,
necesariamente ¢ es punto de acumulacién de (I' = Q)NU;H;. Asiqueqe T — Q. O

LEMA 2.4. Si U tiene un fin primo € cuya impresion es igual a I', y P, es el
conjunto principal de e, entonces, para todo par de subcontinuos propios K; y Ko
de I' tales que I' = K7 U K>, se cumple que P, intersecta a K; y a Ko.

DEMOSTRACION. Supongamos que P, no intersecta a K. Entonces P, estd con-
tenido en I' — K, que es abierto en I', con lo cual existe un indice ig tal que, para
todo i > ig, ambos extremos de H; estdn en I' — K7 C K. Pero esto significa que
el conjunto de puntos que son borde de algin H; y no estan en K5 es finito, lo cual
contradice el Lema 2.2. Andlogamente concluimos que P, corta a K. O
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DEMOSTRACION. (Segundo Teorema de Rutt) Supongamos que € es fin primo
de U cuya impresién es T, y sea {H;}; una cadena de crosscuts de U que define a ¢.
Sea P, C I' el conjunto principal de €.

AFIRMACION 3. Si P. =T, entonces I' es indescomponible.

Si P. =T, entonces para todo ) C I'" subcontinuo propio tenemos, por 2.3, que
CTI'—@Q. De modo que, si I' = Q U K, con K otro subcontinuo de I', entonces
I' = @ C K. Pero esto implica Q C K, osea que K = I". Luego I' es indescomponible.

O

Supongamos entonces que P, % I' y que podemos escribir I' = AU B, donde A
y B son dos subcontinuos propios. A priori ni A ni B son necesariamente indescom-
ponibles, como es el caso en la figura 4. Por 2.3, tenemos que I' — P, =T.

En virtud del Lema 2.4 tenemos que P, intersecta tanto a A como a B. Afirmamos
que, sin embargo, P. no contiene a A ni a B. En efecto, si fuera A C P., entonces
I'-P.CB.LuegoI' =1— P, C B, asi que B =T, lo cual es absurdo. Entonces A
no estd totalmente contenido en P.. Andlogamente se llega a que B tampoco.

Nuestro siguiente objetivo seré encontrar un continuo indescomponible X C A
tal que I' = X U P.U B. De manera que, si A es indescomponible, tomamos X = A.
Asumiendo que A no es indescomponible, supongamos que A = A; U As, donde A
y Az son dos subcontinuos propios de A (Ver Figura 4).

Tenemos que B no contiene a I' — P.2, con lo cual el conjunto Q4 = T'— (P.UB)
es no vacio y estd contenido en A.

2Porque, sil'— P. C B,otravezes ' =1 — P. C B, que es absurdo.
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A
p.
[ )
A .
FiGura 4

AFIRMACION 4. Q4 estd contenido en A; o en Aj.

Supongamos por absurdo que ni A; ni As contienen a Q4 y definamos

Ci=P.UA

Cy=P.UAUB

Cs=P.UAUB

Probaremos que estos son subcontinuos propios de I'. En primer lugar observe-

mos que, de ser C; =T, serfa I' — P, C A y, por lo tanto, I' = A. Por otra parte, si
fuese Cy = I', entonces (Q 4 estaria contenido en As, contradiciendo nuestro supuesto.
Por la misma razén, no puede ser C3 = I'. De modo que C1, C5 y C3 son compac-
tos estrictamente contenidos en I'. Ademads, ya sabemos que C es conexo, pues P,
intersecta A. De la misma forma, para concluir que Cy y C3 también son conexos,
veremos que P, también intersecta A; y As. Hay dos posibilidades: A1 N B # 0 6
As N B # (). Asumamos el primer caso sin pérdida de generalidad. Luego A; U B es
un subcontinuo propio® de I'. Por lo tanto, K; = A; U B y Ko = Ay estén en las
hipétesis del Lema 2.4, de donde se sigue que P, intersecta As. Con esto podemos
afirmar que Cy es un continuo (de hecho, un subcontinuo propio de I'). Por tltimo,
usando nuevamente el Lema 2.4 con K1 = Cy y Ko = A; concluimos que P, también
corta a Aj. Asi que C3 también es conexo.

Hemos probado que Cy, Cy y C3 son subcontinuos propios de I'. Si alguno de
ellos, llamémosle @), contiene ambos extremos de H; para infinitos indices ¢, entonces
podemos considerar la subcadena de crosscuts que consiste en tales infinitos H;, y
obtener una cadena que define el mismo fin primo . Sin embargo, no hay extremos
de los arcos de esta cadena que no estén en (@, lo cual contradice el Lema 2.2.
Veamos ahora que la alternativa: ninguno de los continuos C7, Co y Cs contiene
ambos extremos de H; para infinitos indices 7, también nos lleva a una contradiccion.

3Es propio ya que estd contenido en Cs y Cs # T
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Primero notamos que, en tal caso, hay algun indice ¢ para el que ni Cy ni Cy ni Cj
contiene ambos extremos de H;. Otra observacién es que la unién de cualquier par
de los tres subcontinuos C1, Cy y C3 es todo I'. De modo que, si llamamos a y b a
los extremos de H;, tenemos que a no puede estar en C; N Cy N (3, ya que, de ser
asi, b no podria estar en ninguno de los tres continuos. Supongamos entonces que
a ¢ Cy. Luego, como C1 UCy =T, a € Cy y, por lo tanto, b ¢ C2. Andlogamente,
comoa ¢ CpyCiUCs =T, a € Cs. De modo que b ¢ Cs, pero esto implica que
b ¢ CoUCs =T. El mismo tipo de absurdo se obtiene al suponer que a no esta en
C5 o en (3. Esto prueba la Afirmacién 4.

AFIRMACION 5. Existe un continuo indescomponible X C A tal que I' = X U
P.UB.

Sabemos por la afirmacién anterior que Q@4 C A1 6 Q4 C As. Asumamos sin
pérdida de generalidad que Q4 C A;. Gracias a la proposicién 1.18, podemos tomar
X C A; subcontinuo irreducible con respecto a @) 4. Afirmamos que X es indescom-
ponible. En efecto, si fuera X = X7 U Xo, con X7 y Xs subcontinuos propios de X,
entonces, por el mismo argumento que antes, Q4 C X; 6 Q4 C Xo, lo cual contra-
dice la irreducibilidad de X con respecto a Q 4. De modo que X es indescomponible
y tenemos que I' = X U P. U B.

AFIRMACION 6. Existe un continuo indescomponible Y C B tal que I' = X U
P.UY.

Igual que antes, si B es indescomponible, no hay méas que buscar. Si no, escribi-
mos B = B;UBs con By y By subcontinuos propios. Definimos Q' = I'— (P.UX) C
By, argumentando como antes, llegamos a que @’z es no vacio y estd contenido en
By 6 en By. Asumiendo que Q5 C By, elegimos Y C B subcontinuo irreducible
con respecto a Q’z. Luego Y es indescomponible y tenemos I' = X U P, UY como
queriamos.

Finalmente, observamos que, como X UY es compacto y I'— P. C XUY, entonces
I'=I'-P.CXUY.Porlotanto,'=XUY.

0

2. Otros resultados y ejemplos

TEOREMA 2.5. (Primer Teorema de Rutt) Si el borde de U es indescomponible,
entonces existe un fin primo de U cuya impresién es U

No incluiremos aqui la prueba del Primer Teorema. En lugar de esto, veamos lo
que sucede en el caso de nuestro indescomponible de cabecera. Observamos que, si U
es el complemento del continuo de Knaster en la esfera, entonces U es simplemente
conexo y su borde es el propio indescomponible. El teorema anterior nos dice que
U tiene que tener un fin primo cuya impresién es todo su borde. En la Figura 5 se
muestra cémo encontrarlo.

Observemos que el Lema 2.3 implica el siguiente resultado, interesante por si
mismo, que ya probamos al principio de la demostracién del Teorema 2.1.
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TEOREMA 2.6. (Tercer Teorema de Rutt) Sea I' = OU. Si existe un fin primo de
U cuyo conjunto principal es I', entonces I' es indescomponible.

FiguraA 5. Un fin primo cuya impresion es el continuo de Knaster.






Capitulo 3

Teorema J

Recordemos que, dado f un polinomio complejo, se define el conjunto de Julia
de f como la frontera de la cuenca de atraccion de oo, y el Julia relleno J como el
complemento de la cuenca de co. Dijimos también que un cubrimiento ramificado
f: 8% = 5% de grado d se dice polynomial like cuando existe una regién R C S?
simplemente conexa, completamente invariante, que contiene a oo, punto critico fijo
de orden d — 1, y cuyo complemento S? — R es no numerable. Llamaremos tamibén,
por analogia, J al borde de Ry J al complemento de R en S2. Observemos que dg
Riemann-Hurwitz se deduce que el tnico punto critico de f en R es oo, o sea, J
contiene d — 1 puntos criticos contados con sus érdenes.

En [13] y [14] D. K. Childers, J. C. Mayer y J.T. Rogers probaron que, para f
polinomio complejo de grado mayor que 1, se cumple que si la cuenca de oo tiene
un fin primo cuya impresién es todo el conjunto de Julia de f, entonces el Julia
es indescomponible. Con el objetivo puesto en extender este resultado a los mapas
polynomial like, veremos en este capitulo que, con una hipdtesis adicional sobre J,
obtenemos la misma conclusién que para los polinomios. De ese modo vincularemos
finalmente el concepto de fines primos con los cubrimientos ramificados, recurriendo
a los teoremas de Rutt vistos en el Capitulo 2.

Al final del capitulo mencionaremos un ejemplo de cubrimiento ramificado que
admite un continuo indescomponible completamente invariante.
1. Composants

Supondremos ahora que X es un continuo indescomponible contenido en un
espacio métrico, aunque en ocasiones menos hipétesis serian suficientes.

DEFINICION 3.1. (Composant) Dado un punto z en X, llamaremos composant
de x a la unién de todos los subcontinuos propios de X que contienen a .

Usaremos los siguientes dos resultados en la demostracién del Teorema J.

TEOREMA 3.2. ! Toda composant de X es unién numerable de subcontinuos de
X.

Se deduce que X tiene una cantidad no numerable de composants. Para ver esto,
observamos que, como los subcontinuos propios de X no tienen interior en X, toda
composant es unién numerable de cerrados con interior vacio. De modo que, por

1[4]7 §48, VI, Theorem 1.

27
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Teorema de Baire, una uniéon numerable de composants no puede tener interior en
X.

TEOREMA 3.3. 2 Toda composant de X es densa.
En [9] J. Krasinkiewicz introdujo el concepto de composant interna.

DEFINICION 3.4. (Composant interna/externa) Dado un continuo X, una com-
posant C' de X se llama externa si existe un continuo L que intersecta tanto a X
como a su complemento, tal que LN X estd contenido en C'. De lo contrario, decimos
que C es interna. Diremos que C es fuertemente externa si existe un continuo L que
intersecta tanto a X como a su complemento, tal que L N X es un conexo contenido
en C.

Dada U una componente conexa de S — X, diremos que una composant C' de
X es U-externa si existe un continuo L que intesecta a X y a U, y tal que LN X esta
contenido en C. Andlogamente, diremos que C' es fuertemente U-externa si existe un
continuo L que intersecta tanto a X como a U, de modo que la interseccion L N X
es un conexo contenido en C.

Notemos que toda composant fuertemente externa es externa. Si bien en [9]
Krasinkiewicz demostré que no se cumple en general el reciproco, este si es cierto
para la mayoria de los indescomponibes mas usuales que se presentan en dinamica,
como son los solenoides, el continuo de Knaster, los lagos de Wada.

Para ilustrar la definicién anterior podemos pensar cémo son las composants del
continuo de Knaster. Es claro que la composant del punto (1,0) es externa, ya que
se puede conectar este punto con el complemento del continuo por un segmento L
como en la Figura 1. De hecho, en nuestras representaciones del continuo de Knaster
solamente se ve esta composant. En [8], Krasinsiewicz probé que todas las demés
composants de este continuo son internas. Vale la pena observar que en este ejemplo
la tinica composant externa es fuertemente externa.

FIGURA 1
El siguiente resultado también se debe a Krasinkiewicz y su prueba estd en [9].

2[4], §48, VI, Theorem 2.
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TEOREMA 3.5. Dado X un continuo indescomponible, la unién de las composants
internas de X es un conjunto de segunda categoria en X.

Para nuestros propédsitos sera suficiente saber que en todo continuo indescompo-
nible hay alguna composant interna.

Dado L C S? un compacto que separa la esfera, y A C S? conexo, diremos que
L separa A si hay puntos de A en al menos dos componentes de S? — L.

Al ser L compacto, las componentes conexas de su complemento son abiertas.
Notemos que, si L separa A, entonces, si U; y Uy son componentes conexas de S? — L
que contienen puntos de A, entonces U; y U, también contienen puntos de A. Esto
se resume en la siguiente observacién.

OBSERVACION 3.6. Si L separa A, entonces separa A.
Probaremos el siguiente resultado en la ltima seccion de este capitulo.

TEOREMA 3.7. (Teorema K) Sean X C R? un continuo que no separa el plano
e Y un continuo indescomponible contenido en el borde de X. Si existen Y;, una
composant interna de Y, y Z un subcontinuo de X que intersecta Y; y ademés Z no
estéd contenido en Y, entonces Y estd contenido en Z.

2. Enunciado y lemas previos

Recordemos que, para f polynomial like, notamos por R a una regién simple-
mente conexa completamente invariante con oo € R, y J a su borde.

Dado un continuo X, diremos que X se descompone en indescomponibles si se
escribe como la unién finita X = A; U---U A,, donde cada A; es un subconti-
nuo propio indescomponible de X y ninguno de ellos estd contenido en la unién
de los restantes. En tal caso diremos que {4i,...,A,} es una descomposicién en
indescomponibles de X.

TEOREMA 3.8. (Teorema J) Sea f : S? — S? polynomial like de grado d > 2. Si
{41,...,A,} es una descomposicién de J en indescomponibes, entonces todo punto
critico ¢ # oo de f cumple lo siguiente.

1. Sic ¢ Jy V esla componente de J—J que contiene f(c), entonces OV # J.

2. Sic € J, entonces f(c) estd en todos los Ay y la composant C' de f(c) en Ag
es externa, pero no fuertemente R-externa. Ademas, si V' es una componente
de S% — J tal que C es fuertemente V-externa, entonces OV # .J.

Decimos que un continuo X C S? es cofrontera si es el borde de todas las
componentes de S? — X. Observemos que, en el caso particular en que J no separa
la esfera, .JJ es cofrontera.

COROLARIO 3.9. Sea f : S? — S? polynomial like de grado d > 2, tal que J es
cofrontera y no es indescomponibe. Si existe un fin primo de R cuya impresién es J,
entonces J = AU B, donde A y B son indescomponibes, ademds f no tiene puntos
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criticos en J — J , v todo punto critico ¢ € J cumple que su imagen estd en A y en
B, y en ambos la composant de f(c) es externa pero no fuertemente externa.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.5 sabemos que .J es indescomponible o es
unién de dos indescomponibes. Suponiendo entonces que J no es indescomponible
tenemos que J se descompone como J = AU B, donde A y B son dos subcontinuos
propios indescomponibles.

Por otra parte, como oo es punto critico de f de orden d—1, en J hay d—1 puntos
criticos contados con sus 6rdenes. Esto implica que f tiene algin punto critico ¢ en
JoenJ—.J.Sifuera ¢ J, por el Teorema .J, la componente de S? —.J que contiene
a f(c) no tendria como borde a J, lo cual contradice que J es cofrontera.

De modo que ¢ € J y, por el Teorema J tenemos que f(c) € AN By la compo-
sant de f(c) en ambos es externa. Sea C' la composant de f(c) en A, y sea V una
componente de S? — J tal que C es V-externa. Suponiendo que C' es fuertemente
V-externa, el Teorema J también garantiza que OV # J, lo cual contradice que J
es cofrontera. O

Lo siguiente se deduce inmediatamente del corolario anterior.

COROLARIO 3.10. Sea f : 2 — S? polynomial like de grado d > 2, tal que J es
cofrontera y f tiene algin punto critico en J — J. Si existe un fin primo de R cuya
impresién es J, entonces J es indescomponibe.

LEMA 3.11. Sea f : S? — S? polynomial like. Si J = A; U...U A, es una
descomposicién en indescomponibes de J, entonces para todo k se cumple que ningtin
Aj toca una composant interna de Ay si j # k.

DEMOSTRACION. Por definicién, los A son continuos indescomponibes y nin-
guno de ellos estd contenido en la unién de los demds. Supongamos que A; intersecta
AZ una composant interna de Ay, ysean X = R, Y = A, vy Z = A;. Tenemos que
tanto Y como Z son subcontinuos de J que es el borde de X. Ademds A; no estd
contenido en Ay, asi que, en particular, A; N (0X — Aﬁg) no es vacio. De modo que,
por el Teorema K, llegamos al absurdo de que A, C A;. U

LEMA 3.12. Sea f : S? — S? polynomial like de grado d > 2. Si J = A;U...UA,
es una descomposicion de J en indescomponibes, entonces para todo j existe un tnico

k tal que f~1(4;) = Ay.

DEMOSTRACION. Observemos que, si algiin A, no tuviese interior en J, la unién
de los demas seria densa en J y por lo tanto igual a J, de modo que A estaria
contenido en ella. Asi que todos los A tienen interior en .J.

Separaremos la prueba del lema en un par de afirmaciones intermedias.

AFIRMACION 7. Para todo j, toda composant C' de A; cumple que su imagen
f(C) no tiene interior en J.
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Para verlo alcanza con probar que f(C — Crit(f)) no tiene interior en J. Para
simplificar denotemos C! = C' — Crit(f). En virtud del Teorema 3.2, C' es unién
numerable de subcontinuos propios de Aj;, con lo cual, como f tiene finitos puntos
criticos, también C’ es unién numerable de compactos. Para cada punto z € C’,
sea B, un entorno abierto de x tal que f restringido a B, es un homeomorfismo.
Como C’ es unién numerable de compactos, podemos quedarnos con una cantidad
numerable de tales abiertos que cubren C’. Renombrémoslos como { B; };cn. Tenemos
que, para cada i, B; N C’ es compacto sin interior en Aj, con lo cual, al ser f|E un

homeomorfismo sobre su imagen, f(B; N C’) es compacto sin interior en .J. Como
F(C) =2, f(C'NBy), por el Teorema de Baire se sigue que f(C”) no tiene interior
en J.

AFIRMACION 8. Para todos j y k, si un punto z € A; cumple que f(x) estd en
A}, una composant interna de Ay, entonces f(A;) C Ay.

Sea Cf 7 la composant de x en A;. Veremos que f (C;4 7) C Ag. Dado cualquier
K C ij subcontinuo propio de A; que contiene a z, defino Z = f(K), Y = Ay y
X = J. Tenemos que X, Y y Z cumplen todas las hipdtesis del Teorema K, salvo
quizés la condicién de que Z N (90X —Y;) # 03. Si valiera la tltima hipétesis del
teorema, tendriamos que Ay C f(K), lo cual es absurdo ya que, por la afirmacién
anterior, f(K) no tiene interior en J, mientras que Ay si lo tiene. De modo que
necesariamente f(K) C Ag. Es decir que la imagen de todo subcontinuo propio

de A; que contiene a x estd contenida en Aj. Por lo tanto, f(ij) C Aj. Como
las composants de un continuo son densas, esto implica que f(A;) C A, como
queriamos.

AFIRMACION 9. Para todo j, si

H; = {k: f(A) corta una composant interna de A;},
entonces f1(4;) = Uken, Ak

La inclusién | J,¢ H, Ak f71(A;) se sigue de la afirmacién anterior. Para la
otra, sea = in J tal que f(z) =y € A;, y supongamos que x no pertenece a ningin
A con k € Hj. El Teorema 3.5 garantiza que existe A} una composant interna de
Aj. Recordemos que Aj es densa en A;. Dado V' un abierto que contiene a z tal
que V N UkeHj A =0, como f es abierta, f(V) es un entorno de y, de modo que

() ﬁA;- # (). Es decir que existe z € V tal que f(z) estd en una composant interna
de Aj;, lo cual contradice la definicién de H;. Esto prueba la afirmacion.

Finalmente, tenemos que f~'(4;) = e H, Aj. En particular, H; es no vacio
para todo j. Para probar el lema alcanza con ver que, si j # k, entonces H;NHj, = ().
Si existiera [ € H; N Hy, entonces f(A;) € Aj N Ag. Sin embargo, f(A;) también
cortarfa una composant interna de A;, con lo cual tendriamos que Aj toca una
composant interna de A;, lo que contradice el Lema 3.11. O

3Es claro que J no separa la esfera y que Ay, esté contenido en el borde de J. Ademads, como
f(x) € f(K) = Z, Z también corta Y; = Aj,.
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3. Prueba del Teorema J

DEMOSTRACION. (Teorema J)
Supongamos que J = A; U---U A,, donde los A son subcontinuos propios
indescomponibles, y ninguno de ellos esta contenido en la unién de los restantes.

Sea ¢ # oo un punto critico de f y empecemos suponiendo que ¢ € J. Queremos
probar que f(c) estd en todos los Ag. Supongamos que para algin ¢, f(c) no estd
en Ay. Al ser J el borde de R, existe un continuo L que no separa la esfera, que une
f(c) con oo sin pasar por Ay. Por la Proposicién 1.25, tenemos que f~1(L) separa la
esfera y hay preimagenes de A, en cada componente conexa de S% — f~!(L). Pero,
si Ay, = f~1(Ay), entonces f~1(L) no corta Ay, de modo que Ay, es disconexo.

Esto nos permite concluir que f(c) tiene que estar en todos los A;. Para cada
j llamemos C; a la composant de f(c) en A;. Observemos que, por el Lema 3.11,
sabemos que para todo j, C;j es composant externa de A;.

Veamos ahora que ninguna C; es fuertemente R-externa. Supongamos que Cj
es fuertemente R-externa para cierto j. Entonces existe un continuo L C S? que
une f(c) con oo sin separar la esfera, tal que L N A; es conexo y estd contenido
en Cj. Sea Ay = f71(4;). Como L N A; es conexo, f~HL)NAx = f~HL N Aj)
tiene finitas componentes conexas. Usando otra vez la Proposicion 1.25 tenemos que
f~Y(L) separa la esfera y en cada componente conexa de S? — f~1(L) hay alguna
preimagen de cada punto de S? — L. Sabemos que Aj no estd contenido en L, pues
LN Aj esta dentro de C. Asi que S5? — L contiene puntos de Aj, con lo cual YD)
separa Ag. Como f~!(L) N Ay es unién de finitos subcontinuos de Aj, cuya unién
separa Ay, gracias al Corolario 1.15 obtenemos que Ay es descomponible.
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Fijado cualquier j, consideremos entonces una componente conexa V de S 2/\— J
tal que Cj es V-externa. Supongamos que C; es fuertemente V-externa y sea L un
continuo que contiene a f(c), toca V e intersecta A; en un conexo contenido en
C;. Queremos concluir que 9V # J. Veremos que, de hecho, el borde de V' esta
contenido en A;. Supongamos por absurdo que hay un punto x € OV — A;, y sea
U un entorno abierto de x que no toca A;. Como 0V C Jy J es el borde de R, U
intersecta tanto a R como a V. Asi que podemos conectar L con oo por una curva
a, pasando por U, sin tocar A;.

La existencia del continuo L = L U o muestra que Cj es también fuertemente

R-externa, ya que (E Ua)NA;= Ln Aj es conexo, lo cual ya vimos que lleva a un
absurdo.

Para terminar resta considerar el caso en que ¢ no estd en J. Para probar que
oV # J, simplemente observamos que, de no ser asi, otra vez podriamos conectar
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f(c) con oo sin tocar alguno de los Ay, de modo que la preimagen de este seria
disconexa.

0

4. Prueba del Teorema K

Para la prueba de este teorema recurriremos al siguiente teorema, que se debe a
Krasinkiewicz; su prueba se encuentra en [8].

TEOREMA 3.13. Sean X un continuo indescomponible, C una composant interna
de X y Z un continuo que intersecta C. Supongamos que ZN (X —C) # 0 y que C no
estéd contenida en Z, y sea D un disco que corta C — Z. Entonces existe un continuo
A C C tal que AU D separa S? y separa Z.

COROLARIO 3.14. En las hipotesis del teorema anterior, Z corta toda composant
interna de X.

DEMOSTRACION. (Teorema K)

En primer lugar afirmamos que podemos suponer que Z no separa la esfera. En
efecto, supongamos probado el resultado para el caso en que Z no separa, y supon-
gamos que Z separa. Consideramos entonces Z , la unién de Z con las componentes
conexas de su complemento que estan contenidas en X. Es decir,

Z=2U U{U : U componente conexa de S* — Z tal que U C X }.

Entonces, como X no separa la esfera, tenemos que A tampoco la separa y Z C X.
Asi que 7 estd en las hipétesis de lo que suponemos probado, de donde se concluye
que Y estd contenido en 7. Pero Z — Z est4 contenido en el interior de X y, COMO
Y C 0X, necesariamente Y estd contenido en Z.

Por comodidad llamaremos C a Y;. Usaremos la afirmacion anterior para concluir
que Z N C es conexo. Por absurso supongamos que Z N C no es conexo y sean « € y
puntos en componentes conexas distintas de ZNC. Sea C’ un continuo contenido en
C que contiene a z y a y. Luego C' N Z no es conexo, de modo que C' U Z separa el
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plano. Como Z no separa el plano, hay alguna componente conexa U de S?—(C'UZ)
tal que

(a) UCX,

(byoU CC'UZ y

(¢) QU no esté contenido en Z.

Sean y € OU — Z y V un entorno de y que no intersecta Z. Tenemos que V'
intersecta U, asi que podemos tomar u € U NV y «a un arco contenido en V NU
que une u con un punto ' € AU (y' podria ser y). Por (b) y (c¢), tenemos que
y' € C" C C. Pero U es abierto, asi que, por (a), U estd contenido en el interior de
X, de modo que no toca Y. Con esto se tiene que ningin punto de a excepto 3’ estd
en Y, lo cual contradice que C' es una composant interna. Esto prueba la afirmacion.

Asumamos entonces que Z no separa el plano, de modo que Z N C' es conexo,
y supongamos ahora por absurdo que Y no esta contenido en Z. Luego tampoco C'
estd contenido en Z, ya que C es denso en Y. Sea D un disco que toca C' y no toca
Z. Como Z no estd contenido en C', por el Teorema 3.13 hay un continuo A C C tal
que AU D separa S? y separa Z.

Hay dos posibilidades. O bien C' N Z =Y, y entonces
Y=CnNnZcCnNnZ=YnNZ,

con lo cual Y C Z como querfamos. O bien C N Z # Y, y en este caso, como CNZ
es conexo, C'N Z es un subcontinuo propio de Y que toca C, de modo que, por
definiciéon de composant, C' N Z esta contenido en C. Claramente también C'N Z
estd contenido en Z, asi que CNZ C C N Z, con lo cual C'N Z es compacto.

Podemos suponer entonces que C' N Z es compacto. Sea B=AUDU (CNZ).
Luego B es un compacto que separa S2. En efecto, observemos que A U D estd
contenido en B y, como Y no tiene interior en la esfera, C'N Z no puede contener
una componente conexa de S2 — (AU D). Como Z no estd contenido en Y, alguna
componente de S — B tiene puntos de Z. Sea U tal componente, y sea Zy una
componente conexa de Z NU. Luego la clausura Zj toca el borde de U, ya que Z es
conexo. Asi que Zy es un continuo que corta C, composant interna de Y, y no esté
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contenido en C', con lo cual, otra vez por el Teorema 3.13, existe un continuo L C C
tal que L U D separa S? y separa Zj.

Afirmamos que L N Zy es no vacio. Sabemos que L U D separa Zg, pero, por la
Observacion 3.6, esto implica que LU D separa Zy. Como U no toca D, Zy tampoco.
De esto se concluye que, si LN Zy = (), entonces Zo N (LU D) = (), y esto contradice
que Zy es conexo.

Hemos llegado a que LN Zy # (). Pero esto también es absurdo, pues Zj no tiene
puntos de C', mientras que L N Z; estd contenido en C'N Z. O

5. Referencias a ejemplos y preguntas

En el trabajo de Childers, Mayer y Rogers [14] se prueba que para todo poli-
nomio complejo el Julia es indescomponible si y solo si un fin primo de By, tiene
impresién igual a J. Sin embargo, esta abierta la pregunta sobre si existe algtin Julia
indescomponible.

Existe un ejemplo, de J. Iglesias, A. Portella, A. Rovella y J. Xavier* de un
cubrimiento ramificado f, que no es polynomial like, para el que existe una region
invariante R donde f es un homeomorfismo, cuyo borde es un continuo indescom-
ponible con infinitos lagos de Wada en el que f es 2 a 1.

Una pregunta que dejaremos planteada es si se cumple lo siguiente.

CONJETURA 3.15. Para todo f : S? — S? polynomial like, J no se descompone
en indescomponibles.

En caso de ser cierto este resultado, se concluiria el siguiente, que generalizaria
el teorema de Childers, Mayer y Rogers.

CONJETURA 3.16. Para todo f : S? — S? polynomial like vale que J es indes-
componible si y solo si existe un fin primo de R cuya impresién es igual a J.
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